Kapitola 5 Mikroekonomicky pristup : Koriusova (funkcionélni) indexni Cisla

Zobecnéni Koniusovych kvantovych indexnich Cisel.

Zakladni poznatky pfinesli v tomto sméru R.G.D.Allen, P.Samuelson, R.Pollak, S.Swamy a
E.Diewert. Nékteré navrzené konstrukty nesou pfislu§na autorskd pojmenovani: Pollakav,
Malmquistav a Allentv kvantovy ( téz mnoZstevni nebo objemovy ) index. Konusova

kvantova indexni ¢isla definovana v (5.5) a (5.6) jsou vesmes jejich specialnimi ptiklady nebo

vvvvvv

Nejprve uvedeme Pollakiv-Korusiv kvantovy (objemovy) index, jehoz obsahem je podil

objemu vydajii bézného a zakladniho obdobi a Koriusova cenového indexniho ¢isla
Definice 5.5

Pollakiv-Konusuv kvantovy (objemovy) index [Pollak 1971] je definovan jako

N
D pihg; (D

i=1
%Pi (0)g;(0) ML E(u(q(1)); p())
QOIPK (q*(f))= i;l _ M(0,0)  E(u(qg (1)), p()

ML E(q0);p(0)

(5.39) .
27000y B () p0)

N *
D pi(0)g; (1)

i=1
V posledni z té€chto defini¢nich forem je uzita notace s vydajovou funkci E(u(q(?)), p(t.)).
OznaCeni "¢" v argumentech cenového a mnozstevniho vektoru zastupuje ptislusnost
k obdobi, vnémz jsou méfeny ceny Ci kvantity; toto obdobi v§ak nemusi byt nutné jen
zakladni nebo bé&zné. Je patrné, ze definice QOIP K (q*(t)) zavisi na referenénim vektoru q*,

ktery se v ni vyskytuje. Zavedeni Pollakova-Korusova kvantového indexu vychazi z analogie

z jednokomoditniho pfipadu, kdy je mozné psat objemovy index pomoci cenového jako

p(D). q(1)
(1) 3 _ p(0).q(0)
(5.40) QoD = T
p(0)
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Pro obecnou N — komoditni situaci tak obdobné dostaneme

% pi(Dg; (1)
(5.40B) 01 M B :

pficemz jednoznacnost bude dana az po konkrétni volbé cenového indexu (M) ]N)Ol.

Konkretizujeme-li volbu obdobi ¢ v cenovém indexu (M) 1301 tak, ze vezmeme zakladni, resp.

bézné obdobi, ziskame — pro ptipad cen p(0) - Koniusiv-Paascheho kvantovy index
0, <7 — E(lq(). p) _ M(LD)
E(u(q (1), p(0)) M (1,0)

- pro ptipad vzeti p(1) dostaneme Konustv-Laspeyresiv kvantovy index

o Kt _ Eulg (0), p(h) _ M (0.
U E(u(q(0), p(0))  M(0,0)

Oba tyto indexy vSak mohou byt zobecnény i jinym zptsobem, nez je Pollakiv navrh.

K formulaci dal§iho zobectiujiciho indexu, Malmquistova kvantového indexu, je nutné zavést
pojem distancéni (nékdy téz deflacni) funkce'. Deflacni funkce definovana ve vztahu

k uzitkové funkci u(q) a k danému (referencnimu) komoditnimu vektoru ¢ je dana takovou

hodnotou konstanty k£ >0, kterou je tfeba vynasobit (tj. proporcné zvétsit nebo zmensit)

dany referencni vektor ¢, aby hodnota u(q) spadla pfesné na indiferenc¢ni kiivku
odpovidajici hladin€ uzitku O Vyslovme definici

Definice 5.6 Distanéni (deflacni) funkce [R.-W.Shephard 1953/1971]

M¢éjme pevné danu hladinu uzitku %% a (ptfimou) uzitkovou funkci #(q), v niz jsou hodnoty

komoditniho vektoru ¢(7) ziskany v Case 7. Pak definujeme

(5.41)

D(u.q(1)) = Max, |k :u(q(t)/ k) =" u;k >0 )

! Pojem distanéni funkce zavedl (v kontextu dal$ich pojmu teorie produkce) R.W.Shephard v Theory of Cost and

Production Functions 1953/1970.
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Deflacni funkce definovand ve vztahu k uzitkové funkci u(q) a danému (referencnimu)
komoditnimu vektoru ¢ je dana takovou hodnotou konstanty £ > 0, kterou je tfeba vynasobit
(tj. proporéné zvétSit nebo zmenSit) dany referencni vektor ¢, aby spadl pfesné na
indiferen¢ni kiivku odpovidajici hladiné uzitku u(q) .

Poznamka: Hodnota distan¢ni funkce, jak patrno z definice (5.41) informuje o tom, zda je
uvazovany komoditni vektor ¢(#) zapotiebi proporcionalné zvétsit — pii k <1- nebo naopak
je ho mozno proporcionalné zmensit — pfi £ > 1, abychom s nim dosahli pravé velikost uzitku
O V ptipadé€ neutralni (jednickové) hodnoty distan¢ni funkce je tento vektor pravé tak
,postacujici k ziskani hladiny uzitku %% . To oviem neznamena, ze by byly vSechny statky
vyuzity praveé v minimalnich nutnych mnozstvich (jde o proporéni zménu ¢(?)).

Hodnoty distan¢ni funkce tedy lezi v rozmezi (0, + ), pfiCemz hodnoty D(Ou,q(t)) vetsi
nez 1 znamenaji, ze komodity jsou nasazeny ve ,zbyte¢né¢ velkych mnozstvich®, zatimco

hodnoty mensi nez 1 indikuji ,,nedostatecna“ mnozstvi statkii pro dosazeni pozadované

0

urovné ~u . V takto zavedeném kontextu je pak

Definice 5.7

Malmquistav kvantovy (objemovy) index [S. Malmquist 1953] definovan jako

D(u(q);q(1))
D(u(q);q(0)) !

kde D(u, q(1)) = Max, {k;u(q(t)/ k) > u;k >0 } je deflaéni/distanéni funkce, ktera odpovida

M
542) Qo1 (9) =

uzitkové funkci u(q) . Znamena to tedy, ze

Vyraz D(u(q),q(1)) znamena nejvyssi hodnotu £, kterou je tfeba deflovat vektor kvantit ¢(1),
aby se dostal na hranici uzitkové mnoziny vstupi L(u(q)) = {z,u(z) > u(q)}* odpovidajici
referencnimu vektoru kvantit ¢(1),

Vyraz D(u(q);q(0)) znamena nejvyssi hodnotu £, kterou je tfeba deflovat vektor kvantit
¢(0), aby spadl na hranici uzZitkové mnoziny vstupi L(u(q)) = {z,u(z) > u(q)} odpovidajici

referen¢nimu vektoru kvantit ¢(0).

2y angli¢tiné jde o ,utility input set* jako obdoby ,production input set“ v produk&nim kontextu.
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Malmquistiiv index je definovan jako podil obou téchto hodnot. Jeho nevyhodou je tedy,
podobné jako u jinych funkcionalnich indexnich Cisel, zavislost na nepozorovatelné uzitkové

funkci u(q) . Diewert v [6] ukazal, ze také pro tento kvantovy index je mozné odvodit dolni a

horni hranici podobné jako pro Kofiusova indexni Cisla a ze tento objemovy index spliuje
podminky obdobné testu stfedni hodnoty (F10) formulovaného pro mnozstevni indexni Cisla.

Plati totiZ nerovnosti’

q; (D)
q,(0)

Predpoklad o vydajové minimalizujicim chovani spotiebitele neni nezbytny ani k definici

. r M
(5.43) min; m < Qo1 (@) < max;

samotného Malmquistova kvantového indexu ani k zajisténi platnosti omezeni (5.43).
Abychom vSak mohli dale stanovit hranice tésnéji vymezujici hodnoty Malmquistova
kvantového indexu, potiebujeme jiz predpokladat, ze spotiebitel minimalizuje své vydaje ve
vztahu k dosahovanému uzitku a soucasné musime doplnit predpoklad o tom, ze vektor q(7)

(jinak urceny obecnym obdobim ¢) musi byt bud’ ¢(0) nebo ¢(1). Za téchto podminek plati:

> .p,0)q,1

3 1. (0g,0) 0
> p.(0)g,(0) "

2. p.(1)g,(0)

(5.44) Oy, (q(1)) = =0, ataké Oy (q(0)) <

tzn. hodnota kvantového Malmquistova indexu je zdola omezena Paascheho a shora
Laspeyresovym mnozstevnim indexem. Diewert rovné€z ukazal, ze plati-li hypotéza o

vydajové minimalizacnim chovani spotfebitele, existuyje Ae<0,1> takové, ze

QOIM [1.9(0)+(1-2)q()] lezi mezi POlP a POlL. Tim je feCeno, ze Paascheho, resp.
Laspeyresovo kvantové indexni ¢islo vymezuji Malmquistiv index do intervalu pro né€jakou
indiferen¢ni hladinu indexovanou mnozstevnim vektorem , ktery je vazenym primérem

svahami A a 1-A dvou pozorovatelnych vektora ¢(0)resp. ¢(1).

Definice 5.8

Allenuv kvantovy (objemovy) index [Allen 1949] je definovan v kontextu piimé uzitkové

funkce u(q) a k ni ptislusné vydajové funkce E(u(q(*)), p(¢))jako

4 _ E(g); p(0))
E(u(q(0)): p(1)) ’

(5.45) Qo1

3 Jde o obdobnou nerovnost — vyjadrenou pro poméry mnoZstvi — jako je podminka testu stfedni hodnoty (F10).
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kde E(u(q(1)),p(1)) je vydajova funkce odpovidajici uzitkové funkci s komoditnimi
mnozstvimi g (1),g,(1),...,g5 (1) a podobné E(u(q(0)), p(0))je hodnota vydajové funkce
piislugna k uzitkové funkci s komoditami v mnozstvich §;(0),, (0),...,§y (0)*. Index je tedy

definovan jako podil dvou vydajovych funkci, z nichz v jedné se uplatiiuji mnozstvi statkt
nakoupena v bézném obdobi, ve druhé mnozstvi statkii nakoupena v zakladnim obdobi. Vse

uvazujeme v situacich, kdy se spotfebitel zménami nakupi pfizptisobuje cenovym zménam.

Definice Allenova indexu je tedy spojena s trojici vektora ¢(0),4(1), p(¢), pfiCemz uréeni

cenového vektoru p(¢) neni blize specifikovano.

Poznamka 5.4 Jestlize do Allenova kvantového indexu (5.45) dosadime za cenovy vektor

p(t) = p(0), obdrzime Koniusovo-Paascheho kvantové indexni ¢islo QOIKP ; podobné jestlize
vezmeme p(¢) = p(1), obdrzime Konustv-Laspeyresuv kvantovy index. QOIKL .
Je totiz bezprostredné vidét, ze po téchto dosazenich budeme mit

S ,(0)- 47 (1)

E(u(g” (1), p(0) _ 5 M (01)

A KL
(5.46A) Oo1” (p(0)) = I3 0 0 . = (0.0 =001
(g©).pO) &0y 00 MO0
i=1
a analogicky
> pi(1)-¢;(1
00 (p(1y) = L@@, pM) _ 21 ) ): ML) _ kp
5.468) Qo1” (p(D) - - ; Qo1
Ewlq 0.pM)  $,().47(0) M ©0)

i=]

,Neutralni“ hodnota Allenova indexu (5.45) je zfejmé 1 — bude ji dosazeno pravé tehdy,

jestlize oba mnozstevni vektory ¢(0),q(1) poskytnou stejny uzitek. Za této situace a

vzhledem k ryzi monotonnosti pfimé uzitkové funkce 1 vydajové funkce v uzitku %% ° bude

platit Eu(q(1); p) = E(u(q(0); p). Jestlize E(u(q(1); p) > E(u(q(0); p), pak je dle (5.45)

%V pfipadé, ze se ceny zméniz p(0)na p(l), dosazujeme ¢ (1) = q*(l),(j(O) =¢q(0), v opaéném
pfipadé — pii zméné cen z p(1) na p(0) - dosazujeme ¢ (1) = ¢(1),4(0) = q*(O),

® Vydajova funkce je rostouci v uzitku, tzn. pro Ou <Lu plati E(Ou;p) < E(lu; p)
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hodnota Allenova indexu vétS$i nez 1, naopak pii E(u(q(l); p) < E(u(q(0); p)dava tento
index hodnotu mensi nez 1. Hodnota Allenova indexu tak pfimo indikuje, zda je komoditni

kombinace ¢(0) vice ¢i méné ,uzitkotvorna“ nez komoditni kombinace ¢(1).

Za zminku dale stoji, ze Allenliv kvantovy index spliiuje ,kvantovy protéjsek™ testu zamény

faktorti (F3) , tj. plati pro néj vztah

(5.47) 0o (p) O (pe)=1 | (-0

Z (5.46A-B), jakoz i1 z obou dfive uvedenych Kofiusovych nerovnosti vyslovenych pro

kvantova indexni ¢isla (5.9) a (5.10),dale plyne, ze

N
D pi(0)g; (1)
(5.48A) QOIA (p(O)) = QKL < I;l = Q()lL
> pi(0)g;(0)
i=1

a podobné

N
> pihg; ()
(5.48B) QOIA(p(l)) = QKP 2 i]\:]l = Q()]P
D piHg;(0)
i=1

Také pro Alleniv kvantovy index (pfi dosazenich p = p(0), resp. p= p(1)) tedy existuji
hranice omezujici jeho hodnotu zdola a shora. Toto zjisténi ma sviij vyznam, nebot hodnota
QOIA (jinak nepozorovatelné veliiny zavisejici na volbé uzitkové funkce u(q)) je takto
aspoil jednostranné omezena (z pozorovani urCitelnymi) hodnotami, které na tvaru uzitkové

funkce nezavisi.

Diewert [1981] svyuzitim dfivejSich vysledkd Pollaka [1971] a Samuelsona-Swamyho
[1974] dale ukazal, Ze jestlize je uzitkova funkce neoklasickd® , pak pro vsechny kladné
vektory cen a kladné vektory kvantit plati vztahy

u(l)

waoy Q01" <001 (p1)=001"" (g() = 0 S Qo1

® O uzitkoveé funkci fekneme, Ze je neoklasicka, jestlize je kladna, spojita a linearné homogenni.
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Jestlize je uzitkova funkce neoklasicka, pak se Allenitv kvantovy index rovna (pro vSechny

cenove referencni vektory p(¢)) Pollakovu-Konusovu kvantovému indexu (pro vSechny
referenéni vektory kvantit ¢(¢)) a oba se soucasné rovnaji podilu u(1)/u(0). Navic jsou

v takovémto piipadé jak Allenav, tak Pollakiiv-Konusiiv index zdola omezeny Paascheho

kvantovym indexem QOIP a shora omezeny Laspeyresovym kvantovym indexem QOIL.

V obecném ptipadé (neni-li uzitkova funkce mneoklasicka), ukéazal Diewert, Ze existuje
Ae<01> takové, ze Oy’ X (1.q(0)+(1—2).q(1)lexi mezi 0”2 Qpi"a existuje téz

(obecné jiné) A" €< 0,1> takové, ze, Op1 " (4. p(0)+ (1— A). p(1)) téz lezi mezi Og;” a Ooy”.
Znamena to tedy, ze (prosté) Paascheho a Laspeyrestv kvantové indexy, ( které jsou na rozdil
od QOIKP , QOIKL a QOIA zalozeny na pozorovatelnych veli¢inach ), ohranicuji zdola 1 shora

Konusovy kvantové indexy i Allentiv index, pokud volime pfislusné referencni vektory

vhodné mezi ¢(0)a ¢(1), resp. mezi p(0)a p(l).

V (5.30) jsme jiz ukazali, ze oba Kornusovy cenové indexy POIKP POIKL vyhowvuji podmince

2

Fisherova testu proporc¢nosti (F7): jestlize p(1) =c.p(0), pak POIKL = POIKP =c . Je to dano

tim, ze vydajova funkce je linedrné homogenni v cendch. Obdobnou podminku vSak nelze
uplatnit ve vztahu ke kvantitam: Ani Polaktv-Konustv kvantovy index (5.39) ani Allentv
kvantovy index ( 5.45) nejsou linearné homogenni, nelze tedy obecné psat (pti q(1) =c.q(0)s

kladnym skalarem c)

E(u(g® (1); p(1)

_ Bug @:p) _
E(u(¢(0)); p(0)) :
E(u(q" (1)) p(0))

00" * (")

Eu(g (0):p(0) _  E@(g(0):p() _
E@(q(0):p(0)  E(u(g(0)); p(1)

To je mj. divodem pro vyvozeni Malmquistova indexu, ktery tuto vlastnost ma.

wi Qo1 (g€ ()=



