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2 Klasicka indexni €isla v prostredi axiomatického pfistupu

V této casti uvedeme nejdilezitéjsi zakladni, "klasicka" indexni Cisla tak, jak byla postupné
vyvijena (navrhovana) od posledni ¢tvrtiny 19.stoleti do zhruba poloviny stoleti dvacatého.
Nektera z nich jsou pfitom aktivn€ praxi uzivana i v soucasné dobé. Jak Ctenaf sezna, tato
klasicka indexni Cisla jsou zaloZena na - prostém nebo vazeném - pramérovani cenovych popr.
mnozstevnich pomért, pfiCemz volba vah hraje v fadé€ pripadu velmi dulezitou ulohu z hlediska
vlastnosti, které to-které indexni ¢islo ma. Praveé hledanim vlastnosti, které by mélo "kvalitni"
¢i "idealni" indexni Cislo spliiovat, se zabyvala fada ekonomu popf. statistikii témét soubézné
s tim, jak je objevovaly navrhy jednotlivych matematickych konstrukti. Nejvétsim piinosem na
tomto poli byly v prvé ctvrtin€é 20. stoleti prace americkych ekonomu Irvinga Fishera
a C.M.Walshe (a o néco pozdéji norského ekonoma Ragnara Frische), ktefi se jako prvni
pokusili o vytvoreni urcité ucelené soustavy podminek (axiomu, testl), na zakladé kterych by
bylo mozné objektivné posuzovat "kvalitu" jednotlivych navrhi indexnich Cisel. Prestoze se
ekonomicka teorie v této oblasti patrné pozvolna uzavira, prece jen lze jesté Cas od Casu
zaznamenat piinosné poznatky - v poslednim Ctvrtstoleti za né¢ vdéCime predev§im némeckym
autorim pusobicim v matematické ekonomii a ekonometrii (Wolfgang Eichhorn, Erwin
Diewert, Joachim Voeller).

2.1 Praméry jako prostredek formulace indexnich ¢isel

Vratime-li se o vice nez stoleti do minulosti, 1ze konstatovat, ze jiz v t¢ dobé probihaly na
strankach tehdejsi odborné literatury polemiky o tom, které z n€kolika tehdy znamych navrha
indexnich ¢isel upfednostnit pred jinymi. Zejména dva z klasickych predstaviteld moderni
formalizované ekonomie Stanley W. Jevons (1865) a Francis Y. Edgeworth (1881) se snazili
nalézt objektivni hlediska, jak fesit formulovany problém rigorézné, s pouzitim nemnoha tehdy
znamych vysledka statistické analyzy. Nekolik v té dobé znamych konstruktli bylo zalozeno
vesmeés na prostych nebo jednoduse vazenych primérech (aritmetickém ¢i geometrickém)
a predmétem posouzeni bylo jednak vySetfit, které vlastnosti pfisoudit indexnimu ¢islu jako
nutné, jednak pokusit se zdivodnit opodstatnénost navrhii indexnich cCisel ve svétle chovani
ekonomické reality (zejména s ohledem na v ekonomické praxi pozorované vlastnosti
empirickych rozdé€leni cenovych pomért).

Literatura uvadi, ze vibec prvni "indexni Cislo" navrhl jiz v prvé poloviné€ 18.stoleti Charles
F.Dutot' jako prosty podil zprimérovanych cen komodit v bézném a zakladnim obdobi, tj.

vyraz

Zﬂm/Zn@
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O slabinach tohoto navrhu se zminime nize.

Jedna z domnének, ktera byla pfitom vyslovena, byla tato: Za normalniho stavu by se cenovy
vyvoj] ekonomického komplexu mél odehravat tak, ze zména (obvykle vzestup) ceny jedné
z uvazovanych komodit mezi dvéma obdobimi by mél byt postupné provazen analogickou
zménou (vzestupem) cen ostatnich komodit. Tim by mélo dojit (pfipustme malé Casové
zpozdéni) k (témer) proporéni zméné cen vSech uvazovanych komodit mezi t€émito obdobimi.
Edgeworth a Jevons usuzovali, ze nepravidelnosti, které v realit€ u (nestejného) vyvoje cen
komodit pozorujeme, jsou zpusobeny (kromé zpozdéni) predev§im chybami v pozorovani

! Dutot, Charles de Ferrare: Réflexions politiques sur les finances et le commerce. The Hague [1738].
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hodnot (cen) piislusného statistického souboru.

Nazor, ktery byl tehdy zastavan, vychazel z avahy, ze na vektor podilovych zmén cen

(1
x =20,
r:(0)
lze pohlizet jako na kone¢nou mnozinu realizaci nahodné veliciny X “vSeobecna cenova
zména” a ze kazdy konkrétné vySetfovany soubor podilovych cenovych zmén p,(1)/ p,(0) ma
charakter nahodného vybéru, jehoz prvky jsou vzajemné nezéavislé a stejné rozdelené. Tento
vybér patrn€ ma (aspoil pfiblizn€) néjaké znamé statistické rozdéleni, jehoz stfedni hodnotu
bude mozno urcit obvyklymi statistickymi prostfedky s pomoci béznych statistik vybérového
souboru.
Ptitazlivost tohoto nazirani byla podlozena statistickymi vyvody, nebot’ je znamo, ze:

a) Jsou-li slozky nahodného vektoru x = (x,x,,...,x,,) nezavisle a stejné normalné rozdeleny
N(u,6%), pak nestrannou odhadovou funkci (ziskanou napf. metodou maximalni
veérohodnosti) stiedni hodnoty je prosty aritmeticky prumér prvka vybérového souboru
N
2.
=4 _ =l

N

b) Jsou-li slozky vektoru x=(x,,x,,...,x,) rozdeleny nezavisle a stejné logaritmicko-

normalné LN(u,c), pak nestrannou odhadovou funkci (ziskanou metodou maximalni
veérohodnosti) stiedni hodnoty 2 je prosty geometricky pramér prvka vybérového souboru

V Edgeworthové pohledu na véc (nazyvaném téz varianta stochastického standardniho
pfistupu) lze dale zaznamenat snahu po vyjadfeni miry pfesnosti meéfeni individudlnich
cenovych zmén adekvatnim vahovym vektorem. Na druhé strané je vSak timto pfesnosti mefeni
prikladan vyznam prakticky nesouvisejici s tim, jakd je vyznamnost postaveni komodity
v analyzovaném spotfebnim kosi (vyjadfena napt. objemem jeji spotieby).

Pres urcitou inspirativnost byl nicméné zahy tento pfistup odmitnut pro zfetelné znasilnéni
ekonomické reality ve prospéch uvedeného teoreticko-statistického schématu. Jak pozdéji
ukazali A.L.Bowley a J. M Keynes, odporuji tomuto pohledu jak empirické tak teoretické
divody: Opakovana empiricka Setfeni nedala za pravdu domnénkam o normalité ani
logaritmické normalité rozdéleni cenovych pomért (az snad na ojedin€lé ptipady). Podobné,
realné projevy cenového vyvoje riznych komodit jsou charakteristické tim, ze vyvoj cen urcité
skupiny komodit se zpravidla (v kratkém ¢i del§im horizontu) systematicky li§i od vyvoje cen
jiné skupiny (v zavislosti napf. na substitucnich aspektech) a k priblizovani trendi nemusi dojit
ani po velmi dlouhém obdobi. Zde hraje ziejmou ulohu provazanost cen se spotfebou komodit
charakteristicka pro prostiedi vSeobecné ekonomické rovnovéhy : ceny ¢i jejich podily nejsou
v ekonomickém prostiedi — az snad na vyjimky - rozdeleny nahodné.

2 Edgeworth, Francis Ysidro: Papers Relating to Political Economy , Vol I. London [1925].
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Edgeworthav pristup vSak udava zakladni motivaci pro racionalni konstrukci indexniho Cisla
p,(1)

p,0)

Jak ukazal dal$i vyvoj, pravé timto zpuisobem postupovali jini autofi, pfiCemz rada vysledku
tehdy dosazenych pretrvala v aplikacich Cetna dalsi desetileti. Mizeme pfitom vyjadfit jisty
udiv nad skutecCnosti, ze pfes dfive ziskané poznatky o slabych mistech nékterych téchto
konstrukta se tyto s Uspé€chem v aplikacich pouzivaji do dne$ni doby. To plati jak v oblasti
sledovani vyvoje zivotnich nakladi a méfeni inflace, tak pro fadu znamych burzovnich indext
indikujicich vyvoj na kapitalovych trzich.

tim, ze usiluje o vystizeni “stfedni cenové zmény” n€jakym pramérovanim podila

(1)
p,0)
vazenych typa pramért. Volit pfitom muizeme jednak z nékolika typt primeérovani, jednak
z vice moznych vybéri vah ¢,, které slouzi jako mira ohodnoceni vyznamnosti jednotlivé

Pfirozenym zptsobem, jak zlepsit vlastnosti (prostého) primérovani podilt , e pouziti

komodity (z hlediska ceny ¢i kvantity) na celkovém agregatnim vyjadieni.

Pripomeneme-li si Ctyfi zakladni typy priméra (aritmeticky, geometricky, harmonicky
a kvadraticky), 1ze touto prostou uvahou dospét ke ¢tyfem skupinam pouzitelnych agregujicich
konstruktu:

A. Indexni Cisla zaloZena na aritmetickém praméru

2.1 pi=3 )
@D 2% 0 0)

B. Indexni Cisla zaloZena na geometrickém praméru
N %
(1)
2 po - (_}
v=11 p,(0)
C. Indexni cisla vychazejici z harmonického priméru
1 al ;0
(2.3) —=>q, (L]
Py 5 2 (1)

D. Indexni Cisla zaloZena na kvadratickém praméru

2.4 Pe = [Sa. _p,-(l)]z
2 $ = Sa [ 2D

Zminéné pruméery uvadime ve vazené podobé svahami ¢, . Analogické prosté¢ primeéry,

z nichz se nékterym téz dostalo specifického pojmenovani (v kontextu operovani s podilovymi
4 . v . 7~ ’ v ’ . e l
cenovymi zménami), dostaneme snadno z vazenych volbou rovnomeérnych vah, tj. pii o; = N

Poznamenejme jesté, ze kvadraticky pramér se oproti tfem ostatnim pouziva v prostiedi
indexnich cCisel vzacné.

Pro vahy «,, které zde vystupuji, budeme predpokladat standardni omezeni spocivajici v jejich
nezapornosti (téZ s ohledem na nezapornost kvantit a kladnost cen) a dale v tom, Ze jejich
soucet (uvazovany pres vsech N komodit) je jednickovy, tj.pozadujeme, aby
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1

N
(2.5) a >0 a Y, =1

Pouzitelnymi zplisoby vyjadfeni odlisSnosti vahového podilu kazdé komodity na celkovém
agregatnim komplexu jsou napf. volby vah nasledujiciho typu’:

q,(*)

(2.6.2) a =— ’
>a,(+)

(2.6.b) o - 200l
Zpi(o)'qi(*)

(2.6.0) , - et

Xnal)

Pfipomenime, ze z obecné teorie stfednich hodnot vyplyva, ze pro libovolnou #—tici
nezapornych Cisel plati tato fundamentalni nerovnost pro vztahy mezi pruméry (prostymi
1 vazenymi)

H G A 0
(2.7) Py <k, < By < By,
Vsechny tyto praméry lze totiz zapsat jako zvlastni formy obecného vyrazu pro stiedni
hodnotu fadu p.

Tuto obecnou stfedni hodnotu lze pro priméry prostého typu vyjadfit vyrazem

v p 1/p
(1
(2.8) PPo1 = iZ{p’—()] :
Ni:l pi(0)
resp. pro pruméry vazeného typu ji Ize zapsat analogicky jako
1/
s[5 (noY )"
(2.9) oPPo1=| D a;
i=1 pi(0)

Aritmeticky primér je zvlastnim pfipadem obecné stfedni hodnoty pfi volbé p = 1, kvadraticky
prumér pii volb€ p = 2, harmonicky primér obdrzime pii dosazeni p = -1 a geometricky
pramér je limitnim pfipadem obecné stiedni hodnoty fadu p, pokud se hodnota p limitné blizi
ko.*

Uvedené vzorce plati jak pro prosté, tak pro vazené prumeéry, pokud vahy spliuji podminky
(2.5) — platnost uvedenych nerovnosti se zachovava 1 pii urcitém uvolnéni téchto podminek.

8 Hvézdicky v zavorkach vyrazll (2.6 a-c ) zastupuji oznaceni obdobi, tedy ,0“ pro zakladni, ,1“ pro bézné, vzdy
v8ak shodné.

4 viz napf. Andél, J. : Statistické metody . Praha, Matfyzpress Praha 1993.

Podrobné pak o vztazich mezi priméry pojednava napf. monografie Hardy, Littlewood, Pélya : Inequalities
[1934].
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Vztah (2.7) pak vyplyva zobecnéji formulovaného tvrzeni, ze pro jakékoliv dvé stfedni
hodnoty fadu r,s, pro které plati nerovnost fadu, tj. napt. r < s, vzdy plati nerovnosti

(2.10) P, <P’ resp. R A

2.2 Klasicka (statisticka) indexni ¢isla

Pristupme nyni k prezentaci nejdilezitéjSich a nejcastéji pouzivanych indexnich Cisel, ktera - téz
s ohledem na svij (a to nejen historicky) §irsi vyznam - obdrzela konkrétni pojmenovani, a to
zpravidla po osobach, které je poprvé prezentovaly v literatute (byt to neni ve vSech ptipadech
plné pravda), popf. které je aktivné uplatnily v dulezitych ekonomickych analyzach.

Vibec nejjednodussi pripad “rozumného indexniho ¢isla” predstavuje

1. CARLIho/SAUERBECKOovo indexni ¢islo [Carli 1764, Sauerbeck kolem 1886 ]

(2.11) = Z r.()

-1 P 1( )
které je prostym aritmetickym primérem podilovych cenovych zmén.’ Je patrné, ze jde
o nejjednodussi mozny piistup k agregaci podilovych zmén p,(1)/ p,(0) bez moznosti (primeér
je nevazeny) uplatnit jakakoliv hlediska k vyjadfeni rozdilné vyznamnosti jednotlivych komodit
v celkovém agregatnim vyjadfeni. Teoretické vlastnosti tohoto indexniho cisla popiSeme nize.

Nahradime-li aritmetické primérovani geometrickym, lze formulovat jednoduchy vyraz
nazyvany

2. JEVONSovo indexni éislo [Jevons 1865]

(2.12) = H( (l)}

p;(0)

Tento indexni konstrukt je pojmenovan po anglickém ekonomu 2.poloviny 19. stoleti Williamu
Stanley Jevonsovi. Tvofi ho prosty geometricky primér podilovych cenovych zmén. Jak
vyplyva zjiz zminénych obecnych zakonitosti pro jednotlivé typy praméra operujicich
s nezapornymi  veliCinami, poskytuje Jevonsiv index vzdy niz§i hodnotu nez
Carliho/Sauerbeckiiv index — rovnost nastava jen pro netypicky pfipad, kdy by vSechny
podilové cenové zmeény p.(1)/p,(0) nabyvaly stejnou hodnotu. Jinymi slovy feceno to
znamena, ze geometricky prumér “stfedni hodnotu” téchto cenovych zmén spise
podhodnocuje, zatimco aritmeticky ji mirné nadhodnocuje.

Jak Carliho/Sauerbeckovo tak Jevonsovo indexni ¢islo vykazuji urcité slabiny, které je
znehodnocuji vzhledem k moznosti praktického pouziti (o jejich teoretickych vlastnostech se
zminime nize).

Jednak se predpoklada, ze se v zakladnim 1 bézném obdobi vyskytuji vzdy shodné komodity

® Toto indexni &islo poprvé uZil v roce 1764 italsky v8estranny u€enec Gian-Ricardo Carli, ktery pomoci négj
zkoumal pokles kupni sily penéz v Italii pfed a po objeveni Indie. Carli, G.R.: Del valore e della proporzione
de’metalli monetati con i generi in Italia prima scoperte dell'Indie colonfronto del valore e della proporzione
de’tempi nostri. In: Opere scelte di Carli. Vol.l, Milano s.299-366.

Ragnar Frisch v [18] nazyva tento konstrukt Sauerbeckovym indexem (podle ekonoma a vydavatele Augusta
Sauerbecka).

12
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zatazené do prislusnych spotiebnich kost (coz mize Cinit problém v situacich, kdy jsou obé
obdobi casove€ znacné vzdalena), jednak musime z Gvah vyloucit pfitomnost volnych statkt
(komodit s nulovymi cenami) v zakladnim obdobi, u Jevonsova indexu pak — nema-li byt index
identicky nulovy — navic 1 v bézném obdobi. DalSim, podstatné vaznéjs§im nedostatkem je vSak
nemoznost odlisit rozdilnost pfinosu cenovych podili riznych komodit k hodnoté souhrnného
indexu v praktickych situacich. (Zména ceny chleba i1 ceny pepfe se v indexu uplatni stejnou
vahou navzdory diametralné odliSné spotieb€ téchto komodit u vSech spotiebiteli.) Stejnou
slabinou by ostatn¢ trp€l i (prosty) harmonicky ¢i kvadraticky pramér.
(1)

p,0)
pouziti vazenych typl pramérd. Pfitom muzeme volit jednak z né€kolika typt primeérovani,
jednak z vice moznych vybérl vah ¢, které slouzi jako mira ohodnoceni vyznamnosti

Pfirozenym zpusobem, jak zlepsit vlastnosti (prostého) primérovani podilt , je proto

jednotlivé komodity (z hlediska ceny ¢i kvantity) na celkovém agregatnim indexnim vyjadfent.

Jak patrno, kromé dvou zakladnich moznosti vybéru cenového obdobi - zakladniho “0”
v piipadé (2.6.b) a bézného “1” v piipadé (2.6.c) - Ize analogicky specifikovat vybér obdobi
rozhodného pro prevzeti hodnot kvantit: symbol “*” mize zde stejné¢ tak oznacovat obdobi
zakladni jako obdobi bézné. Ziejmé v pripadé (2.6.a) se ceny na konstrukci vah nepodili viibec.

Tyto zakladni “navody” (6 riznych vahovych kombinaci pro kazdy typ priméru) jsou vcelku
postacujicimi pro moznost odvozeni rozumné se projevujiciho indexniho ¢&isla. Rada
“historickych” pokusti o konstrukci takového indexniho cisla z nich ostatné také vychazela.

Prikladem indexi “vazeného typu” muize byt zejména znama dvojice indexnich Cisel,
Laspeyresovo a Paascheho, kdy ob€ vyuzivaji aritmeticky zpisob vazeni pomoci kvantit
ziskanych méfenim spotfeby komodit v zakladnim (u Laspeyresova), resp. v bézném
(u Paascheho) obdobi.

3. LASPEYRESovo indexni ¢islo [Laspeyres 1871]

> 5,(1)-4,0)

(2.13) pL =2

N >

35,0140

tzn. jde o vazeny aritmeticky primér cenovych zmén, pfiCemz vahy o, jsou predstavovany
podily hodnotového vyjadieni i -té komodity na hodnotovém agregatu indexu tvaru:

(0)-g.(0
015 2040

 Xp0040)

Uplatnime-li tyto vahy v aritmetickém primeéru, dostaneme

3 p0)-40)

P4 = ﬁ: pi(O)qi(O) ‘pi(l) — i = p L .
> ,00,0 7O 3 5004,0)

i=1
j=1

Literatura uvadi, ze index uplatnil poprvé v roce ? némecky ekonom Ernst Louis Etienne

13
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Laspeyres v analyze cenovych relaci pfi zboznich vyménach v cisafském Némecku’.
Laspeyresovo indexni Cislo je frekventované vyuzivano v Ceské (ostatné stejné jako diive
v Ceskoslovenské) statistické praxi, zejména k méfeni vyvoje inflace (CPI - index
spotiebitelskych cen a PPI — index cen primyslovych vyrobci) a indexti zivotnich naklada
uruznych socialnich kategorii. Rovnéz v oblasti burzovnich indexii upfednostiuje
sttedoevropska oblast Laspeyresiv index oproti jinym. Stoji za zminku, Ze Laspeyresovo
indexni Cislo muzeme obdrzet také jako vazeny harmonicky primér, pokud zvolime
konkretizaci téchto vah jako

(2.13B) o = NP,- (1)-4,(0)

> p,0)-4,0)

j=1

Dosazenim do vyrazu (2.3) obdrzime

L _$ p0a©  (p0) Sr0000
G pi (O) S Py
2000, 5 5,0)-4,0)

Jj=1
Vezmeme-li misto spotfeb komodit v zakladnim obdobi ¢,(0) hodnoty spotieby z bézného

obdobi ¢, (1), dostaneme
4. PAASCHEnho indexni ¢islo [Paasche 1874]

> p,0)-4,()

(2.14) pr =

~
>2,0)-4,)

i=1

Jak patrno, jde o obdobu ptedchoziho navrhu s tim, ze vahy o zde predstavuji podily
(2.14A) o = p,(0)-4,(1)

i N
7=l
Uplatnime-li tyto vahy ve vazeném aritmetickém prameéru ( 2.1), dostaneme

3 p0-4.0)

pro—y 2O p0) o E _ pr,

T pog,m ©) >.7,00)-4,0)

Index uplatnil poprvé v roce 1874 némecky ekonom H. von Paasche pfii analyze vyvoje
cenovych kursti na hamburgské burze’. Toto indexni &islo je (mj. ve Francii, Velké Britanii,

6 Laspeyres, E. Die Berechnung einer mittleren Warenpreissteigerung. Jahrblcher fur National6konomie und
Statistik 16, s.296-314.

! Paasche, H. Uber der Preisentwicklung der Letzte Jahre nach den Hamburger Bérsennotirungen. Jahrblcher
far Nationalékonomie und Statistik 23, s.168-178.
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Kanadé a v Japonsku) cCasto pouzivano k charakterizaci vyvoje burzovnich indexti na
kapitalovych trzich. Paascheho indexni cislo I1ze ovSem také interpretovat jako vazeny
harmonicky pramér s vahami

(2.14B) o = P,-(l)‘ qi(l)

X040

L& p)a,0)
aPH - Z N - N ) PP
D WAV >p,0-q,00

Predbéhneme dalsi vyklad, fekneme-li jiz na tomto misté, ze obé€ tato indexni Cisla tvoti urcité

Pak totiz plati

(pi(l)}l _ ORIV

p.(0) )

r . s P , s L / s ~ ~ r
rozmezi (s dolni hranici £, a horni hranici P,,”), v ramci néhoz lze povaZovat posouzeni

vyvoje poméra sledovanych veli¢in (cen, kvantit) za realistické.® Hodnoty pievysujici POlL a
hodnoty mensi nez POlP jiz zpravidla za realistické povazovat nelze a pfipadny vysledek
(ziskany jinym indexnim cislem) je tfeba posuzovat jiz jako zietelné nadhodnoceni, resp.
podhodnoceni skutec¢ného stavu.

Dale uvedeme dvé indexni Cisla, obé zalozena na vazeném aritmetickém priméru, ktera vazi
cenové podily p,(1)/ p,(0) vahami, které fesi “neutraln€” otazku, zda kvantity piebirat ze

zakladniho nebo bézného obdobi. Prvnim z nich je

5. MARSHALLovo-EDGEWORTHovo indexni ¢islo [Marshall 1887, Edgeworth 1887]

> p,0)-[4,0)+ ¢,0)]

(2.15) J A

3 p01l0.0)+4,0)

v némz jsou jednotlivé cenové pomeéry vazeny aritmetickym primérem kvantit vzatych ze
zakladniho a bézného obdobi. I toto indexni Cislo muze byt interpretovano jako vazeny
aritmeticky pramér s vahami

1)-19,(0)+¢,(1

;=

300k, 0)4,0)

Druhym z téchto indexu je

6. WALSHovo indexni ¢islo [Walsh 1921]

(2.16) pr ==

8 Udajné vibec prvni ekonom, ktery uved| a podpofil postup vedouci k definicim Paascheho a Laspeyresova
indexniho &isla byl v roce 1871 némecky ekonom Wilhelm Moritz Drobisch [1802-1896]. Jeho pfispévek byl
v8ak pozdé&ji pozapomenut.
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

ve kterém jsou kvantity slouzici ke konstrukci vah primérovany geometricky. Americky
ekonom Correa Mylan Walsh [1921] argumentoval pro tento navrh, ktery je obdobou
Edgeworthova indexu (2.15), pravé potfebou zachazet ,symetricky” s informacemi ze
zékladniho a b&zného obdobi, nejsou-li jina voditka, které z t&chto obdobi preferovat.’

Také toto indexni Cislo je specialnim pfipadem vazeného aritmetického priméru, pokud za
vahy o, vezmeme vyrazy

(2.16A) v 2(0)4,(0)-4,0)
ij(o)' q,‘(o)'q]-(l)

Ve snaze dospét k “optimalnimu” indexnimu konstruktu, byl prezentovan navrh znamy jako

7. FISHERovo (idealni) indexni ¢islo [Bowley 1899, Pigou 1912, Fisher 1922]

(2.17) Py =B By

To je definovano jako (prosty) geometricky prumér Laspeyresova a Paascheova indexniho
¢isla. Index je nazvan po Irvingu Fisherovi, ac¢ byl jiz dfive zmiflovan anglickymi ekonomy
sirem Arthurem Lyonem Bowleym [1899]" a Arthurem Cecilem Pigouem [1912],[1932]"".
Z konstrukce tohoto indexniho Cisla je zifejmé, Ze jeho hodnota se musi nachazet mezi
Paascheho a Laspeyresovym indexnim c¢islem. Jak se pfi praktickém uplatnéni ukazuje, jsou
hodnoty Fisherova, Edgeworthova a Walshova indexniho cisla obvykle velmi blizké a vSechna
mohou svym zpusobem dobfe vyjadiovat “neutralni” hodnoceni vyvoje ¢i izemniho srovnani
stavli posuzovaného komplexu. Zaznamenejme, ze oproti Laspeyresovu a Paascheho indexnim
Cislim operuji Walshiiv, Edgeworthiv a Fisheriv index suplnou  ctvefici vektord

p(0), p(1), 4(0), (1),

Dalsi indexni €islo, kterému se dostalo znac¢né teoretické pozornosti, uvedl Fin Leo Tornquist

8. TORNQUISTovo indexni &islo [Térnquist 1936]

2.18 Pr=T _p,-(l)}w" kd
@19 : H(p,-«»  E
(2.18A) w. =0,5- p,-(O)-q,.(O) +0,5- pi(l)'qi(l) ,

>p, 040 | Zr0040

° Walsh,C.M. The Best Form of Index Number: discussion. Quarterly Publication of the American Statistical
Association 17 [1921]. Walsh zde piSe: Commodities are to be weighted according to their importance., or their
full values..... But the weights of the commodities at the second period are apt to be different from their weights
at the first period. Which weights, then, are the right ones - those of the first period? Or those of the second?
Or should they be a combination of the two sets? There is no reason for preferring either the first or the second.
Then the combination of both would seem to be the proper answer. And this combination itself involves an
averaging of the weights of the two periods.

10 Bowley, A.L.: Wages, Nominal and Real. In: Palgrave, R.H.I.: Dictionary of Political Economy, Vol.3. London,
Macmillan [1899], s. 640-641.

" Pigou, A.C.: Wealth and Welfare [1912] a The Economics of Welfare 4% [1932] obé London, Macmillan.

Pigou plivodné prosazoval prosty soucin POIL aPOIP , od &ehoz pozdé&ji ustoupil (sou€in mj. nespliiuje test
(F7)) .
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

A0
p,0)
prosté prumeéry vydajovych tcasti 7 -té kvantity (na hodnotovém agregatu) v zakladnim a v
b&zném obdobi'?

coz je vazeny geometricky pramér cenovych pomeéru , v némz jsou vahy vytvoreny jako

Konecné¢ ke klasickym indexnim Cislim mutizeme pfifadit jesté dva navrhy, které 1ze zapsat jako
vazené aritmetické pruméry Jedna se o

9. PALGRAVEovo indexni &islo [R.H.Inglis Palgrave kolem 1910]"

S [ OF - 4,(1)/p, (0

N

T 0607 Eh040)

7=l

10. Harmonicky LASPEYRESuv index [Vartia 1978]
(0 -qg.(0)/p.(1
(220, 1 2040 o _ZPOr-a0nd
BT Y0040 PO 3 p0)40)

7=l

Obe¢ tato indexni Cisla se vyznacuji tim, ze se v jejich konstrukci objevuji opét vahy v podobé
vydajovych ucasti (,, expenditure shares ) majicich u Palgraveova indexu tvar

(2.19A) o =P (1)-4.0)
2r,0)4,0)

u harmonického Laspeyresova indexu pak tvar

(2.202) L _ 1040

Indexni cisla (2.19), (2.20), stejné jako tfeba Laspeyresovo a Paascheho, lze zatadit do
kategorii indexit tzv. Loweova typu. Tato indexni Cisla lze vyjadfit ve tvaru

LOWEv (cenovy) index [Joseph Léwe 1823]
N

Zpi(l)'qi(*)
(2.21) ) ,

N

>.7.0)¢,()

i=1

kde hvézdi¢ky v zavorce vyjadiuji situovani do néjakého pevného asového obdobi (napft. ,,0

12 Térnquist, L.: The Bank of Finland’s consumption price index. Bank of Finland Monthly Bulletin 10/1936 s.1-
8.

' Sir Robert Harry Inglis Palgrave — anglicky bankéf, ekonom a vydavatel [1827-1919]
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

nebo ,,1“) nebo jde prosté o néjakym zplusobem stanovené kvantity (u Edgeworthova ¢i
Walshova Cisla se vezmou pruméry kvantit ze zakladniho a bézného obdobi). Obecnost

Loweovy formulace (2.21) nazyvané ,piistupem pevného koSe* ( fixed basket approach)
pfinasi s sebou na druhé strané stupenl neurcitosti, mame-li rozhodnout o nejvhodnéjSim
naplnéni hvézdicek v zavorkach.

Jesté jednomu obecnému tvaru, jimz je mozno fadu klasickych (cenovych) indexnich cisel
zapsat, se dostalo zvlastni pozornosti. Jde o indexy vyjadritelné jako obecna stfedni hodnota
fadu r vyrazem

(2.22) Fo () =(§:S (0 (s ((0))) ) pro r #0

nebo vyrazem

N S,(0)
(2.23) PL(0) = H(p"—(((l)))] jako limita (2.22) pfi
i=1 pi
r—0
ptriCemz vahy
(2.24) 5.(1) = 2020
Zp, (g, (t)

predstavuji vydajové ucasti (expenditure shares) 1-t¢ komodity na hodnoté celkového
spotfebniho kose (za vSechny komodity). Hodnoty téchto ucasti se prebiraji zpravidla bud’ ze
zakladniho nebo bézného obdobi. Z dosud uvedenych indexnich cisel lze za specialni pripady
obecné stiedni hodnoty s vahami charakteru vydajovych ucasti vyjadrit

Laspeyresovo indexni €islo

(2.25) Zs, © 2D poyiq)
pi(0)
Paascheho indexni €islo
(2.26) P = (s 02Dyt - py
. i=1 l )2 (l) )
Palgraveuv index
PL < p,() 1
(2.27) Pro=>"s,()—"—= Pla()
i=1 )2 (O)
Harmonicky Laspeyresuv index
P i pi (O) -1 0
(2.28) Pro = (Zsi(o)m =, Pro(=1)
i=1 i
Tornquistav index
(l) 0,5.5;(0)+0,5.5; (1)
(2.29) = H( ] =, P""61(0)
»;(0)
Fisherovo indexni €islo mize byt vyjadieno zapisem
(2.30) Plo =P a(1)"*(Pla(-1)"

4 prosté a 8 vazenych typa primeért/indexnich Cisel, které jsme az dosud uvedli, predstavuje jiz
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

dostatecny pocet pro to, abychom si polozili otazku, ktera z nich jsou - z urcitych hledisek -
lepsi ¢i horsi nez jina. Je i intuitivné ziejmé, ze kromé nesporného piinosu pramérti vazeného
typu oproti prumérim prostym moznosti odliSit vyznamnost jednotlivych komodit a tedy i
vlivu podilu jejich zmén na celkové hodnoté indexu budou existovat dalsi kritéria, na zaklade
kterych bude mozno posuzovat preferenci jednoho indexniho Cisla pfed jinymi.

Podobné bychom mohli nejriznéjsi volbou vah a priméra raznych typt dospét k mnoha dalsim
tvarim, které by dohromady vytvofily pocetny soubor vice nebo méné uziteCnych typu
souhrnnych indext. Vétsina nahodile konstruovanych vyrazii ovSem nepiesvédcila z hlediska
svych vlastnosti, popf. 1 podminek praktického uziti, takze se do Sir§iho povédomi dostaly jen
malokteré z nich.

S ohledem na pifedchozi vznik4 pfirozené otazka, jak rozliSit mezi vhodnosti a pouzitelnosti
mnoha moznych navrhi navzajem, byt je mozna jiz v této chvili zfejmé, ze otazka vybéru
urcitého indexu pro konkrétni pouziti je vice nebo méné arbitrarni. Na konci 19. a zacatku 20.
stoleti bylo iniciovano usili pfi vypracovani souboru kritérii, podloZzenych zdivodnénymi
teoretickymi pozadavky, které do urcité miry dovoluji posoudit "kvalitu" toho-kterého navrhu
tvaru konkrétniho indexniho Cisla. AvSak - jak déale uvidime - na stanoveni "vSestranné
nejlepsiho" indexniho ¢isla aspirovat nelze. Zajimavé pfitom je, ze po odmlce trvajici né€kolik
desitek let od vypracovani prvniho okruhu téchto testti/axiomu (cca do konce 20.let 20.stoleti)
pfibylo v poslednich 20 letech n€kolik dalSich zhruba stejné opravnénych kritérii/testd (vdécime
za n¢ zejména némeckym ekonomim c¢innym v této a v pribuznych oblastech matematické
ekonomie).'* V dalsi asti se s nimi postupné seznamime.

% Za jeden z poslednich Ize pokladat soubor 20 testl/axiom0 prezentovanych E.Diewertem v [8] .
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

2.3 Axiomaticko-testovy pristup Irvinga Fishera a nasledovniku

Axiomaticka/testova teorie indexnich &isel', jejimZ iniciatorem byl Irving Fisher ve 20.letech
minulého stoleti, sestava z ne€kolika logicky odivodnénych predpokladi, jejichz splnéni - lze
vyzadovat od kazdého dostatecné “rozumného” indexniho ¢isla. Vycet ani presné formulace
téchto axiomu/testd nejsou vSak vSemi problémem se zabyvajicimi autory pfijimany jednotné.
Zde se pridrzime ptuvodnich formulaci, kategorizace a usporadani testd zastavanych Irvingem
Fisherem a jeho soucasniky. Ve druhé poloviné 20.stoleti byly totiz formulovany dalsi testy,
které ptvodni Fisherovu soustavu svym zpusobem ,zupliiuji“. Z nich zde uvadime jen Cast,
konkrétné ty, které jsou Cetn€ji komentovany v literatute a které mohou byt vcelku elegantné
interpretovany. S ohledem na nékterd problematiku témér vyCerpavajici pojednani z nedavné
doby lze do budoucna jiz sotva ocekavat, ze se na této ,,sestavé” néco jesté podstatneji zmeéni.
Zde uvedené axiomy/testy budeme znacit (F1) - (F12), pficemz jako prvnich 8 axiomil uvadime
ty, které pochazeji z Fisherova, Walshova, Bowleyho ¢i Frischova obdobi.

Dobfe zkonstruované indexni Cislo by mélo vyhovovat co nejvétSimu poctu z téchto
pozadavkl. Jak vSak dale zminime, optimalni (tj. vSem nize uvedenym axiomim vyhovujici)
konstrukei indexniho ¢isla vytvofit nelze.

(F1w) test (slabé) identity [weak identity test]:

JestliZe plati p(0)= p(1) a soucasné ¢(0) =q(1), pak ]N)Ol =1, cozlze psat Py, =1.
(F1s) test (silné) identity [strong identity test]:

Jestlize plati p(0)= p(l) pak ]N)Ol =1
konstatuje, ze “neutralni” hodnota indexniho ¢isla (vzatého jako podilovy ukazatel) je rovna

jedné. Shodu cen (pfip. 1 kvantit) v obou obdobich Ize pokladat téz za “nedostatek ¢asu” ke
zmeéné komplexu. Uved'me, ze axiom (F1w) je splnén vSemi vySe uvedenymi indexnimi ¢isly.

épﬁ)%w

(F2w) test zamény faktoru [factor reversal test]: Py, -1301 CJ

>7,0)-4,0

resp.

> 5,0)-4,)

(F2s) ,,souéinovy* test' [product test]: P, -0, =

> 7,(0)-4,0)

i=

pozaduji, aby hodnota soucinu £, a indexniho ¢isla £, téze konstrukce ziskaného zaménou

'3 Neni az tak podstatné, zda pouzivame pojem test €i axiom. Jde tak &i onak o podminku, kterou urcity
konstrukt
tj. indexni €islo testujeme z toho hlediska, zda jej splfiuje nebo ne, &i se na ni divame jako na postulat
vyvozeny z elementarni ekonomicko-matematické podstaty véci.

® Mozna ne zcela zietelné postiehnutelny rozdil mezi timto a pfedchozim testem (F2w) spociva v tom, Ze ne

vzdy je kvantové indexni Cislo vytvofeno mechanickou zameénou cen a kvantit z cenového. Jako piiklad mohou
slouzit napf. mikroekonomicka indexni &isla, kterd jsou pfedmétem vykladu 5.&asti.
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

cen za kvantity a obracené (interpretovatelného obvykle jako kvantovy index) déavala podil

penéznich agregatd, tj. vynaloZzenych vydaji na komodity v bézném a zakladnim obdobi”"”.

(F3) test zamény obdobi (mist) [time reversal test]: P,-P,=1

znamena pozadavek, aby pfi “inverznim” pohledu na zménu komplexu v Case (navrat do
vychoziho obdobi) bylo “Casové prevracené” indexni Cislo reciprokou hodnotou ptvodniho.
Tentyz pozadavek lze analogicky vyslovit pfi prostorovém srovnani, kde ovSem zpravidla
mame libovuli pfi pfifazeni "0" a "1" srovnavanym uzemnim celkiim.

(F4s) test okruznosti ( téz cirkularity i tranzitivity) [circularity test]: P, = P, .7,

pozaduje, aby se prechod ze zakladniho obdobi “0” do bézného obdobi “2” ( pfes meziobdobi
“1”) odehral bez tranzitivniho zkresleni (a to pfi libovolném meziobdobi). Pfi uzemnim
srovnani pujde o analogicky pozadavek, at’ volime "pfestupny" Gizemni celek jakkoliv.

Slabsi vyjadteni piedchoziho testu predstavuje

(F4w) bazicky test [base test]:

P
vraz Py, = -2 je nezavisly na volbé obdobi ,,2*
12

Ten (pouze) pozaduje, aby podil F,,/P,, byl nezavisly na hodnotach p(2),q(2) neboli, aby

srovnani vyvoje spotfeb a cen zakladniho obdobi viic¢i spotfebam a cenam bézného obdobi
provadéné pres tieti Casovy bod nebylo zavislé na hodnotach vychoziho obdobi.

(F5) test uréenosti [determinateness test]:
P,, je vidy urcité, konecné a ne identicky nulové redlné cislo.

predstavuje pozadavek, aby indexni Cislo bylo vzdy definovano a mélo konecnou, ne identicky
nulovou hodnotu v jakékoliv situaci (napf. pfi nepfitomnosti nékteré z komodit v zékladnim
nebo v bézném obdobi). Zesilenou verzi tohoto testu je nize uvedeny axiom (F12).

Dalsi dvojici predstavuji
(F6w) test (slabé) soumeéfritelnosti [commensurability test] konstatujici toto
Jestlize provedeme sfejnou proporéni zménu mérovych jednotek kvantit, tj. ql* (1): d-q, (1),
q (0)=d-q,(0) pro n&aké realné >0 a adekvatni zménu cen p (1)=d'-p,(1),
p;(0)=d™" p,(0), potom musi vzdy platit P,, = P,, , neboli

P,, nezavisi na mérové jednotce komodit
poprt.
(F6s) test (silné) soumeéfitelnosti konstatujici totéz , ov§em za volngjsi podminky
pokud ceny i kvantity zménime vzdjemné konformné (kazdou vsak v obecné jiném poméru)
Jestlize plati ¢, (1)=d, q,(1), ¢;(0)=d, -q,(0) pro n&aky vektor ds kladnymi slozkami a
podobné p;k (1) = a’l-_1 2 (l), p;k (O) = a’l-_1 - D; (O), potom musi vzdy platit ﬁoz =P, .

Slaba 1 silnd verze testu vyjadiuji oCekavani, ze indexni Cislo nesmi byt ovlivnéno zménou

v Vyraz na pravé strané& (F2) by mohl byt povaZovan také za ur€ity typ indexniho &isla, av3ak pfi bliz§im
zkoumani zjistime, Ze jeho konstrukce neni vhodna - viz dale komentéar k (F11).
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velikosti mérovych jednotek komodit analyzovaného souboru: napf. v situaci, kdy se méni
mérové jednotky, ve kterych uvadime mnozstvi komodit, musi byt zachovana hodnota
indexniho Cisla vycislena pfed touto zménou a po ni. Jako piiklad vezméme situaci, kdy
prechazime z kg na tuny: jednotkova cena komodity se 1000-nasobné zvétsi, avSak soucasné
se také 1000-nasobné zmensi puvodni mnozstvi komodity vyjadiené v nové jednotce (kg =
0,001t). Konstrukce indexniho ¢isla musi byt vii¢i t¢émto zménam invariantni.

(F7w) test (slabé) umérnosti [weak proportionality test]:

Jestlize plati p.(1)=c-p,(0) atéz q,(1)=q,(0) pro vSechna i
a pro néjakou konstantu c> 0, pak musi platit ﬁoz =c.
Upusténim od druhé podminky ziskame
(F7s) test (silné) umérnosti [strong proportionality test]:
Jestlize plati p.(1)=c- p,(0) pro vSechna i ( nezavisle na hodnotdach kvantit )

a pro néjakou kladnou konstantu c, pak musi platit ﬁoz =c.

Axiom (F7s) vyzaduje, aby v “idealnim” pfipad€, kdy by ceny vSech komodit vzrostly ve
stejném pomeéru (napf. c-nasobng), bylo cenové indexni Cislo rovno pfislusné konstanté
umeérnosti ¢ . Jina hodnota by ziejmé signalizovala nekorektnost konstruktu. K platnosti slabé
verze tohoto testu postacuje, plati-li tento zavér tehdy, nedojde-li mezi zékladnim a béznym
obdobim k zadnym zménam v kvantitach..

Kone¢n€ mame
(F8) test symetrie [ symmetry test ] vyslovuje pozadavek, zZe

Indexni cislo musi byt invariantni viaci jakékoliv permutaci (zaméné) poradi cen komodit
e . ’ ) N v 7w v . 18
(pti analogické zaméné poradi prisluSnych kvantit).

Je zieymé, ze zavislost hodnoty indexniho Cisla na pofadi komodit nelze pfipustit, nebot
bychom nemohli pristupovat ke v§em statkiim v prislusném konstruktu rovnocenné.

Axiom (F8) spliuji zfejme vSechny v Casti [2.1] uvedené navrhy "inteligentnich" indexnich
Cisel. Protoze vSak komutativita plati jak pro aditivni, tak pro multiplikativni operace (jinymi
slovy jak pfi aritmetickém, tak geometrickém zpisobu primérovani), nema tento test z
hlediska uplatnéni jako diferenciacni kritérium mezi riznymi indexnimi Cisly valny vyznam.

Samotny pocet splnénych testd vSak nemize byt jedinym voditkem pfi komparaci vhodnosti
navrht jednotlivych indexnich ¢isel. Dulezitou roli hraje rovnéz otazka, do jaké miry umoziuje
zvolena vahova struktura vyhovét odliSnostem v poméfovani vlivu komodit u jednotlivych
agregatnich vyrazd. V tomto smyslu jsou obecné praméry "vazeného typu" nadfazeny
indexnim ¢islim zaloZzenym na prostém prumérovani (Carli, Jevons), nebot’ pfinejmensim v
urCité mife dovedou stuperi vyznamové odliSnosti komodit postihnout. Rovnéz zamér
objektivizovat ¢i neutralizovat vliv volby obdobi, ktera se objevuje v konstrukci Fisherova,
Edgeworthova, Walshova a Tornquistova indexu (nehledé na urcitou nevyhodu souvisejici s

%z uvedenych 8 testl je |.Fisherovi [1911], [1922] pfimo pFisuzovano autorstvi axiomU (F1), (F3), (F6), (F8) a

spolu s Walshem [1901] test (F7), zatimco axiom okruznosti (F4) formuloval jiz Westergaard [1890]. Dlraz na
vyznam axiomu zamény faktorl (F2) kladl zejména R. Frisch [1930]. Test (F6) udajné poprvé navrhl jiz
holandsky ekonom Pierson [1896] pod nazvem test invariance vuéi zménam v jednotkach méreni . Tentyz autor
vyslovil poprvé podnét pro test (F3). Laspeyres {1871] se mj. zaslouZil o uvedeni testu (F1s) pfedstavované
poZadavkem, aby hodnota cenového indexniho &isla byla rovna 1, kdykoliv za p(0)a p(1) dosadime shodné

vektory.
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

potiebou opatfit vétsi mnozstvi empirickych dat) stavi tato indexni Cisla nad "nesymetricky
formulovanymi" indexy Paascheho ¢i Laspeyresova typu.

Uvedenych 8 testli zakladni soustavy (at' uz vzatych v silnych ¢i slabych verzich) nicméné neni
vzajemné nezavislych. Kromé toho, ze ze silnych verzi testt vyplyvaji slabé verze, lze dale
snadno vyvodit platnost napt. téchto tvrzeni:

TVRZENI 1

(a) 7 testu umérnosti (FT) vyplyva test identity (F1).
(b) 7 testu identity (F1) a z testu okruznosti (F4) vyplyva test zamény obdobi (F3).
(c) z testit okruznosti(F4s) a z testu zamény obdobi (F3) vyplyvd vitah Py, P, .P,, =1.

(d) z testu okruznosti(F4s) vyplyva bazicky test (F4w), tj. nezavislost podilu P, / P, na
volbé obdobi ,,2*.

ovéreni
(a) Staci zvolit ¢ =1; pak p; (1) =p; (0) Analogicky je tomu u slabych verzi obou testu.
(b) Ztotoznime-li obdobi ,,2* se zakladnim obdobim ,,0%, dostaneme F,, - P, = P, a protoze

Py =1 dle (F1), dostavame pii P, # 0 ihned dokazovany vztah.

(c) Plati-li souGasn& Py, - P, =Py, a P,,-P,, =1, coZje pfi Py, #0 totéz, co Py, = Py,

2

dostaneme ihned dokazované tvrzeni.
(d) Podil Py, /P,, jenz je — plati-li (F4s) - roven F,,, zfejmé& nezavisi na obdobi ,,2°. (1.

Odtud mj. dale plyne, Ze pfi vySetfovani vzajemné konzistence testd lze ignorovat (F1), (F3) a
stal se zaméfit na pétici (F2), (F4), (F5), (F6) a (F7). Test symetrie (F8) je odliSného
charakteru a nema ptimy vztah k ostatnim.

Otazka vzajemné konzistence uvedené soustavy testi vyvstala v podstaté ve stejné dobé, kdy
byla tato soustava sestavena. Prvni uZitedny piispévek prinesl Ragnar Frisch'® argumentujici
proti moznosti souCasného splnéni testi bazického testu (F4w), testi souméritelnosti (Féw) a
testu urdenosti (F5). O néco pozdgji se obdobnym problémem zabyval Abraham Wald*
[1937], ktery nalezl vzajemny rozpor v trojici testd (F7s), (F4s) a (F2w). Oba autofi pfitom
predpokladali, ze indexni cisla (cenova 1 kvantova) jsou derivovatelna podle cen p, 1

kvantit. ¢, . Jimi podané diikazy vSak nebyly pozdéji shledany za plné€ korektni.

Prvni exaktni dikazy o rozpornosti nékterych testi podali Subramanian Swamy v [26] a K.
Mizutani®'. Uplatnili pfitom poznatky zteorie funkcionalnich a parcialnich diferencialnich
rovnic. O néco pozd¢ji (za slabsich predpokladi polozenych na indexni Cislo a bez potieby
diferencovatelnosti indexniho konstruktu podle argumentli) provedl zevrubnou analyzu
problému Wolfgang Eichhorn v [13]. Dikazy jim podané jsou ryze analytické a nevyzaduji
zadné predpoklady ve vztahu k diferencovatelnosti indexniho €isla (dle cen resp. kvantit)

Na dalsi nekonzistence (pfipadné zahrnujici 1 nékteré nize uvedené testy) upozornili a ptislusné
véty vyslovili P.Samuelson [1974],W .Eichhorn [1976] a Eichhorn a Voeller [1976] .

Eichhorn v [13] mj. ukazal, ze indexni Cislo spliujici soucCasné bazicky test (F4w), test

19 Frisch, R.: Necessary and Sufficient Conditions Regarding the Form of an Index Number Which Shall Meet
Certain of Fisher’s Tests.

0 Wald, A.: Zur Theorie der Preisindexciffern. Zeitschrift fir National6konomie 8/1937 s. 179-219.

21 Mizutani, K.: New Formulae for Making Price Index Numbers. Bulletin de L’Institut International de Statistique.
32" Session, Tokyo.
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

souméritelnosti (Féw), popf. jesté test zamény faktord (F2w) musi mit urcity specialni tvar.
Presnéji o tom vypovidaji

TVRZENI 2.2

Mame-li indexni ¢islo £, spliiujici bazicky test (F4w) a test soumeéfitelnosti (Féw), pak existuji

funkce G,H a ® takove, ze pro F,, existuje rozklad

231a) = S@OLO.2 D40, Py D (D) q{plm P> () pN(D)
" H(py(0).4,(0), p5(0).45(0),..., py (0).gy (0) | p,(0)” p,(0) 7 py (0))°
pficemz funkce @ muiize byt multiplikativné rozlozena jako

(231B) DAyt Agbtsoos Aoty ) = Bty gty ) B, A Ay )

Opacné také plati, ze kazda funkce zapsana pomoci (2.31A-B) spliiuje testy (F4w) a (Féw),

Dikaz 1ze nalézt v [13], str.250 resp.
TVRZENI 2.3

Mame-li indexni €islo F,, spliiujici soucasné bazicky test (F4w), test soumeéfitelnosti (Féw) a
test zameény faktorti (F2w), pak Ize toto indexni Cislo zapsat ve tvaru

Zpl(l)ql(O) z pnD.qy(0) z p,(Dg, (1)
(2.32) P,=|® l;l i=1 pr

Zpl(o)ﬁh Q) ZPN (0).gx (D) ZP,- (0)q,(0)

Funkce ®(z),z,
funkce spliiuje testy (F4s), (F6w) a (F2w)..

Dilkaz 1ze nalézt v [13], str.252

z,,) ma vlastnost multiplikativniho rozkladu vyjadieného v (2.31B). Tato

Poznamka 1 Jestlize je funkce D(z,,z, z,) Z (2.31B) spojita, pak ji 1ze psat ve tvaru

.......

(2.33) D(zy,z,  zy) =22, 2™, kde ¢,¢C,,....,c)y jSOU reéiné konstanty

.......

Poznamka 2 Takov¢ indexni Cislo F,; vSak nespliiuje test proporcnosti (F7)

Velmi dalezitym prispévkem k hledani odpoveédi na otazku vzajemné konzistence testl je
TVRZENI 4

Testy (F7s), (F4w), (F5), (F6) a (F2s) jsou nezavislé v tom smyslu, ze kterdkoliv Ctvefice
znich mize byt splnéna nékterym konkrétnim indexnim Cislem. Takova indexni Cisla vSak
nespliiuji zbyvajici paty test.

Dukaz je konstruktivniho charakteru:

(a) Indexni Cislo tvaru
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

S p Mg e p ) Sd, q,0)
(2.34) Py =~ = =l

v 1/2
=1
"N "N
P, (0)q,(0) z C;-D; ©) zdi q; )
=1 i=1 i=1

kde ¢ = (cy,c;,....cy)a d =(c,,c,,...,cy ) jsou vektory libovolnych kladnych konstant,

spliiuje (F7s), (F4w), (F5) a (F2s) ale nikoliv (Féw)

(b) Fisherovo indexni c¢islo (2.17) spliuje (F7s), (Féw), dokonce 1 (F6s), (F2s), (F5) ale
nevyhovuje ani testu okruznosti, ani jeho slabsi verzi (F4w).

1/2

z p:(Dg; (1)

(c) Index tvaru P, = ;l— spliiuje testy (F2s), (F5), (Féw) ,(F4w) jakoz i (F4s),

Zpi (0)g,(0)

ale nesplriuje test (F7w).

Y. n(Dq0) > py(D).gy(0) > p,(Dg, (1)
(d) Index tvaru  Fy; =| D i]=vl i=1

Zpl(o)ﬁh Q) ZPN (0).gx D) ZP,- (0)q,(0)

s dodatecnou podminkou (2.33), v niz ,ZCI. = lspliiuje (F7w), (F4w) 1 (F4s), (Féw), (F2s),

ale nespliuje (F5).
0.

Prestoze uvedena pétice testi neni vzajemné konzistentni, Ize urCitym jejim zeslabenim jiz
vzajemné konzistentnich ,testovych podmnozin®“ dosdhnout. Za jednu z nich lze vzit napf.
péticlennou skupinu (F7), (T2**), (F5), (F6éw) a (F3s), za jinou pak Ctvefici testd (F4s), (F5),
(Féw) a (F2) doplnénou o podminku jistym zptisobem se vztahujici se k testu proporcnosti

(F7%) JestliZe plati p. (1) =c-p, (0) até q; (1) =cyq; (0) pro vSechna i
a pro néjakou konstantu c> 0, pak musi platit ﬁoz =c.

kterou lze povazovat za dalsi zeslabeni ptivodni podminky obsazené v testu proporénosti.

Tim jsme na jedné strané ukazali, ze neexistuje “idealni” Cislo, které by spliiovalo vSech 8
Fisherovych testi zaroven, na druhé strané Zze vSak ,konzistentnich testovych® podskupin
muze byt vice. Zbyva jesté dodat, ze vybér zadné takové podskupiny nevede k jednoznacnému
urceni indexniho cisla (at’ uz cenového ¢i kvantového); jinymi slovy feCeno: nelze zajistit, aby
kterékoliv podskupiné testi vyhovovalo pouze jediné indexni Cislo.

Uvedené skuteCnosti v§ak nijak neznehodnocuji usili Fishera, Walshe, Bowleyho a dalSich o
exaktnost konstrukce indexnich Cisel . Pocet splnénych axiomil (maximalné tedy 7 s védomim
urcité jejich vzajemné provazanosti) vzdy bude urcitym ( jakkoliv ne jedinym) indikdtorem
kvality indexniho ¢isla, s nimz pracujeme nebo jimz mame v umyslu se teoreticky zabyvat.

Pouhy pocet splnénych testi vSak nemize byt jedinym voditkem pii komparaci vhodnosti
navrht jednotlivych indexnich ¢isel. Dulezitou roli hraje rovnéz otazka, do jaké miry umoziuje
zvolena vahova struktura vyhovét odliSnostem v poméfovani vlivu komodit u jednotlivych
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

agregatnich vyrazd. V tomto smyslu jsou obecné praméry "vazeného typu" nadfazeny
indexnim Cislim zaloZzenym na prostém prumérovani (Carli, Jevons), nebot pfinejmensim v
urcité mife dovedou stupefi vyznamové odli§nosti komodit postihnout. Rovné€z snaha pro
objektivizaci €1 neutralizaci vlivu volby obdobi, kterd se objevuje v konstrukci Fisherova,
Edgeworthova, Walshova a Tornquistova indexu (nehledé na urcitou nevyhodu souvisejici
spotfebou opatfit veétsi mnozstvi empirickych dat) stavi tato indexni Cisla nad "jednostranné
formulovanymi" indexy Paascheho ¢i Laspeyresova typu.

Povale¢ni autofi doplnili vyse uvedeny axiomaticky soubor o nékteré dalsi testy. Ctyfi z nich
zde uvadime, pfirozene bez naroku na zavaznost jejich poradi:
(F9) axiom monoténnosti: [monotonicity test]
Jestlize plati p, (l) <p’ (1) pro vSechna i pfi nezménénych p(O), q(O), q(l), potom vzdy
plati

P, <P,

01 —*o01°
Axiom tika, ze takova zména cen vSech komodit mezi zakladnim a béznym obdobim, pfi které
jsou alternativné vzaté hodnoty cen p, *(1) u vSech komodit nejméné rovné pivodnim cenam
p,(1) bézného obdobi, musi vést k indexnimu ¢&islu, které je hodnotou asponi stejné velké jako
ptvodni indexni Cislo.

(F10) axiom stfedni hodnoty [mean value test] ( W.Eichhorn — J.Voeller [1976] )

Min L (1) <P, < Maxpi—(l)
I=1,..N pl_(()) I=1,...N pl_(())

pozaduje, aby se velikost (cenového) indexniho Cisla nachazela mezi hodnotami nejmensi a
nejveétsi individualni pomérové cenové zmeény.

(F11) axiom invariance va¢i zménam v méfitkach [**] ( Y.Vartia [1985] ).

Jestlize zmé&nime ménovou jednotku u vSech cen v obou obdobich "0" a "1", tzn. polozime-li
p*(0)=d.p0) ap*(1)=d.p(l), pak pii libovolnych proporénich zménach mérovych
jednotek kvantit v zakladnim i bézném obdobi, pficemz v kazdém obdobi mize jit o jinou
proporéni zménu v jednotkach méfeni kvantit, tzn. ¢ *(0)=b.q(0) a q*(1)=cq(),
musime dospét k pivodni hodnoté indexniho Cisla. Jestlize tedy zménéné indexni Cislo (s
ohvézdickovanymi veli€inami) oznacime £, *, musi platit P,* = F,, .

Smyslem tohoto testu mj. je, aby "vazeni" spotiebami probihalo vzdy srovnatelnym zptisobem
(tedy bud’ spotiebami vzdy ze zékladniho nebo vzdy z bézného obdobi). VSimnéme si, ze
tomuto testu nevyhovuje napi. konstrukt objevujici se na pravé strané€ axiomu zamény faktort
(F2), pokud bychom uvazovali o jeho pouziti téz jako jistého "indexniho Cisla".

(F12) axiom konzistence pfi mizejici komodité [**] ( E.Diewert [1992] ),

vyjadieny nasledovné
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: ) _ -1
lim P, =P,

gy (0) > 0,9, (1) >0

’ N N-1 Ny v rowr . % I v v I
kde vyrazy P01( ),Pm( ) oznatuji totéz indexni &islo, jednou spo&tené véetnd, podruhé bez
urcité (pro jednoduchost zapisu feknéme N-té) komodity: pokud se mnozstvi této komodity
neomezen¢ zmensuje, musi byt limitnim vyrazem indexni €islo vytvofené pouze ze zbyvajicich
N —1 komodit.

Utelem tohoto axiomu je, podobné jako u (F5), oetiit situace, kdy neni pfitomna néktera
komodita a zabranit, aby pfi jeji nepfitomnosti doslo ke zhrouceni hodnoty indexniho ¢isla. Lze
ho povazovat za urcité zpfesnéni axiomu urcenosti; ten sam o sobé nespecifikuje, jak ma
vypadat vyraz pii vypadku jedné nebo vice komodit. Pozadavku vyzadovanému testem (F12)
zpravidla nevyhovuji indexni Cisla zaloZena na geometrickém pramérovani.

Naproti tomu testu okruznosti (F4) vyhovuje jen relativné maly pocet indexnich Cisel. Stoji za
zminku, ze v r.1979 dokazali Funke, Hacker a Voeller, ze indexni Cislo, které ma tento axiom
spliiovat a soucasné vyhovuje ur€itym podminkam regularity zarucujicim, ze 1 z jinych hledisek
ptjde o ,,rozumné” indexni Cislo, musi mit tvar vyjadfitelny obecnym (vazenym) geometrickym
prameérem (2.2), u které¢ho budou vahy — konstanty «, spliovat podminky

N.

i ghiginny

N
dYa =1 a a >0 pro i=12
i=1

Z uvedenych tedy tento axiom spliuji pouze Jevonstv a Tornquistiv index.

Pokud jde o axiom (F4), ukazalo se, ze jeho prfesnou platnost lze ozelet, pokud zkoumané
indexni Cislo vyhovuje tomuto testu asponl s urcitou pfibliznosti. Jiz Irving Fisher v tomto
sméru shledal, ze v praktickych situacich, kdy pracujeme s realnymi ekonomickymi daty, jsou

odchylky u P,” od sou¢inu P,,” P,” obvykle velmi malé. Podobna zkusenost byla ziskana i u

dalSich indexnich cisel, které zachazeji symetricky v vahami, jako je Walshovo indexni ¢islo

P,"” , ptipadné i jina.

Stanovit, které z uvedenych 12 testt jsou vice "fundamentalni" neZ jiné, neni dost dobfe mozné
a nazory jednotlivych autort se v hodnoceni dosti lisi. Pfece jen v§ak mtzeme vyslovit nazor,
ze axiomy zamény faktort (F2) okruznosti (F4) a snad i (F11) bychom mohli povazovat za ty,
jejichz nesplnéni 1ze bez vétsi 4ymy tolerovat. Pokud jde o ,,samoziejmy* pozadavek vyjadieny
testem (F8), Ize fici, ze jeho splnéni je nutné ; protoze v§ak komutativita plati jak pro aditivni,
tak pro multiplikativni operace (jinymi slovy pfi aritmetickém i pfi geometrickém zpUsobu
primérovani), nema tento test z hlediska uplatnéni jako diferenciacni kritérium mezi riznymi
indexnimi ¢isly valny vyznam.

Samotny pocet splnénych testd vSak nemize byt jedinym voditkem pfi komparaci vhodnosti
navrhii riznych indexnich Cisel. Dulezitou roli hraje rovnéz otazka, do jaké miry umoziuje
zvolena vahova struktura vyhovét odliSnostem v poméfovani vlivu komodit u jednotlivych
agregatnich vyrazi. V tomto smyslu jsou obecné primeéry vazeného typu nadfazeny indexnim
¢islim zalozenym na prostém primeérovani (Carli, Jevons), nebot” pfinejmensim v urcité mite
dovedou stupeti vyznamové odlisnosti komodit postihnout. Rovnéz snaha pro objektivizaci i
neutralizaci vlivu volby obdobi, ktera se objevuje v konstrukci Fisherova, Edgeworthova,
Walshova a Toérnquistova indexu (nehledé na urcitou nevyhodu souvisejici s potfebou opatfit
vetsi mnozstvi empirickych dat) stavi tato indexni ¢isla nad "jednostranné formulované" indexy
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Paascheho ¢i Laspeyresova typu.

Patrn€ nejpodrobnéjsi rozvedeni axiomaticko-testového pfistupu lze nalézt v nedavné
Diewertové praci [8], kde autor dospiva k systému celkem 20 axiomu, které Cleni do 5
nasleduyjicich skupin :

- 4 ,samoziejmé" testy, mezi n€z patii spojitost a nezdpornost kteréhokoliv indexniho Cisla
ve vsech prvcich vektord p(0), p(1), q(0), q(1), dale fest silné identity pozadujici, aby

P, =1 vzdy, kdyz plati p(1) = p(0) >, a téz symetricky pozadavek ve vztahu k neménicim
se kvantitim, kde je vyzadovano, aby F, =Y p.(1)g,/> p,(0)g, vzdy, kdyz plati
gD =4q0)=¢q.

- 4 testy ,,homogenity*, mezi které nalezi mj. silnéjsi verze testu uimérnosti (F7) pozaduyjici,
aby platilo F, *=APF,, jestlize vindexnim cisle P, * operujeme s A—nasobkem

cenového vektoru p(1), dale obdobny fest inverzni umérnosti v cendch zdkladniho obdobi

a dva festy invariance Vviici proporcénim zménam v kvantitach zdkladniho a bézného
obdobi pozadujici, aby se cenové indexni Cislo nezménilo, jestlize se proporén€ zmeéni
kvantity v zakladnim resp. v bézném obdobi.

- 5 testl invariance a symetrie ; Je sem fazen fest symetrie pri zameéné poradi komodit (F8),
dale test souméritelnosti (F6) - zde nazyvan festem invariance viici zméndm mérovych
Jednotek, dale test zamény obdobi (F3) a dvojice testi nazvanych festy zdamény cen, resp.
kvantit vyjadtujici pozadavky na neménnost cenového indexniho €isla pfi prohozeni kvantit
zakladniho a bézného obdobi a stejné tak vice versa ve vztahu ke kvantovému indexnimu
Cislu.

- 3 testy stfedni hodnoty ; Kromé& (F10) sem patfi téz analogicky test stfedni hodnoty
formulovany pro (,, a dale striktni pozadavek na to, aby indexni Cislo vzdy lezelo mezi

Paascheho a Laspeyresovym indexnim cislem, tzn. aby pro cenové platila nerovnost
P L
By <By <hy

- 4 testy monotonnosti, z nichz jednim je prave test (F9). Dalsi 3 pozadavky na monotonnost
jsou zde vysloveny nejen ve vztahu ke zméné€ cen v p(l), ale téz vuci zménam v

p0),q(1), q(0).

V uvedeném Diewertové souhrnu 20 testd nejsou tedy zahrnuty zde formulované testy
urcenosti (F5), dale test (F12), ktery je jeho zesilenim, ani axiom okruznosti (F4), ktery autor
posuzuje mimo kontext bilateralnich indexti. Samostatn€, jako ponekud stranou stojici 21.test
je uvazovan (F2).

2.4 Priklady verifikace u vybranych indexnich Cisel

V této Casti se zminime o pfednostech a nedostatcich vySe uvedenych indexnich Eisel, pficemz
za zaklad tohoto hodnoceni vezmeme okolnost, v jakém poctu spliiuje to-které indexni ¢islo
testy uvedené v predchozi Casti. Za ucelem uplné demonstrace verifikace jednotlivych testu si
vezmeme dva piiklady : Marshallovo-Edgeworthovo indexni ¢islo (2.15) jako ptiklad vazeného
aritmetického priméru a Tornquistovo indexni Cislo (2.18) jako priklad vazeného
geometrického primeéru.

%2 7a zminku stoji, Ze z testu silné identity plyne (F1) , pfi€¢emz tato vlastnost plyne téz z (F7), coz ukazal jiz
Walsh [1901].
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U jinych indexnich Gisel se omezime na vycet testll, ktera tato indexni &isla splituji. Ctenaf
muze formou samostatného cviceni vysetfit u kteréhokoliv indexniho Cisla splnéni kteréhokoliv
z testd, stejné tak mize postupovat u indexnich Cisel, ktera si tfeba sam vytvori. Doporucujeme
pfitom, aby se u nékterych testi zamyslel rovnéz nad vécnym smyslem axiomu a k ovéfovani
nepfistupoval toliko zcela mechanicky. U nékterych dalSich typ indexnich cisel (napf. u
mikroekonomickych/funkcionalnich) totiz ryze ,,mechanicky* postup k verifikaci jednotlivymi
testy uplatnit nelze. Nejprve vSak zmifime nékolik obecnéjSich zasad posuzovani kwvality
jednotlivych indext, které nemusi pfimo souviset s poctem splnénych testt.

Jednou z Gstrednich je obecna preference indexti vazeného typu nad nevazenymi typy prameéru.
Jiz jsme zminili, ze absence vah neumoziuje posuzovat vécnou vyznamnost jednotlivych
komodit v celkovém spotiebnim koSi a ze tedy nelze brat v tivahu casto velkou rozdilnost
v dopadu vlivu cenovych zmén komodit s velmi rozdilnym objemem spotifeby na penézni
vydaje spotiebitelti. Pokud jde napt. o cenové indexy potravin, i pfipadné velké cenové zmény
u statkl s minimalni spotfebou (rtizna kofeni, pochutiny apod.) budou mit zpravidla jen
zanedbatelny dopad na zmény ve vydajovém zatizeni domacnosti. To je ovlivnéno rozhodujici
mérou vyvojem cen jinych skupin potravin : chlebem a peCivem, masem a masnymi vyrobky,
mlékem a mlénymi vyrobky, zeleninou, ovocem, obilovinami, alko- 1 nealkoholickymi napoji
aj. Nékdy sice muze znacna fluktuace cen u zfidkakdy konzumovanych komodit (znackova
vina ¢i lihoviny) vydaje v domacnosti ovlivnit znatelngji, zpravidla vSak se to tyka jen
omezené¢ho okruhu domacnosti, navic spiSe jen v urcitych pfilezitostnych obdobich (vanoce).
Ani z dalSich davodi neni divod tyto ojedin€losti precefiovat : jednak se na vyssich urovnich
agregace tyto fluktuace vyrovnavaji, jednak ceny v trznim prosttedi malokdy zaznamenavaji az
tak podstatné vykyvy.

Vyvoj zmény celkové cenové hladiny, pokud ji vyjadiime indexnimi ¢isly predstavovanymi
nevazenymi pruméry, bude v pfipadech rovnocenného zahrnuti vSech statka silné precenovat
skuteCny (nizky) vliv byt 1 vyrazného cenového kolisani uvedenych, v minimalnim mnozstvi
konzumovanych statk(i, tak jak ho pociti bézna domacnost. Hlavné v tomto lze proto
spatfovat slabinu Carliho/Sauerbeckova a Jevonsova indexniho ¢isla, kdyz uz, jak dale
ukazeme, ve vztahu k okruhu formulovanych test vykazuji tato (Jevonsovo zejména) vcelku
pfiznivé vlastnosti.

Dale se vSeobecné vyjadiime k axiomu symetrie (F8), ktery zajistuje nezavislost hodnoty
indexniho Cisla na pofadi, v jakém zatfazujeme komodity do spotiebniho kose. Tento axiom je
splnén vSemi uvedenymi indexnimi Cisly, coz je dano platnosti komutativity u scitani (v
indexech aritmetického a harmonického typu) a nasobeni (v indexech zalozenych na
geometrickém primeéru). Pripadné nesplnéni tohoto testu by bylo velkou slabinou a tézko
bychom mohli o takovém indexnim ¢isle mluvit jako o smysluplném navrhu. Prakticky nikdy se
navic nenachazime v situaci, kdy by byla pfedem stanovena n€jaka zavaznost poradi (at' uz
odpovidajici vyznamu komodity ¢i jina), v némz statky do spotfebniho koSe zafazujeme.

2.4.1 Vysetreni vlastnosti Marshallova - Edgeworthova indexniho ¢isla :

Splnéni axiomu identity (F1) snadno provefime ztotoznénim zakladniho a bézného obdobi. Do
(2.15) dosadime tedy do mist, kde se nachazi ,,1 pro oznafeni bézného obdobi ,,0“ jako
symbol zakladniho obdobi. Po tomto dosazeni mame
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

p.(0)-[¢,(0)+4,0)]
7.(0)-[4,(0)+4,)]

M=

Il
—

PE:i

o =1 , coZ prokazuje splnéni testu identity.

M-

Il
—

1

Pro vySetfeni axiomu zamény faktort (F2) musime k danému cenovému indexnimu Cislu
sestrojit pfislusné kvantové. To provedeme snadno zaménou cen za kvantity a vice versa.

S 0l0+0 0] Za0-.0+p00 X000

(2.35) PP 'QE01 == . *

>0 00a 0] Sa0 b0 0] Sr0-40)

Protoze pozadovand nerovnost nema obecnou platnost, axiom (F2) neni Edgeworthovym
indexnim Cislem splnén.

Platnost testu zamény obdobi (F3) budeme ovéfovat zaménou symboli zakladniho a bézného
obdobi, formalné tedy zaménou ,,0“ za ,,1* a naopak. Dostaneme

N

2.2 (1)-10.0)+4,0) I_Nle,- (0)lg,(1)+4,0)]
2 7(0)-[4,(0)+4,0)] | ip,- (1)-la, 1)+ 4,00)]

i=

(2.36) PPo - PPy = =1

protoze Citatel prvniho zlomku je shodny se jmenovatelem druhého a opacné. Axiom (F3) tedy
plati.

Provéfeni axiomu okruznosti (F4) vyzaduje prozkoumat platnost ,fetézového* pravidla
P%o - P¥1, = P®,. Pro Edgeworthovo indexni ¢islo dostavame

S p10)-10:(0) + 4, ] ép,(z).[q,-(l)wi @) ﬁp )l 0)+4,(2)

P P - - -
pEypEyy = =1 . # :PE02

ﬁlp,(o)-[q,-(o)wi(l)] ﬁlp,-a)-[q,-(l)wi(z)] ﬁlp,-(o)-[qi(o)w,-(z)]

Ukazalo se tedy, ze testu (F4) Edgeworthovo indexni ¢islo nevyhovuje. Nutnou podminku
kladenou na tvar indexnich ¢isel, ktera tomuto testu vyhovuji, uvedeme nize.

Posouzeni platnosti axiomu uréenosti (FS) provedeme pfimo z jeho defini¢niho tvaru (2.15) :
Je patrné, ze pfi kladnych cenach a nezapornych mnozstvich komodit je vyraz (2.15) vzdy
definovan, ma kone¢nou hodnotu ( jeho jmenovatel nemutize byt roven nule ) a nemize byt
identicky nulovy. Zdiraznéme, ze axiom posuzujeme vzdy ve svétle realné situace, Ze alespon
nékteré komodity se vyskytuji v zdkladnim a bézném obdobi, tzn. ze ¢, (O) >0 resp. g, (1) >0

pro n&jaké indexy i, j € {l,...,N}.

Prejdeme-li k ovéfeni axiomu soumeéfitelnosti (F6), musime prozkoumat dopady zmén
mérovych jednotek, ve kterych vyjadiujeme komodity (obecné kazdou komoditu v jiné mérové
jednotce) pii souCasné vyvolané zméné jednotkovych cen. U Edgeworthova Cisla dostaneme:
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

S p 0l )+ dg O] Ep, 011 0)+4,0]

(2.37) J

SO la 0 g 0] 3 p 0100+ 0)

_ pE
_P01

2

nebot’ zjednoduseni nasobenim hodnotou d ' vii&i d se vesmés odehraje uvnité jednotlivych
sumaci. Indexni Cislo tedy po uvedené zméné mérovych jednotek nedozna cCiselné zmény.
Axiom tedy plati.

Proporcionalita pfedstavovana testem (F7) je u Edgeworthova indexniho cCisla rovnéz splnéna:

30, (0)-lg,(0)+ 4, (1] c.lep,(o).[q,.(o)w,.(l)]

(2.38) PEx =1

> 5O+l ©0+a0] X0l 0)+4,0]

takze v pfipadé proporéni zmény vSech cen je vysledna hodnota indexniho ¢isla téz rovna
konstanté c.

=C

Vychozi podminkou pro vySetfeni platnosti axiomu monotonnosti (F9) je N -tice nerovnosti
p,(1)< p! (1) pro viechna i pii nezménénych p(0), ¢(0), ¢(1). Pokud tato plati, pak té plati

000l 3p% Ol 0)-q0)
11\:7 < lj\} = Poflj * >
22,0 10.0+4.0] X p,0)1g,0)+4,0)]

nebot’ v Citatelich porovnavanych vyrazi vystupuji v sumacich jen nezaporna cisla. Tudiz (F9)
plati.

(2.39) PF =

Provéfeni (F10) - axiomu stfedni hodnoty — nemusi byt vzdy jednoduché. VySetteni

u Edgeworthova indexniho &isla je vSak snadné . Jak jsme uvedli, lze P”o zapsat jako vazeny
aritmeticky primeér

) =S, 20 s vahami @, L (0)-[g,(0)+4, ()]
SR e 0)-g,(0)+ 4, )]

, Vahy jsou nezaporné s jedniCkovym souctem ; je tedy zifejmé, ze — pokud podily cenovych
zmén nejsou viechny stejné — musi P70 lezet mezi nejmensi - feknéme p,.(1)/p,(0)-
a nejvetsi -feknéme  p (1)/ p,(0) - cenovou zmeénou Skutecné tedy plati

2.40 win 20 < p s < Max 2
(2.40) A (0) =X p,(0)

Podobné test (F11) - axiom invariance vi¢i zménam v méfitkach kvantit - Ize vysetfit snadno:
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

>dp, 1)-[g, 0)+ cq, (1) [bﬁp,-a)q,-(owcﬁp,-(l)q,-(l)} > p,(1)-[4,0)+ 4, )]
PEx=11 = = - T

;Zv:ldpi (O) [qu‘ (O) +cq; (1)] |:b.l%pi (O)% (O) + C.l_%pi (O)q,- (l)} ;Zv:lpi (O) [qi (O) +4; (1)]

Test tedy neni obecné splnén ( zachovava platnost toliko ve zvlastnim ptipadé b =c)

Kone¢né ukazeme, ze Edgeworthovym indexnim cislem je splnén test (F12) : Pokud se

neomezen¢ zmenSuje n€kterd (napi. N —td) komodita v zédkladnim a bézném obdobi, pak

wrazy  py(D[qy(0)+¢, (D] >0 a p,(0)[g,(0)+g,()] -0, pokud ¢,(0) >0 a
q, (l)—) 0 se bez omezeni blizi k nule. Limitou tohoto procesu se stane vyraz predstavujici
opét Edgeworthtiv index spocteny vSak tentokrat pouze z N —1 komodit.

2.4.2 Vysetreni vlastnosti Térnquistova indexniho €isla :
Ptipomerime pfislusny defini¢ni vyraz

(2.18) Pl :]ﬁ[(p"—(l)] |

i\ P, (0)

(2.182) kde w —0s.|20a© | 5| p0)g)

N 4 N ?

Z:;p,- (0)-¢,(0) > p,(1)-q,(1)

7=l

Test identity (F1) je Tornquistovym indexem zfejmé splnén. Dosadime-li totiz p, (O): D, (1)

pro vSechna i =1,2,..., N, bude bez ohledu na volbu vah w, vzdy platit

N Wi
(0
Foy :H(pl( )] =1
i=1\Pi (0)
Naproti tomu test zamény faktorti (F2) splnén neni, coz je zfetelné patrné z nasledujiciho :
>
N Vi N Vi p. (g, (1)
JAQ) q,(1) =
. o) iG] <5
A AT 2. 2,(0)4,(0)
i=1

Axiom (F3) ziejmé plati, nebot’

. - . o) T1eo)
T T il iO i-1 i1
o fofl :H(ﬁ-—((o))] H{Z((l))] i

i=1 i=1

=1

Wt

N i N Vi

[1(.®) [1o)

i=1 i=1

Vsimnéme si, ze oveéfovani testi (F2 ) a (F3) nevyzadovalo detailni rozepsani vah w,, protoze

tyto jsou u Tornquistova indexu symetrické jak v obdobich ,,0“ — | 1%, tak pfi zaméné cen za
kvantity a naopak, tj. vahy jsou symetrické v p a q.
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

Test tranzitivity (F4) vySetfime obvyklym postupem (zde jiz musime vahy detailné rozepsat) :

2;(0)g; (0) } P (Dg; (V) pi(Dg; (V) } 2 (2)q; (2)
prpt ﬁ{l?i(l) 23 5,04, Z-Zp,-a)q,-(l)lﬁ[{ pi(2) |PEn W 2ne @@
ol =
r,(0) 7,

i=1

pi(0)g;(0) pi(Dg; (1) pi(Dg; (1) pi(2)g;(2)
N + +

230,004,023 p; ;1) 1 23 p;(Mg; (1) 2. p;(2)g;(2)
[10) [1@)
_ i=l i=1 —
- pi(0)g;(0)  pi(DHg; (D) ’ pi(Dg; (1) } pi(2)g;(2)

N 25 p,;(0)q;(0) 23 p;(Dg; D) N 2> pi(Mg;(M) 2> p;i(2)q;(2)
[ () B B [0 R
i=1 i=1

~ pi(0)g;(0) Feores
23" p;(0)q;(0) 220, (g (D)
[T =" " T1(.@)
1 4 _ pT
# N _ 7i(0g;(0) IN oo =P
2Zp,(o)q,(O) ZZPj(Z)qj(Z)
(p,(0)) 1

i=1

Vysetfeni axiomu urcenosti (FS) znamena toliko provést ivahu o povaze definiCnich vyraza
(2.18), (2.18a) : Je zieymé, ze pii kladnych cenach v obou obdobich a pii pfitomnosti aspoii
jedné komodity v zakladnim a bézném obdobi jsou definovany jak vahy w,, tak i Tornquistiv
index sam.

Test souméfitelnosti (F6) vyzaduje provést vySetfeni

Ip©dg©) | d'pMhdgD) 240  p0gO
YA d p.(1) |24 7 0dg0) 23 d p,(hdg; M) (1) 23 p,(0)4;(0) 22p,<1) ;D _p
01
7.0
I souméfitelnosti je tedy vyhovéno.
Axiom propor¢nosti (F7) je Tornquistovym indexem rovnéz splnén, nebot
y pi(©ai(©0) ep(0)q;(1) $ T o @ 250y gy, L@ ®) e p©a)
PT* _ H{cpi (O) Z.ij(o)qj(o) Z.Zcpj(o)qj(l) . HIZZpJ(O)qJ(O) ZZcpj(O)qj(l)
pi (O) i=1
(2.43)
N 2i(0)g; (0) ¢.p; (0)g; (1)
Z 2.2pj(0)q;(0) 2XZcp;(0)gq;(1)

1/2+1/2
=C =

[l
o
I

Dale podrobime Tornquistiv index vySetifeni axiomu stfedni hodnoty (F10). Pfipomeneme-li
jeho tvar (2.18), (2.18a) je patrné, ze logaritmovanim dostaneme

RGOS oa( 2 p.()
og(pr(O))< og(hy)) = ;w og(-—= ()) g(ps(O))

a protoze nezaporné vahy w, v (2.18a) jsou normovany na jedni¢kovy soucet, je ziejmé, ze

Tornquistiv index musi lezet mezi nejmensi a nejvétsi podilovou cenovou zménou:
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

(2.44) 2.0 :Minpi—(l) 2.0 :Maxp"—(l)
».(0) p.(0) »,(0) p(0)

Logaritmicka transformace (spojita, rostouci) zfejme neméni nic na platnosti pivodnich relaci.

Slabinou Tornquistova indexniho Cisla je vSak obecné nesplnéni axiomu monoténnosti (F9).
Protoze to nemusi byt z pohledu na vyraz (2.18) bezprostfedné patrné, popiSeme situaci, ktera
to blize osvétli. Uvazujme protiptriklad tvofeny spotfebnim koSem sestavajicim pouze ze 2
komodit. V tomto pfipadée se index redukuje na tvar

pr :{plmr (m(l)]“
" Ap©) \p,0

Budeme tedy hledat takovy dvoukomoditni ptipad, kdy plati :
w w,y % w* % wy*
(2.45) {plml (pz(l)] N (p 1(1)] (p Z(D]
2©) (2.0 2.0 ) \ p.0

prestoze v ném pro vahy plati p.(1) < p* (1);i =12..

Priklad 1 Nesplnéni axiomu (F9) Tornquistovym indexnim ¢islem:
Vezméme pripad dvou komodit a zvolme pro zakladni obdobi tyto hodnoty cen a kvantit :
p(0)=1 p,(0) =100 ¢,(0) =100 q,(0)=1
Pro bézné obdobi uvazujme alternativn€ nasledujici hodnoty :
p,(1) =1000 p,()=1 q,(1)=1 q,(1) =100
P *(1) =1000 25 *M=10 q, *(l)qu(l) q, *(l):qz(l)

Ziejmée je splnéna premisa p, (1)< p*, (1), pfi¢emz v prvni podilové slozce plati neostra, ve
druhé ostra nerovnost. Podilové cenové zmény budou ziejme :

P (0) p-(0) P, (0) p-(0)
Vahy v geometrickych primérech budou nyni
,(0)-¢,(0)+ p,(0)- ¢,(0) P (1)-q,(1)+ p, (1) ¢, (1) 2001100

_0s. 1(0)-4.(0) o5, p:(1)-4.(1) 100 ¢ 100
Me =0 p1<o>-ql<o>+p2<o>-q2<o>] . (pxl)q(l) p<1>q<1>} %2300 " 7100
osf P00 ). (1), () 100 100
=02 p,(0)-q ()+p2(0) ()j Os[pl(l)* *(1)+ p, *(1): qz*()j %200 7 2000
© s ?,(0)-4,(0) o, P, *(1)-q, *(1) 5 100 1000
R (100 B o M ot s e
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

Odtud mame
w, =0,70455 w, =0,29555 w,* = 0,500 w,* = 0,500

Dosadime nyni spoctené vahy do obou vyrazu

2 (1 * it
2.46 2O ggqms 0,01 res P o005 0,100
p.
-\ 2;(0) »,(0)
Vy¢islenim snadno zjistime, ze plati :
1000°7.0,01%%% =33,32 > 10 =1000%°.0,1° 0

Podilové cenové zmény jsme u 1 .komodity v jednotlivych ptfipadech volili tak, aby doslo k
1000-nasobnému zvySeni, naopak u 2. komodity pak v prvém ptipadé Cinil cenovy pokles 100-
nasobné snizeni, ve druhém pak ,jen“ 10-nasobné snizeni. Zmény v mnozstvich komodit
vykazuji, jak patrno, protichidnou tendenci : u prvni komodity dochazi ke 100-nasobnému
snizeni, u druhé ke 100-nasobnému zvySeni.

Z prikladu lze vypozorovat toto : K poruseni podminky monotonnosti mize dojit tehdy, kdyz
véaha pfisouzena k té podilové cenové zmeéneg, jejiz hodnota se pro oba piipady nezmeéni (zde
12 (1)/p1 (O): Dy (l)/ 12 (O): 1000), pfip. zméni velmi malo, doznd vyrazné snizeni (0,500
oproti 0,7045), se vztahuje k vysokému zakladu (zde 1000), ktery je touto zménou silné
ovlivnén, zatimco protismé€rna zmeéna vah (zde u 2. komodity, u niz vaha klesne z 0,500 na
0,2955 — md-li se zachovat jednickovy soucet vah v exponentech vyrazii na obou strandch ) —
se projevi podstatné slabsi mérou vlivu. U druhé komodity jsou totiz zaklady tvorfené

podilovymi cenovymi zménami podstatné mensi : p,(1)/ p,(0)=0,01 a p;(1)/ p,(0)=0,1 .

Volbou jesté extrémnéjSich tendenci ve vyvoji cenovych a mnoZzstevnich pomért lze
dosahnout jesté vyraznéjSich disproporci mezi obé€ma stranami vyrazu ( 2.41 ) ve prospéch
jeho levé strany. Ctenar se o tom mize ostatn€ piesveédcit vlastnim experimentovanim.

Prejdeme-li k testu (F11), vidime, Zze nasobeni cen konstantou c¢ neovlivni ani vyrazy

v soucinu
_ H[ 2 (1)]

p;(0)

pfiCemz nasobeni kvantit konstantami b,d , kde pfislusny vyraz Ize zapsat jako

(0640 | .| p()dg()

2 N 2

Sp,054,0)| | Zp,0-dg,0)

j=1

w, =0,5-

vede po zkraceni opét k vyrazu (2.18.a). Axiom tudiz plati.

Konec¢né verifikace testem (F12) znamena vySetteni platnosti podminek
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2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

N p (D) pe @ (2 O) -, RO,
H{ ] lim( m) H{—] Q. lim( —PN(O)) , kde

S\ pi(0) i\ P (0)
qy(0),q, D) >0  ¢,(0),q9,(1)—>0 qy(0),q, (1) >0
2o vy eas| OB | phal) | om0
v TS ’ ,(0)

Sp,054,0) | Zp.0)-4,0

j=1

Je zfeymé, Zze pii uvazovaném limitnim pfechodu budou ob€ mit slozky vyrazu vahy nulové
(jmenovatele pfitom zdstanou nenulové), takze podil

by @) = (PN Q)

(249 (PN (0) £y (0)

)’ =

a cely vychozi vyraz nabude po limitnim pfechodu hodnotu Q , ktera predstavuje Tornquistiv
index spocteny jen z N —1 komodit. Postup je nicméné opravnény jen potud, pokud
pfipustime existenci N —#¢é ceny — v zakladnim a bézném obdobi — i tehdy, pokud v téchto

Py,
(—O)

Py

obdobich neexistuje N —1y statek. Jinak by vyraz definovan nebyl.

Mimochodem, axiomu (F12) vyhovuji 1 vSechny vySe uvedené indexy aritmetického typu.
Ubrani N —#¢ komodity znamena zkraceni vyrazii v sumacich vzdy jen o posledni Clen
Py (g, (*), Také posuzovani platnosti testu ve vztahu k Jevonsovu (cenovému) indexu,
v némz se neuplatiiuji kvantity, zalezi na posouzeni, zda pfiznaime opravnénost existence ,,ceny
bez statku®. Kladna odpovéd’ na tuto otazku vede k akceptovani testu, zaporna nikoliv.

2.4.3 Poznamky k verifikaci nékterymi testy

Obecnéji zkoumano, platnost axiomu monotonnosti (P9) je splnéna u vSech indexnich Cisel,
ktera lze zapsat jako (prosté nebo vazené) aritmetické. Pokud lze indexni Cislo zapsat jako

S, 20 S
>, ’—O s vhodnou volbou vah o, > 0; Y e, =1 ,

i=1
a zvolime-li dva vektory p,(1), p, *(1), pro které plati p, (1)< p, *(1), pak je zfejmé, ze vzdy
bude platit podminka

” p) & p* O
24 Z 2 20

Odtud a zpredchoziho textu je zfejmé napf. ze indexni Cisla Paascheho, Laspeyresovo,
Edgeworthovo, Walshovo spliiuji test (P9), nebot je lze zapsat jako pfislusné aritmetické
pruméry. Ziejme je axiom splnén i Fisherovym indexnim cislem.

Stejna podminka vSak uz plné neplati u geometrického zptisobu primérovani: Zatimco napf. u
Jevonsova indexniho ¢isla je podminka
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v(p MYy (pr )"
E(p,-(OJ Sg( p,-(0>}

ocividné pi1 p, (1) < p, * (1) splnéna pro libovolnou piipustnou volbu vah «, , neplati totéz, jak
bylo jiz dokazano, u Toérnquistova indexu.

Axiom stfedni hodnoty (F10) rovnéz obecné plati u indexnich Cisel, kterd lze zapsat jako
vazené aritmetické i geometrické priméry. Pokud lze totiz indexni Cislo zapsat ve tvaru

s, P y
(2.50) > a, = s vhodnou volbou vah &, 2 0; >, =1 ,
= p:.(0) i=1
pak je zfejmé, ze bude automaticky splnén pozadavek
(1 1
(2.51) Min p’()SPmESMax r.(V
1.8 p (0) =123 p (0)

a ze rovnost nastane (pokud aspon pro jeden statek plati, ze p,(1)/p,(0) # ¢, takze nerovnosti
nejsou splnény jako rovnosti) pfi volbe vah

a, =(0,0,..0,1,0,...,0), resp. &, =(0,0,...,0,1,0,...,0), kde

se jedni¢ky jako jediné nenulové prvky nachazeji na r-tém, resp. s-tém misté. V ostatnich
ptipadech lezi P, mezi hodnotami nejvétsiho a nejmensiho poméru. Uvedené konstatovani
plati ve vztahu k P., P~ PSPy Pl

o> Pos Py, Py, Py, ktera lze vSechna vyjadrit ve tvaru ( 2.46 ).

N ( %
V podstaté stejna situace nastane u geometrickych primért tvaru H(p’—io))] , které - za
=1 \ P;
shodnych podminek pro vahy o; - rovnéz musi hodnotou lezet mezi nejmensim a nejvétsim
pomérem p,(1)/ p,(0). Tim je feGeno, e Jevonsovo i Tornquistovo indexni &islo spliiuji axiom
(F10) .

Vartiovu pozadavku (F11) vyhovuji zfejmé indexy Paascheho, Laspeyresav (tedy i Fishertiv),
Walshtiv a — jak bylo vyse ilustrovano — téz Tornquistuv.

Test silné identity (F1s) znamena ve srovnani s testem formulovanym jako (F1) pozadavek,
aby neutralni hodnoty 1 bylo dosazeno vzdy, kdyz dojde ke shod¢ vektora p(1) a p(0) bez
ohledu na hodnoty mnozstevnich vektora ¢(0),q(1). Pfijata formulace ,,slabsiho“ testu (F1)
implicitné pfedpoklada navic shodu ¢(0) = g(1).

Povsimnéme si, ze test silné identity (F1s) je splnén vzdy, kdyz indexni Cislo vyhovuje testu
umérnosti (F7), nebot’ je jeho specidlnim ptfipadem, jestlize konstantu imérnosti zvolime jako
¢ =1. Znamena to tedy mj., ze i splnéni testu (F1) je disledkem platnosti (F7).

Testu invariance vuci zméné méfitka (F11) vyhovuji jak Paascheho, tak Laspeyresiv index,
ostatné jako vSechna indexni ¢isla zapsatelnd pomoci Loweova indexu (2.21). Nespliiuje ho
vSak napf. tzv. ,index laika“, kterym je vyraz stojici na pravé strané testu zamény faktort (F2),
nebot’.
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Sabg.0) S p0)-a,0)

pll* — =1 b o
C

~.

X, (0)¢6,0) %m@ﬂ@)

Porovname-li pomoci tohoto testu jinak , kvalitativné* velmi blizka indexni ¢isla Edgeworthovo
a Walshovo, zaznamename ptfednost druhého z obou jmenovanych, nebot

S dp; 1) by O ) d@%pi(l)-\/qi(o).q,-(l) Zp,() 4;(0)g: (1)

PW* _1 =1 :POVT
del( Nbq; (0)eq; (1)- d\/ﬁzpl (0)1g; (0)q; (1) Zpl( Nai(0)g;(1)

zatimco Edgeworthovo testu (F11) nevyhovuje, jak jsme jiz ukazali vyse.

Poznamenejme jeste, ze na rozdil od testu souméfitelnosti (F5) se vyznam testu (F11) vztahuje
primarné k proporéni zmén€ mérovych jednotek cen (tzn. napt. ke zmeéne€ meénovych jednotek,
jakou je prechod zkorun na americké dolary, japonské jeny Ci eura) bez piimé vazby
k jednotkam spotfeb komodit - ty se mohou menit sriznymi konstantami wUmeérnosti
v zékladnim a bézném obdobi. Test je v porovnani s (F5) piisnéjsi.

2.4.4 Vlastnosti nékterych dalSich indexnich €isel

Vezmeme-li dvojici (2.13) a (2.14), zjistime, ze Laspeyresovo i Paascheho indexni Cisla spliiuji
axiomy (F1), F(5), (F6), (F7), a dale (F8) - (F12). V tomto sméru je s nimi srovnatelné téz
Sauerbeckovo/Carliho indexni Cislo, které vyhovuje stejnému okruhu axiomd, ovSem sama
moznost pouziti vah (bez toho, ze bychom se striktné omezili jen na hledisko poctu splnénych
axiomu) stavi Laspeyrestv i Paascheho index z hlediska vystiznéjSiho postizeni ekonomické
reality zfetelné vyse.

U Edgeworthova navrhu ( 2.15 ) jsme prokazali navic splnéni testu zamény obdobi ( F3 ). Ke
stejnym vysledkim bychom dospéli v pfipadé Walshova indexu (2.16). Naproti tomu
Fisherovo idealni indexni cislo (2.17) se mtze pochlubit navic dale splnénim axiomu zamény
faktort (F2) - nespliiuje tedy pouze test okruznosti (F4) .

Jevonsovo indexni Cislo spliuje axiomy (F1), (F3), (F4), (F6) a (F7). Platnost (FS) je
podminéna pritomnosti vSech komodit (s kladnymi jednotkovymi cenami) v zakladnim obdobi.
Naproti tomu, konstatovano obecnéji, indexni Cisla vychazejici z geometrického primérovani
nevyhovuji testu (F2).

Kratce se jesté zmifime o jinak primitivnim Dutotové indexu : Jeho formalni tvar

PRI
(2.52) pP=t
2.p.0)

vychazi vlastné z podilu prostych aritmetickych prameért
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N N
2.0 2.0.(0)
—1 — i=] a by O — i=]
p)=——1— PO)=———
Pokud jde o pocet splnénych testd, neptisobi tento index nijak inferiornim dojmem. Na prvni
pohled je zfejmé, ze jsou splnény testy (F1) , (F3), (FS), (F7), symetrie F(8) , monotdnnosti
(F9) a dokonce i test okruznosti (F4) . Okamzité je téz patrné, ze index nespliiuje axiom
zameény faktorti (F2). Test soumeéfitelnosti (F6) je sice formalné nevyhodnotitelny (v indexnim

N D s v e e . . . . . I
cisle P~ se stejné jako u Sauerbeckova ¢i Jevonsova indexu neoperuje s kvantitami), nicméné

z pohledu daného Sir§im smyslem testu jej 1ze pokladat rovnéz za splnény. V podstaté totéz
mizeme fici ve vztahu k Vartiové testu invariance (F11) a k testu (F12). Pro uplnost
vySettime jeste test stfedni hodnoty (F10), jehoz platnost nemusi byt na prvni pohled zfejma.
Znamena to provefit, zda plati

ﬁ:pi(l)
(2.53) p"—(l)—Mm[pi{l}] < = SA/,ax[l?i{l}] _r.( e

- 2

p,(0 p ) 3 5.0) 0}y p0

jsme indexem r oznacili nejmensi a indexem s nejvétsi podilovou cenovou zménu. Ukéazeme,
ze nerovnosti skutecné plati: vezméme vztah nerovnosti vii¢i minimu.
Z predpokladu

2. _ p(D)

< platného pro vSechna i =12.... N
r,.(0)  p;(0)

plyne, ze vzdy plati p (1).p,(0)< p,(0).p, (1) pro vSechna i =1,2..., N . Proto také musi platit
N N
2.2, ()P, (0) <> p,(0)p,(1)
i=1 i=1

Protoze jak p, (0), tak p, (1)jsou nezavislé na indexni proménné 7 , je tato nerovnost
identicka s

P, (l).Z r.0)<p, (O)Z 7,

N
Vydélenim relace sou€inem p, (O).Z p.()) dostavame levou nerovnost v (2.48). Analogicky

i=1
bychom ziskali i druhou nerovnost v ( 2.48) . Az potud by mél Dutotlv index zcela uspokojivé
vlastnosti.

Co vsak rozhodujici mérou degraduje Dutotiiv index a odkazuje ho do sféry praktické
nepouzitelnosti, je okolnost, ze index POlD - jako jediny z dosud uvadénych - neni zalozen na
prameérovani cenovych zmén p,(1)/ p,(0), nybrz ceny komodit samotné se v kazdém obdobi

aditivné sCitaji a az nasledné je index vyjadien jako jejich podil. Z tohoto hlediska nelze mluvit
o srovnatelném méfitku cen, nebot’ tyto nemaji povahu jednotkovych cen (neni viibec ziejmé,
k jakému mnozstvi komodity se cena vztahuje). I kdybychom vsak v myslitelnych ptipadech
jednotné mnozstevni métitko prijali (napt. kg), zustal by fundamentalni problém srovnatelnosti
cen, nebot’ napf. v potravinovém spotfebnim kosi bychom scitali ceny chleba, peciva, brambor
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a ryze (se spotfebou v domacnosti v desitkach kg za rok) s cenami pochutin, kofeni a dalSich,
v pouze nepatrnych mnozstvich zuzitkovavanych potravin. Pfi pfechodu na vysSi stuper
agregace (napf. spotiebni ko§ pro CPI), kde statky vibec nemusi mit spoleCné mérové
jednotky, bychom se dostali jiz do zcela nefeSitelné situace.

O tom, ze ,,na zpusobu primérovani zalezi* se lze presvedcit i tak, Ze misto Fisherova indexu
(2.17) budeme uvazovat pfibuzny index, kterym se zabyvali Drobisch, H.Sidgwick a
AL Bowley” a ktery Laspeyresovo a Paascheho indexni &islo praméruje aritmeticky.
Pfijméme zde oznaceni pismenem , B (ve vztahu ke tfetimu z autorti, nebot’ ,,D* jsme jiz vySe
vyhradili pro Dutotlv index)

(2.54) P."=1/2.(2," +P,")

Toto indexni Cislo — ve srovnani s Fisherovym indexem — nevyhovuje ani testu zamény faktora
(F3) ani testu zamény obdobi (F2), jak se lze presveédcit jednoduchym prizkumem :

s _1[ 2P0 3 P04, )} ( 11 } .
P = /2] ——+——|= (PR,
[Zp,a)q, 0> 54,0 nr )

Podobné také

1
PlP)/(2~P01LP01P) 75—3

01

P50 —1/4 (Zp,- g, > r,0g, (1)}(2% ©p.) > a,0p (1)} 22 (g, ()
e X0, > p0)q,0) | Xq.0p,0) >q.0p,0))) > p.(0)4g0)

Pro uplnost dodejme, Ze toto indexni Cislo nespliiuje stejné jako Fishertiv index test (F4).

2.5 Walshuv postup

Se jménem C.M. Walshe se setkavame jesté v jedné souvislosti. Pravé on totiz navrhl postup,
kterym lze jakékoliv “klasické” indexni Cislo pfevést na konstrukt, ktery bude zarucené
spliovat axiom zamény faktora (F2). Staci k tomu, abychom k libovolné dvojici cenového a

* . 7 v 7 . * *]
kvantového indexniho &isla P, O, =zavedli ptislusné “Walshovy modifikace” P, Q.

timto zptisobem :

» Zp,() q,(1)

(2.55) Py = |

@30 0140)

g 2r)40)
30040

(2.56) v =

Pro ilustraci tohoto postupu vyjdéme napt. z Laspeyresova indexniho cisla (nevyhovujiciho, jak

» Bowley, A.L.: Wages, Nominal and Real. In: Palgrave, R.H.I.: Dictionary of Political Economy, Vol.3. London,
Macmillan [1899]., s. 640-641.

Téz Sidgwick, H. ,The Principles of Political Economy. London, Macmillan [1883].
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uvedeno, testu zamény faktorl). Vytvofme nyni pro obé ¢&isla z dvojice P, Q) prislusné
Walshovy modifikace P a Q)" vySe zminénou upravou. Po dosazeni a nasledném

vykraceni dvou ze tii pfitomnych vyrazi > p, (O) q, ( ) dostaneme pro cenové P,

. . (1) g;

Lw _ |i=1 izl =l _[pL pP _ pF

P = N N =\ o1 o1 =Po
(0)- ¢ . (0)- ¢

a podobné pro kvantové Q"

N N N
zpi(o)‘%'(l) zpi(o)'%(o) zpi(l)'%'(l)

o5l = |2 = = =\061-061 =05
épi(o)'%(o) épi(l)‘%'(o) ;ll?i(o)'%(o)

Jak patrno, uvedenym postupem dosp&jeme k dvojici Fisherovych cenovych a kvantovych
indexnich ¢&isel P, OF . Lze se snadno presvédcit (ponechavame na Ctenafi), Zze k témuz

vysledku dospéjeme, pokud misto Laspeyresovych vezmeme za vychozi dvojici Paascheho
indexni &isla P, OF .

Pozndmka 1 Ctenaf si mozna povsiml, Ze k zaji§téni platnosti testu (F2) bychom v (2.55)
nemuseli nutné operovat s podilem P, */Q,, *, resp. v (2.56) s jeho reciprokou hodnotou,

nybrz by stacilo vzit podil jakychkoliv dvou vyrazi, které by byly rozumné interpretovatelné
jako cenové a kvantové indexni Cislo. Problém ovSem nastava v tom, ze obecna volba

pAB :\/Am . Zpi(l)qi(l) 4B :\/Bm . Zpi(l)'qi(l)
" Bm Zpi (O)qi (O) i A01 Zpi (O)'qi (O)

zarucujici splnéni (F2) se obvykle ukaze jako nevhodna ve svétle potteby splnéni dalsich testa.
Jako priklad 1ze uvést test propor¢nosti (F7), kde pozadujeme, aby platilo

R VI X2 DL LI D WA OZA0
f = ¢, avialcobeene Ly J S 7,040 f'JBm S £.04,0)

a ni¢im neni zaruceno, ze vyraz v posledni odmocning je aspori blizky hodnoté Je .

U Walshem navrzeného postupu naproti tomu dostavame

Yen0a) || Xp040)

=C.

Ul zp,<> g0 |9 zp,<> 4,0)

C.

cw
POl -
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pokud P*, vyhovuje testu (F7), coz napf. plati proP’a nebo P, piicemz
pravdépodobnost (aspon priblizného) splnéni toho, ze vyraz v odmocning je roven 1, mize byt
pomérné vysoka. Pokud za Q*, vezmeme Q"o, pak rovnost plati pfesné.

2.6 von Bortkiewiczova relace

I kdyz je konstrukce vétSiny vySe uvedenych “klasickych indexnich Cisel” veelku jednoducha,
presto lze v nekterych pfipadech zkoumat hlubsi “strukturalni” vlastnosti jejich vzajemnych
vztahd. Pripadna vyvozena zjisténi mohou vysvétlit napt. podminky, za jakych je hodnota
jednoho indexniho ¢isla zpravidla €1 systematicky vétsi nez jiného. Ne vzdy je totiz vzajemny
vztah tak ocCividny jako napf. u Fisherova Cisla, jehoz hodnota v disledku konstrukce musi
vzdy lezet mezi Laspeyresovym a Paascheho indexnim cislem.

Prusky matematik a ekonom Ladislaus Josefovic von Bortkiewicz odvodil uzite¢nou
strukturalni relaci mezi Laspeyresovym a Paascheho indexnim Ccislem, ktera mize m;.
napomoci vzajemnému posouzeni Giselnych hodnot obou jmenovanych IC. Vztah po ném
nazyvany vyjadiuje podil obou téchto IC v pojmech b&znych statistickych veli¢in. Formulujme
ho konkrétné :

ip,.a)-q,.(l)
pr ZP,() q,(1) Sp Sa

(2.57) B=-% — U R T
EEED VI RTOREEE

Zp,() 9,(0)

V (2.57) ptitomné symboly maji nésledujlcl vyznam :
E

W . J 4 4 M . 4 o W 4 W 4 W 1 l .
,1 0znaCuje vazeny aritmeticky primeér cenovych pomérovych zmén P ’( ) s vahami tvaru

0 p,(0)
»,(0)-4,(0)

w, = .k, predstavuje tedy piimo Laspeyresovo cenove indexni &islo P

| ZN;p]. (O) q,; (O) p0

C e C ey . . q.(l
Obdobné F' |, oznacuje vazeny aritmeticky primér zmeén kvantit q,( )

1
z q,(0)
tento vyraz je Laspeyresovym kvantovym indexnim cislem Qél. Analogicky pak s, oznaCuje
p0
p,(1)
»,(0)

a podobné symbol s,  predstavuje smérodatnou odchylku zmén

)-4,(0) @

s tymiz vahami, neboli

vybérovou smérodatnou odchylku cenovych pomérovych zmén s vahami

_2(0)-4,0)

kvantit s témitéz vahami.

p,(0
q, (1)
4,00)

q,(0)
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Pozndmka 2 Jak znamo, podil smérodatné odchylky a pfislusné stfedni hodnoty se nazyva

variaéni koeficient, takze (v prostfedi s vahami) jsou dva vyrazy v soucinu pro B variacnimi

koeficienty. Ty jsou zfejmé v disledku kladnych cen a nezapornych kvantit také nezaporné.

Kone¢né posledni vyraz pravé stranyr 'n g Deni nic jiného nez vazeny parovy korelacni
p0’q0

koeficient mezi pomérove vyjadienymi cenovymi a kvantovymi zménami. Formalné zapséano:

(M]
_ Po 49
Tra T

p0’q0 7P q
pO q0

2o s r0)40©) [p0) . |[a0)_
(2.58) cov(io,;lo} Zl:ﬁ: )4 ()(;(0) Eﬂ)} (:1]1(0) EZJ

Jj=1

, kde vyraz pro vazenou kovarianci v Citateli zlomku je roven

Platnost Bortkiewiczova poméru (2.57) vyvodime z nasledujicich vztaht pouzivanych v
matematické 1 v popisné statistice. Prvnim z nich je relace

(2.59) FOREE ( Zx] (Niy,}ﬂﬁ(z -x)-(7, —y)}
(2.59A) Xy = X- y+cov(x, y)

ktery je obdobou znamého vypoétového vzorce pro vybérovy rozptyl varx = x> —x".

ovéieni (2.55a) Rozvedenim vztahu pro kovarianci na pravé stran¢ vyrazu (1.4.3) dostaneme

1 n 3 B 1 N _N _N
ﬁ'{Z(xi -%)- (v —y)} Zﬁ-{zwi —XY Vi -V —Nx_y} =

i=1 i=1 i=1
1 N _
:ﬁ DXy | =X Y-yeX+ xy: 12Xy |-
i=1 i=1
nasledné prevedenim x- y na opacnou stranu ziskdme hledanou relaci. (1.

Analogicky k pfedchozimu bychom odvodili platnost obdobného vztahu pro vazené
charakteristiky :

N N N N N N
(2~6O) Zwixiyi = (Zwixi ](szyi ] + Zwi(xi - Zwixi ](yi - Zwiyi]
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

kde w,,i=12,..,n jsou libovolné nezdporné vahy normované jednickovym souctem:

2w, =1

Oznacime-li

o N N N N
X :Zwi'xia y _ZW Vi, COV (x y) Z (xi_zwixi]'(yi_zwiyi] >
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

muzeme predchozi vyraz zapsat ve tvaru
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(2.60A) xy' = X f + cov*(x, y)

Identitu (2.59) dale upravime tak, ze ji vydélime vyrazem X - y . Dostaneme

l N
2.61) R _¥-y covlry) _, covlx,y)
x-

X-y Y X-y X-y

a poté druhy vyraz pravé strany doplnime vlozenim smérodatnych odchylek, ¢imz ziskame
vyjadieni obsahujici variaéni koeficienty proménnychx, a y, a jejich parovy korelacni
koeficient 7, .

1 N
N;wixiyi

x-y

S

(2.61A) SRS
X

= xy

Y

Stejn€ bychom ziskali analogické vyjadieni pro vazené veli¢iny x ,y ,s Sealy, pokud by

*
x 2

byly vSechny vazené stejnymi vahami w,, i =1,2,...n . Vazena obdoba by vypadala nasledovné

1

N
Zwixiyi S, S .
(2.62) e B ey
x -y x oy

o N —k N N - N —k
kde mame :Zwixi, y :Zwiyi, S = /Zwi(xi_x ) S = Zwi =y ),
i=1 i=l i=1 i=1

N — % — %
COV(xay): Zwi(xi —-x X)/i -y )
i=1

s n¢akym vektorem nezapornych a jednickovym souCtem normovanych vah
w=(w,,w,,.,w,). Cile, ktery sledujeme, bude dosaZeno, jestlize ukazeme, Ze leva strana

vyrazu (2.62), jehoZz obecnou platnost jsme odvodili, mize prejit vhodnou konkretizaci velicin
x,y, aw,i=12.n»n ve vyraz vyjadiitelny jako podil Paascheho a Laspeyresova indexniho
Cisla.

Pristupme tedy za timto ucelem nejprve k vyjadieni podilu Paascheho a Laspeyresova
indexniho cisla, ktery ma tvar:

p.(1)-4,1)
2.(0)-4,(1)
7,(1)-4,(0)

.(0)-4,(0)

M=

>
v
.Mz

Il
—

(2.63) oo

o
=t~

Il
—

Na zakladé predchozich vysledkl a tvaru pravé strany Bortkiewiczova poméru se pokusime
vysetfit, zda podil obou zminénych indexnich cisel lze vyjadfit jako vyraz korespondujici se
zapisem (2.62), jehoz leva strana by méla podobu vazené kovariance délené soucinem stejné
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vazenych stfednich hodnot dvou vektord vyjadfujicich cenové a mnozstevni zmény s vhodné
volenymi vahami. Ukazuje se, Ze toto vyjadfeni je skutecné mozné, a to pfi nasledujici volbé

p) _a0) -__r(0)-4(0)

veli€in: x, =<, y =——% avah w, = ———+—-~— Tyto konkretizace pro x, a y,

p,(0) 4,(0) | ﬁ: ,(0)-4,(0)

lze vzhledem k symetrii vyrazi pfirozené zaménit. Dosadime-li totiz zminéné veliCiny do
(2.62), dostaneme

(2.64)
20040y 40 > p0)-40)
>1,0)-4,0) 70 4 30,040

(0)-
0

(0)-

N

O ol | Ep000 || £p0)40

4 i=1
N

49
00 40 135,040 | 3p,004,0)

j=1

iZNl:Pi(O)'qi(O) 0
3,040 7

N
2P,

| izt

N
Z p;

7=l
coz po dal§im vykraceni souctem 2. p, (O) q, (O) zieymée dava vyraz vyjadiujici podil Paascheho

a Laspeyresova indexniho ¢isla (2.63). (1.

Duslednou zaménou cen za kvantity a obracené bychom dospéli timto zpusobem rovnéz k
vyjadieni

P
Ky S
(2.65) Q—OLl =1 +%-Ty-rxy (tzn. s prohozenim obsahu x, a y, )
On Xy
z néhoZ je mj. patrna platnost “kiizového” splnéni rovnosti P, - QL = P} -OF 0.

Z vlastnosti (vazenych) stfednich hodnot a smérodatnych odchylek lze dale dovodit, ze
“neutralni hodnota” von Bortkiewiczova podilu B = 1 nastane v ptipadech, kdy :

Pi (1)

1) vSechny ceny se zméni ve stejném pomeéru, 1j. (O) =c pro vSechny komodity.
Pi

Tento analyticky ideélni pfipad je ovSem vyjimecny.

qgi (1)
4;(0)
Pfi praci s readlnymi datovymi hodnotami je tato eventualita stejné vzacna jako ptredchozi
ptipad.

2) vSechny kvantity se zméni ve stejném pomeéru {j. =d pro v§echny komodity.

3) vektory cenovych a kvantovych zmén jsou vzdjemné nekorelované.

Tato moznost zasazena do obvyklého ekonomického prosttedi by znamenala vzacnou situaci,
kdy poptavka po komoditach zatfazenych do zkoumani neni v zasadé ovlivnéna zménami v
jejich cenach mezi zakladnim a béznym obdobim.

Za vSech téchto okolnosti dojde tedy ke shodé hodnot poskytnutych Laspeyresovym a
Paascheho indexnim cCislem. Podobné nenaro¢né tvahy nas privedou k témto zaveérim :

45



2. kapitola  Klasicka indexni Cisla v prostiedi axiomatického pristupu

Ma-li byt hodnota Paascheho indexu vétsi nez Laspeyresova indexu, musi byt (pfi nezapornosti

ostatnich fragmentti dekompozice, tj. stfednich hodnot a smérodatnych odchylek) hodnota

r,; o Kkladng, tzn. mezi vektory cenovych a kvantovych zmén by musela existovat kladna
p0'q0

korelace. Soucasné plati téz opacné:

Ma-li byt Paascheho IC mensi nez Laspeyresovo IC, musi byt (pfi nezapornosti ostatnich &lent
dekompozice (2.57), tj. stfednich hodnot a smérodatnych odchylek) hodnota r,, , zaporna ,
p0’q0

tzn. mezi vektory cenovych a kvantovych zmén musi existovat korelace negativni. To by
odpovidalo situaci, kdy nadprimérny rast cen nekterych komodit (oproti priitmérnému riistu ci
poklesu cen jinych komodit) provazi zpravidla podprimérny rist (popf. pokles) poptavky po
téchto komoditach. Ztejmé je pravé tato situace v ekonomické realité¢ obvykla. S ohledem na
interpretaci korelacnich vztaht (v prostiedi spise riistovych tendenci cen a kvantit) 1ze tedy
konstatovat, ze Laspeyresuv index bude poskytovat vyssi hodnotu nez index Paascheho,
protoze “nadprimérn€” vysokym cenovych vzestupim skuteCné v ekonomickém prostiedi
odpovidaji “podprimérné” vzestupy Ci poklesy v poptavanych mnozstvich.

Lze tedy ucinit dil¢i zavér, ze Laspeyresovo indexni €islo — jmenovatel vyrazu (2.57) - bude pfi
praci s konkrétnimi ekonomickymi daty poskytovat obvykle vyssi hodnotu nez indexni cislo
Paascheho. S ohledem na své konstrukce budou jak Marshallovo-Edgeworthovo, tak
Fisherovo nebo Walshovo indexni Cislo lezet v intervalu vymezeného zdola Paascheho a shora
Laspeyresovym indexnim cislem.

Okolnost, ze Laspeyrestuv cenovy index zpravidla prevysuje analogicky Paascheho index, mutze
mit i urcity dopad na politické hodnoceni miry inflace: Pokud je CPI — index Zivotnich nakladu
— méfen Laspeyresovym indexnim &islem (jako je tomu napi. v Ceské republice) a inflace
méfena timto indexem vykadze nizkou hodnotu (feknéme pod 3% ro¢n€), bude mit vladni
uskupeni (at’ je sloZzenou jednou politickou stranou nebo ho tvoii koalice) opravnény duvod
oponovat pripadnému napadani ze strany opozice, ze ,,skute¢na inflace, kterou bézny obcan
pocituje, je urCité vyssi. Naopak lze fici, ze vladni strany pfijimaji od statistického uradu udaje
zpracovavané pro né , nepiiznivou metodikou“ a ze inflace méfena , nestrannym zpusobem™ ,
tedy napt. Fisherovym nebo Walshovym indexem by poskytla hodnotu vice nebo méné nizsi.
K zalezitosti se jesté podrobnéji a z dalsich hledisek vratime v kapitole 8.
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