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6 Neostatisticka koncepce — Theilova indexni €isla

Nizozemsky matematik a ekonometr 50. - 70. let Henri Theil pouzil pro navrh indexnich ¢isel
postup, ktery vychazi ze statistické (regresni) koncepce. Jednotlivé kroky tohoto postupu zde
vylozime.

Predpokladejme, shodné jako diive, ze pracujeme se souborem N >2 komodit, o kterych
registrujeme informace o cenach a kvantitach v pribéhu néjakého casového obdobi délky
7'>2. V ptipadé cen dostupnd pozorovani vytvareji maticovou strukturu v podobé
(kladnych) 7'x N prvkd matice P, ,, ve tvaru

P (l) P (2) P (3) B ! (N)
pz(l) pz(z) p2(3) pz(N)
P= pz'(l) pz.(z) pz'(3) Ps (N)

p®) 2,Q) ) - ()

Obdobny pozadavek klademe na dostupnost informaci o kvantitach, které pozadujeme
v analogickém tvaru matice 0 o rozmérech 7 xN . Kazdy tadek matic P a Q tedy

predstavuje informaci o cenach resp. kvantitach celého komoditniho souboru v néjakém
pevném &ase ¢ (t* =12,....T ) Smyslem konstrukce hledaného indexniho ¢isla je pak nalézt
(agregaci pres soubor komoditnich cen resp. kvantit) vektory cen p a kvantit g pro kazdy

’

Casovy okamzik r=12,..,7, tedy sestrojit vektory p= @1,p2,p3,....,pT)

a q:(ql,qz,qz,....,qT) tak, aby kazdy z nich (dle zvoleného kritéria) vystihoval vyvoj
celkové cenové resp. mnozstevni urovné v daném obdobi.

6.1 Odvozeni neostatistickych indexnich €isel
Nejprve popiSeme postup, ktery povede ke konstrukci vektoru generujiciho cenova indexni

Cisla p pro dany okruh obdobi (popf. izemnich jednotek) zalozeny na informacich, které
mame k dispozici v podob€ matic pozorovani cen P a kvantit Q.

A) Pti konstrukci vektoru p se omezime na linearni pfipad (jako nejtypictéjsi) vztahu mezi
p a P . Budeme tedy hledat vektor p (fadkovy o délce 7') jako linearni kombinaci fadkt
matice P

(6.1) p=ra,

kde a:(al,az,....,aN) je (dosud neznamy, sloupcovy) vektor délky N . Jestlize

interpretujeme ¢ -ty fadek matice P jako bod v N —rozmérném Eukleidovském prostoru (jde
o vektor cen komodit v Case ¢), pak hledanim vektoru o usilujeme o nalezeni nadroviny
v E,;, ktera prochazi pocatkem a (v dale definovaném smyslu) aproximuje jednotlivé radkové

vektory matice P . Poté sestrojime projekce vSech 7' takovych N —rozmérnych bodi (fadkt
matice P ) na tuto nadrovinu. Za vektor cenovych indexnich ¢isel p pak vezmeme délky

takto projektovanych boda/vektorti od pocatku soutadnic.

Parametrickym vyjadfenim vyrovnavajici nadroviny budou vztahy (pro £ =1,2,...,N)

(6.2) Pi=Bp (B, kladne).
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Odchylky ,,pozorovanych® cen p, (t) od jejich linearni aproximace f, - p(t) oznacime jako

(63) u ()= p, ()= B, - plt).

Tyto dohromady vytvafeji matici cenovych diferenci U, ktera je rovnéz typu 7' xN.
V maticovém zapisu s vyjadienim dimenzi

(6.4) Upy =P = Pra Bl

(ptfipomenime, ze p je sloupcovy vektor typu 7 x1 a £ sloupcovy vektor typu N x1).
Jednoduchou substituci z (6.1) pak dostavame

(6.5) Upy =P-P-a-p' =P, —a-p),

kde 7, je jednotkova matice fadu N .

Ulohou, ktera bude dale feSena, je minimalizace matice U (v n¢jakém maticovém smyslu)
v zavislosti na parametrech f a «. Ze vztahu (6.5) je soucasné ziejmé, ze takovéto feSeni

nebude jednozna¢né, nybrz bude urceno az na multiplikativni konstantu ¢ > 0, nebot’ zfeymée
_y . 1 1 oy

pfenasobené vektory c-f a —-a (resp. — f a c-a) budou stejné tak vyhovovat

c c

minimalizacni podmince jako ptivodni vektory £, «.

Nyni pfistoupime k vyuziti informace o kvantitdich obsazenych v matici Q: Nejprve
vytvofime matici H =Q'-Q, ktera je ziejmé rozméra N x N . Tato matice je ziejmé
symetricka a pozitivné semidefinitni a pfislusi k ni kvadratickda forma x'Q'Ox pro

néjaky N — slozkovy vektor x, ne identicky nulovy. Prvky matice H jsou nezaporné, nebot
prvky QO (jde o kvantity) jsou rovnéz nezaporné.

Za minimaliza¢ni kritérium nyni zvolime vyraz
N N T

66) Min Tr(HUT) = MinS" S {h,., (z 0)-u (t)ﬂ o, ),
i=1 j=1 t=1

tedy stopu matice HU'U . Minimalizaci provadime podminéné vzhledem k prvkim vektort
o, f. Predmétem dal§ich tvah bude tedy uréeni podminek pro «, S, za kterych je vyraz

(6.6) minimalni. Postup rozdélime do nékolika kroki:

1) Nejprve upravime vyraz pro U'U na zakladé znalosti generujicich prvka. Postupné
dostaneme:

(6.7)

Uu=[P-p-o-P|lP-P-a pl=PP-p-a'-P-P-P-Pa-pf'+B-a P-Pap,
kde posledni &len miizeme zapsat jako ('~ P'- P-a)- (8- '), nebot (o'~ P'- P-«) je skalarni
hodnota.

Vynasobime-li vztah (6.7) zleva matici H a vyjadiime-li stopu souc¢inové matice, dostaneme
68) Tr(H-U-U)=Tr[H -P'-P]-2-Tr[H - p-a'-P'-Pl+(a'-P"-P-a)- Tr[B'- H - p].
Dale, s ptihlédnutim k tomu, ze plati Tr[(H . ,6’)- (a'-P' . P)] = Tr[(a' . P'-P)- (H . ,6’)], pricemz

vyraz na pravé strané této rovnosti je skalar, a proto, ze rovnéz stopa 7 r[,B -H-p '] je skalar,
upravime (6.8) na
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(68A) Tr(H-U-U)=Tr[H-P'-P]-2-a-P"-P-H-B+(a'-P-P-a)-(8-H-B).

2) Dale vySettime, kdy tento vyraz nabyva (v zavislosti na o a ) svého minima. Jak znamo,
nutnou podminkou extrému je, aby ob¢ parcialni derivace (vektorové zapsané) byly nulové, tj.
platnost relaci

(6.9A) wz—z-P'-P-H-ﬁ+2-(ﬁ'-H-ﬁ)-P'-P-a:o a podobng
a
oTr(H-U'-U)
op
Tuto soustavu 2N rovnic pro 2N neznamych o a £ upravime zkracenim dvéma, priCemz

dale prvni rovnici vynasobime zleva matici A a druhou rovnici zleva matici — P'P . Po téchto
upravach obdrzime

(6.10A) ~H-P-P-H-B+H(B'-H-B)-P'-P-a=0 apodobn&

(6.9B) =2-H-P-Pa+2-(a-P-Pa)H =0

(6.10B) P-P-H-P-Pa-P-P(a-P-Pa)H f=0.

Z (6.9A) viak dale plyne, z¢ (8'-H-f)-P'P-a=P'P-H- 3, tehoz vyuzijeme tak, Ze do
druhého ¢lenu (6.10B) dosadime za P'P-H - f zminény vyraz. (To lze beztrestné provést,
nebot' (o' P'- P-a) je skalar.) Rovnice (6.10B) tak piejde na tvar

(6.10B*) PP-H-PP-a—(a'-P-P-a)(f-H-B)P -Pa=0,
resp. dale na

(6.11) PP[H-P-P—(a'-P-P-a)(f -H-B)1,]a=0,
nebot také S'- H - f je skalar.

3) Nyni provedeme obdobnou substituci ve vztahu k (6.10A). Z (6.9B) totiz plyne, ze
(a'-P'-P-a)-H-,B:H-P'-P-a. Nahradime tedy v druhém cClenu levé strany (6.10A)
vyraz H - P'- P-«a a dostaneme

(6.10A%) H-P'-P-H-B—(p-H-p)(a P-P-a)-H-f =0, neboli
(6.12) H-[P-P-H—(a'-P-P-a)(p-H-p)I,]-8=0.
Skalarni vyraz (o'-P'-P-a)-(f'-H- ) vyskytujici se jak v (6.11), tak v (6.12) nyni

ozna¢ime jako A’ a (6.11) miizeme vyjadfit bud’ ve tvaru
J

(6.13A) P'P-|H-P'-P-21,] a=0, nebo také jako
(6.13B) P.PlH-2-1,]P-Pa=0.

Tytéz Gipravy ucinime s vyrazem (6.12) a dostaneme obdobné dvojici vztahl:
(6.14A) H-|P-P-H-2-1,]p=0,resp.

(6.14B) H|P-P-21])H p=0.

4) Nyni jesté¢ jednou uzijeme vztah (6.9A), ktery po zkraceni 2 vynasobimea’ zleva.
Dostaneme:

(6.15) (p-H-p)-(a-P-P-a)=a'-P'-P-H-S.
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Odtud vidime, e minimum vyrazu 7r(H -U'-U) Ize vyjadfit jako
(6.16) Mz‘ﬂnTr[H-U'-U]: Tr(H-P'-P)—(a'-P'-P-a) (B -H-B)=Tr(H-P'-P)- 1.

5) Nyni rozebereme moznosti, kdy plati podminka (6.13B): Aby platila, musi byt
P'-P-a=0 anebo P'-P-o je vlastni vektor matice P'-P-H a soucasn& A° je vlastni &islo
této matice.

Z hlubsich poznatkt teorie matic (konkrétn€ z Perronovy véty) vyplyva, Ze maximalni vlastni
Cislo matice, ktera ma pouze kladné prvky, je vzdy kladné a slozky k nému pfislusného
vlastniho vektoru jsou rovnéz kladné. (Pro nezapornou a nerozlozitelnou matici plati obdobné
Frobeniovo zobecnéni.) Ve vztahu k hledanému vektoru p tak mame zaruceno, ze P'- P -«

muze byt interpretovan jako vektor indexnich Cisel.

Uvedené véty a vlastnosti aplikujeme na matice PHP',P'"PH a HP'P. Matice PHP' je

symetricka (v disledku symetrie H ) a je pozitivné semidefinitni, protoze P >0. VSechny
tyto tfi matice maji nezaporna vlastni Cisla, pficemz nejvétsi z nich (co do absolutni hodnoty)
je jednoduchym kladnym kofenem charakteristického polynomu, ktery je stejny pro vSechny
tfi matice. K tomuto vlastnimu ¢islu prislusné (u riznych matic) vlastni vektory jsou rtizné,
avSak vSechny maji kladné vSechny slozky.

6) Vratime-li se k vyrazu pro stopu matice [HU/'U], dostaneme
(6.17) Tr[HU'U)= Tr[HP'P]- 2* .

Aby tedy byl vyraz 7 r[H uvu ] minimalni, musi byt 4> maximalni (stopa 7r(HP'P) je pevna
hodnota nezavisla na «, ). Volime tedy 2* jako nejvétsi vlastni &islo matice P’PH resp.

HP'P a P'Pa je vlastni vektor (nezapornych slozek) prislusny A° . Poznamenejme vsak, Ze
minima Tr[HU'U] v (6.16) nedocilime, kdyz platiP’Pa=Hf =0 - viz (6.13B) resp.
(6.14B).

Oznacime-li (HP'P -1 N)- o =d , pak plati P'Pd =0 a plati dvé moznosti
a) bud d=0 nebo b) matice P'P je singularni.

Nastava-li pfipad a), potom « je vlastnim vektorem matice HP'P piislu§nym koteni A° .
Nastane-li naopak pfipad b), je mozné volit « i jinak. Pokud je P'P je singularni, zvolime «
tak, Ze odpovida charakteristickému ¢islu matice HP'P .

Postacujici podminkou minimalizace je platnost vztahu (aP'Pa)-(,b"H,b’): A*, kde vektory
a.f soucasne vyhovuji nutnym podminkam (6.13A-B) 1 (6.14A-B).

Tim plati 1 v tomto piipadé¢ podminka (6.15), stejn€ jako nutnd podminka (6.10A-B) pro
existenci extrému. UrCeni o tedy neni jednoznacné, ale kazdé takové « je optimalni.
Obdobné¢ z podminky (6.14A) zvolime vektor [ tak, aby byl vlastnim vektorem
matice P’PH a odpovidal témuz vlastnimu A’. Tim je splnén poZadavek na minimalizaci
kvadratické formy cenovych odchylek i pro ptipad, kdy P'P je singularni.

Vektor p = P je urCen jednoznacné az na multiplikativni skalar. Ze vztahu P'Pd =0 plyne,
ze

(6.18) d'P'Pd =0 atedy, ze Pd=0.

Jestlize za d polozime d = [HP'P -2l N]- o , dostaneme

87



6.kapitola Neostatisticka koncepce — Theilova indexni Cisla

(6.19) PlaPP-21,] a=0.
To lze vyjadrit ekvivalentné jako
(6.20) [PHP'— ﬂZIN]-Pa - [pHp'_ ;f]N].p —0.

Vektor generujici cenova indexni Cisla (ureny zatim az na multiplikativni konstantu) tak
dostavame jako vlastni vektor matice PHP' = P'Q'QP odpovidajici nejvét§imu vlastnimu

Cislu této matice (které je, jak jiz bylo fec¢eno, kladné). Jednoznacnost urceni tohoto vektoru
vSak neni zaruCena ve smyslu dfive u¢inénych poznamek o vlastnostech matic s nezapornymi
prvky.

7) Nyni se budeme zabyvat problémem urceni kvantovych indexnich ¢isel obsazenych ve
vektorug. Budeme pfitom postupovat analogickou cestou jako pfi odvozeni cenovych

indexnich ¢isel. Symetricky k (6.1) budeme tedy pozadovat platnost

(6.21) q=0"7,

kde y je vektor typu N x1. Parametrické vyjadfeni vyrovnavajici nadroviny bude pro
k=12,....,N vypadat takto

(6.22) q, =1.9 (7, s kladnymi slozkami)

a matice odchylek W s prvkyw, (t) =q, (t) -n,- q(t) sestavena obdobné jako U v (6.3) bude

(6.23) W=0(-y-n),
kde 7 je vektor ,,odhadt* slozek vektoruy typu N x1.

S obdobnym cilem jako v pfipadé vektoru generujiciho cenova indexni ¢isla zavedeme
pozitivné semidefinitni matici G = P'P a postupujeme cestou minimalizace kvadratické
formy

(6.24) Min Tr(GWW )= Mz’nﬁ: ﬁ: { g,{i w,(t)-w, (t)ﬂ =F(y,n).

=l j=1
Postup vede k ziskani ctverice vztaht analogickych k (6.13A) - (6.14B) a k dovozeni toho, ze
hledany vektor g generujiciho kvantova indexni Cisla je urCen jako vlastni vektor matice
0GQ' = O'P'PQ odpovidajici nejvétsimu vlastnimu ¢&islu této matice, kterym je opét A .
Nutné podminky pro minimalizaci matice odchylek (6.24) a matici odchylek (6.6) jsou

vyjadieny nasledujici soustavou podminek (sloucenim (6.13A) - (6.14B) a jejich analogiemi
pro vektor generujici kvantova indexni ¢isla):

[PPO'O - (a'P'Par)- (BQ'OB), |- PP =0 (A)
Q0[P PQ'O~(aP'Pax)-(BOOP) ] B=0 (B)
[P'PO'O-(n'P'Pn)-(YO'Oy)I, ] PP =0 (©)
Q'0[P'PQ'0~('P'Pn)-(yOOy)I,] ¥=0 (D)
(6.25)
[0'0P'P —(a'P'Pa)- (BB, ] 0'0OB =0 (E)
PPIO'OP'P -(a'P'Pa)-(BQ'OB) |- a =0 (F)
[o'oP'P—(n'P'Pn)-(yO'O¥)I, ] 00y =0 (G)
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PPlO'OP'P~(P'Pn)-(yQ'Oy)I ] =0 (H)
Z té&chto vztahd plyne, - stejnd jako v predchozim ptipadé vektoru generujiciho cenova IC - Ze
vektory P'Pa,f3,P'Pn a y jsou vlastnimi vektory matice P'PQ’'Q a podobné vektory
0'0OB,a,0'Oy a n jsou vlastnimi vektory matice Q'OP'P , pticemz vSechny tyto vlastni
vektory prislusi nejvétsimu vlastnimu &islu matic P'PQ’Q resp. OQ'OP'P (ta jsou shodna) A°.
Vsechny uvedené vlastni vektory jsou urCeny az na kladné multiplikativni konstanty

a odpovidajici si vektory v kazdé z obou Ctvefic vztahi se mohou v této multiplikativni
konstanté li§it. Nic pfitom nebrani zvolit § =y, pfi kterézto volbé se prvni a tfeti rovnost

v obou soustavach ztotozni. Vzhledem k (6.25A,D) a k (6.25F,G) mizeme psat
(6.26) P'Pa=ky a podobné 00y =k,x,

nebot’ jde o vlastni vektory ptislusné k nejvét§imu vlastnimu ¢&islu A* matic P'PQ'Q resp.
Q'OP'P . Tyto vektory se mohou li§it nanejvy§ ve zminéné multiplikativni konstanté.
Sloucenim obou vztaht v (6.26) obdrzime dale

(6.27) Q'OP'Pa=kQ'0y =k, ko .

V (6.27) vidime, Ze soucin konstant k, -k, zde reprezentuje maximalni vlastni Cislo
matice Q'OP'P | tedy A’ (pficemza je k nému pfislusny vlastni vektor). MiZeme tedy
vyjadrit

(6.28) nxr, =2 =(aPPa) (FOOP)=(aPPa) (yO'Or)=pp 44,

pfiCemz pro urCeni 7, a r, mame jeden stupeil vile (druhy z obou skalard je vazan vztahem

2

r, :r—). Zvolime-1i bez iymy na obecnostiz;, = A4 (s kladnym 1), dostaneme ziejmé také
1

1, = A (jako odmocninu z nejvétsiho vlastniho ¢isla matic P'PQ'Q resp. Q'OP'P). Vztahy
(6.26) se ,,zesymetrizuji* na

(6.29) P'Pa= Ay resp. 00y = .

Tvrzeni 6.1 Pro vektory p a g generujici indexni Cisla cenova a kvantova plati vztahy:
(6.30) rr=q'q=12,

kde A je odmocnina z nejvétsiho vlastniho ¢isla matic P'PQ'Q resp. Q'OP'P .

Overeni: Uzijeme postupné vztaht (6.1): p=Pa, (6.21): g=Qy a vztahu (6.29)
a dostaneme:

(6.31A) q'OP'p =q'OP'Pax = Aq'Qy = 1q'q a podobné

(6.31B) p'PQ'q=p'PQ'Qy = p'Py = pp.

Ponévadz z rovnosti ¢'OP'p = p'PQ'q (vyraz je skalar) plyne, ze p’p = ¢'q a podle vztahu
(6.28) plati p'p-q'q= A", mame pp=q'q= 1. N
Dale plati

Tvrzeni 6.2 Pro vektory « a y urcujici generujici vektory p a ¢ indexnich Cisel plati:

(6.32) a'y=1.
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Overeni: Z (6.29) vime, ze P'Pa = Ay, coz po vynasobeni o' zleva dava a'’P'Pa = Aa'y .
Vyraz a'P’'Pa= A, nebot p=Pa,p'=a'’P,p'p =1 (dle Tvrzeni 6.1) a tedy musi platit
ay=1. O
Pro dalsi ucely oznac¢ime sou¢in matic P a Q (Q v transpozici) zkracené jako R=P-Q’',
kde R je matice typu7 x 7" sestavena z prvku

N
rij :;pk(l)*qk(])a iaj:l727""7T'

Nyni ukazeme, ze plati

Tvrzeni 6.3 Pro hledané generujici vektory indexnich Cisel p,q a pro matici R =P Q" plati
vztahy

(6.33A,B) Rp=24-q R-g=4-p.

Ovéreni: Z piedchoziho vime, ze plati P'Par = A-y . Vynasobime-li tento vztah zleva matici
0, dostaneme

OP'Pa=A-Qy
a protoze dale platiQP'=R',Qy =q a Pa = p, dostavame dokazovany vztah (6.33A). Pro

druhou ¢ast tvrzeni vyuZzijeme analogicky rovnost Q'Qy = A« , kterou nasobime zleva matici
P s vysledkem

PO'Qy=1-Pa
a protoze PQ'=R, Oy =q a Pa = p, mizeme konstatovat platnost vztahu (6.33B). [

Tvrzeni 6.4 Pro generujici vektory indexnich Cisel p a ¢, matici R=P-Q" askalar 4 >0
plati:

(6.34) P'R'Rqg=Xpq.

Ovéreni: Vynasobenim vztahu (6.33B) matici R’ zleva dostaneme

(6.35) R'Rq=21-R'p=10P'p.

Vynasobeni (6.35) vektorem p’ zleva pak vede k dokazovanému vztahu
P'R'Rq=p'OPp=1plq,

nebot dle (6.33A) plati QP'p = Aq . O

Definice 6.1

Vektory p a g zkonstruované predchozim postupem, minimalizujici kvadratickou formu
(6.24) a spliujici (6.26) a (6.29) se nazyvaji (podle H. Theila) vektory generujici ,, Theilova
symetricka nejlepsi linearni cenova (resp. kvantova) indexni ¢isla“ (zkracené¢ SBLIN).

Jestlize v prfedchozi definici uvolnime pozadavek na ,symetrii" reprezentovanou vztahy
(6.26) a obdobné formulovanych vztahi propojujicich S a 7, mizeme formulovat tzv.
nejlepsi linearni cenova indexni ¢isla (BLIN).

Definice 6.2

(a) Mé&me matici P, , slozenou (po fadcich) z 7" pozorovani cenovych vektori p, dale
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libovolnou pozitivné definitni matici A~ typu N x N takovou, ze sou¢in PH P’ neni nulova
matice. Necht dale A > je nejvétsi (kladné) vlastni &islo matice PHP’. Potom feseni
(vektor p*) maticové rovnice

(6.36) lpr P - 21,] p* =0

nazveme vektor generujici nejlepsi linearni cenové indexni €islo (BLPIN).

(b) Mé&jme matici (, , slozenou (po fadcich) z 7 pozorovani vektori kvantit g, dale
libovolnou pozitivné definitni matici G typu N x N takovou, ze sou¢in QG Q" neni nulova

matice. Necht dale x° je nejvétsi (kladné) vlastni &islo matice QG Q' . Potom feseni (vektor

* . , .
g ) maticové rovnice

(637) G0 - w1y ] 4" =0

nazveme vektor generujici nejlepsi linearni kvantové indexni ¢islo (BLQIN).

Jak je z predchozi definice patrné, v pfipad€ (nesymetrickych) BLIN indexnich ¢isel jsou
hledané vektory cen p* a kvantit ¢ uréeny nezavisle na sobé (coz vyplyva z obecné moznosti

volby pozitivné definitnich matic " a G").

Jednotliva cenova indexni ¢&isla Py, a kvantova indexni &isla O, (s,t =12...T ) dostaneme
jako podily 7-tého a s-tého clenu (slozky) konecného fetézce (vektoru) p, nebot mame
zaruceno, ze tyto Cleny jsou vesmes kladna ¢isla. Definujeme tedy

Definice 6.3

(a) Theilovym cenovym indexnim c¢islem (SBLIN) vyjadiujicim globalni cenovou zménu
komplexu mezi obdobim s a # (s,t =12,...T ) nazveme podil

(6.38) Pl = )

pls)’
kde p(t) a p(s) oznacuje f-tou, resp. s-tou slozku vektoru p odvozeného predchozim
postupem.

(b) Theilovym kvantovym indexnim ¢islem vyjadiujicim globalni mnozstevni zménu
komplexu mezi obdobim s a # (s,t =12,....,T ) nazveme podil

6.39 §=ﬁ,
(6.39) Os 4)

kde q(t) a q(s) oznacuje 7-tou, resp. s -tou slozku vektoru g odvozeného v (6.21).

Poznamka 6.1 Jak vyplyva z vySe vyslovené definice, cenové ani kvantové Theilovo indexni
Cislo neni zavislé na normovani vektorda p a ¢q.

Nyni uz jen prehledné shrneme zakladni kroky algoritmu, ktery vede k ziskani symetrickych
nejlepsSich nestrannych linearnich ¢isel (SBLIN). Modifikace postupu pro BLIN vzhledem

k zavedené definici 6.2 (s nutnosti specifikace matic H" a G") je zfejma.

Krok 1: Sestavime matici R'R = PQ'QOP’ a nalezneme (pomoci vhodné vypocetni metody) jeji

nejvétsi vlastni &islo A°, o kterém vime, Ze je kladné.
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Krok 2: Resime soustavu homogennich linearnich rovnic (6.20), tj.
(6.40) lpooP - 71, | Pa=|PO'OP -G21, | p=0

(jde o T rovnic pro 7' neznamych, jimiz jsou slozky vektoru p ) a ur¢ime tak vektor p azna
multiplikativni konstantu.

Krok 3: Nespliuje-li hledany vektor p podminku (6.30), tj. p’p # A4, normujeme jeho slozky
takto

1 1
(6.41) P =—=="="D
Jrp N2
Krok 4: Ziskame-li podle kroku 3 (normovany) vektor generujici cenova indexni ¢isla p, pak
ze vztahu (6.33A), tj. PQ'p = 1-q dostaneme vektor generujici nejlepsi nestranna kvantova
indexni Cisla g jako
1

6.3 Vlastnosti nejlepsich linearnich indexnich ¢€isel (BLIN)

Stejné jako u klasickych indexnich Cisel podrobme nyni Theilova indexni ¢isla zavedena
definici 6.3 vySetieni, které z axiomd zavedenych v Casti [2.3] tato indexni Cisla spliiuji.
Omezime se pfitom na prvnich Fisherovych 8 testi. Vzhledem k tomu, Ze zde mame co Cinit
s ' obdobimi (nejen se dvéma obdobimi ,0“ a ,1“), provedeme ovéfeni vici kterékoliv
dvojici obdobi (popf. Gzemi) s,f € {l, 2,...,T } VysSetfeni provedeme ve sledu, ktery umozni
vyuzit dosazené mezivysledky.

Poznamka k dale pouzitému znaceni Vzhledem k tomu, ze v této Casti budeme potfebovat
blize popsat vnitini strukturu matic R, P a (J, pouzijeme pro jejich prvky oznaceni £, 7ra p,

nebot symboly p a ¢ jsme jiz vyhradili pro jiny G€el. Oznacime tedy P = {zﬁ},Q = {f ﬁ}
(j =12...,7T i= 1,2,....,T) ,R= {p].k },(j,k = 1,2,....,T). Dale: j-ty tadek maticeP
oznalime 7, , i-ty fadek matice P oznaime 7, a stejnou konvenci uplatnime u matic P

a Q. Vlastni ¢isla matice R budeme znalit x4, i, ,...., 1 .
(F1) axiom identity (Psf = 1) je splnén.

Ovéieni: Ztotoznime-li obé obdobi (tedy s=1¢), znamend to stejnou situaci v cenach
i v mnozstvich pro vektory cen a kvantit pfislu§né t€émto obdobim, jinymi slovy shodu prvkua
v s-tém a 7-tém radku matice cen P a stejné tak v s -tém radku a 7-tém fadku matice kvantit
Q. Odtud nasledné vyvodime shodu pfislusnych prvka s-tého a 7-tého sloupce matice Q’,

ktera se uplatiiuje v matici R = PQ".

Pro s-ty a 7-ty fadek matice R to dale znamena (oznaCime-li p, prvek na misté (s, j)

matice R), ze
N N
Psc = Zﬁsifla' = Zﬂ'nfla' = Pu >
i=1 i=1

tzn., ze s -ty a -ty fadek matice R se sob¢€ rovnaji.

Podobné bychom dostali pro prvky ve sloupcich matice R
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N N
Pjs = Zﬂ-]’igcsi = Zﬂ-ﬁfn =Pj>
i=1 i=1

tzn., ze také s -ty a -ty sloupec matice R maji shodné prvky.

(Vse plati pro libovolné j k a s =t vrozsahu 1,....7 ) Matice R = PQ" ma tedy stejny s -ty
a t-ty fadek a stejné tak stejny s -ty a -ty sloupec.

Pro hledané vektory p (: P! ) agq (: QSTZ) tedy plati

(6.43) OP'p = Aq a podobné PO'q=7p.

Oznacime-li tadky matice R jako 7, (1' =12,..T ) a sloupce téze matice jako r;
( j=12,...T ), muzeme , defini¢ni“ vztahy (6.31A,B) zapsat jako

(6.44) r;p:ﬂ-q(j) resp. rkq:ﬂ-p(k) Jk=12..T.

Jestlize plati podle predpokladur, =r, (stejn& jako r, =r,"), potom téZ musi platit p(s) = p(t)
a obdobné q(s) = q(t) pii s,1 € {l, 2,....,T}. Jinymislovy p, =p,aq, =gq,. 0
Obdobny postup Ize uplatnit pro ovéreni (F7):

(F7) axiom iimérnosti - proporéni zmeéna vSech cen ( p, =c- p,, pro vSechna ;) resp. kvantit -
je splnén.

Overeni: Z piedpokladu p, =c-p, (pro néjaké kladné c, které piedstavuje pomérovou

zménu cen) vyvodime snadno, ze
N N
P = Zﬁtigki = Zc'ﬂ-si Sl =CPg
i=1 i=1

tzn, ze prvky f-tého fadku R jsou c -nasobky prvku s -tého fadku R .

Podobné dostaneme pro prvky ve sloupcich matice R
N N
pjz = Zﬂ-ﬁgn = Zﬂ-ﬁ 'c'gsi :C',D]-l ’
i=1 i=1

tzn, ze také ¢ — ty sloupec R ma prvky c¢ —nasobky s —tého sloupce R.

K ovéfeni (F7) potiebujeme prokazat, ze P, =c, resp., ze také Q! =c.

Z rovnic (6.42) vyvodime, Ze jestlize r, =c-r, (stejné jako r, =r;), potom plati
p(t) =c- p(s) pii s,f € {l, 2,....,T}, tzn. p, =c- p,.Obdobné - mutatis mutandis - dostaneme,
e q,=cq,. O
(F2) axiom zamény faktord (Pf *Ql = l) neni splnén.

Odivodnéni:

Pokud by tento axiom byl splnén, muselo by to znamenat, ze vyraz (skalarni soucin)

p(t)*q(t) pfesné¢ vystihuje agregatni hodnotu v obdobich 7=12,..,7, tzn. ze

N
p(t)*q(t):z p,.(t)-qi(t) (s¢itame pfes vSech N komodit). Potom by musela platit
i=1
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pfinejmensim rovnost prvkd na hlavni diagonale matice pg’ a matice PQ'= R. Toto v8ak
obecné nijak =zaruCit nelze. RozepiSeme-li prvky na hlavni diagonale matice pq’
(p =Pa,q= Q}/) dostavame:

(6.45) L_Nzlp,.(t)a,.(t)}.qu(t)yj(t)}ﬁﬁwj p()-q ) =127,

i=l j=1

kde «,,y, jsou pfislusné slozky N -Clennych vektori o,y . V pripadé platnosti (F2) by
muselo platit

N

Say, p0)-a,0)=3p.0)4,0).

=1 i=1

(6.46)

M-

Il
—
~.

coz vSak neni obecné zajistitelné, nebot rovnic v (6.44), kterych je celkem 7', je (az na
vyjimeény ptipad, kdy 7" = 2N ) vzdy vice nez neznamych ( prvkid vektorie, v, jichz je 2N ).

O
Pred vysetfenim axiomt (F3) a (F4) se zabyvejme vlivem dopadu zamény dvou komodit

a zamény dvou obdobi (Uzemi) na Theilova indexni ¢isla. Jak ukazeme v nasledujicich dvou
tvrzenich, indexni ¢isla SBLIN jsou vic¢i obéma takovym zménam invariantni:

Tvrzeni 6.5 Vektory p a g generujici Indexni Cisla SBLIN zavedené Definici 6.1 jsou
invariantni vaci jakékoliv zaméné poradi komodit (tj. vic¢i simultanni permutaci sloupct
matic P a Q).

Ovéreni: Pro prvky matice R ziejmé plati
N

(6.47) pu=>7,E (k=12,..7)
i=1

a viubec tedy nezalezi na potadi komodit vstupujicich do téchto skalarnich soucint. Vypocet
vlastnich ¢isel g, (1' =12,...,T ) matice RR neni zménou pofadi komodit nijak dotéen. Podle

(6.33A,B) to zajistuje invarianci vektori p, g vici precislovani komodit. 0
Tvrzeni 6.6 Vektory p a g generujici Indexni Cisla SBLIN zavedené Definici 6.1 jsou
invariantni vaci jakékoliv zaméné potradi dvou obdobi (tj. vic¢i simultanni permutaci radka
matic P a Q).

Ovéreni: Prohozeni dvou obdobi (vyména s -tého za 7-ty fadek a naopak v P a tataz vymena
v Q) znamena4, Ze v matici R se prohodi fadek 7, s r, a soutasné sloupec r. se sloupcem 7, .
Totéz plati pro sou¢in R'R a také pro matici R'R- I, protoze prvky této matice, které
obsahuji 4 (t. diagonalni prvky) budou 1 poté opét diagonalnimi prvky. Jak znamo,
determinant (Ctvercové) matice je invariantni vici soucasné vyméné dvou fadka a tychz
sloupct, takze bude i potom platit

det[R'R —ul, ] =0 pro tytéz hodnoty x a nebude tedy nijak zaviset na poradi jednotlivych
obdobi. Plati-li to obecné€ pro vSechnay,; j=1,2,...,T, musi to platit zfeymé i pro nejvetsi
vlastni &islo A° (k némuz se vaze hledany vektor indexnich ¢&isel). [
Provedena permutace fadki s a 7 a souCasné analogicka permutace sloupci s a ¢ vede
toliko k tomu, ze matice R'R -y, bude mit na diagonale obecné jinak sefazena vlastni Cisla
(pokud netrvame striktné na jejich sestupném tazeni). Hodnoty téchto Cisel budou ovSem
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shodné jako v plivodnim ptipad&). To nic neméni na uréeni maximalniho vlastniho &isla A%,
jehoz hodnota se nezméni. Stejné tak se zachova vlastni vektor tomuto vlastnimu cislu
prislusny.

(F3) axiom zamény obdobi (4zemi) P, * P! =1 je splnén.

Overeni: S ohledem na definini podilovy vztah (6.38) je ihned zifejmé, ze bude platit

(6.48) PT-P;:&-&:L
S pls) plo)
(F4) axiom okruznosti je splnén.
Ovérieni: V nasem 7' — dimenznim kontextu to znamena prokazat, ze plati
P.-P; =P, (nezavisle na zvoleném meziobdobi ,, v«

To je ovSem s ohledem na defini¢ni vztah (6.38) okamzité zfejmé:

(6.49) pr.pT = p(v) plt) _ plo) s

~pls) plv)  p(v)

(F5) axiom urcenosti (pfi nepritomnosti nekteré komodity v n€kterém obdobi) je splnén.

Ovéreni: Je zfejmé, Ze cenova indexni &isla P, definovana definici 6.1 tvofi ve vsech slozkach

konecny, ne identicky nulovy vektor (vlastni vektor pfislu§ny kladnému vlastnimu ¢islu) a ze
v pfipade absence nékteré komodity se tento konstrukt nezhrouti. Totéz plati 1 pro kvantova

indexni ¢isla Q. [
(F6) axiom soumeéfitelnosti je splnén.

Overeni: Nezavislost vektoru (cenovych) indexnich ¢isel na mérovych jednotkach komodit 1ze
vyvodit opét z invariance prvki matice R vuc¢i piipadnym témto zménam: d -nasobné

W, W r o r W r . l 4 r W 4 o 4
zvétSeni (pro D >0) plvodni mérové jednotky vede k r nasobnému zmenseni pavodni

jednotkové ceny. Prvky matice R vyjadfujici hodnotové agregaty (dané souciny
N

Iy = Z P, 4 ) tedy vyvolanou zménou méroveé jednotky komodity ovlivnény nebudou. [
i=1

6.4 Vztah Theilovych a klasickych indexnich ¢gisel

Posledni otazkou, ktera nas zde bude v souvislosti s indexnimi €isly zavedenymi H.Theilem
zajimat, je pripadna souvztaznost konstruovanych SBLIN-indexnich Cisel vici nékterym
klasickym typim indexnich Cisel. S ohledem na vysledky dosazené v predchozich Castech
(zeyjména 2.4) lze za ustfedni povazovat otazku, zda (asponl n€kterd z nich) mohou byt
situovana do intervalu vymezeného (zdola) Paascheho a (shora) Laspeyresovym indexnim
¢islem. Ukazeme, ze odpovéd na takto polozenou otazku je kladna.

Za uvedenym ucelem omezime (jinak libovolny konecny) pocet 7" obdobi, za ktera
registrujeme udaje o cenach a kvantitich N komodit, na 2 (T = 2). Nejprve sestrojime
matici R ,hodnotovych“ skalarnich sou¢ini R = P-Q" pro dvé (Casova) obdobi:
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1 2P
(6.50) R=|, N
Zpi(l)'qi(o) Zpi

i=l

0)-4,(1)
(1)-¢.0)
v niz vyznam viech pfitomnych symbol je znamy. Ctvefici prvka této matice nyni budeme
normovat hodnotovym agregatem zakladniho obdobi ¥ p,(0)-¢,(0). Po vydéleni dostaneme

matici R* tvaru

> 5,0)-4,0)
S 00100 £n0-40
300140 X040

(6.51) R* =

v niz mimodiagonalni prvky jsou pfedstavovany Laspeyresovymi indexnimi &isly Qf a P .
Ve zkraceném zapisu tedy

1 Oy
(6.52) Re=| o M) |,
01 M(O)

kdeM (l) a M (O) jsou hodnotové agregaty bézného a zakladniho obdobi (znaceni je shodné
jako u Stuvelova indexniho Cisla v ¢asti [3.3]).

Nyni si pfipomeneme von Bortkiewicziiv vztah - viz ¢ast [2.6] - platny pro podil Paascheho
a Laspeyresova indexniho &isla, podle kterého lze psat

(6.53) P! =P:1+0),

kde symbol @ vyjadiuje soucin tfi ¢lend: (vazenych) vybérovych variacnich koeficientd Vx |
Vy a(vazeného) vybérového korelacniho koeficientu r,, vektorii x a y urCenych vztahy

6.54 _»0) _a)
© Y0 P 40)
(6.54A) s vahami W, = Np 0)-4,(0)

Jak znamo, parovy korelaCni koeficient r,, ma v disledku protichiidné tendence ve vyvoji cen

a kvantit (vaci prislusnym pramérnym hodnotam) ve shodném obdobi zmén (0—1) zaporné
znaménko. S ohledem na vySe konstatované lze dale psat

o
©33 : ‘{Poﬁ P&Q&(lm)}
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. 1 1

V dal§im kroku stanovime poméry P a Q! jako P :& resp. Q. :ﬂ’ tedy
p(0) 4(0)

indexni ¢isla typu BLIN (vyjadfuji pohyb cenové a mnozstevni hladiny mezi zékladnim

a béznym obdobim). Velikost podilového zkresleni » bude zpravidla mald. V ramci
sledovaného cile nas (pro dvé obdobi O a 1) nebude zajimat absolutni velikost slozek
hledanych vektori p a g, nybrz jen jejich vzajemny pomér (obejdeme se tedy i bez znalosti

vlastniho ¢isla 1). Vektory p a g dostaneme v souladu s dfive popsanym schématem
pomoci maticovych rovnic

(RR-21,)-p=0.

Nejprve se budeme vénovat Theilovu cenovému indexnimu ¢&islu P, . K jeho vypoétu slouzi
prvni z pfedchozich rovnic, ktera v rozepsani po prvcich (dle obdobi) predstavuje zapis:

1 QOLl 1 Poﬁ _ZlOp(O)—O
(6.56) [Poﬁ Poﬁ-Q(fl-(lJra))}'{Q(ﬁ poﬁ.QOLl.(]-Fa))} ’1(0 l] (q(O)]_(Oj.

Po dalsich pon€kud zdlouhavéjsich upravach se zanedbanim clend vyjadfujicich zkresleni
nizsich fad dostaneme pro hledané Theilovo cenové indexni &islo P, vztah:

(6.57) P =Pk [M} +o(w), kde
1+(0%)

o predstavuje jiz zminény vyraz z von Bortkieviczova poméru jako sou¢in V', -V -r a

o(0)

a o(a))vyjadf'uje vyraz, pro ktery pii @ — 0 lim {—} =0 a ktery je zanedbavan.

p0 g0 p0'q0

@
Podobné lze vyjadtit pro Theilovo kvantové indexni Cislo vztah
1+o(PL)
(6.58) = Qf L(”Z) +0(o).
1+ (Poﬁ )

Vzhledem k tomu, Ze plati nerovnosti (s ohledem na zaporné & a kladnou hodnotu P;’)

e

(6.59) I+o <l+o
1+(P0§

dostavame odtud platnost

(6.60) P <P" <Pl

o1 »

coz znamena, ze hodnota Theilova cenového indexniho Cisla se rovnéz nachazi v intervalu
tvofeného zdola Paascheho a shora Laspeyresovym cenovym indexnim ¢islem. Uvazime-li
dale, ze v pfipadé nevelkych kvantovych a cenovych zmén mezi porovnavanymi obdobimi

(jsou-li tato relativné blizko sebe a kdy QF i P se nelii ptili§ od 1) plati
01 01 P

(6.61) (Q&)22;l~ (Poﬁ)zz
+0n) 2 1+(ri)

2
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potom lze fici, ze Theilovo (cenové) indexni Cislo lezi zhruba ve stfedu intervalu vymezeného
zdola P ashora P} 0

Stejny zaver Ize vyslovit 1 pro Theilovo kvantové indexni ¢islo, pro néz plati obdobné
(6.62) On <0 <0y

TheilGv pristup vychazejici z regresniho principu neni vSak jedinym v uvahu prichazejicim.
Kratce po jeho vyvinuti pfisli s ur€itou jeho modifikaci Theilovi krajané Kloek a de Witt
[1961]. Stru¢né lze zakladni mySlenku jejich pfistupu uvést takto:

Je-1i Theiltv pristup ve své podstaté zaloZzen na nepodminéné minimalizaci vyrazu
(6.63) Min E = Min [PQ' - pq'],

kde E lze interpretovat jako matici "odchylek pozorovanych a vyrovnanych hodnot", pfi¢emz
SBLINy minimalizuji

N N
(6.64) TrE-E'=%> e,

i=l k=1
potom metoda Kloeka a de Witta spociva rovnéz v minimalizaci (6.63), avSak pfi platnosti
apriorné¢ vyzadované podminky 7r £ =0. Tato podminka je - jak lze ukézat - slabsi nez

pozadavek na platnost axiomu zamény faktord (F2), ktery - jak vime - Theilovy SBLINy
nespliiuji - avSak mira nesplnéni (F2) je pfi této dodatecné podmince niz§i nez v piipadé
Theilovych SBLINU. Postup odvozeni prislusnych indexnich Cisel (pojmenovanych BLAU -
nejleps$i nestranna primérna indexni Cisla) je =zalozen na metodé Lagrangeovych
multiplikatort (ktera je obvyklym nastrojem analyzy pfi aplikaci metody nejmensich Ctverca
s linearnimi omezenimi) a ma iteracni charakter.
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