2.4 Priklady dvoukomoditnich uzitkovych funkci

V této Gasti uvedeme nékolik prikladll z oblasti béZnych analytickych tvard, které vySetiime z hlediska
vhodnosti jejich pouziti jako uzitkova funkce. Odvodime dale u nich analytické tvary pro nepfimou
uzitkovou funkci, vydajovou funkci a pro poptavkové funkce po komoditach, a to jak v Hicksové, tak
v Marshallové tvaru. Odvozeni poptavkovych funkci provedeme bud pfimou cestou (na zakladé
vyuziti nutnych podminek pro nalezeni rovnovazného bodu), nebo nepfimo z nepfimé uzitkové
funkce (pomoci Royovy identity) popf. vydajové funkce (pomoci Shephardova lemmatu).
Poznamenejme, ze z kazdého jednoduchého funkéniho tvaru lze odvodit fadu dalSich, uplatnime-li
na tento tvar spojitou rostouci transformaci s védomim, ze (pfima) uzitkova funkce je ur€ena pouze
s ordinalni presnosti ve smyslu vlastnosti (U5) obecné uzitkové funkce.

4.1 Linearni uzitkova funkce

Nejjednodussi moznou specifikaci uzitkové funkce je linearni funkce tvaru

s t&mito omezenimi na parametry : konstantni ¢len = 0 (nutné pro platnost u(0): 0)aa >0
i=1,2,....,n (vzhledem k poZadavku kladnych meznich uzitk(). Jak se Ize ihned presvédcit, pfi
téchto omezenich vyhovuje linearni tvar véem pozadavkim (U1)-(U4),(U6) kladenym na uZitkovou

G oo x s . o «, - o
funkci. Zrejmé dale u, (x):ar pro vdechna r nezavisle na x, m, = —- (tedy rovnéz nezavisle
o

s

nax)atu, (x) =0 pro v8echna r,s =1,2,....,n. Jak mezni uzitky, tak mezni mira substituce mezi
kterymikoliv dvéma statky jsou tedy nezavislé na poloze kombinace statk(l v komoditnim prostoru.

Presto linearni tvar neni jako uzitkova funkce vhodny a v aplikacich se linearni uzitkova funkce
neuziva. Pro¢ tomu tak je, napovi obrazek [2A], ktery vystihuje situaci pro dvé komodity x,, x, : Na

ném jsou zakresleny tii indiferenéni kiivky odpovidajici hladinam uzitku z', u*, u’ pii u' <u® <u’
. Vydajové omezeni tvaru px, + p,x, =M je piedstavovano Usetkou AB spojujici body

M M o : o e Lk
A=|—;0| , B=|0;,— | . Rovnovazny bod je charakterizovan stavem, v némz se néktera z

2 P>
indiferen¢nich kfivek (pfi konstantni Grovni pfijmu A/ a danych cenach p,, p, ) pfi pfiblizovani
zprava shora k po¢atku poprvé dotkne vydajového omezeni. V zakresleném pripadé je to indiferenéni
kiivka na hladiné u' dotykajici se vydajového omezeni v bodé A4 .

o
Mezni mira substituce je u dvoukomoditni linearni funkce rovna podilu mz,, =L a je tedy

2
konstantni v celém komoditnim prostoru. Dale je patrné, ze bod A4 bude rovnovaznym bodem pravé

a
tehdy, jestlize mezni mira substituce bude vétSi nez pomér relativnich cen, tedy pfi —1>ﬂ

a Py
Pokud bude tento pomér opalny, nastane rovnovaha (ustaleni poptavky na rovnovazné drovni) v
a4 _ P
a2 p2

bodé B . Ve vyjimecné situaci, kdy plati , existuje nekone¢na mnozina rovnovaznych bodu

predstavovanych celou usetkou AB . Jestlize relativni cenovy pomér va bude vykazovat hodnotu

P>

a o o
blizkou —-, potom to bude znamenat, e kolisani kolem —- povede ke skokovym presuniim

a2 a2
rovnovazného bodu z 4 do B a naopak.



Nevhodnost uplatnéni linearni funkce jako uzitkové vyplyva tedy z nasledujiciho :

a) Substituce mezi komoditami probiha zpravidla obtizngji, nez jak udava konstantni pomér ﬁ.

a2
Zpravidla pfi dosazeni urcité (kriticky malé) hodnoty jedné z komodit mnozstvi druhé, ktera ji ma

o i u x o
b4 bylo rovnovazné reseni charakterizovano stavem, kdy

P, &,

b) Neni typické, aby - az na vyjimku

je poptavana jen jedna komodita (x, v pfipadé, Ze rovnovaha nastane v A4, resp. x,, pokud je

rovnovdhav B).
c) Podobné nepfirozené je alternovani (preskakovani) polohy rovnovazného bodu (z 4 do B a

- . o - . o . , .
naopak) pfi malé zméné pomeru va v okoli hodnoty —- . Odporuje to pozorovanym setrvaénostem v
P> a,
chovani spotrebitelll ve vztahu k nakupovanym statkim. Navic, rovnovaha je pii uvedeném poméru
relativnich cen vysoce nestabilni.

Nepfimou uzitkovou funkci pfisluSnou k linearni uzitkové funkci nelze odvodit z nutnych podminek
pro polohu rovnovazného bodu, protoze mezni uzitky neobsahuji jako argumenty pfislusné
soufadnice (ani pro Xy ani pro x,). Mizeme v8ak vyjit pifimo ze soufadnic, kterymi je definovan
rovnovazny bod (viz téz obrazek). Je v3ak tieba pfitom rozliSit dva pripady :

M
a) je-li nakupovan pouze prvni statek, pak je rovnovaha uréena bodem A= {—;O} ,
P
Poptavkova funkce v Marshallové vyjadreni ma tedy tvar

4.2) My = M
D

Nepfimou uzitkovou funkci obdrzime snadno dosazenim této poptavky do (pfimé) uzitkové funkce.
Dostaneme :

oM
(43) lII(p17p27j\4) = :

D

Vydajovou funkci pak ziskdme substituci, pfi niz zapiSeme levou stranu (4.3) jako %4 a kde na

pravé strané téhoz vyrazu nahradime vydaj M vyrazem M :E(Ou,p). Odtud snadno ziskame
vyraz

(4.4) ECu,p)= Loy,

o,

M
b) je-li nakupovan pouze druhy statek, pak je rovnovaha uréena bodem B = {O;—} .
P>
Poptavkova funkce v Marshallové vyjadieni ma nyni tvar

M
(4.5) sz -
P
Nepfimou uzitkovou funkci a vydajovou funkci obdrzime stejnym postupem jako drive :
a,M
(4.6A8) ¥(p,. pp. M) =22 ECu,p)=£2"u
P> a,

Poznamka 1 Treti pfipad predstavovany situaci, kdy je rovnovazny ,bod“ tvoren celou Useckou AB,
neni tfeba uvazovat zvlast , nebot jde o jisty ,prinik‘ obou predchozich. V ném plati o, p, =, p, .



Odvozeni poptavkovych funkci je mozné provést téz nepifimo, vyjdeme-li zjiz znamé nepfimé
uzitkové nebo vydajové funkce. Protoze plati

QY(P,M) _a,

1

Y(P,M) oM

2

4.7) a podobné

pro i=12
oM P, p, 2

obdrzime vyrazy (4.2) resp. (4.5) téz aplikaci Royovy identity, obdobné& jako bychom uplatnénim
Shephardova lemmatu na (4.4) resp. (4.6B) dostali vztahy

(4.8) s :Mzo_u

1

. o aM
, Z nichz po dosazeni za "# = —— mame ihned (4.2), (4.5).
ap; a, p;
4.2 Kvadraticka uzitkova funkce

Ani tento funkéni tvar neni, jak nize ukdzeme, jako uzitkova funkce vhodny : 7 -komoditni ryze
kvadraticka uzitkova funkce mize byt zapsana ve tvaru

4.9) u(x)=ogx{ +ayx3 +.. +a,x;

pii o, >0, 7=1,2,....,n zajistujicich kladné mezni uZitky. Absence konstantniho €lenu vyplyvé opét

z podminky u(0):O. Ryze kvadratickd funkce s kladnymi koeficienty je kone€na, nezaporna,

rostouci ve v8ech komoditach, spojitd a neomezené diferencovatelna, neni vSak kvazikonkavni. K
priblizeni negativniho dulsledku nespinéni posledné jmenované vlastnosti staéi uvazovat
dvoukomoditni pfipad

(4.10) u(x)= oyxf + 0,5

jehoz geometrickym vyjadienim je elipsa tvaru

alxlz +a2x22 = uO resp.
X x;
4.11) + =1

/02 /02
u u

Vo ) (o

0 0

—— resp.
Jo 7 e,
2

se tfemi indiferenénimi kfivkami na hladinach uzitku u', u*, u’ pii u' <u’ <u’. Vydajové

tedy se stfedem v pocatku a s poloosami . Na obrazku [2B] je zakreslena situace

M
omezeni je opét znazornéno use¢kou AB s rovnici p,x, + p,x, =M spojujici body 4 = {—;O]
P

B E|:O;—:|. Bod O, v némz se indiferenéni kiivka # dotyka vydajového omezeni, v8ak neni
P>

rovnovaznym bodem v plnohodnotném slova smyslu. Naopak, posun z né&j po vydajovém omezeni v

obou moznych smérech vede k dosaZzeni bod( (komoditnich kombinaci), které lezi na indiferencnich

kfivkach o vySSich hladinach uzitku, coz je v protikladu s pozadavkem na vlastnost rovnovazného

bodu.. Lze pozorovat pouze to, ze jsou-li vybrany komodity v mnozstvich odpovidajicich soufadnicim

bodu (), potom Ubytek mnozstvi jednoho &i druhého statku bude znamenat vzdy piechod na nizsi



indiferencni kfivku. To v3ak nema zadny vztah ke kritériu pozadovanému pro rovnovazny bod, aby se
komodity nakupovaly v pomérech, které zajistuji nejlevnéjsi mozny vydaj (pro danou hladinu uzitku).

Na uvedeném obrazku lze téz dobre ilustrovat rozdilnost mezi rostouci a kvazikonkavni funkci.
UvaZzovana ryze kvadraticka funkce s kladnymi «,, i =1,2 je neklesajici (je dokonce rostouci) v

kazdé promé&nné, neni v8ak kvazikonkavni. Mnoziné dvoukomoditnich rostoucich funkci odpovida
tfida indiferen¢nich kfivek, u kterych pribéh (zleva shora) po kterékoliv z nich je charakterizovan

klesajici hodnotou Xx, a rostouci hodnotou x,, zatimco kvazikonkavnost navic mj. vyZzaduje, aby

mezni mira substituce pfi tomto pohybu kontinualné klesala (coz u kvadratické funkce spinéno neni)

a aby vS8echny indiferenéni kfivky byly pro danou uzitkovou funkci vzdy "vyklenuty smérem k

pocatku".

Mezni uZitky u ryze kvadratické funkce jsou u, = 2a,x,, u, = 2ct,x, (a jsou tedy zavislé na bodu
a,\x

komoditniho prostoru, v némz jsou vyé&isleny), mezni mira substituce je rovna ——- (a je tedy
a2x2

rostouci pfi snizovani x, a zvySovani x, ).

Poznamka 2 Je ziejmé, Ze ke zlepSeni vlastnosti ryze kvadratické funkce nepovede specifikace se

zapornymi koeficienty «,, «, . Pfi nich bude sice tato funkce kvazikonkavni, ale funkce sama bude

zaporna a klesajici, oba mezni uzitky budou tedy zaporné. Jako uzitkova funkce je tedy nepouzitelna.

Odvozeni poptavkovych funkci po komoditach provedeme na zdkladé maximalizace vyrazu
W = Maxu(x)- Ap,x, + p,x, —M)]:Maxlale +a,x2 = Ap,x, + p,x, —M)J
Parcialnimi derivacemi podle x,,x, a A ajejich anulovanim dostaneme tfi podminky :

u, =2a,x, —Ap, =0 u, =2a,x, - Ap, =0 aa—pz: pX, +p,x, —M =0 tzn,

2a0x, = ﬂpl 2a)x, = ﬂpz px, + pyXx, =M

z nichz odvodime (feSenim tfi rovnic pro nezndmé x,, x,, A) v zavislosti na parametrech ulohy, tj.
o, a,, p,p, aM poptavkové funkce po obou komoditach jako

0y pyM oy p,M

¥ = X, = 00, M
(Plzaz + P%al) (

(4.12) 5 5 A= 5 >
V4NLY) +P20‘1) (Plaz +P20‘1)

V obou piipadech roste poptavka pfimo tmémé prijmuM a nepiimo imérné s cenou této komodity.

Pfistupme nyni k odvozeni nepfimé uzitkové funkce. K tomu staci dosadit x4, x, z (2.4.12) do (2.4.10)

Po drobnych Gpravach dostaneme
o0, M 2

2
P Gyt Py Oy

Nepfima uzitkova funkce je tedy rovnéz kvadratickd v M a klesajici se ¢tvercem kazdé z cen p1, p> .

(4.13) Y (p1,py.M)=

Vydajovou funkci ziskdme standardné nahrazenim levé strany (2.4.13) pevnou hodnotou ‘ua

polozenim M = E(°u, p) . Pak jiz snadno z (2.4.13) ziskame vyraz



2 2.0
(0p1” +oypy” ) u
010

(4.14) ECu,p)=

Vydajova funkce je tedy odmocninna ve vztahu k hladiné uzitku

Marshalllv tvar poptavkovych funkci Ize odvodit téZ pomoci Royovy identity, pficemz z (2.4.13)
mame

o¥(p,M) B 20q0,M

(4.15) 2 7 a téz
oM Ga Py T 0Py
MN(PM) _ 20,0,M’pip,p,
op, (@,p” +a,p,’)’
zatimco k vyjadreni v Hicksové tvaru musime pouzit Shephardovo lemma, na zakladé néhoz
(4.16)
-1/2
2 250
(0yp” +oupy” ) u 5
0 2
H . _ OL( uap)_os 1 ) _ %2 pr U
i D 0 N : 2 N
op; 20, py. U O (ayp;” +0ypy°)
Shodu obou vyrazl provéfime napi. dosazenim vydajové funkce E(Ou,p) zaM
2 250 20
My a,pM _ o, Py (,p” +ayp, ) u o, p, u _H
o 2 2 2 2 o : 2 2\ 1
a,p, tap, a,p, tap, o6, a4 (a,p +ayp,)

4.3 Leontiefova uzitkova funkce

Tento typ uzitkové funkce (téz uzitkova funkce s pevnymi koeficienty) Ize zapsat ve tvaru
(4.17) u(x)= Min[ B,x,; B,%,5.... B,%, ]

kde B, =L2,..,n jsou néjaké kladné konstanty. Tato uzitkova funkce je charakterizovana

indiferenéni mapou sestavajici z indiferenénich kiivek, které maji podobu ,roh“ (vrchold a hran)

neomezenych #n-rozmérnych kvadrd. Vrcholy piitom lezi na polopiimce vychazejici z pocCatku
souradnic.

Pro pfipad dvou komodit ma tato polopfimka rovnici Xx, :ﬁ-x1 a celou situaci Ize vyjadrit
2

obrazkem [2C], ktery opét obsahuje indiferenéni kfivky pro tii trovné uzitku ', u>,u°. Jako oblast

X" oznagime mnozinu viech [xl,xz], pro které plati x, >x, a jako X oblast, v niz plati

X, = X, . Hranici obou mnozin tvaru x, = x, tvofi polopfimka vychazejici z pocatku souradnic pod

r

1

ahlem @, pro ktery plati 1g¢ =

Jinak je patrné,ze Leontiefovska funkce spliiuje vlastnosti uzitkové funkce, nebot je :



(U1) : redlna konena a plati u(0) =0, (U2): neklesajici v celé definicnim oboru, presnéji rostouci ve

Lt X, , poté je konstantni, (U3) spojita v celém
2

definiénim oboru a (U4) kvazikonkavni, nebot funk&ni hodnota v bodé lezicim na spojnici libovolnych

dvou bodid komoditniho prostoru nikdy neklesne (jak plyne z konvexnosti mnozin) pod mensi z obou

hodnot uzitku v krajnich bodech. Aplikace (U5) pak vede k obecné&jSim strukturdm komplementarnich

uzitkovych funkci.

sméru pfirGstku kazdé komodity az do hodnoty x, =

Pokud jde o hodnoty meznich uzitkd, musime rozliSit oblasti X, a X, vyzna¢ené na obrazku [2C] :
voblasti X plati u, = f, , resp.u, =0. ,
zatimco

voblasti X” plati , =0, resp. u, = f3,.

Déle zfejmé v celém komoditnim prostoru plati #,, =u,, =u,, =0 a pro mezni miry substituce plati

n s

voblasti X7 . m,, =L =+ , zatimco voblasti X” : m,=-1=0.

u, u,

Abychom odvodili u této funkce poptavkové funkce po komoditach, musime - pfi neexistenci
parcialnich derivaci na ,hfebeni“ zvolit ponékud modifikovany postup : Je zfejmé, ze pfi jakychkoliv
kladnych cenach p,, p, apfijmu M vzajemné propojenych rovnosti p,x, + p,x, =M bude
maxima uzitku dosazeno na ,hiebeni“. Bod maxima tedy ziskame jako prisecik usecky

p,X, + p,x, =M apolopfimky f,x, = [5,x, prochazejici potatkem soufadnic. Redenim pro x,,
X, dostaneme poptavkoveé funkce ve tvaru :

(418) x1:IBZ—M xzz'gl—M
plIB2+pZIBl plIB2+pZIBl

Odtud je vidét, ze poptavka po kazdé komodité je pfimo iumérna piijmu A a nepiimo iGmérna cené
vlastni (ale stejné tak i cizi) komodity. Povdimnéme si pfitom, ze z tohoto hlediska jsou komodity
X,, X, v typicky komplementarnim vztahu.

Uvedme ddle, ze Leontiefova uzitkova funkce je (pro libovolné konecné nn) linedrné homogenni,
nebot pro ni plati:

(4.19) u(Ax) = Min| B, Ax, + ,2x, +....+ B,2x,|= A-Min[B,x, + B,x, + ...+ B,x,]= A-u(x)
pro libovolné kladné A .

Leontiefova uzitkova funkce je pro urfity typ vzajemného vztahu komodit (jsou-li tyto vzajemné
komplementarni) vystiznym analytickym nastrojem. Naopak, pro situace charakterizované vzajemnou
substitu¢nosti komodit neni adekvatné pouzitelna.

Rovnéz u Leontifeovy uzitkové funkce Ize snadno odvodit nepfimou uzitkovou funkci :. Staci dosadit
nalezené poptavkové funkce ( 2.4.18 ) do pfimé uzitkové funkce. Dostaneme

. BBM B, M BL.M
4.20 ¥ M) = M P2 b __ bbb
(4.20) (P, p,,M) Zn[ﬂ1p2+ﬂ2pl "B, +B.p Bp,+ Bhp,

a vidime, ze oba vyrazy v zavorce jsou shodné — minima se tedy nabyva v obou bodech soucasné.
V souladu s oéekavanim roste nepfima uzitkova funkce pfimo umérné s pfijmem a nepfimo umérné



s cenou vlastni i nevlastni komodity (opét zaznamendvame komplementaritu ve vztahu mezi
obéma).

Nyni mizeme odvodit poptavkové funkce také alternativné odvodit pomoci Royovy identity. Protoze

HPpM) _ pp, NpM)__ BBM
M Bp,+Bp ap, (Bp,+Bp)
vede vyraz — ¥ (p,M) / OF(p,M) presné ke tvaru poptavkové funkce v Marshallové tvaru,

op; oM
jak jsme ho odvodili vztahem (4.18 ) .

Déle pristoupime k ur€eni vydajové funkce. StaCi k tomu nahradit levou stranu v (2.4.20) pevnou
hodnotou uzitku % a M nahradit zapisem vydajové funkce E(Ou,p). Odtud jiz snadno mame

(4.21) E(Ou,p) — "u (18122,;' B.p))

Vydaj spojeny s nakupem statki je pfimo imérny Grovni uzitku a téz pfimo imérny cenam komodit.

Konecné rovnéz snadno ovéfime shodu poptavkovych funkci pro oba tvary (Marshalldv i Hickstiv):
Nejprve odvodime pomoc Shephardova lemmatu Hickstv tvar poptavkovych funkci. Ziejmé

0 0 0
:GE( u,p): u .ﬂ]_:_u proj’j:1’2;i¢j
ap,- ﬂlﬂZ ﬂi

Tento velmi jednoduchy vyraz vyjadfuje linearni zavislost poptavky na hodnoté uzitku. Za povSimnuti
stoji, ze poptavkova funkce neni zavisla na cené zadné z komodit.

(4.22) Ty *

1

Jde o tvar korespondujici s Marshallovym vyjadrenim poptavek, nebot po dosazeni

(4.23) Mx1 — :BzM — :Bz .ﬂlpz +ﬂ2p .Ou :_u H
Bp,+B.p Bp+Bpe BB, by

4.4 Odmocninna uzitkova funkce

Dal8im funkénim tvarem, ktery muaze byt vhodné uplatnén jako uzitkova funkce, je funkce tvaru

(4.24) u(x): BiX, + Pox, +...+ B Alx, p. >0,
resp. ve zjednoduSeném zapisu pro dvé komodity
(4.25) u(x)= f\Jx, + B, B, >0, B,>0

Opét Ize snadno ukazat, ze odmocninna funkce je realna konecna spojita rostouci a spliujici
u(0) = 0. Je také kvazikonkavni (a linearné homogenni stupné 1/2).

A, I8
2%, 2x,

a meéni se tedy s polohou bodu v komoditnim prostoru.

Mezni uzitky jsou rovny u, =

L _Bix
12 ,6’2\/;

>0, resp. u, = >0, mezni mira substituce je




Poptavkové funkce odvodime obvyklym zpisobem, feSenim nasledujicich tfi rovnic pro x,,x,, A:
B, A,
1 2 (xl 1 2 2 (x2 2

Nékterou z metod reSeni soustavy linearnich rovnic ( napi. komparacni s porovnanim a eliminaci A )
ziskame feseni pro x,, x, a A

px, +p,x, =M

plp.M _ BipM
Gresn) A
p-\Bip,+ B p P, \B P, +Bip
Z uvedenych vyrazl je patrné, Ze kazda z obou poptavkovych funkci je linearni funkci prijmu M a

Ze poptavka je nepfimo zavisla na ji pfislusné cené. Z uvedenych hledisek tedy Ize odmocninnou
funkci pfijmout jako vhodnou pro popis (pfinejmensim urcité ¢asti) standardnich uzitkovych situaci.

(4.26) X, =

Znazornéni situace na obrazku [2D] predstavuje trojici indiferenénich kfivek ', u*, u’, které maji tu
vlastnost, ze jsou kvazikonkavni a pfiléhaji v kone€nych hodnotach k soufadnicovym osam. Kazda z
komodit je tedy pIné substituovatelna kone€nym mnozstvim druhé komodity (stejné by tomu bylo i v

n-rozmérném piipadé). Rovnovazny bod () se nachazi v misté dotyku vydajového omezeni s
indiferen&ni kiivkou . Vychyleni z ného v kterémkoliv sméru useCky vydajového omezeni vede
vzdy k niz$i hladiné uzitku nez u°.

Nyni vySetfime kvazikonkavnost odmocninné uzitkové funkce. K tomu staci vypodist determinant
tvaru

O ﬂ] ﬂZ
2% 2
A _ A 0 , protoze

2\/_ 4,
. b
2\/_ 4x,*

= 2\/—' = \/— =—ihBx ; ( ):_%lgzxzi%; ulz(x)zuzl(x):o

Hodnota determinantu tedy je (pouze 2 ze 6 ¢len( Sarusova rozvoje jsou nenulové)

2 2
B ﬂzy W ﬂly Bb >0 pro libovolna kladna B1, Bo.
4x1 4x2 ’ 4x2 4x1 ’ l6x1x2 \/_ \/_

Odmocninna uzitkova funkce je tedy kvazikonkavni.

Nepfimou uzitkovou funkci d)(pl,pz,M) ziskame prostym dosazenim nalezenych poptavkovych
funkci (v Marshallové tvaru) do uzitkové funkce. Dostavame



B .M b.pM
O(py, ps,M)=
(propM) ﬂl\/pl(ﬁfpz +ﬂ22p1)+ﬂ2\/p2(ﬂ12p2 +4:py)

_p2 pzM 2 le
g \/pl (B0, +8.p, )+ﬂ2 \/pz(ﬁfpz +5.p))

M e F}
Bp,+ B p, {ﬁ ﬁ SR

nebo po vynasobeni Citatele i jmenovatele vyrazu v zavorce 4/ p, p, dale
[ M ‘p,+ B’ [ M

4.27) b fz b 21?1 = NB P+ B Py
PPy B p,+ B, p PP

Nyni odvodime tvar vydajové funkce pfislusné odmocninné uzitkové funkce. Vyjdeme z jiz vyvozené
nepfimé uzitkové funkce, kde za obecny vyraz d)(pl,pz,M) dosadime konkrétni hodnotu uzitku °u

a obdobné (nyni hledany tvar vydajové funkce E(pl,pz,ou)) substituujeme z M. Postupné ziskdme

0
o, _ E 17p2:u

u= B p,+ B, p, , z tehoz snadno urdime
PP,
( )-_1pp
(4.28) E\p, p,, u)=—"12—.
Bip,+ B p,

Jak patrno, tato vydajova funkce je nezaporna (pro libovolné hodnoty parametri [, f,), nulova

pouze pii ‘u# =0 a rostouci (s druhou mocninnou) °u.

Nyni pfistoupime k ilustraci odvozeni poptavkovych funkci zprostfedkované, z nepfimé uzitkové,
resp. vydajové funkce. Z nepfimé uzitkové funkce spoéteme poptavkové funkce pomoci Royovy
identity.

Vypoctem derivaci dostaneme

aq)(p,M) B \/]\7 ‘ (ﬂzzm_(ﬁlzpz +/822p1 )\/\/%)_ _ﬂlzpz%\/ﬁ

ap, 2pp, 1/,6’12p2 + ﬂzzpl 24 ﬂ12p2 + /Bzzpl pl%
o®(p,M) B p.+B.°p,

oM 2\/M\/plp2

a podobng,

, a tedy dosazenim do Royovy identity

25
ow(pr) S NM
R —— apy __2V/812p2 +ﬂ22p1p14 _ ﬂlepz

= = ,  coz zrejmé odpovida
: aq)(p,M) 1/ﬁlzpz —1—,6’22p1 pl(ﬁlzpz +ﬂ22p1)
oM
2M\p,\p:
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prvému z vyrazl uvedenych v (4.26 ). Vyraz pro xZ*M bychom odvodili obdobné&; obdrzeli bychom
druhy vyraz v (4.26). Jak patrno, Marshallovskd poptavkova funkce je pfimo umérna pfijmu
spotfebitele M a soucasné je klesajici se ctvercem ceny p, pfislusné komodity.

Alternativné mlzeme vSak ziskat také poptavkové funkce v Hicksové pojeti. K tomu uplatnime
Shephardovo lemma. Dle ného

Ho_ GE(Ou,p) (:Blzpz +,6’22p1)0u2p2—0u2p1p2,6’22

X, = a po upravé

P, (lglzpz +,322p1)2

20 2 2
* u
(4.29) " = B v p,

(BipBin)

Hicksovska poptavkova funkce je tedy rostouci se &tvercem hladiny uzitku ‘u a klesajici s rlstem
ceny p,.

Abychom mohli porovnat oba tvary poptavkovych funkci (Hickstiv a Marshalllv), staci napr. dosadit
do vyrazu pro xl*M za M = E(Ou, pl,pz): Dostaneme

0w ﬂ12p2 0u2p1p2 _ 'Blzouzpzz _ Lt
Y= 2 2 N (ﬂz 2 )2 =%
pl(ﬂ1 P, + 5 pl)z "D+ B

Obdobné& bychom mohli postupovat i obracené. Za % dosadime vyraz pro nepfimou uzitkovou funkci
¥(p,, p,.M):

2
*Ho_ ﬂ12p22 ) \/M(:Blzpz + lgzzpl) _ ,BlzpzM _ M
(Bp, +B2p,) Jp.p, p\Bip, +Bip)

4.5 Logaritmicka uzitkova funkce

(4.30) X,

Dal8im funkénim tvarem, ktery maze byt vhodné uplatnén jako uzitkova funkce je logaritmicka funkce
(4.31) u(x,,x,) = plogx, +f,logx,,

u niz predpokladadme — za ucelem obou kladnych meznich uzitk(i spinéni podminky £, >0, 5, >0.
Funkéni tvar opét neobsahuje aditivni konstantu, abychom dosahli pozadavku #(0,0) = 0. Mezni
uzitky, které pouzijeme k vypoc&tu poptavkovych funkci jsou zifejmé

takZe souradnice rovnovazného bodu dostaneme feSenim ti jednoduchych rovnic pro x,,x,, A:

14 B
u, ="~ =7Jp, uzzx_zzﬂpz a px, +pyx, =M
1 2
Jednoduchymi upravami p x, = 5, /A , resp. p,x,=/f,/A a dosazenim do rozpodtového

omezeni dostaneme f, + f, = AM neboli S, /M + [, /M = Aa odtud jiz snadno poptavky po
obou komoditach jako

10
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v BM v BM
LB+ B LB+ BIP,

Ovéreni, zda je (dvoufaktorova) logaritmicka uzitkova funkce kvazikonkavni, je velmi snadné.
Hicksovy podminky stability zde maji tvar

4.32)

o L L
xl x2

ﬁ —ﬂlz 0 |>0 , protoze

X, X,

,Bz 0 _izz

X, X,

Vypocet determinantu vede k hodnoté

|D| _ _{ﬁ] . (_ 18_22} _ {&] . (_ ﬁlz} = % . {ﬁ + &} , ktera je evidentné (pfi
X, X X, X XX, |[X X

2 1
prijatych predpokladech S, >0, 5, > 0) pro kladné objemy komodit x,, x, kladna.

Déle odvodime tvar nepfimé uzitkové funkce. Pouzijeme k tomu prosté dosazeni poptavkovych
funkci v Marshallové tvaru do pfimé uzitkové funkce u(x*). Tedy

pM_ . M
p\B + B, b ngz(lb’l—i-,b’z)’

kteryzto vyraz Ize vyjadiit v  nékolika dalSich ekvivalentnich  tvarech, napfr.

O(p,, pr,M) = f, +1og B, + B, log f, (5, + B, log(B, + B.)+ B, log ™2 + f, log ™ neboi

| P,

(4.34) ®(p,, p,,M)=C+p, logM-i-,Bz logM, kde
P

| P>

(4.33) ®(p,, p,,M)=f3 log

konstanta C zavisi jen na parametrech (pfimé) uzitkové funkce.
VSimnéme si, Zze nepfima uzitkova funkce je (nehledé na aditivni konstantu C) rovnéz logaritmicka (v

M M

argumentech — a —). Je dle oCekavani rostouci pfi rostoucim pfijmu M a naopak klesajici v obou
b 25

cenach p,, p,.

Jeji derivace pouzijeme nize pfi vypoctech poptavek pomoci Royovy identity:

Derivace nepfimé uzitkové funkce podle ceny p; ma tvar

pl(IB1+IB2) lBlM IBl q)(p’M) 'BZ

8®(p,M) =B . =—-— stejné tak 8—: -,

apl IB1M (181 + 182 )(_ plz) b apz P>

Derivace podle pfijmu M obdrzime jako

11
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aq)(p,M):IB pl(lgl—"_ﬂZ)‘ 181 + pz(ﬂf"ﬂz)_ :Bz _181"':32.

aM lglM pl(IB1+IBZ) IBZM p2(181+182) M

Odtud je mj. patrné, ze derivace podle cen jsou obé& zaporné, zatimco derivace dle pfijmu M nabyva
kladné hodnoty. MizZeme spocist jesté druhé derivace

I’op,M)_ p Fo(pM) (B +5) o’op,M) _ B,
op; Py

ot pll oM? M’

z nichz je vidét, ze druhé derivace podle cen jsou kladné, zatimco druha parcialni derivace dle pfijmu
je zaporna.

Ziskané hodnoty 1. parcialnich derivaci miZzeme pouzit k vypo¢tu Marshallovskych poptavek pomoci
Royovy identity. Mame

_oop,M) B
: p P M 3 ) _—
(4.35) XM= C— L — ! , ve shodé& s prvnim z vyraz{ v
1 8®(p,M) B+, (,Bl +ﬂ2)p1
oM M
(4.36).
BM

Analogicky obdrzime X =

’ (181 +,32)p2 ’

Nyni mGzZeme pfistoupit k vyvozeni vydajové funkce E(pl,pz,ou): Nejprve prepiSeme nepfimou
uzitkovou funkci do tvaru

(4.37) ®(p,, p,,M)=C +log(B, + B,)M —log p,” —log p!*.

Nyni provedeme substituce

opét ve shodé s druhou poptavkovou funkci v (4.16).

d)(pl,pz,M)zou (pevna hodnota) a naopak M = E(pl,pz,ou) (vydajova funkce s argumenty
ceny a hladina uzitku) neboli

“u=C+(B + ,Bz)logE(p,Ou)— log p,* —log p’:, coz dava

0, o by
logE(p,Ou): u-C +1;gflﬁ+log §2
1 2

log(p* . )- log(ﬂlﬂl : ]

a dale po upravach

0o\ 00 (,81 +ﬂ2)ﬂ1+ﬂz
I%H“”‘A+m+ B+ f,
12 8 1% ” P+ B,
l%(}[}(m+m)
lo E( Ou)— u + “ A
S B+ p,

a po odlogaritmovani obdrzime

12
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) B
log| (4, +£.)"" (;] (;]

B+ b5,

E(p,ou): exp{ : } exp

"
B+ b,

] g, Viwrns)

0 A
“ ool g onieg aear {2 (4

B B

PovSimnéme si, ze vydajova funkce (pfislusna logaritmické uzitkové funkci vykazuje exponencialni
rGst ve vztahu k uZitku °u a ma mocninny tvar vzhledem k cenam p,, p, .

Elp.'u)=e"" (B + ﬂz)-(ﬁ] (”—]

Hicksuv tvar poptavkovych funkci ziskame prostrednictvim Shephardova lemmatu nasledovné:

b2

4
. VX 0 0, Bi1+By BL+b>
xH:a (p17p27 u):eﬂ1+ﬂz(ﬂl+ﬂ2 &] {&] ﬂl

(439) 1 apl :Bz ﬂl (ﬂl +ﬂ2)
_ E(p17p270u) 1
(B, +B.)p,
resp. po dosazeni E(p,ou):M je x7 = % =x,, coz dokumentuje formalni shodu s jiz
1 + 2 pl

vyvozenymi Marshallovskymi poptavkovymi funkcemi.

V Hicksové tvaru zaznamenavame dle otekavani rlst poptavky po dané komodité s ristem hladiny
uzitku — zavislost je exponencialni, intenzita rlistu pak nepiimo tmérna souctu parametrl S, + f3,.

Tataz poptavka klesa s riistem ceny p, : mocnina u p; je (s ohledem na piitomnost této ceny téz

b 1= e <0.

B+B.  B+P

Analogicky bychom dostali poptavku po druhém statku jako

ve vydajové funkci ) rovna

X;H _ E(pl,pz,ou) 2

e (B, +8,)
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