Racionalni chovani spotrebitele:
maximalizace uzitku vs. minimalizace vydaju

Spotiebitel si pfi nakupu komodit poéina tak, ze svuj penézni prijem M rozdéli beze
zbytku na nakup s komodit (1<s<n), a to tak, aby dosahl maximalniho uzitku. Jinymi

slovy : komodity kupuje v takovych mnozstvich (ne vSak nutné vSechny dostupné), aby
zadouci hladiny uzitku dosahl co nejlevnéji. Bude preferovat - pfi variantni moznosti

dosahnout hladiny uzitku U rdznymi kombinacemi komodit - takovou kombinaci, pfi
niz celkovy vydaj na pofrizeni vSech uzitek mu prinasejicich statkl (zavisejici ziejmé na
mnozstvich statkl a na jejich jednotkovych cenach) bude nejmensi mozny. Je tedy mij.
zfejmé, ze pri jinak stejném prispévku nékolika komodit k uzitku (pfi shodnych meznich
uzitcich téchto komodit) bude preferovat nakup komodity nejlevnéjsi.

Formulace maximaliza¢niho problému

Pokud situaci zformalizujeme, mame optimalizaéni problém fesici nalezeni maxima

(1A) Max u(X4,X 5,y X ) za podminky
n

(1B) Zpixi <M a za podminek nezapornosti
i=1

(1C) X; >0 pro véechna i=1,2,....,.n.

Z matematického pohledu jde o ulohu nalezeni vazaného extrému ( zde maxima)

n
obecné nelinearni funkce na mnoZiné rozpoctového omezeni ) p;X; <M. Jak je
i=1
znamo, vzhledem k tomu, Ze omezujici podminka spolu s podminkami nezapornosti
proménnych (1C) predstavuje kompaktni (tj. omezenou a uzavienou) mnozinu, nabyva
jakakoliv spojita a ve vSech proménnych rostouci nelinearni funkce svého maxima na
hranicich takovéto mnoziny.
n
Lze tedy rozpoctové omezeni stejné dobre psat ve tvaru Zpixi =M.
i=1
Uloha uvedeného typu se standardné fesi s pouzitim Lagrangeova multiplikatoru. PFi
této reformulaci nabyva kriterialni funkce tvar

n
(2) Max u (x1,x2,....,xn)—)\(Zpixi —Mj,
=

kde A je pravé zminény Lagrangetv multiplikator. S touto (hodnotou neznamou)
veli€inou se zachazi obdobné jako s jinymi proménnymi: v dalSim ji budeme
povazovat za funkci implicitné zavislou na ,parametrech ulohy“ tzn. na cenach
obsazenych v cenovém vektorup = (p1,p2,...., pn) a na prijmu jednotlivce M.

Reseni
Stejné jako v jinych extremalnich ulohach postupujeme tak, ze vSechny parcialni

n
derivace extremalizované funkce u(x)—A(Zpixi—Mj v (2) podle proménnych
i=1

Xq5Xg 5, Xy @ A polozime rovny nule. Po preskupeni ¢lent dostaneme:



(3A) u = A-pr pro r=1,2,...,n (derivace podle X )
(3B) 2.pxi=M ( derivace podle A ).

Rovnice (3A) a (3B) jsou nutnymi podminkami k tomu, aby pro feSeny optimalizac¢ni
problém existovalo fesSeni, tedy maximum. Téchto podminek je pravé stejny podcet
(n+1), jako je neznamych veliéin modelu (velikosti poptavek po jednotlivych
komoditach X¢,X,,....,X,a pomocna proménna A).

V ,linearni situaci® by se dalo o¢ekavat, ze reseni bude dano jednoznacéné. Zde vSak n
vztaht (3A) nebude az na vyjimky linearnimi funkcemi. Jejich podoba zavisi na tvaru

uzitkové funkce U(X), v niZ jako argumenty vystupuji neznamé Xq,Xg ., X;, -

Poznamka Od ulohy linearniho programovani se tento problém li$i ve dvou smérech:

a) Tvar omezeni (1B) je predstavovan jedinou nadrovinou N-rozmérného prostoru
(omezujici mnozstvi komodit jen "shora")

b) Uzitkova funkce u(x) bude mit zpravidla komplikovanéjsi tvar, nez je obvykle linearni
funkce problému linearniho programovani a problém nalezeni optima bude

predstavovat zpravidla komplikovanéjsi analytickou ulohu nez je ta, ktera muze byt
fesena technikami matematického programovani ( napr. simplexovou metodou ).

Z podminek (3A) tedy plyne, ze v rovnovazné situaci (kdy se poptavka spotrebitele po
komoditach pfi maximalnim uzitku pfizplsobi cenovym relacim) bude platit vztah

Ui_t_ U

PP Py

Vztahy (4) predstavuji soustavu podminek nutnych pro dosazeni rovnovazného stavu.
Vyjadruji pozadavek, aby podil mezniho uzitku kterékoliv komodity a jeji jednotkové
ceny byl konstantni pro vSechny uvazované komodity. Je odtud vidét, ze téz veli¢ina
A (uplatiujici se jako Lagrangellv multiplikator) je rovna vSem témto podilovym
hodnotam.

(4) A=

O rovnovaze lze opravnéné mluvit tehdy, jestlize je dosazeno maximalniho uzitku pfi
daném pfijmu a dané mnoziné relativnich cen. Jakékoliv vychyleni z rovnovahy vede
vzdy ke snizeni hodnoty uzitku spotfebitelem pocit'ovaného.

Jestlize tedy kazdé U, pFedstavuje mezni uzitek (Umeérny v rovnovazné situaci cené r-té
komodity), mGzeme veliéiné A prisoudit interpretaci jako ,mezni uzitek penéz* (ktery je
ovéem také funkci cen p;, i=1,2,...,na dichodu M). Za téchto okolnosti pak plati pro
podil meznich uzitkd (tedy mezni miru substituce mezi r -tou a S -tou komoditou) vztah

u
(5A) mg=—"= P a podobné (5B) m, = uA_r pTr

Us Ps
MUzeme tedy fici, Ze mezni mira substituce mezi r-tou as-tou komoditou je v

rovnovazné situaci rovna podilu jednotkovych cen téchto komodit. Cenu p, Ize
interpretovat jako mezni miru substituce mezi r -tou komoditou a penézi.



Dualni uloha — minimaliza¢ni problém

Maximalizaéni problém, tak jak byl predstaven vztahy (1A-C), mize byt formulovan i
dualnim zpisobem. Maximalizace ucelové funkce (1A) za podminek (1B-C) ma svou
dualni formulaci nasledujicim tvaru

n
(6A) Min M=> p;x; za podminky

i1
(6B) u(x)> u° opét pfi p; >0 pro libovolné i.
(6C) x; >0 provsechna i=1,2,....,n.

Maximalizuje-li spotrebitel svij uzitek z komoditni kombinace pfFi rozpocétovém
omezeni (1B), resSi v podstaté tentyz problém, jako je minimalizace jim vynalozenych
vydaju spojenych pofizenim komodit v mnozstvich, ktera zarucuji dosazeni uzitku na

pozadované hladiné u0 .V tomto smyslu Ize mluvit o dvojici dualnich uloh.

Reseni dlohy (6A-C)

Obdobné jako pri FeSeni maximalizaéni ulohy FeSime i tuto ulohu po reformulaci ulohy
uzitim Lagrangeova multiplikatoru ( zde oznaéeného | ) Kriterialni funkce ma v tomto
pripadé tvar

n
(7) Min G(x,u) = Min}_pyx; —p.(u(x)-u’),
i=1
. . e oG oG
Opét polozime parcialni derivace ——,— rovny nule. Dostaneme
OX, OM
(8A) M:p,—p.au—(x):o, (BB)Mzu(x)—uozo a odtud
O, OX, oM
(9) Pr=H-U, neboli M= E—’ pro r=1,2,...,n
r

Poznamka Mezi Lagrangeovym multiplikatorem A ( maximalizacni dlohy (1) ) a Lagr.
multiplikatorem | ( maximalizacni dlohy (6) ) plati zfejmé vztah reciprocity

(10) H=—

Maximalizace uzitku a minimalizace s tim souvisejicich nakladi vedou k téze

(optimalni) volbé komoditnich mnozstvi X; (parametry ulohy jsou P a M), vydaj p¥i prvé

z Uloh se musi rovnat minimalnim nakladdm v dualnim problému.

% Reseni maximalizaéniho problému predstavuje soustava Marshallovych
poptavkovych funkci gi(M,p) , vnichZz prFijem a cenovy vektor vystupuji jako
parametry.



V dualnim minimalizaénim problému jsou determinujicimi veli¢inami - argumenty

poptavkovych funkci - uroven uzitku u0 a cenovy vektor pP.

@

% Reseni minimalizaéniho problému tvofi soustava Hicksovych (nékdy také
kompenzovanych) poptavkovych funkci, v nichz jako parametry vystupuji hladina
uzitku a cenovy vektor.

Z interpretaé¢niho hlediska jsou tyto funkce charakteristické tim, Ze informuji o tom, jak
Jsou poptavky X; ovlivnény/kompenzovany cenami P (pfi pevném U ) .

Reseni obou vyse definovanych problém{ musi byt tedy taz. Proto Ize psat
(11) x; = g;(M,p)=h;(u,p) proi=1,2,...,n .

Kazdé z téchto reSeni pfitom muzeme zpét dosadit do vychoziho prislusného

problému. V prvém pripadé obdrzime nejvyssi dosazitelny uzitek, ve druhém pfipadé
nejmensi dosazitelné naklady. Lze tedy psat :

(12) u= U(X1,X2,...., xn): u[g1(M!p),92(M!p),""! gn (M!p)] = lp(M!p)
n
(13) M= 2 pchy(up)=E(up)

Funkce qJ(M,p) v (12) vyjadruje maximalni dosazitelny uzZitek (pfi pevné daném pfrijmu
M a cenovém vektoru P). Nazyva se neprima uzitkova funkce (indirect utility function)
a je takto definovana vztahem

(14) y(M,p)= Msx{u(x);épkxk = M}

Funkce E(u,p) v (13) vyjadfuje minimalni dosazitelny vydaj (pfi pozadované urovni

uzitku u0 a vektoru cen P). Nazyva se vydajova funkce (expenditure function) a lze ji
definovat vztahem

(15) E(uo,p)z Min{ipkxk;u(x)z uo}
X | k=1

Neprima uzitkova a vydajova funkce jsou vzajemné velmi uzce propojeny. Protoze
plati E(u,p)= M, mGzeme invertovat argument u, abychom dostali u jako funkci M a
P, coz nam da u= l|J(M,p). UplIné obdobné inverze vztahu U= qJ(M,p) povede pfimo
k relaci E(u,p)=M.

Obé funkce tedy obsahuji v podstaté tutéz informaci (zapsanou v8ak pomoci jinych
argumentt, pfi¢emz p zUstava v obou ).



