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Vlastnosti užitkové funkce, geometrické znázornění
Pro užitkovou funkci 
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 zavedenou výše pomocí relace „ 
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„ přijmeme nyní některé vlastnosti, které jsou odvoditelné z vlastností preferenční relace „ 
[image: image3.wmf]f

 „a současně se ukazují jako opodstatněné téměř ve všech situacích spojených s rozhodováním spotřebitele na základě svých preferenčních kritérií.

Definice 1  Jestliže funkce 
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 je neklesající ve všech proměnných, tzn. platí :
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 je rostoucí ve všech proměnných, tzn. platí : Jestliže 
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(U3) 
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 je spojitá v celém definičním oboru.

(U4) 
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(U5) 
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 je určena až na ryze monotónní(rostoucí) spojitou transformaci
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potom o takové funkci 
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 řekneme, že má vlastnosti užitkové funkce.
Přesný význam vlastností (U4) a (U5) nyní vyložíme formulací příslušných definicí.

Definice 2 Funkce 
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 proměnných 
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  z definičního oboru 
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pro libovolné reálné číslo 
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. Konkávnost tedy znamená, že při průběhu argumentu úsečkou spojující body 
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 komoditního prostoru nesmí hodnota funkce 
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 této úsečky klesnout pod (prostorovou) úsečku spojující body 
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Definice 3 Funkce 
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 proměnných 
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 se nazývá kvazikonkávní, jestliže pro kterékoliv dva body 
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  z definičního oboru 
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pro libovolné reálné číslo 
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. Kvazikonkávnost tedy obrazně znamená, že při průběhu argumentu úsečkou spojující body 
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 (v komoditním prostoru) nesmí hodnota funkce 
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 v žádném bodě 
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 na této úsečce klesnout pod menší z  hodnot obou krajních bodů této úsečky 
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Kvazikonkávnost je zde definovaná bez ohledu na existenci derivací (resp. i spojitost) funkce 
[image: image49.wmf]n

 proměnných. Později ukážeme, jak lze tuto vlastnost formulovat u funkcí, které jsou diferencovatelné. Poznamenejme, že konkávní funkce je vždy kvazikonkávní, zatímco kvazikonkávní funkce nemusí být nutně konkávní. Prostorová úsečka spojující body 
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 totiž v žádném případě nemůže „propadnout“ pod minimum vzaté ze  svých krajních hodnot. 
Vlastnost (U5) konstatuje, že užitková funkce není určena jednoznačně, ale že za „v podstatě tutéž funkci“, resp. funkci patřící do „téže třídy jako je výchozí 
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“ lze považovat i libovolnou transformovanou funkci 
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 spojitá a rostoucí. Znamená to tedy, že užitkovou funkci  uvažujeme „jen“ v ordinálním smyslu, tzn., že při porovnání užitku, který přináší dvě komoditní kombinace 
[image: image55.wmf]x

 a 
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, nerozhoduje, jaké jsou konkrétní číselné velikosti užitku 
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, nýbrž jen to, zda vždy platí 
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. Zatímco pro kterékoliv dvě komodity lze rozhodnout, která z nich je pro spotřebitele z hlediska přinášeného užitku lepší (popř. jsou-li indiferentní), nelze rozdíl mezi dvěma různými užitky (nejsou-li komodity indiferentní), kvantitativně vyčíslit tj. změřit. Každá transformace 
[image: image62.wmf]j

 s sebou přináší obecně jinou „mezihladinovou“ škálu pro měření rozdílů.
Poznámka 1  Nejednoznačnost určení užitkové funkce ve smyslu (U5) má důsledek v tom, že funkce  
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 vyjadřují v podstatě tutéž situaci ve spotřebitelově hodnocení, které uplatňuje vůči několika komoditním kombinacích, které mu přinášejí užitek.
V případě, že chceme pojem užitkové funkce využít k hlubší analýze spotřebitelova chování (např. ve vztahu k cenám komodit a příjmu spotřebitele) a potřebujeme uplatnit poznatky diferenciálního počtu, přijímáme pro užitkovou funkci ještě další vlastnosti :

(U6)  Existují spojité 1.parciální derivace   
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(U6*) Existují spojité 2.parciální derivace  
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Význam uvažovaných vlastností (P1), (P2), (P3), (P5) preferenční relace „
[image: image70.wmf]f

„ bude zřetelnější ve světle následujícího tvrzení :

Věta 1  ( Debreu, Eilenberg, Rader )
Jestliže preferenční relace „
[image: image71.wmf]f

 „ splňuje vlastnosti (P1), (P2), (P3, (P5) v komoditním prostoru generovaném spočetnou bází otevřených množin, potom lze v tomto prostoru zkonstruovat spojitou užitkovou funkci 
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Důkaz 

a) existence nechť 
[image: image73.wmf]1

M

, 
[image: image74.wmf]2

M

  je posloupnost otevřených množin ve spočetné bázi 
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 uvažujme množinu 
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Jestliže 
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 je užitková funkce.

b) spojitost Nechť 
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 označuje libovolnou množinu na rozšířené reálné přímce, která později bude brána jako 
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 stejně jako její doplněk (
[image: image92.wmf]S

 může sestávat z nedegenerovaných a degenerovaných intervalů. Za „mezeru“ 
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 označíme maximální nedegenerovaný interval doplňku (
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, který má horní  a dolní hranici v 
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. Podle věty vyvozené G.Debreuem (1964) platí, že jestliže 
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 je podmnožina rozšířené reálné přímky 
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, pak existuje rostoucí funkce 
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 taková, že všechny mezery 
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Geometrická interpretace: Užitková funkce je představována nadplochou v 
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-rozměrném prostoru 
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, v rámci něhož komoditní prostor 
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 generuje 
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 dimenzních složek a hodnotu užitku v poslední 
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 dimenzi. V této 
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-dimenzi „měříme“ užitek, který spotřebiteli přináší kterákoliv komoditní kombinace 
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. Geometrická místa bodů (komoditních kombinací), která poskytují stejný užitek (na určité konstantní úrovni 
[image: image109.wmf]*

u

) vytvářejí (obrazně řečeno) určité „vrstevnice“, přičemž výška každé vrstevnice udává hodnotu užitku pro danou kombinaci komodit.Tyto vrstevnice budeme nazývat indiferenční křivky (ve vztahu k užitku).  

Při této interpretaci lze o soustavě vrstevnic mluvit jako o tzv. indiferenční mapě tvořené těmito vrstevnicemi pro všechny možné hladiny užitku. S ohledem na vlastnost (U5) je indiferenční mapa nezávislá na volbě transformační funkce 
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-rozměrného komoditního prostoru zůstávají při změně 
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 beze změn. Je tomu tak proto, že se změnou 
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 se sice může změnit nominální hodnota užitku, ale preferenční srovnání libovolných dvou komodit se zachovává.

Poznámka 2 Lze také ukázat, že také naopak ze znalosti indiferenční mapy tj. vrstevnic 
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 pro libovolné 
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 ležící na některé vrstevnici, lze odvodit (opět až na transformující funkci 
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) tvar užitkové funkce 
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. V tomto směru je tedy znalost užitkové funkce a znalost indiferenční mapy rovnocenná. 
*) Ne ze všech hledisek je ovšem srovnání indiferenční mapy se skutečnou (geografickou) mapou plnohodnotné : Vrstevnice indiferenční mapy - jak ukazuje obrázek č. ... - nemohou být uzavřené křivky vzhledem  k vlastnosti (U2) užitkové funkce a v důsledku (U4) musí vytvářet konvexní útvary : tzn. úsečkové spojnice propojující dva body na téže indiferenční křivce nesmí protnout žádný bod s nižší hladinou užitku. Spotřebitel pohlížející na mapu směrem „od počátku souřadnic“ tedy „vrstevnice“ vidí pouze směrem „do kopce“, aniž by se  v této mapě mohlo vyskytnout za vrcholem či hřebenem kopce (tj. při zvýšených množstvích dosazovaných komodit) opět klesání směrem dolů.

Ekonomická historie zná mnoho polemik o oprávněnosti toho, zda lze na kvantifikaci užitku pohlížet i klasickým, tj. kardinálním způsobem. Přestože existuje řada (i nekomplikovaných) způsobů, jak přechod na kardinální vyjadřování provést, ukazuje ekonomická praxe, že důsledné kardinální pojetí měření užitku vyžaduje zpravidla vždy takové informace kvantitativní povahy, jejichž (třeba jen subjektivně posuzovanou) určitelnost či odhadnutelnost zajistit nelze. Zkuste např. ohodnotit, zda - třeba na odlehlém místě a v zimním čase - jsou pro nás teplé rukavice o 20%, 40% či 70% méně užitečné, než teplá zimní obuv, máme-li se rukavicemi chránit před omrznutím rukou a teplými botami před promrznutím nohou. Přitom už samotné ordinální srovnání může být určitým problémem. Ostatně provést úvahu s kardinální kvantifikací nejrůznějších užitkových preferenčních srovnání a následně vyslovit svůj názor či závěr může každý čtenář sám. 

Definice 5  První parciální derivace užitkové funkce podle libovolné 
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-té komodity vyčíslená v pevném bodě 
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 je nazývána mezním (marginálním) užitkem 
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-té komodity  v tomto bodě (kombinaci komodit). Mezní užitek značíme 
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Podle předpokladu o ryzí monotónnosti užitkové funkce 
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 je mezní užitek vždy kladný. Požadavek je dost restriktivní, neboť nepřipouští (v realitě snadno myslitelné) úvahy o dosažení určité saturační úrovně „užitečnosti“ některých komodit, po jejímž překročení se užitek pociťovaný spotřebitelem již nezvyšuje. Lze uvést řadu případů, kdy po nabytí jisté úrovně dané komodity užitek dokonce klesá. 

Definice 6 Podíl dvou mezních užitků (příslušných různým komoditám), vyčíslený v některém bodě 
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 komoditního prostoru 
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 se nazývá mezní (marginální) míra substituce mezi 
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Mezní míra substituce je ve vztahu k pořadí komodit reciproká. Obrátíme-li pořadí komodit v substitučním vztahu, obdržíme převrácenou hodnotu původní : 
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.  Hodnota m rs silně závisí na tom, kde ji vyčíslujeme.

Tvrzení 1   Pro mezní míru substituce lze snadno odvodit vztah:    
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ověření Vyjdeme z vyjádření totálního diferenciálu funkce a jeho rozkladu na dvě aditivní komponenty u funkce dvou (substitučních) proměnných.
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Protože při pohybu po indiferenční křivce 
[image: image132.wmf]konst

u

*

=

 se úroveň užitku nemění (mění se však vzájemný poměr faktorů 
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Mezní míra substituce mezi dvěma komoditami (při neměnících se komoditách ostatních) vyjadřuje množství zvýšení jedné komodity (při snížení druhé komodity o jednotku množství) potřebné k tomu, aby nově vytvořená komoditní kombinace poskytovala stejný užitek jako kombinace původní. Mezní míra substituce zůstane nezáporná : Jeden z diferenciálů 
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 nebo 
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 bude záporný, neboť přírůstek v množství jedné komodity musí být kompenzován úbytkem druhé a vice versa.

Věta 2   Zákon klesající mezní míry substituce  Při pohybu po indiferenční křivce platí 
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právě tehdy, když je užitková funkce 
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Důkaz  Ze zápornosti diferenciálu veličiny 
[image: image145.wmf](

)

s

r

x

,

x

dm

rs

 při pohybu po indiferenční křivce vyvodíme pomocí věty o rozkladu totálního diferenciálu (Youngova věta ), že
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Po úpravě lze klesající tendenci mezní míry substituce vyjádřit vztahem :
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Přepíšeme-li tento výraz v definičním vyjádření 
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 a provedeme-li výpočty parciálních derivací, dostáváme ekvivalentní vyjádření 
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Zapíšeme-li čitatel  pomocí kvadratické formy s proměnnými 
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Jiným zápisem téže podmínky je vyjádření
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Podmínka pro klesající mezní míru substituce je tedy totožná s podmínkou pro kvazikonkávnost výchozí užitkové funkce ( je-li tato dvakrát spojitě diferencovatelná ). 

Jinými slovy: Jestliže předpokládáme pro užitkovou funkci vlastnost kvazikonkávnosti, budeme mít zaručeno, že příslušná mezní míra substituce bude mít při pohybu po indiferenční křivce  zleva/shora (  doprava/dolů  klesající tendenci. 

Uvedené lze ilustrovat na obrázku 2 : Přípustné podoby indiferenční křivky vymezující hladinu užitku 
[image: image160.wmf]0

u

 nalezneme na obrázku [2a], kde je patrné, že při pohybu ve směru zleva/shora ( doprava/dolů se vždy zachovává klesající tendence poměru 
[image: image161.wmf]1
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dx
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. Naopak na obrázku [2b] je tato relace porušena mezi („inflexními“) body B a C, kde je indiferenční křivka vyklenuta směrem „od počátku souřadnic“. (Povšimněme si však, že i v těchto případech první souřadnice bodu pohybujícího se v uvedeném směru po indiferenční křivce roste, zatímco druhá klesá). Klesající mezní míra substituce je tedy silnější vlastností, než pouhé konstatování, že 
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. Jak je patrné, v případech 2c,2d není množina
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 konvexní. Později ukážeme (na příkladu produkční funkce), že kvazikonkávnost má přímý vztah ke konvexnosti množin 
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Zavedené předpoklady (U1)-(U5),(U6*) umožňují zavést velmi užitečnou čtvercovou matici 
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řádu n+1 sestávající z prvních a druhých parciálních derivací užitkové funkce 
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, konkrétně tvaru
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Matice 
[image: image169.wmf]U

 je vzhledem k vlastnosti (U6*) symetrická (obsahuje tedy nanejvýš 
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 různých nenulových prvků).  Jak uvidíme, tato matice bude hrát důležitou úlohu ve více situacích.

Monotónní transformace užitkové funkce

Užitková funkce je určena až na spojitou monotónní (rostoucí) transformaci 
[image: image171.wmf](
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g

. V dalším ukážeme, do jaké míry volba transformace (mající za následek nejednoznačnost 
[image: image172.wmf]u

)  ovlivňuje veličiny jako je mezní užitek a mezní míra substituce.

a) mezní užitek (transformované) užitkové funkce  
[image: image173.wmf](
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 se snadno odvodí z pravidla pro derivování složené funkce :
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Hodnota mezního užitku při transformaci  je závislá na volbě transformující funkce. Protože však 
[image: image176.wmf](
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 je rostoucí funkce, bude „transformovaný“ mezní užitek kladný.

b) mezní míra substituce (transformované) užitkové funkce 
[image: image177.wmf](
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Hodnota mezní míry substituce je na volbě transformující funkce nezávislá. 
Jinými slovy: kvantitativní vyjádření vzájemného vztahu mezi dvěma substitučními komoditami není volbou transformující funkce dotčeno. Při transformaci se zachovává vzájemná poloha „vrstevnic“ určujících indiferenční křivky : transformace nemění nic na substitučním vztahu obou komodit při pohybu po indiferenční křivce. 

c) druhé parciální derivace (transformované) užitkové funkce 
[image: image179.wmf](
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d) matice U a její determinant se změní provedením rostoucí spojité transformace takto 
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a příslušný determinant matice 
[image: image182.wmf]G

 má tvar   
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Abychom určili hodnotu tohoto determinantu, resp. pokusili se ho porovnat s determinantem 
[image: image184.wmf]U

, rozložíme 
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 pomocí známého součtového pravidla. To říká, že pokud je např. první sloupec čtvercové matice 
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 součtem dvou vektorů 
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, pak  je determinant 
[image: image190.wmf]A

 roven součtu dvou determinantů čtvercových matic se sloupci 
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-tý sloupec matice 
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 rozložit na součtové členy, dostáváme :
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 atd.

Obdržíme tak 
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 determinantů, které však až na jeden neovlivní výsledný výraz. Pouze první z nich, který má tvar
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je nenulový a  má hodnotu  
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v důsledku lineární závislosti 1. a 3. sloupce:  ty jsou násobky vektoru
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v důsledku lineární závislosti 1. a 2. sloupce: ty jsou násobky vektoru 
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tentokrát v důsledku lineární závislosti 1., 2. i 3. sloupce (každý z těchto sloupců je opět násobkem vektoru 
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Z předchozího tedy vyplývá, že můžeme psát

                                                          
[image: image209.wmf](
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Odtud je patrné, že i když jsou obecně hodnoty determinantů 
[image: image210.wmf]U

 a 
[image: image211.wmf]G

 různé, zachovává po transformaci (spojitou rostoucí funkcí) determinant 
[image: image212.wmf]G

 znaménko souhlasné s původním 
[image: image213.wmf]U

.

Poznámka 3  - lineární transformace užitkové funkce
Zvolme nejjednodušší spojitou rostoucí transformační funkci, kterou je lineární funkce (s kladným koeficientem u lineárního členu), tedy 
[image: image214.wmf](
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libovolné . Pak platí

                                        
[image: image217.wmf](
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Znamená to tedy, že jak mezní užitek, tak prvky matice 2. parciálních derivací se od původních prvků matice 
[image: image219.wmf]U

  liší pouze vynásobením kladnou konstantou 
[image: image220.wmf]a

. Příslušný determinant 
[image: image221.wmf]G

 je pak 
[image: image222.wmf]1
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 - násobkem původního
[image: image223.wmf]U

.

Definice 7 Jestliže ve třídě ordinálních užitkových funkcí 
[image: image224.wmf](
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, které jsou ekvivalentní s 
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 po lineární transformaci 
[image: image226.wmf]g

, existuje užitková funkce 
[image: image227.wmf](
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pak říkáme, že 
[image: image229.wmf](
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x
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 je aditivně rozložitelná užitková funkce. 

V takovémto případě lze vyjádřit individuální přínosy k celkovému užitku samostatně pro každou komoditu, jinými slovy, celkový užitek je pak součtem těchto individuálních přínosů. 












PAGE  
9

_1160308559.unknown

_1222063745.unknown

_1222063901.unknown

_1222063932.unknown

_1222064222.unknown

_1222064240.unknown

_1222064386.unknown

_1222064491.unknown

_1222064572.unknown

_1222064570.unknown

_1222064484.unknown

_1222064378.unknown

_1222064383.unknown

_1222064244.unknown

_1222064232.unknown

_1222064236.unknown

_1222064228.unknown

_1222064213.unknown

_1222064218.unknown

_1222064208.unknown

_1222063917.unknown

_1222063925.unknown

_1222063929.unknown

_1222063921.unknown

_1222063909.unknown

_1222063912.unknown

_1222063905.unknown

_1222063810.unknown

_1222063827.unknown

_1222063892.unknown

_1222063896.unknown

_1222063856.unknown

_1222063819.unknown

_1222063823.unknown

_1222063814.unknown

_1222063783.unknown

_1222063791.unknown

_1222063805.unknown

_1222063787.unknown

_1222063754.unknown

_1222063779.unknown

_1222063749.unknown

_1222063751.unknown

_1191134907.unknown

_1222063702.unknown

_1222063719.unknown

_1222063726.unknown

_1222063729.unknown

_1222063722.unknown

_1222063711.unknown

_1222063714.unknown

_1222063706.unknown

_1222063677.unknown

_1222063694.unknown

_1222063698.unknown

_1222063686.unknown

_1222063690.unknown

_1222063682.unknown

_1222063668.unknown

_1222063672.unknown

_1191149253.unknown

_1191149379.unknown

_1191149505.unknown

_1191149275.unknown

_1191134922.unknown

_1160310135.unknown

_1160376268.unknown

_1160897179.unknown

_1160897304.unknown

_1160897330.unknown

_1160897397.unknown

_1160897409.unknown

_1160897424.unknown

_1160897385.unknown

_1160897317.unknown

_1160897212.unknown

_1160897237.unknown

_1160897202.unknown

_1160400894.unknown

_1160401066.unknown

_1160897173.unknown

_1160400955.unknown

_1160376601.unknown

_1160377182.unknown

_1160377168.unknown

_1160376281.unknown

_1160310921.unknown

_1160375958.unknown

_1160376085.unknown

_1160376145.unknown

_1160376177.unknown

_1160376069.unknown

_1160375418.unknown

_1160375551.unknown

_1160310946.unknown

_1160310251.unknown

_1160310711.unknown

_1160310827.unknown

_1160310882.unknown

_1160310852.unknown

_1160310755.unknown

_1160310338.unknown

_1160310693.unknown

_1160310266.unknown

_1160310222.unknown

_1160310234.unknown

_1160310209.unknown

_1160308916.unknown

_1160309153.unknown

_1160309987.unknown

_1160310055.unknown

_1160309962.unknown

_1160308979.unknown

_1160309026.unknown

_1160308933.unknown

_1160308734.unknown

_1160308799.unknown

_1160308893.unknown

_1160308910.unknown

_1160308743.unknown

_1160308594.unknown

_1160308633.unknown

_1160308580.unknown

_1038408534.unknown

_1038409174.unknown

_1038912186.unknown

_1160307979.unknown

_1160308343.unknown

_1160308486.unknown

_1160308538.unknown

_1160308431.unknown

_1160308287.unknown

_1160308297.unknown

_1160308242.unknown

_1038919451.unknown

_1127732569.unknown

_1127735612.unknown

_1128264624.unknown

_1128266959.unknown

_1141796535.unknown

_1128266932.unknown

_1128263127.unknown

_1127736026.unknown

_1127732827.unknown

_1127734925.unknown

_1097583713.unknown

_1127730498.unknown

_1038919654.unknown

_1038919662.unknown

_1038919644.unknown

_1038912878.unknown

_1038919423.unknown

_1038919437.unknown

_1038912944.unknown

_1038912948.unknown

_1038912911.unknown

_1038912830.unknown

_1038912845.unknown

_1038912225.unknown

_1038471042.unknown

_1038472757.unknown

_1038472955.unknown

_1038473050.unknown

_1038473075.unknown

_1038473952.unknown

_1038473062.unknown

_1038473040.unknown

_1038472916.unknown

_1038472940.unknown

_1038472896.unknown

_1038472104.unknown

_1038472678.unknown

_1038471060.unknown

_1038409469.unknown

_1038468722.unknown

_1038468742.unknown

_1038409479.unknown

_1038409443.unknown

_1038409459.unknown

_1038409209.unknown

_1038408684.unknown

_1038408825.unknown

_1038408858.unknown

_1038408867.unknown

_1038408845.unknown

_1038408706.unknown

_1038408806.unknown

_1038408694.unknown

_1038408641.unknown

_1038408667.unknown

_1038408675.unknown

_1038408654.unknown

_1038408544.unknown

_1038408563.unknown

_1038408539.unknown

_1038407892.unknown

_1038408355.unknown

_1038408493.unknown

_1038408510.unknown

_1038408521.unknown

_1038408501.unknown

_1038408423.unknown

_1038408484.unknown

_1038408375.unknown

_1038408105.unknown

_1038408158.unknown

_1038408343.unknown

_1038408138.unknown

_1038408026.unknown

_1038408047.unknown

_1038407939.unknown

_1037429517.unknown

_1038407508.unknown

_1038407536.unknown

_1038407875.unknown

_1038407524.unknown

_1038407490.unknown

_1038407496.unknown

_1038407477.unknown

_1037429394.unknown

_1037429468.unknown

_1037429502.unknown

_1037429459.unknown

_1037429006.unknown

_1037429192.unknown

_1037428965.unknown

