Tristupnovd metoda nejmensich étvercu

3SLS (3-stage least squares)
v soustavé simultdnnich regresnich rovnic
autori metody: Henri Theil , Arnold Zellner [ 1962 1!

Tristupfiovad metoda nejmensich ¢tvercu je jednodussi ze dvou odhadovych
metod poskytujicich konzistentni a asymptoticky vydainé odhady strukturnich
parametrU v interdependentnich soustavdach simultdnnich regresnich rovnic.

Nazev metody vsak nevyjadiuje presné vypocetni "algoritmus" metody.
Metoda sestava sice ze fii krok0, avsak nejde o trojndsobné nasazeni metody
LS-nejmensich &tvercu. Vztah 3SLS k 2SLS je analogicky vztahu GLS k OLS -
presnéjsi nazev by tedy byl Aitkenovo zobecnéni 2SLS. Algoritmus metody lze
formdlné zapsat jednim explicitnim vzorcem, takze k vypoétu parametri neni
freba pouzit numerické iteraéni metody.

Rozdil oproti 2SLS i jinym metoddm s omezenou informaci je mj. to, Ze
vypocet se uskuteénuje paralelné pro vsechny rovnice soustavy. Nejdrive se
odhadnou pomoci 2SLS strukturni parametry vSsech modelovych rovnic. Poté
se z 2SLS-rezidui odhadne souhrnnd kovarianéni matice 3SLS odhadové
funkce a zpusobem podobnym GLS se spoctou nejprve 3SLS-odhady
parametrl a poté 3SLS-asymptotickd kovarianéni matice.

Formadlni popis metody (uvazujeme libovolnou i-tou regresni
rovnic):

Pfi zapisu libovolné i-té rovnice ve tvaru
1) Vi =Y.B+ Xyt g

muZeme psdat celou soustavu m rovnic v souhrnném tvaru:
1a) w=QJ+r

kde w=(w|w),...,w. ) je gm-rozmérny vektor tvoireny qgm -rozmérnymi
vektory w,=R'X'y, transformovanych pozorovani vysvétlovanych
proménnych i-té rovnice

0=(4,9,.-,0,) je X(m,+q,)- rozmérny vektor parametrd vsech m

regresnich rovnic, 3 =(8,Y)) .

r=(r',r,..r.) je qm-rozmérny vekitor tvoieny qm-rozmérnymi
vektory transformovanych ndhodnych slozek r, =R'X's, i-té rovnice.

Q =diag(Q,,Q,....,Q,,) je blokové diagondini matice slozend z m matic
rozmérd [q,m, +q,] transformovanych pozorovdni vysvétlujicich (b&inych
endogennich i predeterminovanych) proménnych i-té rovnice.

1Zellner, A:, Theil, H.: Three-stage Least Squares: Simultaneous Estimation of
Simultaneous Equation. Econometrica 30/1962 sir. 53-78.



2) Q, =(R'X'Y,R'X'X,)

Vztah mezi vektory puvodnich ndhodnych sloiek ¢, a transformovanych
ndhodnych slozek r, Ize vyjadrit souhrnné jako

3) r=(,0R'X)e

kde I,, je jednotkova matice iddu m a symbol 0O oznacuje Kroneckeriv

soucin matic.

Souhrnny vyraz pro 3SLS-odhadovou funkci (dany jako AitkenOv estimdator v
soustavé rovnic) je pri zapisu modelu ve tvaru o m stochastickych rovnicich
ve tvaru

w=QJ5+r
ddan vyrazem
a) 5s0=(QP7Q)' QW
vV hémz ® =3 _ 01, je kovarianéni matice transformovanych

ndhodnych slozek r .
Pokud by matice ® (nebo, coz je totéz, matice %) byla znadmd, mohli

bychom vyraz 4) jiz piimo prevzit jako vyraz pro § a mit tak 3SLS-odhadovou

funkci. Situace, kdy zndme 3, jsou oviem vyjimeéné a tak je zpravidla nutné
pfi praktickém uplatnéni 3SLS-estimdatoru nahradit = néjakym jejim
konzistentnim odhadem. Misto vzorce 3) se proto zpravidla uplatiuje vyraz

4qa) w50 =(QP7Q)'Q d'w
vnémi ® je prislusny konzistentni odhad matice ®. Za odhad = se

zpravidla vezme estimdtor, 2., uréeny dvoustupfiovou metodou

nejmensich ¢tvercy, tj. estimator dany vybérovou kovarianéni matici rezidui z
2S8LS, tedy

A .1_¢€.e
zm :{O-I]} - T :

kde e',=y,-W,qs4 Pro i,j=12,...m

Shrnuti Prvni stupen 3SLS odhadové metody tedy predstavuje

(stejné joko u 2SLS) ocisténi (vsech) vysvétlujicich béinych endogennich
proménnych od jejich stochastickych komponent (jejich ndhradou matici
X.I1). Druhy krok predstavuje ziskdni konzistentniho odhadu kovarianéni
matice © pomoci nahrazeni matici ,, X ziskanou ndvazné na prvni krok.
Hledané 3SLS odhady parametrU jsou ziskdny ve fietim kroku dosazenim
Tresp. ® do vyrazu 4q).

Pozndmka Bez ohledu na ndazev lze 3SLS-odhady parametrd vsech m rovnic
poridit pomoci jediné operace (znamend to ovsem nahradit prvky v X



veli¢éinami vyjadienymi v transformovanych pozorovanych proménnych).
Kazdé o, Ize totiz zapsat jako

é-ij: y,iAinj
T
kde A; je matice

Aij = [IT _Wi(Q' iQi)_lQ' iR_IX']'[IT _Wi(Q’ iQi)_lQ,iR_IX’]

piicemz W, =(Y,X,) Q =(R'XY;R'XX,), kde XX=RR'.
Pfipomefime, Ze matice R rozmérd [q,q] je reguldrmi a plati XX =RR’ (X md
rozméry [T,CI] a nemUze byt tedy — az na ojedinély pfipad, kdy T=q-
reguldarni).
Kovarianéni matice transformovanych ndhodnych slozek ma tvar

Cov(r) = (I, OR™X')(E 01, )(I, OR™X') == 01,

Tato matice (ani E(r)) nezavisi na matici predeterminovanych proménnych

X, transformace snizuje dimenzi kovarianéni matice celé soustavy z mT na
mq Lze se tedy duvodné domnivat, Ze aplikace Aitkenova pristupu poskytne

ve srovndni s 2SLS vydatnéjsi odhad.

Vlastnosti 3SLS -odhadové funkce

Lze ukdazat, Ze 3SLS-odhadova funkce ma tyto viastnosti:

1) Odhady parametru 3SLSB-i’SSLS ¥, 1= 1, 2, ..., m jsou konzistentni, j. plati

p Iim[3s'-3/§"J = (’8']
= s Vi 14

?i nejsou nestranné (podobné jako u 2SLS,

~

2) Odhady parametru
ILS, LIML, IV)

3SLS B.i 3SLS

~
~

B.,... V. isou vydatné i v ramci metod s Uplnou
asLsT.i%3sLs /.

informaci (asymptotickd rozdéleni 3SLS a FIML jsou totoZnd)

Rozdéleni 3SLS-odhadové funkce pro konecny rozsah vybéru je sice (opét
diky P.C.B. Phillipsovi) zndmo (cca od roku 1984), ale je prili§ komplikované,
neZ aby ho bylo mozno prakticky pouzit pro testovaci UGcely. V Glohdach, kieré
jsou spojeny s konstrukci intervalU spolehlivosti a postupy testovani hypotéz
se proto omezujeme na rozdéleni asymptotické ( fj. rozdéleni, které md& 3SLS-
odhadovad funkce pfi neomezené rostoucim rozsahu vybéru T - «).

3)Odhady parametry

4) Ddle Ize ukazat, Ze za pomérné piedpokladu totoinych jako byly
zavedeny u 2SLS-odhadové funkce je rozdéleni 3SLS-odhadové funkce
normaini. Plati

Cov(i5.s8) = T plim{W [z 0 X(XX)" X W}



Za podminek 1) - 4) plati, Ze asymptotické rozdéleni 3SLS-estimatoru je
normdini se stredni hodnotou & a kovarianéni matici plim(Q’CD"Q)'l .

Obvykly zdapis tohoto rozdéleni je
] -1 -1
VTias5-8)=Nop ppg{%]

Statistické testy budou tedy zalozeny na normdlnim N(0,1) — rozdéleni.

Poznadmka Ve dvou situacich dochazi ke shodé 3SLS a 2SLS odhadovych
funkci. Témito situacemi jsou :

a) Pfipad, kdy jsou ndhodné sloiky ruznych rovnic vzdjemné
nekorelovany, tzn., kdy plati: 6, =0 pro viechna i# j a X je tedy diagondini

matice.2 Pak
. . R PN ' -1
b= (@drQ) Qb w = diag{ﬁn(Ql Ql) ,...,ﬁmm(Qm Qmj }
diagQ 0, ... Q'O W = (QQ) QW

Tuto okolnost Ize za urcitych okolnosti vyuizit takto: Pokud je moiné
analyzovany ekonometricky model rozlozit do nékolika submodelu takovych,
Ze ndhodné slozky jednoho submodelu jsou nekorelované s nahodnymi
slozkami ostatnich submodelU, staci se nasadit 3SLS proceduru vidy jen na
individudlni submodel (rozsifeni na cely model jiz neznamend zadny prinos ve
vydatnosti).

b) Pripad, kdy jsou viechny rovnice modelu presné identifikované, tzn.
plati m, +q, =q Pro vsechna i=1,2,..,m. Pak jsou totiz vSechny matice Q,

¢tvercové matice fadu (i hodnosti) q a lze tedy provést invertovani viech
matic ve vzorci pro 3SLS estimator ndsledovné:
ws0=(@Qd'Q)'Qd'w=Q'PQ ' Qd'w=Q'w

rovnéz tak pro 2SLS estimator
ZSL33 — (Q!Q)—l Qlw — Q—IQI _I.Q'W — Q—lw

V tomto pfipadé maji obé odhadové funkce zjednoduseny tvar Q 'w. Tuto
okolnost Ize také vyuizit pro pripad, kdy by model obsahoval vice presné
identifikovanych rovnic. V takovém piipadé staci pouzit 3SLS-estimator pouze
na preidentifikované rovnice, zatimco (stejné kvalitni odhad presné

2 V&imnéme si rozdilu oproti jednorovnicovému modelu: Zobecnéné metoda nejmensich ¢tverct GLS
ztraci vic¢i OLS prednost (ve vydatnosti) pouze tehdy, jsou-li nahodné slozky homoskedastické a
neautokorelované. Pfednost 3SLS oproti 2SLS se ztraci jiz tehdy, jsou-li nahodné slozky
,-heautokorelované“. Zde vSak nema smysl uvazovat o ,homoskedasticité“, protoze neni zadny divod
predpokladat, Ze by nahodné slozky rdznych rovnic mély mit stejny rozptyl (zavisle proménné rovnic
nemaji k sobé velikosti svych hodnot vibec zadny vztah).



identifikovanych rovnic zdjistime nasazenim jednodussi 2SLS - metody.
Obvykle oviem v béznych modelech prevazuji preidentifikované rovnice.3 Ze
by model sestdval jen z presné identifikovanych rovnic

V jinych pripadech bude rozdil asymptotickych kovarianénich matic 2SLS- a
3sLS-odhadovych funkci pozitivné definitni matice. Plati vztah

. HQ’Q)(Q’Q)(Q’QT]_ . [Q'qa“aj“
plim =plim
Too T T T Too T

Vsimnéme si, Ze odhad parametru metodou 3SLS predstavuje vidy simultanni
vypocet vsech Sm, +q, parametrd soucasné, zatimco metodou 2SLS

odhadujeme zpravidla parametry jednotlivych rovnic oddélené4.

+ DD’

Pripojime jesté souhrnné vyjadreni 3SLS - odhadové funkce :
-1

é''Q'qQ, oQ'qQ, o"%Q'qQ, .. o'’Q,
07'Q,'qQ, 6%Q,'Q, 6%Q,'Q; ... 6°"Q,'Q,
0’'Q,'qQ, %Q;'Q, 6¥Q;'Q; ... 6°MQ,'Q,

m PUTN _1 .
> o'W X(XX)™ Xy,
i=1

X & X(XXT XY
j=1

3 &9 X (XX X'y 5

5 WY, X(XXT XY

=1
w; =R™Xy, Q, =(R"X'Y;R™X'X)) W, =(Y;, X;)

kde jak vime

¥ Ze by model obsahoval jen pfesné identifikované rovnice, Ize snad v realité pfipustit jen u velmi

malych modell (cca do poctu 3-4 rovnic).
* Ovéem také metodou 2SLS miizeme — pokud je model zapsan v kompaktnim tvaru - spocist

odhady vSech parametr vSech rovnic najednou.



6" je prvek leZici na v i-tém fadku a j-tém sloupci matice X
X je matice vsech predeterminovanych proménnych soustavy .

612vv] IXR—1 IR—1xl%
622% (] XR—1 ] R_1X'W2
632% [ XR—1 v R—1xr 22

6.11VVIIXR—1IR—1xrva
621W2'XR_1'R_1X’N
631%'XR_1'R_1X'W1
oMW 'XR'R™IX'W,
m ~1j v —1| —1 ]
T 0'"W'XR™ "R” 'X'y;
i=1

Q ~2j 11
Yo W,'xr™ '"R™ 1x'
j=1

D ~3j ~1io—1
Y 63W'XR™ 'R X'yj
=1 .

o™W 'XR"'R™IX'W,

Y_j

mA . _1 _1
> 6™ xR 'R™ Xy ;
= '

612le(xx)—1xl %
622V%'X(X'X)_1 XIM
632vvsvx(xl X)—1 XI%

MW XOEX) XYW,
oW X(X'X) ' X'W,
&% X(XX) ' X'W,

™MW XOCX) X ™A X(OCX) T X

o' X (xx)~ Txy,
1

¥ G2 X(XX) XY,
=1 '

m
p2

]

m .
¥ O3V, X(XX) XYy i
=1 '

3 MW X(XX) XY j

=

613VVI'XR_1'R-1X'VV3 61nw'XR_1'R_1X,Wn -
o=W,'XR "R IX'W, o*™W,' XR"'R™X'W,,
633% L] XR_1 L] R‘1X’M 63ml M ] XR_1 L] R_1X’W11
o™ W ' XR"RIXW, ... o™™W,'XR"R™'X'W,,
613kux(xlx)—1le 61nw'X(X'X)_1X’w“

™G XX X)X W,
&MWL X(X X)X W,

&PV XX X)X W,
OBV X(X'X) T X'W,

m m
Dimenze levé matice je [Zm +qi} > m +qi}, délka pravého vektoru je
1 i=1

2m+q

i=1

En+a)

sLs9= (@O 'Q)'Qo'w

3LO= [(Z| XK' ')(Zm Olg )_1 (R_1X'Zi )]_1

Q =(RXY,R'XX) Q=(R"'XZ)

X Yem 1)




w =R'Xy,

llustrace nasazeni vzorce pro vypocet parametru
dvourovnicového interdependentniho modelu

Nalevo je matice rozméry [my + g +m, + g, [X[my + gy +m, + g, |
Napravo je vektor rozméru [m, +g+tmy + Q2]X[1]

Vyjadreni invertované matice nalevo v pozorovanych proménnych:




6.11Y1|X(X|X)—1le1 6.11Y1IX(XIX)—1xlX1 612Y1IX(X|X)—1er2 612Y1|X(X|X)—1er2 -
"X XOEX)TIXY, XXX TIXX, X XXX TIXTY, 612X X(X' X)X X,
XN, XX X)TIXY, S, XXX TIXX, 6P X(XX)TIXY,  6%2Y, X(XX) TIXX,

-1
6.11Y1IX(X|X)—1le1 6,11Y1|X1 612Y1|X(XIX)—1xl Y2 612Y1IX2

Po zjednoduseni G’ 1)(1'Y1 &' 1)(1')(1 612)(1'Y2 612)(1')(2
N, XX X)T'XY, 6%, X, 0%V, X(X'X)T'XY, 6%2Y,'X,
62 1X2 IY1 62 1X2 IX1 622X2 IY2 622X2 ' X2
> 3 S XOXXTIXY,
=
zo“x X(XX) ' XY
Pravostranny vektor ma tvar: neboli
21 02’Y2 X(XX)' XY
=
zoZJx "X(XX) ' XY
\J=1 J

(8" X(XX) "Xy 4+ 6™2Y, X(XX) "Xy, |
6" X" X(XX) Xy 4+ 62Xy X(XX) X'y
621, X(XX) ' XYy, + 62Y,"X(XX) "Xy,
67X, X(XX) XY, + 62X, X(XX) XY, )

V pozorovanych proménnych

Po zjednoduseni mdme

(6™, X(XX) XY 4 +82Y, X(XX) "Xy,
6"X,'y 4 +8"X,'y, |

62", X(XX) XYy, + 62Y,"X(XX) "Xy,
¥ 621X2 uy1 + 622X2 |y2 )

TakZe nejjednodussi vypoctovy tvar 3SLS - estimatoru pro dvourovnicovou
soustavu je



FNIXOENTIXY, X, 8YXONXTIXY,

6'11X1'Y| 6'11X1'X1 612X1'Y2
SN XXX TIXY, 8K, 8NN TIXY,
62 1X2 ' Y1 62 1X2 |X1 622X2 |Y2

8", X(XX) XY 1+ 8"2Y, X(XX) XY,
6"X,'y 1 +8"X,'y,

67 X(XX) Xy, +82Y, X(XX) 'XY,
621X2 ly1 + 622X2 'y2

61 2Y1 lX2
. 2X1 ' X2
622Y2 ' X2
6%2X," X,

O



