Dvoustupriovd metoda nejmensich étvercu
2SLS ( 2-stage least squares )

v soustavé simultdnnich regresnich rovnic
autori metody : R.L.Bassman [1957], H.Theil [1958]

Dvoustupriovd metoda nejmensich ctvercu je nejrozsirenéjsi
uzivand metoda poskytujici (pfinejmensim) konzistentni odhady
strukturnich parametrd regresnich rovnic v interdependentnich
ekonometrickych modelech.

Zakladni myslenkou metody je postup, ktery vhodnym zpUsobem
nahrazuje v jednotlivych regresnich rovnicich strukturniho tvaru
modelu béiné endogenni proménné vyskytujici se na pravé
strané (jako vysvétlujici) strukturnich rovnic jinymi veli¢inami, které
by nebyly korelovdny s ndhodnymi slozkami rovnic. Pravé tyto
korelace (mezi vysvétlujicimi béznymi endogennimi proménnymi a
ndhodnymi slozkami) jsou pfi¢inou, pro¢ odhady parametru
takové rovnice pomoci prosté metody nejmensich étvercu OLS
nejsou konzistentni.

K nahrazeni vysvétlujicich béinych endogennich proménnych
vyuzivd metoda 2SLS substituci pomoci odhadnuté matice
redukovaného tvaru modelu, kterd je odhadovdna metodou OLS.
Ve druhém kroku se pak provadi - opét metodou OLS - regrese
vysvétlované béiné endogenni proménné na takto nahrazené
vysvétlujici béiné endogenni proménné a na vsechny v této
rovnici pritomné predeterminované proménné.

Formalni popis metody (uvazujeme libovolnou i-tou regresni
rovnic):

V rovnici zapsané jako
N =NBEXAH G Y = Vi JBilm A * Xilrq VA S

se nejdiive provede odhad matice parametru redukované formy
Mi ze vztahu

Yi =XV Nl ]= XrdYom ] * Vi[Tami]

' Uvazujeme zde omezeny strukturni tvar, do kterého jsou tedy uz zahrnuta
omezeni o nepritomnosti nékterych vysvétlujicich proménnych (modelu) mezi
vysvétlujicimi proménnymi i-té rovnice — pro jsou zde dimenze matic Yi, X
pouze m;resp. gi ( nikoliv m,q ).



Odhad M porizeny metodou OLS ma ziejmé tvar
=000 =000, ¥,

Jestlize zavedeme - s oznadenim V, - matici rezidui pri regresi
vysvétlujicich béznych endogennich proménnych Y, na vSechny
predeterminované proménné X, ij.

Y =X+, Yrm] = X[T,q]":"[q,mi] * V'[Tmi]

Ilze snadno vukazat, Ze tato rezidua jsou nekorelovand s
predeterminovanymi proménnymi obsazenymi ve sloupcich

matice X, fj. plati X'V, = 0.

Misto puvodni rovnice se tedy odhaduje modifikovanad rovnice

Yi=(§ VB +Xy;t€;+VB;

V ni vystupuji vysvétlujici ?éiné endogenni proménné jiz ocisténé
o své stochastické slozky V. 4

2SLS-odhadovou funkci vektoru parametru B;.V; nyni ziskdme -
opét provedenim OLS regrese - vysvétlovanych béinych
endogennich proménnych Y. na takto modifikované vysvétlujici
béiné endogenni proménné Y-V, a predeterminované
proménné X.. Dostaneme

- B (6= 6=V (=X (Y,
W) Loxe- xRy,

coz Ize vzhledem k platnosti vztahu

2 V tomto pripadé musi byt napravo celd matice X (nestaci jen X; ), protoze
nékteré z levostrannych proménnych obsazené v Y; budou zpravidla zavislé i
na téch predeterminovanych proménnych (z X), které nejsou obsazeny (jako
vysvétlujici) v i-té rovnici tj. v X;.

3 Nalevo neni celd matice parametrd redukovaného tvaru, ale jen ta jeji Edst,
kterd se vaze k vyjadreni zAvisle proménnych v Y; pomoci (obecné viech)
predeterminovanych proménnych. Ostatnimi  béinymi endogennimi

veliCinami modelu ( témi, co jsou v Y, ale ne v Yi) se nezabyvdme.

* Odedtenim V; od Y; zbavime vysvétlujici b&Zné endogenni proménné téch jejich stochastickych
Casti, které jsou korelované s nahodnymi slozkami €; a v disledku toho bude nasledny odhad
parametru na pravé strané jiz konzistentni.
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zapsat jako
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Vlastnosti 2SLS -odhadové funkce

Lze ukdzat, Ze 2SLS-odhadova funkce ma tyto viastnosti:

1) Odhady parametro Bl,y_i jsou konzistentni, tj. plati

e o) -

2) Odhady parametrd B ; nejsou nestranné, protoze

E[G'i] ] [Bj)*E‘Z-'Z-)”Z.'a_iS . kde Z=(¥-VX)

?.i Yi

3) Odhady parametry By jsou vydatné v ramci okruhu metod s

omezenou
informaci (metody s Uplnou informaci vsak poskytuji vydatnéjsi
odhady)

Pozndmka

Podminkou existence 2SLS-estimatoru je, aby byly definovany
vsechny veli¢iny v predchozich vyrazech ( kromé toho stejné jako
u OLS predpokladdme, Ze matice X mda hodnost q = pocet vsech
predeterminovanych proménnych modelu, takie X'X neni

® Proménné v Zi nejsou nestochastické, takze nelze psat

E(ZZ) Z',=E(ZZ) EZ'))



singuldrni). Ddle musi platit ( k zajisténi existence inverze v (1),
resp. (2) aby byla spinéna podminka

m +q;<q

neboli, aby pocet predeterminovanych proménnych pritomnych
vcelé soustavé (modelu) byl prinejmensim rovny poctu
vysvétlujicich proménnych (predeterminovanych i béinych
endogennich) i-té rovnice.



Jiny zpUsob odvozeni dvoustupriové metody
nejmensich ctvercy

Odvozeni dvoustupnové metody nejmensich étvercu lze provést
jesté jinym zpUsobem, pfii kterém je obyéejnd metoda nejmensich
¢tvercU nasazena pouze jednou, avsak nikoliv na puvodni ale na
uréitym zpUsobem transformovanou pUvodni modelovou rovnici.
Postup lIze vylozit nasledovné:

Jednim z vyslovenych piedpokladt modelu je, Ze momentova
matice X'X je pozitivné definitni a reguldrni. Existuje k ni tedy
reguldrni matice R rozmérd [qq], tak, Ze plati XX=RR
(pfipomenme, Ze X md rozméry [T,q] a nemuze byt tedy - az na
vyjimku, kdy T=q -reguldrni).
Nyni vyndsobime puvodni rovnici

Yi=YBi+ Xy, +€;
zleva matici R7'X'. Dostaneme vztah

R'X’y; =R7XYB; +R"'X'Xy; + R'X¥;

ktery Ize zapsat jednoduseji jako

Wi =Q;5; +r; , kde

w,=R'X'y, , Q=(R™X¥R'X'X) , r,=R"XE,
V dimenzich mame

— -1 '
Wign =R laaXqmYimy -

Qlam +91= (R "lqaX e TYTmER '[adXa X T.q])
— p-1 v
Uign =R sadXqnimy '

_(Bi)_ .y
0;= [Y_J =(B;v.)

Parametry takto transformované rovnice¢ (transformace se tykd
jen proménnych, nikoliv parametrd) nyni odhadneme pomoci
metody OLS. Dostaneme :

¢ Viimnéme si, Ze transformaci pozorovani puvodni rovnice jistym zpUusobem

“zkracujeme*, protoie ndsobenim zleva matici R /X’ pfechdzime z
puvodnich T fadku jen na g fadku.
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Vzhledem k tomu, Ze plati  X:'X(XX)'X'Y; =X.'Y;, podobné
XXX XX = XX a X' X(X'X) X'y, =X;'y;

dostaneme zjednoduseni

(4)

Pritom plati ddle, ze
XXX XY= X0 = ¥ -
a tedy také, ze
Y XOXKY XY, = ¥ (% - V) = W'V

Odtud je patrné, ze vysledek dosazeny obéma postupy je shodny.

Rozdéleni 2SLS-odhadové funkce pro konecny rozsah vybéru je
sice (diky Peteru C.B. Phillipsovi) zndmo ( cca od roku 1982 ), ale je
natolik komplikované, ze se prakticky nedd pouzit (neni nejspise
ani  tabelovdno). Proto se v Ulohdch, které jsou spojeny
s konstrukci intervalU spolehlivosti a postupy testovdni hypotéz
omezujeme na rozdéleni asymptotické ( {j. rozdéleni, které ma
25LS-odhadova funkce pii neomezené rostoucim rozsahu vybéru T
- ).



Podminky pro odvozeni asymptotického rozdéleni 2SLS estimdatoru

Llze ukdzat, Ze za pomérné obecnych priedpoklady je
asymptotické rozdéleni 2SLS-odhadové funkce normailni. Témito
predpoklady jsou viechny dosud vyslovené predpoklady a ddle
tyto dodateéné:

( e ) Soustava m strukturnich rovnic neobsahuje mezi
predeterminovanymi

Zadné zpozdéné endogenni proménné’.
(f) Ndhodné slozky & = (gu,€:---£1m) jSOU VZAjemné nezavislé (1.
nejen

nekorelované) pro vsechna t.8

(g ) Limitni matice

YY YX
M= pIimT"{ J

XY XX

T—»OO

existuje jako nestochasticka reguldrni matice s kone¢nymi prvky;

jde o konvergenci v pravdépodobnosti, kdy limitou je matice konstant (nikoliv
ndhodnych velicin)?.

(h ) Nahodné slozky &, splnuji pro libovolné £>0 podminku

pimr [y, [P dR,E)]=0 .
t=1g>e VT

T—rOO

kde F(.) je sdruzend distribuc¢ni funkce slozek vektoru ;.10

7 Podminka (e) neni ultimativni, ale usnadniuje odvozeni asymptotického
rozdélni 2SLS-estimdtoru

8 Je zrejmé, ze predpokladu normality ndhodnych slozek je tato podminka
automaticky splnéna.

? Smyslem podminky (f) je zaqijistit, aby prvky pfislusSnych matic nevykazovaly
»sSmérem do nekonecna" explozivni chovdni, a aby bylo mozno operovat

s rostoucim T se submaticemi matic Y'Y, Y X , X'X ajejich inverzemi.



Za uvedenych podminek plati, 7e asymptotické rozdéleni 2SLS-
estimatoru je normdlni se sffedni hodnotou &; a kovarianéni

matici
0;-plim@'q) ™ :
T o

O;; je rozptyl nahodnych slozek i-té rovnice. Obvykly zapis tohoto
rozdéleni je

kde

' -1
«/?(S_i—6_i)=N[0,0ii.pIinE$j ]

T — 00
Tento vysledek je vyznamem srovnatelny s platnosti Gaus-Markovovy véty
v prostfedi normdiniho linedrniho regresniho modelu.

Pozndmka 2 Pokud je rozdéleni vektoru €, sdruzené normaini N(0%),
pak je podminka (h) automaticky spinéna.

Konzistentni odhad prvk0 o pro jednotlivé rovnice ziskdme

ij
obvyklym zpUsobem
.
_ . _ 2sLs®iosLs®j E1ZSLSeti'28L.Setj
S =0 = T = -

, kde za

rezidua e ;,e; vezmeme odhady ndhodnych sloZek ¢ ;€ ; ziskané

dvoustupnovou metodou nejmensich ¢&tvercU 2SLS. Testy

10 Smyslem podminky (h) je zajistit aplikovatelnost centrdinich limitnich vét na
asymptotické (normdini) rozdéleni a vyloucit z okruhu uvazovatelnych
rozdéleni ta, kterd maiji tzv.,,nheavy tails". Sdruzené normdini rozdéleni
(ndhodnych slozek) této podmince vyhovuje



statistickych rozdéleni budou tedy zalozeny na normdlnim N(0,1) -
rozdéleni.

POMOCNA TVRZENI VZITAHUJICI SE K METODE 2SLS

Tvizeni1 X'V, =0, protoze XY, - XIk]= XTY; - X(X'X]'X'Y;] =
= XY, - X'X(X'X) ' XY, = XY, - XY, =0
dimenze matic X [q,T] \AIi[T,m]

Tvizeni2 Y, -V, =Xt =X(X'X)'XY,



Tvizeni3 Y'Y, - ¥'Vf = V(Y - V) = Y XL = Y X(XX) XY,
dimenze matic Yi[T,m] Yi'[m,T] \AIi[T,mi]

Tvizenid Y,'V; = (XL +V))'V, =[1'X'V, + V'V, = V'V, (v dusledku T1)

Tvizeni5  X'X(X'X)'X'Y, =X.'Y, , protoze Ize psit :

|
- q; . py o .
Xi[-r, d _X[T’q]'(O q.] »vytahujeme®“ ¢ sloupci matice X; z celkem ¢
q I

sloupct matice X." Pro snadnost zapisu predpokladame, Ze jde o prvnich ¢ sloupcd.
Pak Ize psat
I
X' X(X' X)X, = x{o @ J XX X)X, =
q-q;
=[llg 0g-q PEXOCX)IXY, = (14 0q XXOXX)IXY, =

(Icli Oq-q )qx' Yi= (Icli Oq-q )X' Yi=X'Y;

Pozndmka 3 VSimnéme si vsak, Ze nelze psat  Y'X(X'X)7'X'Y, = Y'Y, .

protoZe srovnatelnym zpisobem nelze ,vytiahnout“ ¢; béZnych endogennich
proménnych obsazenych v matici YI z matice vsech predeterminovanych proménnych

soustavy X (obé tyto matice jsou ,disjunktni“, protoze obsahuji (ve sloupcich) zcela
rozdilné proménné.

Levy horni prvek v invertované matici 2SLS-estimatoru nelze tedy zjednodusit.
Totéz plati pro vyraz  Y;' X(X' X)_1X' viZY'y;

Ani tady nemizZeme ,vytahnout” vysvétiovanou proménnou Y; z matice X.

11 Zbyvaijicich q-qi predeterminovanych proménnych (téch, které jsou
pritomny v modelu, ale nikoliv v jeho i-té rovnici) ,,odfezdvéame" ndsobenim
nulovou matici.
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