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1. Zakladni: podtrzené velkymi pismeny (napt. VETA).

2. DuleZité: velkymi pismeny (napt. VETA).

3. Doplnujici: jsou vysazeny obyc¢ejné (napt. Véta).

U dikazu staci vylozit podstatné myslenky (postup) vlastnimi slovy.



1.1. Zaklady vyrokového pocétu.
Teorie: [KaSk: s.7-9]
Piiklady: [Ho:¥eSené &.1; s.5-6], [Ho:nefeSené §1; s.39-42]
Matematické vyjadfovani:
e Struénost: uzivani symbola (viz pfilohu C)
e Piesnost: definice, tvrzeni, pomocné tvrzeni (lemma),
véta (teorém), poznamka, seznam oznadeni: s := v nebo
v =: s interpretujeme jako oznaceni vyrazu v symbo-
lem s.
Ucelem definice je pfesné vymezeni viznamu nové zavadé-
ného matematického pojmu.
Ucelem tvrzeni, mezi néZ patii lemmata i véty (dtlezita
tvrzeni), je vyvodit z vychozich pfedpokladi pfesné logické
zévéry postupnou aplikaci logickych pravidel. Tomuto po-
stupu fikdme dukaz. Univerzalni predpoklady matematic-
kych teorii se nazyvaji axiomy: vyjadiuji predem dané sku-
tecnosti, které povazujeme za univerzalné platné.
Vyroky: pfi uziti logickych pravidel vystupuje jeden ze zaklad-
nich pojmu logiky — pojem vyroku.
Vyrokem rozumime libovolné sdéleni (tvrzeni), o kterém mé
smysl ¥ici, jestli je pravdivé nebo nepravdivé. Rikdme také,
7e vyrok plati nebo neplati.
Logicka hodnota 1 znac¢i vyrok, ktery je vzdy pravdivy
a podobné logicka hodnota 0 znaci vyrok, ktery je vidy
nepravdivy. Vyroky v dalsim budeme oznacovat symbolicky,
naptiklad V. Pokud vyrok zavisi na dalsich proménnych (ob-
vykle opét vyrocich) A, B,..., piSeme V(A),V(A, B) a po-
dobné.



kalkulus s vyroky, kdy pomocil logickych operaci v tzv.
vyrokovych formulich konstruujeme sloZené vyroky ze
zadanych elementarnich vyroku vystupujicich v roli ope-
randt. Zakladni operace jsou popsany pomoci pravdivostnich
(0-1) tabulek, které kazdé kombinaci pravdivostnich hodnot
elementarnich vyroka prifazuji pravdivostni hodnotu vysled-
ného slozeného vyroku:

Operace negace: ', ’

AlTA
0] 1
1] 0

Slovni vyjadfeni: A neplati

Operace implikace: =

A=1B

— -0 ol
- o = ol
— o~ =]

Slovni vyjadieni: A implikuje B; B plyne z A; B je dusledkem
A; A je postacujici podminka pro B; B je nutnd podminka
pro A; jestlize plati A, pak plati B.

5



— -0 ol g
- o = ol
r—lOOr—li}

Slovni vyjadfeni: A je ekvivalentni s B; A je nutnd a posta-
Cujici podminka pro B; B je nutna a postacujici podminka
pro A; A plati pravé kdyz B plati; A plati tehdy a jen tehdy,
kdyz plati B.

Vyrok V(A, B,...) =1 (vzdy pravdivy) se nazyva tautolo-
gie.

Operace ‘A’ neboli logicky souéin neboli konjunkce: &,A

A | B || AAB =min(A4,B)
010 0
01 0
110 0
1|1 1

Slovni vyjadieni: plati A i B; plati A a B.

Operace ‘NEBO’ neboli logicky soucet neboli disjunkce: Vv

A |B || AV B=max(A4,B)
010 0
0|1 1
110 1
1|1 1

Slovni vyjadieni: plati A nebo B.
6



— -0 o
- o = ol
=

Slovni vyjadfeni: plati bud A nebo B.

Univerzalni kvantifikator: V
Vz s vlastnosti U : V(x)
Slovni vyjadfeni: pro kazdé z s vlastnosti U plati V (x).

Existenéni kvantifikator: 3
Jz s viastnosti U : V(x)
Slovni vyjadfeni: existuje = s vlastnosti U spliiujici V' (z).

VETA 1.1. Plati ndsledujici ekvivalence vijroki:
(1) A" = A.

(2) ANAB=BANA, AVB=DBVA.

(3) DeMorganova pravidla:

(AANB)=A'VB', (AVB) =A"ANB'.

) (A= B)=(4A'"VB), (A= B)=(B'= 4.

) (A% B)=(A AB'), (A% B)=(B' » A').

) (A& B)=(A=B)A(B=A),(Ae&B)=(A"< B').
) B

)

(A¥ B)=(A= B)V(B=» A),(A% B)= (A"« B').
Asociativni zakony:
AN(BAC)=(A AB)ANC,
AV(BVC)=(A vB)VvVC.
(9) Distributivni zdkony:

AN(BVC)=(A AB)V(A NC),

AV(BAC)=(A VB)A(A V).
(10) (Vz s vlastnostiU : V(z)) = (3x s vlastnostiU : V(z)')
(11) (3 s vlastnostiU : V(z)) = (Vx s vlastnostiU : V(z)')
Pozndmka: A+ B:=(A = B)', A+ B:= (A< B)'.
7
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Dukazové techniky:
Matematické véty vétSinou vyjadiuji slovné implikace vyrokut
A = B (A nazyvame pfedpokladem véty a B tvrzenim véty)
nebo ekvivalence vyroku A = B.
Ptfimy dukaz implikace A = B:
konstruujeme posloupnost pravdivych vyrok:
A= Al,Al = Az,...,Anfl = An,An = B, tj. dokazu-
jeme, Ze je pravdivy vyrok (A = A1) A (A1 = A2) A+ A
(Ap—1 = An) A (An = B).
Diukaz implikace A = B sporem:
provadime p¥imy dikaz ekvivalentni implikace B’ = A’,
kterd pak vede ke sporu s platnosti predpokladu A, pokud
by za jeho platnosti tvrzeni B neplatilo.

Dukaz ekvivalence A < B: dokazujeme platnost ekvivalent-
niho vyroku (A= B)A(B = A) ve dvou krocich: samostatné
dokazujeme platnost obou implikaci A = B a B = A.

Diikaz platnosti néasledujiciho vyroku matematickou indukeci:
VYn > no: V(n), kde n,no jsou pfirozend &isla.
Nekonec¢ny piimy dtkaz tvaru
V(no) A (V(no) = V(no + 1) = V(no + 2), .. )
nahradime ovérenim platnosti ekvivalentniho vyroku:
Vn>ng: (V(no) AV(ng+1)A---AV(n—1)) = V(n).
Diikaz tak probiha ve dvou krocich:

e Pocateéni krok: ovéfeni platnosti vyroku V(no)

e Indukéni krok: pro kazdé n > ng ovéfime platnost

implikace (V(no) AV(no+1)A---AV(n—1)) = V(n).




definice @ definition

tvrzeni ¢ statement, proposition

véta ¢ theorem

poznédmka 4 remark

oznaceni ¢ notation

dikaz ¢ proof

axiom 4 axiom

vyrok ¢ sentence, proposition

pravdivy, nepravdivy 4 true, false

negace ¢ negation

implikace ¢ implication

A implikuje B ¢ A implies B

B plyne z A ¢ B follows from A

B je dusledkem A ¢ B is a consequence of A

A je postacujici podminka pro B ¢ A is a sufficient condition for B
B je nutnad podminka pro A ¢ B is a necessary condition for A
jestlize plati A, pak plati B ¢ if A holds then B holds

tvrzeni plati ¢ the statement holds

A je ekvivalentni s B ¢ A is equivalent with B

A je nutnd a postacujici podminka pro B ¢ A is a necessary and
sufficient condition for B

A plati pravé kdyz (tehdy a jen tehdy kdyz) B plati ¢ A holds if and
only if (iff) B holds

logicky soucin: A ¢ logical AND

logicky soucéet: NEBO ¢ (logical) OR

BUD ... A NEBO ¢ logical EXCLUSIVE OR, EITHER ...OR
univerzalni kvantifikdtor ¢ universal quantifier

pro kazdé x s vlastnosti U plati V(z) ¢ V(x) is true for all z having
property U

existen¢ni kvantifikdtor ¢ existential quantifier

existuje x s vlastnosti U spliujici V(x) 4 there exists « having pro-
perty U such that V(z) is true



Teorie a priklady: [KaSk: s.9-25,37-43]
Priklady: [Ho:¥eSené &.2-4,7-10; s.6-12],
[Ho:nefeSené kap.1§285; s.42-45,51-54]

DEFINICE 1.2 (Naivni pojeti teorie mnozin: Cantor 1849-1918).
Mnozinou rozumime soubor libovolnych objekti, které nazyvame prv-
ky této mnoZiny. MnoZina se nazyvd koneéna, resp. nekoneéna,
jestlize mé konecné, resp. nekone¢né mnoho prvki.

Zapisujeme:

a€A, A>a ...aje prvkem A.

a¢ A, AFa ...a neni prvkem A.

A:={a1,a2,...,an} ...specifikace kone¢né mnoziny vyétem prvki.
A := {z |z mé vlastnost V} ...specifikace mnoziny s prvky majicimi
vlastnost V, napriklad

Rt := {z|z € R,z > 0} znaéi mnoZinu viech nezdpornjch reilnjch
Cisel.

0 :={} ...prazdna mnoZina neobsahuje zadny prvek.

Vyse uvedena definice je pfili§ Sirokd a vede proto k logickym para-
doxtm. Nejznaméjsi je Russeluv paradox:

Definujeme-li M := {X | X je mnozina: X ¢ X}, pak pro M mohou
nastat jen dvé moznosti, obé vedouci k logickému sporu:

(1) M € M, coz z definice implikuje M ¢ M, nebo

(2) M ¢ M, coz z definice implikuje M € M.

MNOZINOVE INKLUZE

A =B ...mnoziny A a B jsou si rovny, maji-li tytéz prvky.

A # B ...mnoziny A a B jsou ruzné, nemaji-li tytéz prvky.
ACB,BDA...Aje podmnozinou B nebo téz B je nadmnozi-
nou A, jestlize kazdy prvek A je také prvkem B.
ACB,BD>A...Ajevlastni podmnozZinou B, jestlize A C B a
souCasné A # B, tj. kromé vSech prvki z A, existuje v B jeSté alespon
jeden dalsi prvek.

Piiklad: NCZCQCRCcC.
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Oznacent (Intervaly).
Necht a,b € R jsou dand redlna ¢isla. Pak intervalem redlnych
¢isel nazyvame kteroukoli z nize uvedenych podmnozin v R:

la,b] :=={z |z € R:a < x < b}...uzavieny interval;

(a,b) :={z|z € R:a < x < b}...otevieny interval,

la,b) :== {z |z € R:a <z < b}...interval zleva uzavieny a zprava
otevreny;

(a,b] :={z|]z € R:a < x < b}...interval zleva otevieny a zprava
uzavieny;

(_007 OO) =R

(—o0,b) :={z|zeR:z < b};
(—o0,b] :={z|z e R:x <b};
(a,00) :={z|zeR:a <z}
la,00) :={z |z €R:a <z}

ZOBRAZEN{

DEFINICE 1.4. Budte A, B mnoziny. Pravidlo f, které kazdému
prvku a € A ptifazuje pravé jeden prvek b € B, se nazyva zobrazeni
mnoziny A do mnoziny B. Piseme b = f(a) nebo a — f(b). Prvek
b se nazyva obraz a v zobrazeni f.

Zobrazeni f se nazyva prosté nebo také injektivni, kdyz plati:
ai,az € Aya1 # a2 = f(a1) # f(a2) (nebo ekvivalentné: f(a1) =
f(az) = a1 = az).

Zobrazeni f se nazyva A na B nebo také surjektivni, kdyz ke kaz-
dému b € B existuje a € A tak, ze b = f(a).

Je-li f prosté zobrazeni A na B, nazyva se bijekce nebo také jed-
nojednoznaéna korespondence mezi A a B. Bijekce A na A se
nazyva permutace mnoziny A.

f:A — B ...zobrazeni f z A do B.
f:A — B ...prosté zobrazeni f z A do B.
11



J+A — b ...byekce f z A na 5.

Dvé zobrazeni f : A — Bag:C — D jsou stejna pravé kdyz A = C,
B =D a f(z) = g(x) pro kazdé x € A.

DEFINICE 1.5. Je'lli f: A — B,C C A, D C B, pak definujeme:
f(C):={f(a)|a € C} ...obraz mnoziny C' v zobrazeni f.
fle : C — B definované vztahem f|c(c) := f(c) pro kazdé ¢ € C
nazyvame restrikci zobrazeni f na mnozZinu C.
YD) :={ala € A: f(a) € D} ...Gplny vzor mnoziny D v zob-
razeni f.
Je-li f bijekce A na B, pak f~'({f(a)}) = {a} pro kazdé a € A a
FF71({b})) = {b} pro kazdé b € B.
V takovém piipadé piseme zjednodusens f~'(f(a)) = aa f(f (b)) =
b a takto ziskané (bijektivni) zobrazeni f~' : B »+ A nazyvame in-
verzni zobrazeni k f. Ziejmé plati: f~1(b) = a & b= f(a).
Zobrazeni I4 : A — A definované vztahem I4(a) := a pro kazdé
a € A je zfejmé bijekce. Nazyva se identické zobrazeni na A.
Je-li B C A, pak zobrazeni 1p : A — {0, 1} definované vztahem

1 proa€eB
10 proa¢B
mnoziny B (v mnoziné A).

15(a) : nazyvame charakteristickou funkci pod-

DEFINICE 1.6. Zobrazeni f : I — A, kde I C Z, nazyvame
posloupnosti prvka z A a zapisujeme jej ve tvaru {an }ner, kde
an = f(n). Pokud I = N, resp. I = Z, piSeme také {an }ne1, resp.

{a”};z..ozfoo'

DEFINICE 1.7. Necht f: A — Bag: B — C jsou dvé zobrazeni,
pak zobrazeni h : A — C definované vztahem h(a) := g(f(a)) pro
kazdé a € A, nazyvame slozenim zobrazeni f a g a piSeme h = gf.

PRIKLAD 1.8. Uvazujme funkéni predpis f(x) := 22, pak
f :R — R neni ani prosté ani surjektivni,
12



J:RT — R" je prosté 1 surjektivni, tj. je bijekcl.

MNOZINOVE OPERACE
Necht dale A;, i € I znadi néjaky systém mnozin indexovany prvky i
z indexové mnoziny I.

DEFINICE 1.9 (Sjednoceni mnozin).
AUB:={z|(r€ AV (zeB)}
AUBUC:={z|(x€A)V(zreB)V(xel)}
AtUAU---UA, :={z|3i€{1,2,...,n}:x € A}

JAi={z|Fiel:ze A}

iel
DEFINICE 1.10 (Prunik mnozin).
AnNB:={z|(re€ A AN(zeB)}
ANBNC:={z|(x€e A)AN(z€B)A(xze€(C)}
AiNAsnN---NA, ::{J}|Vi€{1,2,...,1’L}1$6Ai}

(VAi={z|Viel:ze A}

iel
Jestlize AN B = (), fikdme, Ze mnoZiny A a B jsou disjunktni.
DEFINICE 1.11 (Rozdil mnozin).
A —-B:={z|(zx€ A)A(x ¢ B)}

Priklad:
R — Q (resp. sifeji C — Q) ... mnozina vSech iracionalnich disel.
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Jestlize vsechny uvazované mnoziny jsou podmnozinami jisté pevne
zvolené univerzalni mnoziny (prostoru) X, pak mnozinu X — A na-
zyvame doplitkem nebo také komplementem mnoziny A (v X) a
piSeme A’ nebo A°.

DEFINICE 1.13 (Symetricka diference).
A +B:=(A —-B)U(B-A)
DEFINICE 1.14 (Kartézsky sou¢in mnozin).

A x Bi={[a,]|(a € A) A (bE B)}
A xBxC:={la,bd|(ac A)A(beB)A(ceC)}
Al X Ag X - X A, ::{[al,az,...,anHViE{1,2,...,n}:ai€Ai}

IT A ;:DG(IAi ={plp:1 — | J A kde p(i) € A;¥iel},

iel il

kde [a,b], [a,b, c],...,[a1,az2,...,an] znaéi uspofddané dvojice, trojice
atd. az n-tice: i-tou slozku usporadané n-tice lze povazovat za ob-
raz ¢isla ¢ € {1,2,...,n} v néjakém zobrazeni ¢ : {1,2,...,n} —

U, Ai, kde a; := ¢(i) € Ai. Odtud prameni zobecnéni definice
kartézského soucinu na libovolny systém mnozin, kde kazdéa slozka
koresponduje s indexem ¢ € I z libovolné indexové mnoziny I.

Jsou-li vSechny mnoziny v kartézském soucinu identické, pak znaci:
A% := A x A (kartézsky ¢tverec mnoziny A),

A=A xA XA, ..., A":=Ax A x---x Aaobecné Al := &A.
e e e —— 1€
nXx

Zejména tedy A’ := {¢|@: I — A} oznaluje mnozinu viech zobra-
zeni I do A.

14



(1) Necht A :={a,b,c,d} a B:={c,d,e, f}, pak
AUB = {a,b,c,dye,f}, AN B = {c,d}, A — B = {a,b},
B-A={e,f} aA+B={a,b,e,f}.
(2) R?...koresponduje s mnozinou vSech bodt roviny,
R® ...s mnozinou viech bodt 3-rozmérného prostoru,
R™ ...s mnozinou vSech bodd n-rozmérného prostoru a
RY, resp. RZ s mnozinou viech posloupnosti realnjch ¢&isel.

MNOZINOVE IDENTITY

VETA 1.16.

(1) Komutativita: AUB=BUA

(2) Asociativita: ( AUB)UC =AU (BUC)=AUBUC

(3) Obecna asociativita a komutativita: VSechna moznd sjedno-
cent vytvorend véemi moznymi uzdvorkovdnimi posloupnosti
mnoZzin A1, Az, ..., An v libovolném portadi jsou rovna jedi-
nému proku A1 U A2 U---UA,.

(4) AUA =A, Aub=A

(5) ACB= AUC C BUC pro libovolné C

(6) AC A UB pro libovolné B

(7)) AuUB=B < A CB

Diikaz. CVICENI (]

VETA 1.17.

1) Komutativita: ANB=BNA

) Asociativita: (ANB)NC =AN(BNC)=AnBnNC

3) Obecnd asociativita a komutativita: Vechny mozné priniky
vytvorené vsemi mozZnymi uzdvorkovdanimsi posloupnosti mno-
zin A1, Aa, ..., A, v libovolném potadi jsou rovny jedinému
prvku A1 N AN ---NA,.

(4) AnNA =A, AnP=0

(5) ACB=ANC C BNC pro libovolné C

15



(7) A=A < A CD
Diikaz. CVICENT 0

VETA 1.18 (Distributivni zakon).
ANBUC)=ANB)UA NC)
AUBNC)=(AUB)N(A UC)
ANB-C)=AnNB)—(ANQC)

Diikaz. CVICENI ]

Véta 1.19 (Obecny distributivni zakon ).

Necht I je indexovd mnoZina a J; jsou indexové mnoZiny pro kaZdé
t € I. Necht ke kazdé uspordadané dvojici indexi [i, j], i € I,j € J;, je
pritazena mnozina Aij. Pak plati:

AU 4a=U N4

ieljeJd; vEK i€l
UM 4= UAma
ieljeJd; ~EK i€l

kde K := X J;.
i€l

Pozndmka 1.20.

Distributivni zdkon AN (BUC) = (A N B)U (A NC) z véty 1.18

je specidlnim pfipadem 1.19 (analogicky po vzajemné zaméné operaci

pruniku a sjednoceni): Jestlize provedeme pfeznaceni mnozin

A1 := A, A21 := B a Agz := C a zavedeme indexové mnoziny

I:={1,2}, J1:={1}aJs:={1,2}, pak K := JixJ2 = {[1,1],[1, 2]},

takze dostavame:

A11 N (A21 U A22) = (A11 N A21) U (A11 N Ag2).

Vyse uvedeny postup mizeme zobecnit do nésledujiciho disledku

véty 1.19. Ten ilustruje skutecnost, ze obecny distributivni zédkon pro
16



¢inu souctu cisel.
DUSLEDEK 1.21.
(AfUA2UA3...)N(B1UB2UB;3...)N(C1UCUCs...)N--- =
= U @nBnG...)

lkolsee ]
(AlﬂAzﬂAg...)U(BlﬂBzﬂBg...)U(ClﬂOzﬂCg...)U~~~:
= ﬂ (AjUBkUOZ...)
lkolsee ]
PRIKLAD 1.22 (CVICENTI).
(AUBUC)N(DUE)N(FUGUH) =".
LEMMA 1.23.
A —-B=AnNEAH,
kde komplement B uvaZujeme v néjaké mnoziné obsahujici A i B.

VETA 1.24 (DeMorganova pravidla ).
Necht A je mnoZina a {A;}ier systém mnoZin. Pak plati:

A-N4=JA-4)

iel i€l
A-JAa=@A-4)
iel i€l

DUSLEDEK 1.25. [KaSk:V&ta 1.4 s.15]

(ﬂ A = U A}

i€l iel
(U4 =4
iel i€l

kde komplementy uwvaZujeme v néjaké mnoziné obsahujici vsechny mno-
zZiny A;, i € I, neboli obsahujict jejich sjednocent.
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Plati
(1) Komutativita: A+~ B=B+ A
(2) Asociativita: (A+B)+C=A +(B+C)
(3) Distributivita s prinikem: AN (B+C) = (A NB)+(ANC)
(4) A+A =0,A-0=0+A =A

DEFINICE 1.27. Necht {A,}n2; je posloupnost mnozin. Pak de-
finujeme: limsup A, (limes superior) jako mnoZinu vSech prvka,
které lezi v nekoneéné mnoha mnozinich A, a liminf A,, (limes in-
ferior) jako mnozinu vSech prvki, které lezi ve skoro vsech mno-
zindch A, (tj. ve vSech s vyjimkou kone¢ného poétu). Ziejmé plati
liminf A,, C limsup A,.

Plati-li liminf A,, = limsup A,, =: A, pravime, Ze posloupnost mnozin
{An}72, je konvergentni a piseme A = lim A,,.

VETA 1.28.
Plati
liminf A,, = U ﬂ An
k=1n=k
limsup A, = ﬂ U A,

£
Il
A
3
Il
B

DUKAZ. z € lim sup A, < =z leZi v nekoneéné mnoha mnozinach
Ay, & zel prokazdé k=1,2,... & z €\, Up, An.
Druhé identita se dokdze analogicky (cviceni).
DUSLEDEK 1.29. Monotonni posloupnost je konvergentni. Pfitom
(1) je-li posloupnost neklesajici: A1 C A2 C A3 C ..., pak
limA, =2, An =1 A a piSeme A, T A.
(2) je-li posloupnost nerostouci: A1 O Az D A3 D ..., pak
lim A, =, An =: A a piSeme A, | A.
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DEFINICE 1.30. Mnoziny A a B se nazyvaji ekvivalentni, piseme
A ~ B, jestlize existuje bijekce A na B. Rikdme také, ze A a B maji
stejnou mohutnost a piSeme card A = card B. Symbol a := card A
pak nazyvidme mohutnosti nebo kardinalnim ¢islem mnoziny A.
Jestlize existuje injekce A do B (neboli A je ekvivalentni s néjakou
podmnozinou B), piSeme card A < card B. Pokud pfitom A a B ne-
maji stejnou mohutnost, tj. card A # card B, piSeme card A < card B.

DEFINICE 1.31. Kazda mnozina ekvivalentni s mnozinou vsech
prirozenych ¢isel N se nazyva spocetna.

DEFINICE 1.32. Nekonecnd mnozina, ktera neni spocetna se na-
zyva nespodcetna.

VETA 1.33 ( viz také dale 1.34 a 1.35).
Interval [0, 1] je nespocetny.

DEFINICE 1.34. Rikdme, Ze mnoZina M je mnoZina o mohut-
nosti kontinua, je-li M ~ [0, 1].

VETA 1.35 ( viz také dale 1.59(2)).
Kazdy netrivialni interval (tj. interval obsahujici vice jak jeden prvek)
md mohutnost kontinua.

Pozndmka 1.36.
(1) Pro mnoziny, které nejsou nekoneéné, udava mohutnost
pocet jejich prvku:

card) =: 0

card {ai,az,...,an} =:n
(2) Pro zapis mohutnosti nekoneénych mnoZin je pouzivan
symbol R (éteme alef: pismeno A hebrejské abecedy):

A spocetna: card A =: Ny

A o mohutnosti kontinua: card A =: N.
(3) Pro zapis mohutnosti disjunktniho sjednoceni mnozin je
pouzivan symbol + nebo > :
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card (At UAU---UA,)=:card A; +card A; + --- + card A4,,.
(4) Pro zapis mohutnosti kartézského soudinu mnozin je po-
uzivan symbol - nebo []:

card (i)e(IAi) =: [I,c; card A;, resp. card (A') =: (card A)card D

Specidlné card (A?) =: (card A)° =: 1, tj. mnoZina viech zobra-
zeni z prazdné mnoziny do A se povazuje za jednoprvkovou mnozinu
obsahujici tzv. prazdné zobrazeni.

card (A1 X A2 X --- X A,) =: card A; - card A; - - - card Ay, resp.

card (A™) =: (card A)™.

VETA 1.37.
Bud I indezxovd mnozina a {A;}ier a {Bi}ier dva systémy mnoZin
takové, e A; ~ B; pro kazdé i € I. Pak plati:
(1) XA, ~ XB;
i€l i€l
(2) Jsou-li mnoziny A; po dvou disjunktni a rovnéZ mnoziny B;
po dvou disjunktni, plati take |J);c; Ai ~ U, Bi-

DUSLEDEK 1.38. A; ~ Bi,A> ~ By = A1 x Ay ~ By x Bs.
Jsou-li navic jak A1, Az tak B1, By disjunktni, plati navic A1 U Ag ~
B U Bs.

VETA 1.39.

Bud’ ddn systém mnozin {A;}icr, kde mnoziny A; jsou po dvou dis-
junktni a A; ~ A pro kaZdéi € 1.

Pak J;c; Ai~1 xAa}, (card A;) = card I - card A.

VETA 1.40 ([KaSk:V4.6 s.391,).
Necht Ao C A1 C A a necht Ay ~ A. Pak také Ay ~ A. Neboli
card As < card A; < card A = card A; = card A.

DUSLEDEK 1.41. Necht A, B jsou dvé mnoziny, z nich? kazdd je

ekvivalentni s podmnozinou druhé. Pak A ~ B. Zejména tedy plati:

(card A < card B) A (card B < cardA) < (card A = card B).
20



tit card A < card b a card b < card A.

Véta 1.42 (Komut. zdkon pro kartézsky souéin ). Necht je ddn sys-
tém mnozin {A; }ier, a; :=card A;, a I ~ J, kde f je bijekce J na I.
Pak ;g(IAi ~ jg(JAf(j) allierai= HjeJ ar(s)-
DUSLEDEK 1.43.

(1) Je-li f permutace mnozZiny I, pak plati g([Ai ~ g(IAf(i) a

[Licrai = Iier asi-
(2) Ax B~Bx A acardA-card B =card B - card A.

Véta 1.44 (Asoc. zédkon pro kartézsky souéin ). Necht je ddn sys-

tém mnozin {A;}icr, a; := card A;, a I = UkeK I, kde mnoziny Iy

jsou po dvou disjunktni. Pak plati )(IAi ~ X (X A), [lic;ai =
1€

kEK “iEl),
HkGK(Hielk ai)-

DUSLEDEK 1.45.
(1) Platt Ax (BxC)~(A xB)xC~A xBxC,
a-(b-c) = (a-b)-c = a-b-c, kde a, b, ¢ znaci po fadé mohutnosti
mnozin A, B,C.
(2) NechtI=Jcx Ik, kde It jsou po dvou disjunktni.
Pak plati AT ~ kg(KAI’“ a

(card A)Xrer card e — I1)cx(card AyerdIe | Zeiména
A11U12 ~ All x Alz a
card Acard Iy+4card I — card Acard I card Acard 12’
jsou-li I a Iz disjunktndi.
(3) Necht M je mnozina, m := card M, a necht je ddn systém
mnozin {A;}ier, a; := card A;. Pak plat{
(ig(IAi)M ~ ;g(IA% (Hiel a;)™ = Hie[ a;’.
Zejména (A x BYM ~ AM x BM  (a-b)™ = a™ -b™, kde a,b
jsou po Tadé mohutnosti mnozin A, B.
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plat,Lfou AV (Axu)xv, a"" " =a " -a .

Véta 1.46 (Distr. zdkony pro kartézsky soucin ). Necht I je indezovd
mnoZina a J; jsou indexové mnoziny pro kaZdé i € I. Necht ke kazdé
usporddané dvojici indezi [i, j] je pFitazena mnoZina A;;. Pak plati:

X U 4s=U ;gAm(i)

iel

JjEJ; ~yeEK
AN A= Ao
iel | i€l

Jj€J; vEK

kde K := X J;.
i€l

DUSLEDEK 1.47.
Plati

VETA 1.48.

Bud M mnoZina a B mnoZina obsahujici dva prvky. Oznacéme P(M)
mnoZinu viech podmnoZin mnoziny M (nékdy se také znaci ponékud
nepiesné jako 2™ ). Pak P(M) ~ BM a card (P(M)) = 2¢2r4 M,

VETA 1.49 (Cantorova véta [KaSk:V4.14-15 s.41]).
Pro kazdé kardindlni ¢islo a plati 2% > a.

VETA 1.50.
MnoZina A je spoéetnd tehdy a jen tehdy, kdyZ jeji prvky lze ocislovat
prirozenymi Cisly, tj. kdyZ ji lze psdat ve tvaru posloupnosti: A =
{a1,a2,...,Gn,...} ={an}tnz:.
PRIKLAD 1.51.
Piiklady spocetnych mnozin:

e N:={1,2,3,...,n,...} ...mnozina pfirozenych ¢isel

e {2,4,6,...,2n,...} ... mnozina sudych pfirozenych ¢isel
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Dikaz. .

11,4,9,...,n%,... 7 ... mnozina kvadratu prirozenych cisel
{1, %, %, R %, ...} ...mnozina pfevracenych hodnot pfiro-
zenych cisel

1.52 (Vlastnosti spocetnych mnozin).

Kazdd nekoneénd mnozina obsahuge (vlastni) spocetnou pod-
mnozinu.

Kazdd nekonecnd podmnoZina spocetné mnoZiny je spocetnd.
Rozdil spocetné mnoziny a konecné mnoZiny je spocetnd mno-
Zina (No —n = Ng pro kazdé n € N).

Sjednocent spocetné mnoziny a koneéné mnoziny je spocetnd
mnozina (No +n = Ro pro kazdé n € N).

Sjednoceni konecného poctu spocetnych mnozin je spocetnd
mnoZina (n-No = No pro kazdé n € N).

Sjednocent spocetné mnoziny neprdzdnych po dvou disjunkt-
nich koneéngch mnoZin je spocéetnd mnozina (Ro -n = No pro
kazdén € N).

Kartézsky soucin konecného poctu spocetnych mnozin je spo-
éetnd mnozina (Rg = Vo pro kazdén € N).

DUSLEDEK 1.53.

Sjednocent spocetné mnoziny spocetnych mnozin je spocetnd
mnozina.
MnozZina vsech celych i raciondlnich c¢isel je spocetnd.
MnoZina vSech raciondlnich cisel netrividalniho intervalu redl-
nych cisel je spocetnd.
MnoZina vsech bodi v roviné (v prostoru) s raciondlnimi sou-
radnicems je spocetnd.
Mnozina vsech komplexnich c¢isel s raciondlni redlnou i ima-
gindrni cdsti je spocetnd.
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jJe spocetna.

(7) Mnozina viech algebraickiych éisel je spocetnd (algebraic-
kym ¢islem rozumime redalné cislo, které je korenem méja-
kého polynomu s celoéiselnymi koeficienty).

VETA 1.54.

Je-li M nekoneénd a A nejvyse spocetna mnozina (tj. koneénd nebo
spocetnd), pak M U A ~ M (neboli M U A md stejnou mohutnost
jako M ).

DUSLEDEK 1.55.
Necht M je spoéetnd mnozina, pak P(M) md mohutnost kontinua a
plati 280 = R > V.

VETA 1.56.

Bud M nespocetnd mnoZina a A jeji nejvyse spocéetnd podmnozina.
Pak M — A ~ M. Je-li A konecnd, plati tvrzeni i pro spocetnou
mnozinu M dle 1.52(8).

DUSLEDEK 1.57. Mnosina M je nekoneénd prdvé kdyz obsahuje
vlastni podmnoZinu stejné€ mohutnosti jako M.

VETA 1.58 (Vlastnosti mnoZin o mohutnosti kontinua).

(1) Kazdd mnoZina o mohutnosti kontinua obsahuje vlastni pod-
mnozinu o mohutnosti kontinua [plyne z 1.57].

(2) Rozdil mnozZiny o mohutnosti kontinua a nejvyse spocetné
mnoZiny md mohutnost kontinua (X" —n = X — Xy = N pro
kazdé n € N) [plyne z 1.56].

(3) Sjednoceni mnoziny o mohutnosti kontinua a nejvyse spo-
detné mnoziny je mnoZina o mohutnosti kontinua (X +n =
N+ Nog =R pro kazdé n € N) [plyne z 1.54].

(4) Sjednoceni nejvyse spocetné mnoziny po dvou disjunktnich
mnoZzin o mohutnosti kontinua md mohutnost kontinua
(n-R=Ny-R=N pro kazdé n € N) .
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mohutnost kontinua (X = 27° > o ) [plyne z 1.55 a z 1.48/.

(6) Mnozina vech posloupnosti prirozenych ¢isel ma mohutnost
kontinua (R{° = N) .

(7) Kartézsky soucin nejvyse spocetné mnoha mnozin o mohut-
nosti kontinua md mohutnost kontinua (R™ = R¥0 = X pro
kazdén € N) .

DUSLEDEK 1.59.

(1) Sjednoceni nejvyse spoéetné mnoziny mnozin o mohutnosti
kontinua md mohutnost kontinua [plyne z 1.58(4) uzitim 1.40].

(2) Kazdy netrividlng interval i jeho nejvySe spocetnd mocnina
magi mohutnost kontinua [viz 1.54, 1.56 a 1.58(4)(7)]. Zejmeéna
R™ pro kazdé n € N i RY maji mohutnost kontinua.

(3) Mnozina véech iraciondlnich ¢isel md mohutnost kontinua
[plyne ze (2) a z 1.58(2)] .

(4) Mnozina vsech transcendentnich cisel md mohutnost konti-
nua (transcendentnim &islem nazgvdime kazdé redlné éislo,
které nent algebraické) [plyne ze 1.53(7) a z 1.58(2)].

(5) Mnozina vSech bodid v roviné md mohutnost kontinua [plyne
ze (2)]. Zeyjména C md také mohutnost kontinua.

(6) Bud ddn systém mnozin {A;}ier, kde mnoziny A; jsou po
dvou disjunkitni a kazdd z nich md mohutnost kontinua stejné
jako indexovd mnozina I. Pak Uiel A; md rovnéz mohutnost
kontinua [plyne z 1.58(7) spolu s 1.39].

(7) Kartézsky soucin spocetné mnoha nejvyse spocetngch mnozin
o alespoti dvou procich md mohutnost kontinua (n° = ijo =
R pro kazdé n € N, n > 2) [plyne z 1.58(5)(6) uzitim 1.40].
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V této kapitole shrneme zakladni poznatky o Ciselnych oborech, ktere
se nejcastéji vyskytuji v matematice.

MNOZINA PRIROZENYCH CISEL N
N:={1,2,...,n,... }.
Operace: seéitani +, nasobeni . a z néj odvozené umocnovani:

ni=nxnx---xn keN, nl:=1.
—_——

kX
Vyznaéné prvky: jednotkovy prvek 1 (1.n =n.1 =n Vn € N)
Mohutnost: card N = Xg dle 1.31 a 1.36(2).

MNOZINA CELYCH CISEL Z

Piiklady: [Ho:nefeSené §3; s.45-47]
Z:={...,-2,-1,0,1,2,...,n,...} ={—n|n e N} U {0} UN.
Operace: secitani +, odecitani —, nasobeni . a z néj odvozené umoc-
tovani: n* :=nxnx---xn, keN, n’:=1pron #0.

kX
Vyznacéné prvky:
e jednotkovy prvek 1 (1.n =n.1 =n Vn € Z)
e nulovy prvek 0 (0+n=n+0=nVn € Z)
Mohutnost: cardZ = Rg dle 1.53(2).

MNOZINA CELYCH CISEL MODULO N: Zy

Zn :={0,1,...,N — 1} pro kazdé N € N.

Jelikoz kazdé celé ¢islo n € Z lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru
n = q.N+r (g je celd ¢ast podilu a r € Zy zbytek po déleni), mizeme
zavést surjektivni zobrazeni (-)n : Z — Zn pfifazujici kazdému ce-
1ému c¢islu n jeho zbytek po déleni ¢islem N: tzv. operace modulo.
Pomoci této operace zavedeme tzv. modularni aritmetiku na Zy.
Operace:

e se¢itdni modulo N: a®b:=a+b mod N := (a+b)n,

e odecditdni modulo N: a©b:=a—b mod N := (a —b)n,

e nisobeni modulo N: a ® b :=a.b mod N := (a.b)n
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n” mod N :=Mm )N, k€N, n” mod IV :=1 pron # 0.
Vyznaéné prvky:
e jednotkovy prvek 1 pii N >1 (1On=n®1l=nVYn € Zn)
e nulovy prvek 0 (0@ n=n®0=nVn € Zn)
Mohutnost: cardZy = N dle 1.36(1).

MNOZINA RACIONALNICH CISEL Q

Q= {§ | § je hodnota zlomku s ¢it. p a jmenov. ¢, p,q € Z,q # 0}.
Je-li ¢ = 1, pak § =patedy Z C Q.

Operace: se¢itani +, odeé¢itani —, déleni nenulovym éislem /, néso-
beni . a z néj odvozené umocnovani:

rk::rxr><~~~><r,k€N;
—_———

kx
pro 7 # 0 definujeme r° := 1 a 7% := (1/r)*.
Vyznaéné prvky:
e jednotkovy prvek 1 (1.r =r.1=1r Vr € Q)
e nulovy prvek 0 (0+r=r+0=1rVr € Q)
Mohutnost: card Q = Ry dle 1.53(2).

MNOZINA REALNYCH CISEL R

R:={r|r=drdr-1 ... do,d-1d—2 ... je desetinné vyjadreni &isla r}.
Tedy r = Zfzfoo deOj, keZ,k>0,kde d; € Zio, jsou dekadické
cifry vyjadieni ¢isla r v soustavé o zakladu 10, tj. pro & € N je di—1
k-ta cifra pred desetinnou ¢arkou a d_j k-ta cifra za desetinnou ¢ar-
kou.

Kazdé realné ¢islo lze vyjadrit v libovolné soustavé o zakladu N € N,
N>2kdyr=Y"___d;N/, k€Z k>0, kded; € Zn.

V paméti pocitaci se uzivaji soustavy o zdkladu N = 2 (dvojkova,
binarni, dyadicka), kde cifry d; € {0,1}; N = 8 (osmic¢kova, ok-
talova) nebo N = 16 (Sestnéctkova, hexadecimalni), kde cifry
d; > 10 obvykle nahrazujeme pismeny: 10 =: A 11 =: B,12 =:
C,13=:D,14 =: E,15=: F.
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realne Cislo je 'limitou’ ne€jake posloupnosti racionalnich cisel. Napri-
klad staci vzit useknuté desetinné rozvoje

Z;?:fm deOj =didg—1 ...do,d-1d_2 ... d_,, postupnésm =1,2,...
misty za desetinnou c¢arkou, které predstavuji racionalni ¢isla blizici
se pro m — oo k ¢islu r.

Operace: se¢itani +, ode¢itani —, déleni nenulovym éislem /, néso-
beni . a z néj odvozené umocnovani

™i=rxrx---xr,kdercRakeN;
—_———

kX
pro 7 # 0 definujeme r° := 1 a 7% := (1/r)*.
Pokud r > 0, 1ze umocrtiovani déle rozsifit na r° i pro realny exponent
s € R, pfi¢emz plati r~* := (1/r)".
Vyznaéné prvky:
e jednotkovy prvek 1 (1.r =r.1 =r Vr € R)
e nulovy prvek 0 (0+7r=7+0=r Vr € R)
Mohutnost: card R = X dle 1.59(2).

MNOZINA TRACIONALNICH CISEL I
I:=R-Q.
Mohutnost: cardI = X dle 1.59(3).

MNOZINA ALGEBRAICKYCH CISEL A

Dle 1.53(7) algebraickym ¢islem rozumime kazdé realné ¢islo a € R,
které je kofenem néjakého polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, tj.
plati P(a) = 0, pro néjaky polynom P(z) = po + piz + -+ + ppa”
stupné n € N, kde p; € Z Vi € Z, p, # 0.

Je Q C A, nebot kazdé racionélni éislo 2, g # 0, je feSenim linedrni
rovnice g.x — p = 0. Existuji vSak dalsi algebraicka cisla: naptiklad
¥/m pro libovolné m,n € N, n > 1, je fesenim rovnice z" — m = 0.
Zejména /2 je algebraické &islo, které neni racionalni.

Mohutnost: card A = Xy dle 1.53(7).
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Dle 1.59(4) definujeme T := R -A CR-Q =1

Nejznaméjsimi priklady transcendentnich ¢isel jsou éisla

e := 2.718281828459 ... zaklad tzv. prirozeného logaritmu In a
m := 3.1415926535897 ... Ludolfovo ¢islo=délka kruznice o pri-
meéru 1.

Mohutnost: card T = R dle 1.59(4).

MNOZINA KOMPLEXNICH CISEL C

Motivaci pro zavedeni komplexnich ¢isel je skutec¢nost, ze nékteré po-
lynomické rovnice P(z) = 0 s redlnymi koeficienty nemaji redlny ko-
fen. Napiiklad 2% 4+ 1 > 0 pro kazdé = € R. Jestlize oznacime speci-
4lnim symbolem i := /—1 nazjvanym imaginarni jednotka, pak
i? = —1 mtZeme povazovat za FeSeni odpovidajici rovnice 2 +1 =0
(nékdy misto ¢ se pouziva symbol j). Zavedeme-li mnozinu tzv. kom-
plexnich ¢isel jako mnozinu formalnich souét realnych &isel s redl-
nymi nasobky imaginarni jednotky, tj.

C:={a+iblaeR,beR}

pak se da ukazat, ze uvedeny problém bude odstranén: kazdy poly-
nom stupné n s komplexnimi koeficienty bude mit pravé n kotent. To
odpovida zkuSenosti z realného oboru s rovnici 22 — 1, kterd ma dva
kofeny —1 a 1. V rozsifeném oboru komplexnich ¢isel C pak podobné
rovnice 22 4+ 1 mé dva kofeny —i a i.

Znaceni: Je-li ¢ = a + i.b komplexni ¢islo, pak znaci

Rec:=a ...realnou ¢&ast c

Imc:=b...imaginarni éast c

le] :=+v/a? + b2 ...velikost (absolutni hodnotu, modul) ¢

o :=arctan(2),0 < @ < 27 ...argument c

T:=a—i.b...¢slo komplexné sdruzené k ¢ (ziejmé c.¢ = |c|?).

Ziejm& C ~ {[a,b]|a € R,b € R} = R?, takze kazdé komplexni &islo
a + i.b mizeme znazornit jako bod v kartézské roviné o souradnicich
a, b. Tato rovina se pak nazyvd komplexni rovina.
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e kartezsky: c =a + 1.0

e goniometricky: ¢ = A(cos« + isin ), ktery odpovidd prechodu
k polarnim soutadnicim: a = Acosa, b = Asina.

o Euleruv: ¢ := Ae'®, kde e'* := cos a +isina je komplexni &slo na
jednotkové kruznici v komplexni roviné.

R = {c € C|Imc = 0} C C, pri¢emz operace z R rozsifime formalné
na C za uziti vlastnosti i> = —1 pfi operacich nasobeni a déleni.
Operace se¢itani (odeéitani) se provadi po slozkach jako s vektory
v roviné. Tyto vypocty pak forméalné usnadniuje Euleruv zapis.
Odtud dostavame s uvazenim % =1 =_

.0 1.2 3 .4 < Antk _ k
i°=1,i' =4,i® = —1,i° = —i,i* = 1, obecns: i =¥ vn, k € Z.

Operace (podrobnéji viz pfilohu A):
se¢itani +, odeéitani —, déleni nenulovym ¢islem /, ndsobeni . a z néj
odvozené umociiovani (resp. odmociiovani)

Fi=exex---xe, kdeceCakeN;
—_——

kX
pro ¢ # 0 lze umoctiovani dale rozsifit na ¢® i pro komplexni exponent
s € C, pticemz plati ¢™° := (1/c)".
Vyznaéné prvky:
e jednotkovy prvek 1:=1414.0 (lL.c=c.1l=c Ve e C)
e nulovy prvek 0:=0+4:.0 (0+c=c+0=cVr €R).
Mohutnost: card C = X dle 1.59(5).
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mnozina, prazdna mnozina @ set, empty set

(vlastni) podmnozina, nadmnoZina ¢ (proper) subset, superset
zobrazeni, prosté, inverzni ¢ mapping, injective, inverse
surjektivni (na), bijektivni 4 surjective (onto), bijective
permutace ¢ permutation

obraz, Uplny vzor 4 image, preimage (inverse image)
posloupnost 4 sequence

sjednoceni, prunik ¢ union, intersection

(kartézsky) soucin, mocnina 4 (cartesian) product, power
disjunktni, po dvou disjunktni ¢ disjoint, pairwise disjoint
rozdil, symetrickd diference ¢ difference, symmetric difference
monotonni, konvergentni ¢ monotone, convergent
mohutnost, kardindlni ¢islo 4 cardinality, cardinal number
spocetny, nespocetny ¢ countable, uncountable
mohutnost kontinua ¢ continuum power

kone¢ny, nekoneény ¢ finite, infinite

mnozina vSech podmnoZin 4 power set

¢islo, realné, komplexni¢ mumber, real, complex

celé, racionalni, iracionalni ¢ integer, rational, irrational
algebraické, transcendentni ¢ algebraic, transcendental
komplexné sdruzené ¢islo ¢ complex conjugate number
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logical ... transtormace Cisla na logicky typ:

a # 0 = logical(a)=true (plati), logical(0)=false (neplati)

mod . ..operace modulo: mod(n,N) = (n)n.

i,j ...imaginarni jednotka.

Logické operatory: ~A (negace A), A & B (konjunkce), A | B (dis-
junkce), xor (4,B)...bud a nebo. Ostatni logické operédtory se z nich
slozi pomoci ekvivalentnich logickych formuli (viz 1.1).

Zapisy mnozin:

naptiklad {al,a2,a3} nebo [al,a2,a3] ...fadkova verze. Jako od-
délovaé lze uzit i stfednik (sloupcova verze).

MnozZinové operace:

ismember (A,B) ... testuje pfislusnost prvki z A v B

unique(4) ...odstrani z A duplicitni prvky

union(A,B) ...sjednoceni mnozin A a B

intersect(A,B) ...prunik mnozin A a B

setdiff (A,B) ...rozdil mnozin A a B

setxor (A,B) ...symetrickd diference mnozin A a B

Ostatni operace lze vytvofit (simulovat) pomoci vhodnych slozenych
vyrazi.
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Teorie a priklady: [KaSk: s.26-36,44-53]
Priklady: [Ho:¥eSené &.5,6,11-15; s.8,9,13-16],
[Ho:ne¥eSené kap.1,84-7,kap.2 s.47-80]

MOTIVACE

V redlném svété se objekty zafazované do mnozin Casto vyznacuji
specifickymi vlastnostmi: muZzeme je ddvat do nejruznéjsich souvis-
losti (relaci) — napf. je porovnéavat, vybirat mezi nimi jisté vyznacné
prvky se specifickou roli, provadét rtzné operace, mérit velikost ¢i
vzdalenost, nebo u nékterych podmnozin jejich délku, plochu, objem,
hmotnost apod.

Nejnazornéjsim motivacnim piikladem miize slouzit v tomto sméru
mnozina redlnych ¢isel R. Jeji prvky lze porovnavat (relace uspora-
déni), sec¢itat ¢i nasobit, roli vyznaénych prvki hraje 0 a 1, velikost a
vzdalenost méfime absolutni hodnotou, intervaly jsou specifické pod-
mnoziny, jimz lze priradit délku apod.

Algebraické struktury predstavuji abstraktni konstrukci umoznujici
prenaset vybrané strukturni vlastnosti realné pifimky i na mnoziny
sice s jinymi prvky ale podobného charakteru. Nepreneseme-li vlast-
nosti vSechny, ale jen nékteré, ¢ast strukturnich rysi redlné primky
ztratime, nékteré vsak zustanou zachovany. Cilem této (ale i nasledu-
jici) kapitoly je podat prehled nejéastéji pouzivanych matematickych
struktur a jejich zakladnich vlastnosti.

DEFINICE 2.1. V sir$im smyslu (algebraickou) strukturou ro-
zumime uspotradanou dvojici (N, S), kde N # ) je samotna mnozina,
tzv. nosi¢ algebraické struktury, a S systém mnozin popisujici
jeji strukturu (mnozina relaci, operaci, vyznaénych prvki, specific-
kych podmnozin apod.). Jestlize napiiklad S = {+, o, 1}, piSeme také
(N,+,0,1) misto (N,{+,0,1}).
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tury tehoz typu® a j : N1 — N2 zobrazenl prenasejicl konzistentne®
strukturu &1 do Sa, pak fikdme, Ze zobrazeni f zachovava struk-
turu na (N1, S1) a f nazgyvame homomorfizmem (N1, S1) do (N2, S2);
piseme f : (N1, S81) — (N2, S2). Homomorfizmus (N, S) do (N,S) se
nazyvd endomorfizmus struktury (N,S). Bijektivni homomorfi-
zmus se nazyvé izomorfizmus, jestlize f~' : (N2,S2) — (N1,S1)
je rovnéz homomorfizmem. V takovém piipadé piseme (Ni,S1) =~

(N2, S2).

2.1. Relace a operace.

DEFINICE 2.3. Budte My, Ma,...,M,, n € N, neprazdné mno-
ziny, pak kazdou podmnozinu p C M; X My X --- X M, nazyvame

n-arni relaci mezi mnozinami M1, My, ..., M, (pron = 1 unérni,
pro n = 2 bindrni, pro n = 3 ternarni atd.).
Je-li M1y = My = ... M, =: M, pak p C M" nazyvame n-arni relaci

na mnozind M. Rekneme pak, ze (M, p) je mnoZina s relaci. V
pripadé bindrni relace se obvykle misto [z,y] € p piSe z py a Fikd se,
ze prvek z je v relaci p s prvkem y. Podobné piSeme xpy nebo
xnonpy, jestlize tomu tak neni.

DEFINICE 2.4. Budte M a My, Ms,...,M,, n € {0} UN, ne-

prézdné mnoziny, pak zobrazeni f : Mi X Mz X -+ X M,, — M
nazyvame funkci n proménnych na M; X Mz X -+ X M,.
Je-li My = My = ... M, =: M, pak f: M" — M nazyvame n-arni

operaci na mnoziné M (pron = 0 nularni, pro n = 1 unérni, pro
n = 2 binarni, pro n = 3 ternarni atd.). Rekneme pak, Ze (M, f)
je mnoZina s operaci. Piseme obvykle misto f([z1,...,zx]) zjed-
nodusené f(z1,...,2zn). V pfipadé bindrni operace se obvykle misto
y = f(x1,z2) piSe y = z fy, pokud f reprezentuje vhodny operator
(napf. + pro operaci se¢iténi).

le"esny vyznam urcuje kazda konkrétni struktura — viz dale
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kou funkci (viz 1.5) a v souladu s 2.4 piseme

p(z1,z2,...,2n) = 1, resp. p(z1,z2,...,2n) =0,

jestlize prvky x; € M; (i = 1,2,...,n) jsou, resp. nejsou v relaci p.
Kazda unarni relace na M koresponduje s néjakou podmnozinou v M.
Rela¢ni struktury predstavuji zakladni aparat konstrukce tzv. relac-
nich databazovych systému, kde jsou dle potfeby do vzdjemného
vztahu dédvany informace ulozené v databazi.

Poznamka 2.6.

(1)

Pro danou funkci n proménnych mizeme zavést (n + 1)-arni
relaci pf C My X -+ X M, x M takto: pf(x1,...,Tn,y) =1
pravé kdyz y = f(z1,...,%n). Ziejmé py pak muZeme pova-
zovat za graf funkce f. Obvykle vSak nedélame rozdil mezi
funkci a jejim grafem.

Z definice zobrazeni naopak plyne, ze danéd (n+ 1)-arni relace
p C My X -+ x M, x M muze byt grafem nejaké funkce n
proménnych M; X Ma X --- x M, do M pravé kdyz ma tuto
vlastnost:

pro kazdou uspoiadanou n-tici 1 € Mi,...,xn € M, exis-
tuje jediné y € M : p(z1,...,%n,y) = 1. Funkéni hodnotou
je pak praveé tento prvek y.

Zvlastni roli hraje nuldrni operace na M. Podle 1.36(4) ji
totiz mizeme povazovat za zobrazeni M? — M, tj. za zobra-
zeni, které prazdnému zobrazeni pfitazuje néjaky vyznaény
prvek z M. Opét nerozliSujeme mezi vyznaénym prvkem a
nularni operaci, ktera jej vybrala: strukturu s jednim vyznac-
nym prvkem pak zapisujeme napiiklad takto: (R, 1).

Pokud nebude feceno jinak, budeme nadéle ve zbytku této kapitoly
uvazovat algebraické struktury (M, S), kde S obsahuje pouze relace
a operace.
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) reflexivni, kdyZ a pa pro kazdé a € M;
) areflexivni, kdyZ apa pro kazdé a € M;
¢) symetricka, kdyz a pb = bpa pro libovolné a,b € M,
) asymetricka, kdyz a pb = bpa pro libovolné a, b € M,
) antisymetricka, kdyz
apb,bpa = a=>b pro libovolné a,b € M;
f) tranzitivni, kdyz apb,bpc = apc pro libovolné a, b, c € M,
g) atranzitivni a pb,bpc = apc pro libovolné a, b, c € M,
h) antitranzitivni, kdyz
apbbpc,apc= (a=b)V(b=c)V(a=c)
pro libovolné a,b,c € M;
i) Aplnd, kdyz pro kazdé a,b € M plati a pb nebo bpa.

DEFINICE 2.8. Binarni operace o na M se nazyva:
a) asociativni, kdyz
ao(boc)=(aob)oc pro libovolné a,b,c € M;
b) komutativni, kdyZz a o b =bo a pro libovolné a,b € M;
Vyznaény prvek e € M se nazyva neutralnim prvkem binarni
operace o, jestlize aoe =eoa = a pro kazdé a € M;

Definice 2.9.

Rekneme, Ze dvé algebraické struktury (Mi,S1) a (Ma,S2) jsou té-
hoZ typu, jestlize existuje bijekce S1 na S» pfifazujici kazdé relaci
(operaci) z S1 odpovidajici relaci (operaci) v Sa téze arity.

Definice 2.10. Pro dvé algebraické struktury (Mi,S1) a (M2, S2)
téhoz typu povazujeme ve smyslu definice 2.2 za homomorfizmus
(M1,S81) do (Ma2,S2) kazdé zobrazeni f : M1 — Mz s témito vlast-

nostmi:
(1) pro kazdou relaci p1 € S1 a odpovidajici relaci p2 € Sa téze
arity n plati: p1(z1,...,2n) =1 = p2(f(z1),..., f(zn)) =1;
(2) pro kazdou operaci w1 € S1 a odpovidajici operaci ws € Sa
téze arity n plati: f(wi(x1,...,2n)) = w2 (f(21),..., f(za)).
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vyznacny prvek v (M2, O2). Zrejme slozenl dvou homomorfizmu je
opét homomorfizmus (viz téz dédle konec poznamky 2.61).

Definice 2.11 (Pfimy soudin algebraickych struktur).

Necht {(M;, S;i)}ier je systém algebraickych struktur téhoz typu:

Si = {pij}jes, kde pi; je pro kazdé ¢ € I bud operace nebo re-
lace téze arity m;. Algebraickou strukturu (M,S) nazveme pFimym
souinem algebraickych struktur (M;, S;), jestlize M = i)e(IMi’ kde

S = {p; }jes obsahuje relace (operace) definované po slozkach: necht
p,or € M prok=1,...,n; aj € J, pak
(1) jsou-li p;; relace pro kazdé i € I, definujeme j-tou relaci
takto:
pi(@1,. .., on;) = 1 préavé kdyz pij (¢1(), - . ., ¢n; (1)) = 1 pro
vSechna i € [;
(2) jsou-li p;; operace pro kazdé i € I, definujeme j-tou operaci
takto:
pi(@1, .. 0n;) (@) == pij(p1(3),. .., pn,; (i) pro kazdé i € I.
Znacime také S =: i)g(ISi, piipadné (M,S) =: Z)G(I(MZ,SZ)
Je-li I koneénd, napiiklad I = {1,2,...,q}, pak také explicitné:
S =: Sl ><82><~ . ~><Sq a (M,S) =: (Ml,Sl)X(Mz,Sz)X~ . ~><(Mq,8q).

Definice 2.12 (Algebraické podstruktury).
Necht (M,S) a (M’',S’) jsou algebraické struktury téhoz typu: S =
{pities a 8" = {pj}jes, kde p; a p} jsou pro kazdé j € J bud
operacemi nebo relacemi téze arity n;. Rekneme, ze (M',S’) je al-
gebraickou podstrukturou algebraické struktury (M, S), jestlize
M' C M apro kazdé j € J ax1,...,2n, €M’ plati:
(1) jsou-li p; a p} relace, pak
pi(x1,...,xn;) =1 préavé kdyz pj(x1,...,2n;) = 1, neboli
Py =M"7 0 pj;
(2) jsou-li p; a p} operace, pak
z:=pj(x1,...,2n;) € M api(z1,...,2n;) = .
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strukture & a piseme (M',57) C (M, S) nebo jen M™ C M. Zejmena
M’ musi obsahovat vsechny vyzna¢né prvky z M.

Definice 2.13 (Generatory).

Necht (M, S) je algebraickd struktura a G C M néjaka jeji podmno-
7ina. Jestlize existuje nejmensi? podmnozina M* C M obsahujici G
(tj. G € M~™) takova, ze (M*,S) je podstrukturou v (M,S), pak G
nazyvdme mnozinou generatoru struktury (M*,S) nebo také fi-
kédme, Ze struktura (M*,S) je generovana svou podmnoZinou
G a piseme M* = S(G) (zde S vystupuje spiSe v roli symbolu pro
struktury téhoz typu).

Priklad 2.14. (N,+) je algebraickd podstruktura v (Z,+) genero-
vand jednoprvkovou podmnozinou G = {1} C Z.

Pozndmka 2.15. Binarni relace ¢i operace na kone¢nych mnozinach
nevelkého rozsahu lze zadat tabulkou (viz [KaSk:obr.8,15 s.26,45]).
Binarni relace je také mozno znazornit graficky ([KaSk:obr.9 s.27]).
V dalsich odstavcich této kapitoly se jiz zaméfime na specialni pripady
jednoduchych struktur, které spolu s ptriklady budou dobire ilustrovat
obecnou koncepci, kterou jsme zavedli v tomto odstavci.

2.2. Usporadané mnoziny.

DEFINICE 2.16. Binarni relace p na M se nazyva (Casteéné)
usporadani, je-li reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Nazyva se
uplné usporadani nebo také linearni uspofadani, je-li navic tplna.
Algebraickd struktura (M, p) se pak nazyva (Easteéné, prFip. line-
arné) usporadand mnozZina. Relace usporadani se obvykle znadi
symbolem < nebo =< a pod. PiSeme pak (M, <) nebo (M, <) a pod.

2(M',8) C(M,S),GC M = (M*,8) C(M',S) ...viz dale 2.20
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Linearne usporadané mnoziny:

(N, <), (Z,<), (Q,<) a (R, <) s obvyklym uspofaddanim.
Césteéné uspofadané mnoziny, které nejsou lineadrné usporadany:
(N, |), kde n|m znaéi, ze n je délitelem m; (P(M), C);

Pozndmka 2.18. Uspotradané mnoziny lze graficky zndzornit pomoci
tzv. Hasseova diagramu (viz [KaSk:obr.11,12 s.28-29]).

VETA 2.19 (Diikaz D.1).

Necht < je uspordddni na M. Definugme na M relaci < takto:

a<b & (a<b)A(a#b). Pak < je relace areflexivni a tranzitivni.
Naopak, je-li < areflexivni a tranzitivni relace na M a definujeme-li
a<b & (a<b)V(a=0b), pak < je usporiddnina M.

DEFINICE 2.20.

Bud (M, <) uspofddand mnozina. Prvek a € M se nazyvd nejmensi,
resp. nejvétsi prvek v M, plati-li x > a, resp. x < a pro kazdé
z e M.

Prvek a € M se nazyvd minimalni, resp. maximalni prvek v M,
jestlize pro zadné x € M neplati x < a, resp. z > a.

VETA 2.21 (Diikaz D.2). [KaSk:V3.1 s.28]

(1) Libovolnd usporddand mnozina md nejvyse jeden nejmensi a
nejvyse jeden nejvétsi prvek.

(2) Md-li uspofadand mnozina nejmenst, resp. nejvétsi prvek, pak
tento prvek je zdroven jejim jedinym minimdlnim, resp. ma-
rimdlnim prvkem.

(3) V uplné uspotddané mnoziné existuje nejvySe jedem mini-
mdlni, resp. maximdlnt prvek, ktery je zdroven jejim nejmen-
stm, resp. nejvétsim prvkem.

(4) Kazda neprdzdnd koneénd usporddand mnozina md alespori
jeden minimdint a alespon jeden mazximdlni prvek.
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Necht (M, <) je usporadana mnozina. Pro prvky a,b € M rekneme,
7e b pokryva a, jestlize a < b a neexistuje ¢ € M tak, ze a < ¢ < b.

Véta 2.23 (Dtkaz D.3).

Necht (M, <) je koneénd usporadand mnozina. Pak platia < b <
existuje konecény pocet prvki a = to < t1 < --- < t, = b tak, Ze t;
pokryvd ti—1 pro kazdéi=1,...,n.

DEFINICE 2.24. Bud (M, <) uspofddand mnozina a N C M. Pr-
vek a € M se nazyva dolni, resp. horni zavora (hranice) pod-
mnoziny N (v M), plati-li z > a, resp. z < a pro kazdé z € N.

DEFINICE 2.25. Bud (M, <) uspofddand mnozina a N C M.
Prvek a € M se nazyva nejvétsi dolni zavora, resp. nejmensi
horni zavora neboli infimum, resp. supremum mnoziny N (v M),
plati-li:

(1) a je dolni, resp. horni zévora N,

(2) pro kazdou dolni, resp. horni zdvoru ¢t mnoziny N plati t < a,

resp. t > a.

Pak piseme a = inf N, resp. a = sup M. Ma-li N nejmensi, resp. nej-
vétsi prvek, pak tento prvek je ziejmé jejim infimem, resp. supremem.

DEFINICE 2.26 (srov. s 1.27 a s 1.28).

Bud (M, <) uspofddand mnozina a N := {an}n>; posloupnost je-
jich prvka. Pokud existuje b, := inf{an},Z, pro kazdé k € N i
a” :=sup,y by, pak a” nazyvame limes inferior posloupnosti {a. }
a piSeme o~ = liminf a,,.

Analogicky dudlng: pokud existuje b := sup{an }32,, pro kazdé k € N
T = infren bz, pak a® nazyvame limes superior posloupnosti
{an} a piseme a™ = limsupa,. Pokud existuje a~ i a™, pak plati
liminf a, < limsupa, (CVICENI: ndvod D.4). Plati-li rovnost, pak
jejich spole¢nou hodnotu a := a~ = a* nazyvame limitou posloup-
nosti {an}rnen a piSeme a = lima,. Rikdme také, 7e posloupnost
{an}pZ, konverguje k a.

ia
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(1) Je-li posloupnost neklesagici, a1 < a2 < az < ..., a ezistuge
a := sup an, paklima, = a a piseme také a, T a.

(2) je-li posloupnost nerostouct, a1 > a2 > as > ..., a ezistuge
a :=inf a,, pak lima, = a a piseme také a, | a.

DEFINICE 2.28 (viz 2.2 a 2.10(1)).

Budte (M, <) a (N, =) usporfddané mnoziny. Zobrazeni f : M — N se
nazyvd homomorfizmus nebo také monotonni zobrazeni, jestlize
pro libovolné prvky =,y € M, x <y, plati f(x) < f(y). V souladu s
2.2 piseme f : (M,<) — (N, =). Zobrazeni f se nazyva izomorfis-
mus, jestlize navic rovnéz f~! : N — M je homomorfizmem, neboli
pro libovolné prvky z,y € M plati z <y < f(z) < f(y).

Véta 2.29 (Dtkaz D.6).

Budte (M, <) a (N,=) usporddané mnoziny a f : (M,<) — (N, =)
izomorfizmus. Necht P C M je néjakd podmnozina. Pak inf P, resp.
sup P ezistuje v M prdvé kdyZ existuje inf f(P), resp. sup f(P) v
N. V takovém ptipadé plat{ f(inf P) = inf f(P), resp. f(sup P) =
sup /(P).

Dusledek 2.30. Necht v predchozi vété P = {an}n=1 je posloup-
nost. Pak liminf a,, resp. limsup a, existuje v M prdvé kdyZ exis-
tuje liminf f(ay), resp. limsup f(an) v N. V takovém pripadé plati
f(liminf a,) = liminf f(ay), resp. f(limsup a,) = limsup f(an).

DEFINICE 2.31 (Pfimy soué¢in uspofadanych mnozin — viz 2.11(1)).
Necht (M, <) a (N, <) jsou dvé uspofddané mnoziny a (M x N, <)
jejich pfimy souc¢in. Budte [m1,n1], [m2,n2] € M x N dva prvky, pak
[m1,n1] < [m2,n2] < (m1 < m2) A (n1 < n2). Analogicky (po
slozkach) uspordddme prvky pfimého souéinu koneéné mnoha uspo-
fadanych mnozin ¢i libovolného systému takovych mnozin.

41



DEFINICE 2.32.

Binarni relace p na mnoziné M se nazyva ekvivalenci na této mno-
ziné, jestlize je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Obvykle se znaci
symboly ~, = nebo ~ a pod. PiSeme pak (M, ~),(M,=) nebo (M,~) a
pod. Mnozinu vSech ekvivalenci na M budeme déle znacit E(M). Tato
mnozina je uspofadana inkluzi C neboli pro ekvivalence p,o € E(M)
jepCo & [zpy = zoy|.

DEFINICE 2.33.

Bud M nepréazdna mnozina. Rozkladem M na mno#iné M rozu-
mime neprazdny systém po dvou disjunktnich neprazdnych podmno-
7in M := {M;};er mnoziny M, jejichZ sjednocenim je cel4 mnoZina
M. Prvky M se nazjvaji t¥idy tohoto rozkladu. Vybereme-li z
kazdé tfidy M; néjaky prvek m;, pak m; se nazyva reprezentan-
tem t¥idy M; a mnozina vSech reprezentanti {m; |7 € I} se nazyva
systém reprezentantt rozkladu M. Piifadime-li kazdému prvku
m € M (jednozna¢né uréenou) tfidu rozkladu 7, do niz m patii,
pak toto zobrazeni (pruh nahoie) je surjekci M na M a nazjva se
kanonickym zobrazenim rozkladu M. Jeho restrikce na systém
reprezenanti je pak bijekce na M.

VETA 2.34 (Diikaz D.7). [KaSk:V3.2 s.31]
Bud M rozklad na mnoZiné M. Definujme relaci p na M takto: xpy <
existuje tiida ™ € M tak, Ze © € T,y € .
Pak p je ekvivalence na M.
VETA 2.35 (Diikaz D.8). [KaSk:V3.3 s.31]
Bud p ekvivalence na mnoziné M. Pak existuje jeding rozklad Mna
M takovyj, Ze pro x,y € M plati xpy < existuje tiida m € M tak,
Zex €Em,y €m.
DEFINICE 2.36. Rozklad M pifslusny k ekvivalenci p na M po-
psany v piedchozi vété znacime M =: M/p. Oznaéme R(M) mnozinu
vSech rozkladl na mnoziné M.
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nez M, neboli M jeA/hrubﬁi nez M, kdyz ke kazdé tfiiifz me M
existuje t¥ida m € M tak, ze m C m. Piseme M < M. Snadno
nahlédneme, ze < je usporadani na R(M).

Véta 2.38 (Dtikaz D.9).

Bud M neprdzdnd mnoZina a pro libovolné © € E(M) poloZme
f(©):=M/O. Pak f je izomorfismus (E(M), C) na (R(M), <).
VETA 2.39 (Dtikaz D.10).

Necht M, N jsou neprdzdné mnoZiny a f : M — N zobrazeni. Defi-
nujme na M relaci L takto: z L y < f(x) = f(y). Pak L je ekviva-
lence na M a tridy rozkladu M/L jsou prave uplné vzory vsech prvki
2 f(M), t5. M/L = {f~2({n}) |n € F(M)}. Zejména dostivime bi-
jekci (jednojednoznacnou korespondenci) mezi tiidami rozkladu, jejich
reprezentanty a obrazem f(M) mnoZiny M v N.

DEFINICE 2.40. Rozklad M/ Ly predchozi véty se nazyva kano-
nicky rozklad pfislusny k zobrazeni f.

Dusledek 2.41 (Dukaz D.11).

Necht M, N, P jsou neprdzdné mnoZiny a f : M — N ag: N — P
dvé zobrazeni. Oznacime-li gf : M — P sloZené€ zobrazent, pak ig%
a tedy kanonicky rozklad prislusny k [ je vidy jemnéjsi nez kanonicky
rozklad prislusny ke sloZenému zobrazeni gf.

DEFINICE 2.42. Bud déna algebraickd struktura (M,S) a néjaka
ekvivalence ~ na M. Rekneme, Ze ~ je kongruenci na struktuie
(M, S), jestlize pro kazdou n-arni operaci w na M, w € S, plati:

(1) a1 ~b1,...,an ~ by = w(ai,...,an) ~ w(bi,...,by).
Na M := M/~ lze pak zavést strukturu S stejného typu jako S takto:

(i) pro kazdou relaci p € S n-arni definujeme 7 € S téze arity:
p(@1,...,an) := 1 pravé kdyz pro néjaky vybér reprezentanti
ai,...,an je play,...,an) =1;
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takto:

a) n = 0: vyznaénym prvkem w je tfida obsahujici vy-
znacny prvek w,

b) n > 0: w(ai,...,an) := w(ai,...,an) pro néjaky vybér
reprezentantl ai, ..., an (dle (1) na vybéru nezalezi).

Strukturu (M, S) pak zna¢ime (M, S)/~ a nazyvame ji faktorovou
(podilovou) strukturou struktury (M,S) vzhledem ke kon-
gruenci ~.

VETA 2.43 (Dtikaz D.12). Bud ddna algebraickd struktura (M,S)
a néjakd kongruence ~ na M. Pak prislusné kanonické zobrazent je
homomorfizmus (M,S) na (M,S).

Je-li naopak f : (M,S) — (N,S') néjaky homomorfizmus, pak L
v prislusném kanonickém rozkladu M := M/L je kongruence_ng
(M,S). Pritom (f(M),S’) je podstrukturav (N,S’) izomorfni s (M, S).

2.4. Struktury s jednou binarni operaci.

DEFINICE 2.44. Algebraickd struktura (M, o) s jednou bindrni
operaci o se nazyvad grupoid. Grupoid (M,o), v némz plati aso-
ciativni zakon se nazyva pologrupa. Kazda pologrupa, v niz exis-
tuje neutralni prvek e se nazyvd monoid — piSeme (M, o,¢). Je-li
operace o multiplikativniho typu (napfiklad -,x), pak hovoiime o
multiplikativnim grupoidu (pologrupé, monoidu). Je-li aditiv-
niho typu (napiiklad +, —), hovofime o aditivnim grupoidu (po-
logrupé, monoidu). Neutralni prvek e multiplikativniho, resp. adi-
tivniho grupoidu se obvykle nazyvé jeho jednotkovym, resp. nu-
lovym prvkem a misto e se znaéi 1, resp. 0. Grupoid (pologrupa,
monoid) se nazyva komutativni, jestlize operace o je komutativni.

PRIKLAD 2.45.
Necht S je mnozina né&jakych symbold, napiiklad 26 malych pismen
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Oznacme 5™ mnozinu vsech konecnych retezcu (posloupnosti) znaku
z S véetné prazdného fetézce, tj. S* = {'s152...5,"|s; € S proi =
1,...,n;n € N} U{"}. Necht (S*,0,”) je algebraickd struktura, kde
o je operace sklddani Fetézctu (konkatenace), tj. napfiklad definu-
jeme ’auto_’o’jede’:="auto_jede’. Pak (S5*,0,”) je ziejmé& nekomuta-
tivni monoid, jehoZ neutralnim prvkem je prazdny fetézec ”.

VETA 2.46 (Obecny asoc. zékon ,[KaSk:V5.1 s.46]).

Necht (M, o) je pologrupa a a1, az,...,an € M. Potom vSechny mozné
souciny vytvorené viemi mozZnymi uzdvorkovdnimi posloupnosti {a; }i—1
jsou rovny jednomu a témuz proku.

VETA 2.47.
Kazdy grupoid md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

DEFINICE 2.48. Necht (M, o) je grupoid s neutralnim prvkem e.
Necht dale a € M a nechtf pro jisté b € M plati aob =boa = e.
Potom b se nazjva inverzni prvek k a a znaéi se a~!. V aditivnim
grupoidu se obvykle nazyva prvkem opa¢nym k a a znadi se —a.

DEFINICE 2.49. Necht grupoid (M, o) mé tyto vlastnosti:

(1) Operace o je asociativni (neboli (M, o) je pologrupa).

(2) Existuje jednotkovy prvek e (neboli (M, o) je dokonce mo-
noid).

(3) Ke kazdému prvku a € M existuje inverzni prvek a~*.

Potom algebraicka struktura (M, o,e)® se nazyvad grupa: multiplika-

tivni, resp. aditivni dle typu operace. Je-li operace o navic komuta-
tivni, pak grupa (M, o,e) se nazyva komutativni grupa nebo také
abelovska grupa.

3Pf‘esnéji bychom méli psat (M, o, ~1, ), nebot grupa je strukturou s jednou
binarni operaci o, jednou unarni operaci “la jednim neutralnim prvkem e.
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Necht (M,o,¢e) je grupa. rotom pro kazd€ a je a

-

urceno jeano-

znacné, tj. kazdy prvek ma prdvé jeden inverzni prvek.

PRIKLAD 2.51.

a)

Mnozina komplexnich ¢isel C s obvyklymi operacemi +, -, —
tvofi grupoidy (C, +), (C,-), (C, —). Obvyklé déleni / na mno-
ziné C neni operace, nebot neni definovan napf. prvek 2/0.
Déleni / je ale operace na mnoziné C* vSech nenulovych kom-
plexnich é&isel. (C*, /) je tedy nekomutativni grupoid. Navic
(C,+,0) je abelovskd grupa, zatimco (C,-,1) je jen komuta-
tivnim monoidem a (C, —,0) pouze nekomutativnim grupoi-
dem, nebot odecitani neni ani asociativni ani komutativni.
Nenulova ¢isla (C*, -, 1) vSak jiz tvoii abelovskou grupu vzhle-
dem k nésobeni, ne tak (C*,/,1) vzhledem k déleni pfestoze
kazdy prvek ma inverzni (jelikoz a/a = 1, je dokonce kazdy
prvek inverzni sdm k sobé). Déleni totiz neni podobné jako
odecitani ani asociativni ani komutativni operaci.
Analogicky jako v a) necht +,-,— maji obvykly vyznam.
Pak (Rv +)7 (Rv ')7 (Rv _)7 (Q7 +)7 (Q7 ')7 (Q7 _)7 (Zv +)7 (Zv ')7
(Z,—), jsou grupoidy s obdobnymi vlastnostmi jako v a). Je-li
/ obvyklé déleni na mnozinach R* = R — {0}, Q" = Q — {0},
jsou (R*, /), (Q*,/) grupoidy. Naproti tomu / neni operace
na mnoziné celych nenulovych ¢&isel, nebot napt. 2/3 neni celé
nenulové ¢islo.
Podobné také (Zn,®,0) je abelovskd grupa, (Zn,®,1) je ko-
mutativni monoid a (Zx, ©,0) nekomutativni grupoid s ope-
racemi se¢itani @, odeéitdni © a nasobeni ® modulo N (viz
1.3).
Operace + a - jsou také operace na mnoziné N, tedy (N, +),
(N, ) jsou komutativni grupoidy. Naproti tomu — a / nejsou
operace na N.
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mnozin U, rozdil mnozin (—) a symetricka diference mnozin
(=) jsou operace na mnoziné vSech podmnozin 2% . Jsou tedy:
(2%,n), (2%,0), (2%, ) a (2%, +) grupoidy. Navic (2%, <, )
je abelovska grupa dle véty 1.26, kde kazdy prvek je opacny
sam k sobé, (2%,U,0) i (2%,n, X) jsou pouze komutativni
monoidy, zatimco (2X , —) pouze nekomutativni grupoid, ne-
bot rozdil mnozin neni ani komutativni ani asociativni. Na-
proti tomu kartézsky souc¢in X neni obecné operace na mno-
zing 2%,

e) Necht X je libovolna neprazdna mnozina. Symbol X~ ozna-
¢uje systém vsech zobrazeni mnoziny X do X. Pro f € X%,
g € XX je slozené zobrazeni go f opét prvkem mnoziny X=.
Tedy o je operace na mnozing X~ a (X%, o) je (obecn& ne-
komutativni) pologrupa. Oznaéime-li Ix : X — X identické
zobrazeni (Ix(z) = z pro kazdé x € X), pak (X¥,0,Ix) je
dokonce monoid. Prvek f € X* md inverzni prvek v mono-
idu (XX, 0,1) prdvé kdyz f je bijekce. Inverzni prvek k f je
pak roven inverznimu zobrazeni f~1 k zobrazent f.

VETA 2.52 ([KaSk:V5.8 s.48]).
Necht (M, o, e) je monoid. Necht a, a1, az, ..., an € M maji inverzni
prvky v (M, o). Pak plati:
(a) e™! =e¢,
(b) (@)™t =g,
(c) (a0azo...0a,)" ' =ay
(d) prob € M jsou prokyx =a ' ob, y=boa ' jedind feient
rovnicaox =b, yoa =b v grupoidu (M,o).

1 -1 -1
oca,”,0...0a; ,

Definice 2.53. Necht (M, o) je grupoid. Jestlize pro kazdou dvo-

jici prvkid a,b € M existuje jediny prvek x tak, ze a o x = b, pak

fikdme, Ze v grupoidu plati levy zédkon o jednoznaéném déleni

(resp. odecitani v aditivnim pfipadé). Jestlize pro kazdou dvojici

prvka a,b € M existuje jediny prvek y tak, Zze y o a = b, pak fikame,
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odecitani v aditivnim pripade).

Véta 2.54. Pologrupa (M, o) je grupou prdvé kdyz v ni plati levy i
pravy zdkon o jednoznacném délent.

DEFINICE 2.55. Necht (M, o) je grupoid. Jestlize pro kazdou tro-
jici prvki a,z,y € M plati implikace a oz = aoy = = = y, pak
fikdme, ze v grupoidu plati levy zakon o kraceni (resp. ruseni v
aditivnim pfipadé). Jestlize obdobné z oa = yoa = z = y, pak
fikdme, Ze v grupoidu plati pravy zakon o kraceni (resp. ruSeni
v aditivnim p¥ipadé). Rikdme take, ze v (M, o) lze kratit zleva, pii-
padné zprava.

VETA 2.56 ([KaSk:V5.13 5.51]).
V kazZdé grupé lze kratit zleva i zprava.

Oznaéeni . Necht (G, o) je pologrupa a necht a € G. Pro piirozené
¢islo n polozime:
a" :=aoao...0a.
N—_—— —
n prvka a
M&-1i grupoid (G, o) jednic¢ku e, polozime:
a =e.
Necht (G,0) ma jednicku a prvek a nechf mé inverzni prvek o*
v grupoidu (G, o). Pak polozime:

o "i=(a " :=a toa o...0a".

n prvkia a—1

Pro takto zavedené umocnovani plati znama pravidla:

amoa" =a™" a (a™)" = a™" (viz [KaSk:V5.9 s.49]).

V aditivnim grupoidu a — b := a + (—b) a déle piSeme na misto a™ a
—na misto a” ", takze vySe uvedend pravidla pak prepiSeme takto:
ma +na = (m + n)a a n(ma) = (nm)a = (mn)a.
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monoidu, grupy) nazyvame jeho/jejim podgrupoidem (podpolo-
grupou, podmonoidem, podgrupou).

POZNAMKA 2.58. Necht (M,o) je grupoid a N C M, N # 0.
Uvazme nasledujici vlastnosti podmnoziny N:
(1) 2,y € N = zoy € N (uzavienost k bindrni operaci o);
(2) je-li e neutralni prvek v (M, o), pak e € N
(uzavienost k nuldrni operaci vybirajici neutralni prvek);
(3) jelli # € N a 27! k nému inverzni prvek v (M,o), pak
7! € N (uzavienost k unarni operaci ~').
Podle definice 2.12 je tedy
a) (IV, o) podgrupoidem (podpologrupou) grupoidu (pologrupy)
(M, o) pravé kdyz ma vlastnost (1);
b) (N,o,e) je podmonoidem monoidu (M, o,e) pravé kdyz ma
vlastnosti (1) a (2);
c) (N,o,e) je podgrupou grupy (M,o,e) pravé kdyz ma vlast-
nosti (1) a (3) [pak ma zfejmé i vlastnost (2)].
Kazdy monoid (kazda grupa) (M, o,e) mé alesponi dva podmonoidy
(dvé podgrupy): (M, o, e) a trividlni podmonoid (podgrupu) ({e}, o, e).

Véta 2.59.
Necht (M, o,e) je grupa a N C M, N # (. Pak ndsledujict vijroky
jsou ekvivalentni:

(1) (N,o,e) je podgrupa v (M, o,e),

(2) z,ye N=2zo0y ' €N,

(3) z,yc N=2"toyeN.

PRIKLAD 2.60.
Podpologrupy:
o (N, +) C (Z,+),
e mnozina vSech bijekci X —» X z piikladu 2.51e) je grupou, kterd
je podmonoidem v (X, o, Ix).
Podgrupy:
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o (R" —10y,-,1) C(R",-,1) ...viz priklad 2.51b);
e Naopak (Zy,®) neni ani podgrupoid v (Z,+).

POZNAMKA 2.61. Necht (M, o) a (N,-) jsou grupoidy a f : M — N
zobrazeni. Uvazme nasledujici vlastnosti zobrazeni f:
(1) v, ye M = f(zoy) = f(x) f(y);
(2) jsou-li e, E neutralni prvky po fadé v (M,o) a (N,-), pak
fle) = E;
(3) je-lia € M aa™! k nému inverzni prvek v (M, o), pak f(a™?!)
je inverzni k f(a) v (N,-), neboli f(a™') = f(a)™".
Podle definice 2.10 tedy plati:

a) f:(M,o) — (N,-) je homomorfizmus grupoidi préavé kdyz
ma vlastnost (1);

b) f: (M,o,e) — (N,-, E) je homomorfizmus monoidi pravé
kdyz mé vlastnost (1) a (2);

c) f: (M,o,e) — (N, E) je grupovy homomorfizmus pravé
kdyz ma vlastnosti (1) a (3) [pak m4 zfejmé i vlastnost (2)]
nebo vlastnosti (1) a (2) [pak ma zfejmé i vlastnost (3) uva-
Zime-li vétu 2.50];

Kterykoli z vyse uvedenych homomorfizmi je izomorfizmem praveé
kdyZ f je bijekce. Snadno se totiz ovéif, ze f~!: N — M je rovnéz
homomorfizmus z (N,-) do (M,o): f~YE) = f~'(f(e)) =e,
F7NF(@) - F(1) = S (Flao b)) = aob= F(f(a) o fA(FB).
Tento homomorfizmus je ovSem také izomorfizmem. Poznamenejme,
ze obdobnou vlastnost maji nejen struktury s jednou binarni operaci,
ale kazda struktura obsahujici pouze operace a zadnou relaci: kazdy
bijektivni homomorfizmus je pak také automaticky izomorfizmem.

PRIKLAD 2.62.

(1) Necht (S*,0,”) je monoid z piikladu 2.45 a d : S* — Z zob-
razeni prifazujici kazdému retézci jeho délku. Pak d je homo-
morfizmus nekomutativniho monoidu (S*,0,”) do abelovské
grupy (Z,+,0).
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fizmem (Z, +,0) na (Zn, ®,0). Pak L je grupovou kongruenci
piislusného kanonického rozkladu (véta 2.43) a plati:

a L b pravé kdyz N je délitelem b — a.
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Tyto struktury ji1z zachycuji vsechny podstatne vlastnosti beéznych
¢iselnych oborti.

DEFINICE 2.63. Algebraicka struktura (M, +,-,0) s dvéma binér-
nimi operacemi + (aditivni) a - (multiplikativni) se nazyva okruh,
jestlize jsou splnény nasledujici podminky:
(1) (M,+,0) je abelovska grupa,
(2) (M,") je pologrupa;
(3) Pro libovolnou trojici prvka a,b,c € M plati distributivni
zakony:

(a+b)-c=a-c+b-c
c-(a+b)=c-a+c-b.

Okruh (M, +,-,0) se nazyvd okruhem s jednotkou, jestlize exis-
tuje neutrdlni prvek 1 € M takovy, ze (M, -, 1) je monoid. Pak piSeme
(M,+,-,0,1).

Okruh (M, +,-,0) se nazyvad komutativni, jestlize (M, ) je komuta-
titvni pologrupa.

DEFINICE 2.64.
Algebraickou podstrukturu okruhu nazyvame jeho podokruhem.

POZNAMKA 2.65. Necht (M,+,-,0) je okruh a N C M, N # 0.
Podle definice 2.12 a s uvazenim poznamky 2.58 tedy vidime, Ze
(N,+,-,0) je podokruhem v (M, +,-,0) pravé kdyz plati:
(1) z,ye N=>z+y€eN;
(2) z,ye N=z-y € N,
(3) jelliz € N, pak —z € N.

(4) je-li 1 jednotka okruhu (M,+,-,0,1), pak 1 € N;
Podle poznamky 2.58 je tedy (N, +, -, 0) podokruhem okruhu (M, +,-,0,1)
pravé kdyz (N,+,0) je podgrupou v (M,+,0) a soucasné (N,-) je
podpologrupou v (M, -), pfipadné (N, -, 1) je podmonoidem v (M, -, 1).

52



proky a, b, c € M nasledujict rdentity:

(a—=b)-c=a-c—b-c
c-(a=b)=c-a—c-b
a-0=0-a=0.

Definice 2.67.

Nenulovy prvek a okruhu (M, +,-,0) se nazyva délitelem nuly to-
hoto okruhu, kdyz v M existuje b # 0 takové, Ze a - b = 0 nebo
b-a=0.

Definice 2.68. Komutativni okruh s jednotkou, ktery nemé délitele
nuly se nazyva obor integrity.

Véta 2.69.
V kazdém oboru integrity (M, +,-,0,1) lze krdtit (vzhledem ke komu-

tativité zleva i zprava) nenulovgm prokem:
a,bjce M;a#0,a-b=a-c=>b=c

Dausledek 2.70. Je-li (M,+,-,0,1) obor integrity, pak (M — {0},-)
je komutativni grupoid, v némz plati levy © pravy zdkon o krdcend.

Definice 2.71 (Charakteristika oboru integrity).

Necht (M, +,-,0,1) je obor integrity. Jestlize existuje pfirozené ¢islo
n tak, ze nl = 0, potom fekneme, Ze obor integrity (M, +,-,0,1) ma
koneénou charakteristiku. Nejmensi pfirozené ¢islo s touto vlast-
nosti se nazyva charakteristikou tohoto oboru integrity.

V opa¢ném pfipadé fikdme, Ze obor integrity (M,+,-,0,1) ma ne-
koneénou charakteristiku nebo téz charakteristiku nula.

Véta 2.72.
Necht obor integrity (M, +, -,0,1) md koneénou charakteristikun, pak
n je prvocislo.
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Okruh s jednotkou (M, +,-,0,1), v néemz (M — {0y,-,1) je grupa se
nazyva téleso. Je-li tato grupa komutativni, potom (M,+,-,0,1) se
nazyvd komutativni téleso nebo také pole.

Véta 2.74.
Pole je oborem integrity.

Véta 2.75.
Kazdy konecny obor integrity je polem.

Priklad 2.76 (viz 2.51).

e (N,+,-,0,1) C (Z,+,-,0,1) C (Q,+,-,0,1) C (R, +,-,0,1) C

C (C,+,-,0,1) jsou do sebe vnoiené obory integrity, z nichz posledni
tfi jsou dokonce pole nekone¢né charakteristiky.

e (Zn,®,0,0,1) je komutativnim okruhem s jednotkou, ktery neni
podokruhem zadného z vyse uvedenych okruht. (Zn,®,®,0,1) je
oborem integrity jen kdyz N je prvocislo. V takovém pripadé je do-
konce polem dle véty 2.75.

e Mnozina vSech polynomi s koeficienty napiiklad z C tvoii rovnéz
obor integrity vzhledem k obvyklému secitani a nasobeni polynomt.
° (2X, +,N,0, X) je dle véty 1.26 komutativnim okruhem s jednotkou
X (totiz ANX = A pro kazdou podmnozinu A C X)), ktery neni obo-
rem integrity, pokud X m4d vice jak jeden prvek (pak totiz lze vzdy
najit dvé rtzné nepriazdné podmnoziny s prazdnym prinikem).

POZNAMKA 2.77.
Necht (M, +,0,0) a (N,®,-,0) jsou okruhy (télesa) a f : M — N
zobrazeni. Uvazime-li 2.61b)c), potom f je homomorfizmem téchto
struktur ve smyslu 2.10 pravé kdyz jak f : (M,+,0) — (M,®,0)
tak i f : (M,0) — (N,-) jsou homomorfizmy, tj. pravé kdyz f ma
nasledujici vlastnosti:

(1) a,b€ M= fa+) = f(a) & F(5),

(2) a,b e M = f(aob) = f(a)- f(b),

(3) f(0)=0a f(1) =1, pokud oba okruhy maji jednotku.
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minkou a € M = f(—a) = —f(a), a v pripade téles 1 podminku
f(1) =1 podminkou 0 #a € M = f(a™ ') = f(a)™".

PRIKLAD 2.78. Grupovy homomorfizmus f:=() y z ptikladu 2.62(2)
je i okruhovym homomorfizmem (Z, +,-,0,1) na (Zn,®,®,0,1), pii-

gemiz L je pak také okruhova kongruence.
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algebraicka (pod)struktura € algebraic (sub)structure
homomorfizmus, endomorfizmus ¢ homomorphism, endomorphism
izomorfizmus, relace, operace ¢ isomorphism, relation, operation
nulérni, unarni, binarni, n-arni 4 nullary, unary, binary, n-ary
vyznacény, neutralni ¢ singular, neutral

reflexivni, symetrickd, uplna ¢ reflexive, symmetric, complete
antisymetrickd, tranzitivni ¢ antisymmetric, transitive
asociativni, komutativni ¢ associative, commutative

generator, generovany podmnozinou ¢ generator, generated by a set
pfimy soucin, uspofddand mnozina ¢ direct product, ordered set
Gastecné (linedrné) usporaddand 4 partially (linearly) ordered
mensi (vétsi) nebo roven nez 4 less (greater) than or equal to
nejmensi (nejvétsi) ¢ least (greatest)

minimalni (maximalni) ¢ minimal (maximal)

dolni (horni) zévora 4 lower (upper) bound

infimum (supremum) ¢ infimum (supremum)

limes inferior (limes superior) 4 inferior limit (superior limit)
ekvivalence, kongruence ¢ equivalence, congruence

rozklad na t¥idy, kanonicky ¢ partition into classes, canonical
faktorova struktura ¢ factor structure

(pod)grupoid, (pod)pologrupa 4 (sub)groupoid, (sub)semigroup
(pod)monoid, pod(grupa) 4 (sub)monoid, (sub)group

abelovska grupa ¢ abelian group

opacny (inverzni) prvek 4 negated (inverse) element

nulovy (jednotkovy) prvek 4 zero, null (unit) element

(levy, pravy) zékon o kraceni ¢ (left, right) cancellation law
zédkon o jednozna¢ném déleni ¢ unique division law

okruh, obor integrity 4 ring, domain of integrity

délitel nuly, charakteristika 4 divisor of zero, characteristic
téleso, pole ¢ division ring, field
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Teorie a priklady: [KaSk: s.54-129], [Sik: s.1-131]
Piiklady: [Ho:¥eSené &.16-36; s.17-371],
[Ho:nefeSené kap.3-7 s.81-167]

3.1. Vektorové prostory.

DEFINICE 3.1. Necht (F,+,-,0,1),0 # 1 je pole (tzv. pole ska-
larua), jehoz prvky budeme nazyvat skalary. Necht (V,+,0, Sr) je
algebraicka struktura s jednou binarni operaci 4, nulovym prvkem 0
a zobrazenim Sy : F XV — V uréujicim pro kazdy skalar a € F jednu
unarni operaci {a} x V' — V zapisovanou ve tvaru Sr(c, ) =: ax a
nazyvanou nasobeni skalarem. Necht (V,+,0) je abelovskd grupa
a pro kazdé a, 3 € F a @,y € V necht plati:

(L1) Distributivni zdkon vzhledem k seéitani vektoru:
ax+y) =ax+ay
(L2) Distributivni zdkon vzhledem k seéitani skalart:
(a+ B)x = ax + Sz
(L3) Asociativni zakon vzhledem k néasobeni skalary:
a(fz) = (af)x
(L4) 1z = x.
Pak algebraickd struktura (V, 4,0, Sr) se nazyvd vektorovy (line-
arni) prostor nad polem F, prvky mnoziny V se nazyvaji vektory
a operace  — ax se nazyva nasobeni vektoru x skalarem «. Vek-
torovy prostor se nazyva realny (resp. komplexni), jestlize F = R
(resp. F = C).

Poznamka 3.2.

(1) Jestlize nerozliSujeme mezi skaldrem a odpovidajici unérni
operaci, pak v souladu s 2.1 mtzeme vektorovy prostor pova-
Zovat za algebraickou strukturu (V, Lr), kde Lr = {+,(—),0} UF
predstavuje popis operaci linedrni struktury (symbol (—) znaéi
undrni operaci vybéru opa¢ného prvku v aditivni grupé).
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L misto Lr. V dalsim budeme casto pracovat s realnym nebo
komplexnim vektorovym prostorem, kde £ := Lr nebo L :=
Lc.

(3) Pojem vektorového prostoru lze zavést i nad nekomutativ-
nim télesem F. V takovém piipadé je nutno rozliSovat mezi
nésobenim skaldry zleva a zprava a zavést tzv. levy (resp.
pravy) vektorovy prostor nad F. Je-li F pouze okruh
s 1 # 0, pak se toto pojeti dale zobecnuje a zavadi se tzv.
levy (resp. pravy) modul nad F (nebo téz F-modul).

VETA 3.3 (Diikaz D.13). [§ik:V3.6 s.25]
Necht' V' je vektorovy prostor nad F a «,3,a; € F; x,y,xz; € V.
Pak plati:

(L5) ar=0 < a=0nebox =0

(L6) —azx =a(—z) = (—a)z
(L7) az—y) =ax —ay
(L8) (a—p)x =ax— px
(L9) a(x1+ -+ zp) =ax1+ -+ axn
(L10) (a1 +- -+ am)z=aix+ -+ anx
(L11) (37, o) (Z;‘L:I z) =30 o D1 T = Dy 2 iy =

> (T i)
PRIKLAD 3.4 ([Sik:P¥.3.5 s.25]).

(1) (F,Lr) je vektorovy prostor nad polem F. Vlastnosti (L1) a
(L2) jsou dusledkem okruhovych distributivnich zédkont, (L3)
plyne z asociativity okruhového nasobeni a (L4) rovnéz plati,
nebot 1 je jednotkou okruhového nasobeni. Zejména (R, Lr),
resp. (C, Lc) je redlny, resp. komplexni vektorovy prostor.

(2) Uzitim pfimého souéinu z definice 2.11 1ze konstruovat dalsi

(vicerozmérné) vektorové prostory (n € N;n > 1):
(F", Lr) := (F,Lr) X -+ x (F, Lr) ...n-tice skalartu z F.

nx
Zejména (R™, Lg) (resp. (C™, Lc)) je realny (resp. komplexni)
58



'V techto prostorech jsou tedy dle 2.11 vsechny operace defi-
novany po slozkach:

[T1,- -y Zn] + Y1y -y Yn] = [T1 + Y1, s Tn + Yn)
0:=[0,...,0] ...nulovy vektor

—[z1,...,xn] :==[-21,...,—2x] ...opacny vektor
alr, ..., Tn] = [ax1,...,axy] ...skaldrni ndsobek
Analogicky: (RY, Lg) := )e(N(]R’ Lr) a (C", Lc) == )G(N((C,Ec)

jsou po radé vektorové prostory vsSech realnych, resp. kom-
plexnich posloupnosti s operacemi po slozkach jako ve (2).

Analogicky: (R', Lr) := )G(I(]R, Lr) a (C!, Lc) == )G(I((C,Ec)
jsou po radé vektorové prostory vsSech redlnych, resp. kom-

plexnich funkci definovanych na mnoziné I (tj. funkci z I do
R, resp. z I do C) opét s operacemi po slozkich. Tedy defi-
nujeme pro kazdé i € I:

(f +9)() == () + 90),  (—F)(0) == —£(),

f=0 & f(i) =0prokazdéiel,

(af)(i) := af(i).

Ozna¢me po fadé R[t], resp. C[z] mnozinu v8ech polynomi
jedné proménné t € R, resp. z € C s koeficienty z R, resp. z C.
Pak tyto mnoziny tvoii vzhledem k obvyklému sec¢itani a na-
sobeni skalarem realny, resp. komplexni vektorovy prostor,
ktery lze ztotoznit s realnymi, resp. komplexnimi posloup-
nostmi koeficientt (viz (3)) tvaru {ao, a1,...,an,0,...,0,...}
pro libovolné n € N. Omezime-li se na pevné n, dostaneme
vektorové prostory Ry[t], resp. Cn[z] vSech polynomi s redl-
nymi, resp. komplexnimi koeficienty stupné nejvyse n.

DEFINICE 3.5.

Necht (V, Lr) je vektorovy prostor, 1,...,Zn €V a a1,...,an € F.
Pokud x € V lze vyjadrit ve tvaru * = ai1®1 + -+ - + anxn, pak
fekneme, Ze vektor x je linearni kombinaci vektoru x1,..., xy.
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DEFINICE 3.6.
Algebraickou podstrukturu (definice 2.12) vektorového prostoru (V, Lr)
nazyvame jeho vektorovym (linedrnim) podprostorem.

VETA 3.7 (Dtikaz D.14).

Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a § # W C V  jeho podmno-
Zina. Pak (W, Lr) je vektorovym podprostorem prostoru (V, Lr) (pi-
Seme (W, Lr) C (V, Lr)) prdvé kdyz md ndsledugici vlastnosti:

1) z,yecW=ax+yeW

(uzavrenost vzhledem ke grupovému secitdni)
(2 zeW,aeF=axecW

(uzavrenost vzhledem ke skaldrnimu ndsobent).

DUSLEDEK 3.8 (Dikaz D.15).

Kazdy vektorovy podprostor (W, Lx) prostoru (V, Lr) je uzavieny k li-
bovolnym linedrnim kombinacim svych prvkid, tj. plati:

z, e Wa,€Fproi=1,....n=a1x1+ -+ anxy, € W.

Pozndmka 3.9.

V kazdém vektorovém prostoru (V, Lr) existuje nejmensi vektorovy
podprostor ({0}, Lr) nazyvany také nulovy podprostor a nejvétsi
podprostor totozny s celym prostorem (V, Lr).

VETA 3.10 (Dtikaz D.16).

Necht{(W;, Lr) }ier je systém vektorovych podprostori prostoru (V, Lr).
Pak jejich prinik (;c; Wi je rovnéZ vektorovy podprostor ve V.
DEFINICE 3.11. Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a G C V jeho
podmnozina. Pak v souladu s definici 2.13 nejmensi vektorovy pod-
prostor ve V obsahujici G nazveme podprostorem generovanym
mnozinou G nebo také linearnim obalem mnoZiny G ve V.
Znacime jej Lr(G) nebo struénéji £(G). Prvky mnoziny G nazjvime
generatory tohoto podprostoru.
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Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a G C V' jeho poamnozina. Pak
L(G) vzdy ezistuje a plati:
(1) L(G) ={W | (W, Lr) C (V. Lr) : G C W}
(neboli L(G) je prinikem podprostori ve V' obsahugicich G)
(2) Je-li G #0, pak
LG)={>" axi|las €F,x; €Gproi=1,...,n;n € N}
(neboli L(G) tvort vSechny linedrni kombinace vektord z G).
Zejména L(0) = {0} je nulovy podprostor.

Pozndmka 3.13. Podle 3.12(2) tedy zapis « € L(G) vyjadiuje fakt,
ze x je néjakou linearni kombinaci vektord z mnoziny G.

VETA 3.14 (Vlastnosti generatort, dikaz D.18).
Necht (V, Lr) je vektorovy prostor, W jeho podprostor a M, N, G pod-
mnoZiny ve V. Pak plati:
(1) 0 € L(G) pro kazdée G CV
(2) M C L(G) = L(M) C L(G)
(3) MCNéE( ) C L(N)
(4) W =L(W) a zeyména L(M) = L(L(M))
(5) je- lz néjaky generdtor linedrni kombinaci ostatnich generd-
toru, pak jej lze vynechat:
reG, xze L(G—{zx}) = LG —-{x}) =L(G).
(6) kazdy generdtor lze zaménit za jeho nenulovy skaldrni ndso-
bek:
reG, 0£acelF= LG - {z}) U{ax}) = L(G).
(7) ke kazdému generdtoru lze pricist libovolnou linedrni kombi-
nact ostatnich generdtori:
zeG,yecLl(G—{z}) = LI(G—{z}) U{z +y}) = L(G).
Upravy uvedené v (5) aZ (7) se nazjvaji elementarni tipravy mno-
Ziny generatoru.
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DEFINICE 3.15. Minimalni podmnozina ve V' generujici vektorovy
prostor (V, Lr) se nazyvd baze tohoto prostoru, neboli plati impli-
kace: G baze ve V, M C G systém generatoru prostoru V = M = G.
Zejména za bazi nulového prostoru tedy mtizeme povazovat prazdnou
mnozinu.

DEFINICE 3.16.

Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a M := {x1,...,2,} C V jeho
néjakd neprazdna konecnd podmnozina navzajem ridznych vektort.
Rekneme, e M je (resp. vektory x1,...,T, jsou) linedrn& neza-
visla(é), jestlize nulovy vektor nelze vyjadfit jako netrividlni linedrni
kombinaci téchto vektort, tj.:

a; €Fi=1,....nyarx1 +---+apnxn =0 = ar=---=a,=0.

Nekonecnd podmnozina ve V' se nazyva linearné nezavisla, jestlize
kazda jeji neprazdna kone¢na podmnozina je linearné nezavisla. Pod-
mnozina (resp. vektory) vektorového prostoru V' se nazjva (nazyvaji)
linearné zavisla(é), jestlize neni (nejsou) linedrné nezavisla(é).

VETA 3.17 (Dikaz D.19). Jestlize M je linedrné nezdvisld mnozina
néjakeho vektorového prostoru, pak plati:
(1) Kazda neprdzdnd podmnoZina v M je linedrné nezdvisld;
(2) 0¢ M;
(3) Je-li M =:{x1,...,xn} konecnd, x € L(M) a
=) aixi=y . Bixi, paka;, =0 proi=1,...,n.
(4) Kazdy vektor0 # x € L(M) md aZ na potads séitanci jediné
vyjddrent ve tvaru linedrni kombinace s nenulovymi koefici-
enty a navzdjem ruznymsi vektory z M.

VETA 3.18 (Dtikaz D.20).

Neprdzdnd podmnozina M wvektorového prostoru (V, Lr) je linedrné
zavisla pravé kdyz existuje vektor © € M, ktery je linedrni kombinact
nékterych dalsich vektori z M, tj. € € L(M — {x}).
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Necnt ) = G € V je podmnozZina nenutového vexktoroveho prostoru
(V, Lr). Pak ndsledugici vjroky jsou ekvivalentni:
(1) G je bdze ve V.
(2) G je mazimding linedrné nezdvisld podmnozina ve V.
(3) G je linedrné nezdvisld a generuje V, tj. L(G) = V.

DUSLEDEK 3.20 (Diikaz D.22). [§ik:V3.22 s.28]

7 kazdé mnoziny generdtori G nenulového vektorového prostoru V' lze
vybrat bazi prostoru V' jako mazimdlni nezdvislou podmnozZinu v G.
Dokonce to lze udélat tak, aby obsahovala jakoukoli predem danou
nezavislou podmnozinu v G.

VETA 3.21 (Steinitzova véta o vyméné, [Sik:v3.23 s.28,).
Necht M, N jsou koneéné podmnoziny vektorového prostoru (V, Lr),
M C L(N) linedrné nezdvisld. Potom v N ezistuje podmnoZina N’
s témito vlastnostmi:

(1) N' md tyZ pocet proki jako M,

(2) L((N —N"YUM)=L(N).

DUSLEDEK 3.22 (Diikaz D.23). [§ik:3.26 s.29]

Ma-li nenulovy vektorovy prostor (V, Lr) konecny systém generdtori,
pak ve V ezistuje koneénd bdze a viechny bdze maji tyz (koneény)
pocet prvki.

DEFINICE 3.23. M&-li vektorovy prostor (V, Lr) koneénou bazi o n
prvcich. Pak (jednozna¢né urcené) ¢islo n nazyvame dimenzi tohoto
prostoru a piseme dim V' = n. Prostor V' pak nazyvame n-rozmér-
nym (n-dimenzionalnim) vektorovym prostorem nebo také ko-
neéné rozmérnym (koneéné dimenzionilnim) vektorovym pro-
storem. Zejména s uvazenim definice 3.15 mé kazdy nulovy prostor
dimenzi 0 (jeho béze je totiz prazdnd mnozina). Vektorovy prostor V,
v némz neexistuje konecny systém generatorid se nazyva nekoneéné
rozmérny (nekoneéné dimenzionalni), piseme dimV = oo.
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[Sik:V3.31-2 s.30]

(1) Pro kazdou linedrné nezdvislou mnozinu vektord x1,..., Tk
vektorového prostoru V' plati k < dim V', pricemZ kaZdou ta-
kovou mnozinu lze doplnit (rozsirit) na bdzi prostoru V.

(2) Kazdy vektorovy prostor md bdzi.

(3) Pro kazdy linearni podprostor W vektorového prostoru' V' plati
dim W < dim V. Pritom kaZdou bdzi ve W lze rozsivit na bazi
ve V. Je-lidimV < oo a W #V, pak dimW < dim V.

(4) Necht'V je vektorovy prostor, dimV =n, 0 < n < o0, a G
jeho podmnozina. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) G je bdze ve V.
(ii) G je n-prvkovd a linedrné nezdvisld.
(iii) G je n-prvkovd a generuje V.

PRIKLAD 3.25.
Pro vektorové prostory z prikladu 3.4 plati:
(1) pro kazdé n € N: (Q", Lg) C (R”, Lg), (R™, Lr) C (C", Lr),
(Rult], £2) C (R[t], £x), (Cul2], £2) € (Cl2], £o).
(2) pro kazdé n € N:
(an‘CR) g— (an‘CR)v (]Rn,ﬁ({j) g— ((Cn,ﬁc), (an‘CR) g— ((Cn,ﬁc),
(R[2), £c) € (C[2], £e), (R[2), £x) & (C[2], Le).
(3) {1} je baze v (F,Lr) a tedy dimF = 1. Zejména dimR =
dimC = 1. Podle véty 3.14(6) je bazi také kazdd jednoprv-
kovad podmnozina {a}, a # 0.

(4) & = {[1,0,...,0],[0,1,...,0],...,[0,0,...,1]} je tzv. pi-
rozena baze v (F", Lr). Pro kazdé i = 1,...,n bude nadéle
€; = [0,...,1,...,0] znadit i-ty prvek této baze. Zejména

T
tedy dimR"™ = dim C" = n. Opét podle véty 3.14(6) a s uva-
zenim 3.24(4) je bazi také kazda podmnozina {a1€1,...,an€n},
kde a; #0proi=1,...,n.

(5) Podle 3.4(5) 1ze kazdy polynom ag + a1t + - - -+ ant™ z Ry[t],
resp. z Cy[t] ztotoznit s jeho vektorem n + 1 koeficientu
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hraji homogenni polynomy ¢° = 1,t",...,¢" a plati1 tedy
dimR,[t] = dimC,[t] =n + 1.

(6) Pokud I je nekoneéna mnozina, pak prostory (R, £r) i (C”, L¢)
maji nekonecnou dimenzi. Zejména tedy maji nekonec¢nou di-
menzi také prostory posloupnosti (RY, Lr) a (CV, Lc) stejné
jako prostory polynomt R[t] a C[z].
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DEFINICE 3.26.

Necht (Vi,Lr) a (V2,Lr) jsou dva vektorové prostory. Pak zobra-
zeni T : Vi — Va, které je homomorfizmem (definice 2.10) nazy-
vame linearnim zobrazenim (linedrnim operatorem) z vekto-
rového prostoru (Vi, Lr) do vektorového prostoru (Va2, Lr) a piSeme
T: (W, Lr) — (Va, L)

Specialné linearni zobrazeni T': (V, Lr) — (I, Lr) se nazyva linearni
funkcional na V (viz téz 3.4(1)).

Linedrni zobrazeni se nazyvéa izomorfizmem vektorovych prostoru
(Va, Lr) a (Va, Lr), jestlize je bijekci Vi na Vo (viz Gvahu na konci
poznadmky 2.61). Je-li T' pouze prosté linedrni zobrazeni, nazyva se
izomorfni vnoreni prostoru (Vi, Lr) do (V2, Lr).

Existuje-li alespoii jeden izomorfizmus (Vi, Lr) na (Va, Lr), Fikdme,
ze vektorové prostory (Vi,Lr) a (V2,Lr) jsou izomorfni a piSeme
(Vi, Lr) ~ (Va2, Lr) nebo jen struéné Vi ~ Va. Existuje-li pouze izo-
morfni vnofeni, piseme (V1,Lr) 3 (V2, Lr) nebo Vi 3 Va.

~

VETA 3.27 (Dtikaz: D.25).
Necht (Vi,Lr) a (Va, Lr) jsou dva vektorové prostory. Pak zobrazeni
T : Vi — Va je linedrnt prdvé kdyZ md ndsledujict vlastnosti:
1) z,yeVi=T(x+y)=T(x)+T(y)
(vlastnost zachovani grupového secitdni)
(2) xeVi,a e F=T(ax) = ol (x)
(vlastnost zachovani skaldrniho ndsobent).
Je-li T izomorfizmus, pak T~ je rovnéz linedrni zobrazend (a tedy
izomorfizmus) z (Va, Lr) na (V1, Lr). Ziejmé slozent dvou linedrnich
zobrazent je rovnéz linedrni zobrazent.

DUSLEDEK 3.28 (Diikaz D.26).
Kazdé linedrni zobrazeni T : (Vi,Lr) — (Va, Lr) zachovavd libovolné

4misto y = T(x) piseme struénéji také y = Tx
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plate: T(a1®1 + - + @n®n) = a1d(x1) + - -+ anl(Tn).

VETA 3.29 (Dtikaz D.27).

Necht T : (Vi, Lr) — (Va, Lr) je linedrnt operdtor, pak N (T) := {x €
Vi |Tx = 0} je vektorovy podprostor v (Vi, Lr) nazyvany jadro (nu-
lovy podprostor) operatoru 7. Podobné R(T) :={y € Vo |3z €
Vi 1y = Tx} je vektorovy podprostor ve (Va, Lr) nazgvany obor
hodnot operatoru 7.

DUSLEDEK 3.30 (Diikaz D.28).
Necht T : (Vi, Lr) — (Va, LF) je linedrni operdtor. Pak

(1) T je izomorfni vnoveni pravé kdyz N'(T) = {0}.

(2) T je izomorfizmus pravé kdyz N (T) = {0} a R(T) = Va.

(3) T je izomorfni vnoteni pravé kdyz obraz kazdé neprdzdné ko-
necné mnoziny linedrné nezavislé ve Vi je také linedrné ne-
zdvisld mnozina ve Va s tymzZ poctem proki.

(4) T je izomorfizmus prdvé kdyz obraz néjaké baze ve Vi je také
bdze ve Va téZe mohutnosti. V takovém pripadé dokonce kazdd
baze ve V1 se zobrazi na bazi ve V.

DEFINICE 3.31. Necht (V, Lr) je n-rozmérny vektorovy prostor a

E :={ex1,..., en} jeho baze. Definujme zobrazeni [-]g : V — F", které
kazdému vektoru x € V prifazuje vektor jeho souradnic v bazi
E, tj. [x]e :=[£1,. .., &xn] je ona dle 3.17(3) jednoznaéné uréend n-tice

skalari takova, ze x = £1e1 + - - + &ne,. Pokud baze E ve V' bude
pevné déna, budeme téz psat struéné [x] misto [x]z.

VETA 3.32 (Diikaz D.29).
Zobrazeni [-|g : V — F" z pFedchozi definice je izomorfizmus vektoro-
vého prostoru (V, Lr) na (F", Lr).

DUSLEDEK 3.33 (Diikaz D.30).
(1) Dwva konecné rozmérné vektorové prostory Vi a Vo nad tymz
polem F mayji stejnou dimenzi pravé kdyz (Vi, Lr) ~ (Va, Lr).
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platr dim Vi < dim V2 prave kayz (Vi, Lr) J (Va, LF).

POZNAMEKA 3.34.

Kazdy linedrni operator T : (Vi,Lr) — (Va, Lr), Vi = L(E1), je dle
3.28 jednozna¢né uréen jen svymi hodnotami T(E;) = {Te}ecr, na
generatorech e € Fp. Je-li ® € Vi libovolny vektor a ® = &1e1 +
-+« + &pey, néjaké jeho vyjadreni jako linearni kombinace generatori
e; € Er,i=1,...,n (viz 3.13), pak totiz Tx = &:1T(e1)+: - -+&. T (en)
dle 3.28. Poznamenejme, ze zatimco toto vyjadieni nemusi byt jediné
mozné (je tomu tak jen kdyz Ei1 je baze), obraz Tz je vzdy jediny
bez ohledu na volbu tohoto vyjadieni.

DEFINICE 3.35.

Necht T': (Vi, Lr) — (Va, Lr) je linedrni operdtor, E1 n-prvkova baze
ve Vi a E2 m-prvkova baze ve Va. Pak dle pfedchozi poznamky a
s ohledem na 3.32 je T' jednozna¢né uréen vektory souradnic [Te]g,
pro e € E;. Systém n vektort (kazdy délky m) znaceny [Tg,, g, =
{[Te]E, }ecr, pak nazyvidme soufadnicovou reprezentaci opera-
toru T v bazich E; a E». Jsou-li obé baze pevné dany, piSeme opét
stru¢né [T misto [T, E,-

VETA 3.36 (Dtikaz D.31).

Necht T : (Vi,Lr) — (Va,Lr) je linedrni operdtor, Vi = L(E1). Pak

plati:

) T(E1) generuje R(T).

) T(E1) generuje Va pravé kdyz T je surjekce.

) Je-li T izomorfni vnotent a E1 bdze, pak T(E1) je baze v R(T).

) Je-li T izomorfni vnoteni a E1 bdze, pak T(E1) je linedrné

nezavisld podmnoZzina ve Va.

(5) Je-li T izomorfizmus a E1 bdze, pak T(E1) je bdze ve Va.

(6) Kazdé zobrazeni f bdze E1 do prostoru Vo se dad jednoznacné
roz§irit na linedrni operator Vi do Va. Je-li f prosté zobra-
zent do néjaké baze Ey ve Vo (resp. bijekce na E-2), pak toto
roz§irent je izomorfni vnofent (resp. izomorfizmus).
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zobrazenl p(ap +ait+---+ant”) := |ao, a1,...,a,| definuje 1zomor-
fizmus z (R, [t], Lr) na (R™, Lr), resp. z (Cn[z], Lc) na (C™T, Le).
Analogicky ¥(ao + ait + -+ + ant™) := {ao,a1,...,an,0,...} defi-
nuje izomorfni vnoteni z (R,[t],Lr) do (RY, L), resp. z (Cn[t], Lc)
do (C", L¢).

VETA 3.38.

Necht (Vi, Lr) a (Va, Lr) jsou dva vektorové prostory. Necht L(Vi,Va)
znaci mnoZinu vsech linedarnich operdtori z Vi do Va s operacemi z Ly
definovanymi po slozkdch jako v 3.4(4), tj. pro T,T1,T> € L(V1,V2)
a kazdé x € V1 klademe:

(T + To)(2) i= Ti(x) + Ta(z), (~T)(x):= —T(x),

T=0 ¢ T(x)=0, (al)(x):=aT(x).

Pak L(V1,V2) je vektorovy prostor nad F.

Diikaz. Ziejmy: axiomy (L1)-(L4) prostoru (Va,Lr) se po slozkich
prenesou na L(Vi, V2). O
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Véta 3.39.
Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a ~ néjakd relace ekvivalence na V/
aV :=V/~ prislusny rozklad na V. Pak relace ~ je kongruence na
(V, Lr) ve smyslu definice 2.42 pravé kdyZ prox, 1,2, ', x1, x5 € V
plati implikace:

(1) 1 ~ Ty, T2 ~ Ty = x1 + T2 ~ T| + Th,

(2) aeF,x~z' = ax~ax.
V takovém pripadé tida 0 € V obsahugjici nulovy prvek je vektorovym,
podprostorem ve V.

Dusledek 3.40.
Kazdy vektorovy podprostor W wvektorového prostoru (V, Lr) urcuje

kongruenci X naV s viastnosti W =10 a naopak dle 3.39. Prislusny
faktor prostor (7, Lr) tvoteny odpovidajicimi tiidami rozkladu pak
znacime jako V/W a nazgvame jej faktor prostorem V modulo
(podle) W. Kazdd jeho tiida obsahujict vektor x je jednoznaéné ur-
éena podprostorem W ve tvaru T = {x + w|w € W}. Misto T pak
piseme x + W. Zeyména samotny podprostor W = 0+ W tvori tridu
obsahugici nulovy vektor 0.

Pritom plati x L y & y—x € W. V takovém pripadé rikame, Ze
vektory x a y jsou kongruentni modulo W.

Pro ptislusné kanonické linedrni zobrazeni V. — V/W z véty 2.43,
x — x+ W, pak tedy plati:

(+y)+W=(x4+W)+(y+W), () +W=—(x+W),0—~ W,
(ax) + W = a(x+ W) pro kazdé o € F.

Dusledek 3.41.

Je-li T : (Vi,Lr) — (Va,Lr) linedrni zobrazeni a Vl/z prislusny
kanonicky rozklad dle definice 2.40, pak Vl/z = Vi/N(T).
Poznamka 3.42.

Podobné kazda faktor grupa V/W grupy (V,+,0) je uréena néjakou
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nostl: t ~x = —xr~ —x.

Piikladem je grupa (Zn,®,0), kterd je izomorfni s faktor grupou
grupy (Z,+,0) podle podgrupy NZ := {Nk|k € Z}. PiSeme pak
Zn ~7Z/NZ. Pak

a™b & b—a€NZ < b—a= Nk pro néjaké k € Z < N|(b—a),
coz presné odpovidd kongruenci z piikladu 2.62(2).

DEFINICE 3.43.

Necht {(W;, Lr) }ier je systém vektorovych podprostori vektorového
prostoru (V, Lr). Pak podprostor W := L(|J,.; Wi) nazyvame souc-
tem vektorovych podprostora Wi, i € [ a piSeme W =3 _ W;.
Jestlize navic plati Wi N L(U;¢; ;4 Wi) = {0} pro kazdé i € I, pak
soucet nazyvame pFimym souétem vektorovych podprostori
Wi, i € I a piSeme W = ZieIWi'

Specidlné v ptipadé souétu dvou, resp. koneéného poétu (n > 2) pod-
prostord piseme W = Wy + Wa, resp. W = Wi + --- + W,,. Podobné
v piipadé piimého souétu dvou®, resp. kone¢ného poétu (n > 2) pod-
prostort piseme W = Wy + Wa, resp. W = W1 + -+ W,.

Pozndmka 3.44.
Soucet ani pfimy soucet podprostora ziejmeé nezavisi na poradi a uza-
vorkovani s¢itanci a jsou to tedy komutativni a asociativni operace.

VETA 3.45. Pro podprostory z predchozi definice plati:
(1) W =73, W: pravé kdyz
W=A{zeV]e=3%,z;x; € W;,J CI cardJ < oo}.
2 W=Wi1+---+ W, prdvé kdyz
W={x1+ - +xn|x: € W;,i=1,...,n}.
(3) W =32, Wi pravé kdys
W={zeVl]e=>%,,z,x; €W;,J CIcardJ < oo},

5dodate¢na podminka je v tomto pfipadé tvaru Wy N Wa = {0}.
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2.jeg Tj Je jeaine az na poradi a pocet nulovych sCLtancu ;.
(4) W=Wi+---+ W, prdvé kdyz

W =A{x1+ -+ xn|x: € Ws,i =1,...,n}, kde vyjadieni

x1+- -+ xn kaZdého vektoru je aZ na poradi s¢itancu jediné.

DUSLEDEK 3.46.
W=Wi+- -+ W, pravé kdyz W ~ W1 X -+« x W,.

VETA 3.47 ([Sik:V3.43 s.32]).

Ke kazdému podprostoru W vektorového prostoru (V, Lr) existugje (obec-
né ne jedinyg) podprostor W' ve V tak, 2e V. =W + W' a dimV =
dim W+dim W’. Podprostor W' se nazjvd pFimy doplndk W ve V.

Véta 3.48 ([Sik:V3.44 s.33]).

Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a V.= W1+ Wa, pak V/W1 ~ W a
kazdd trida rozkladu V/W1 obsahugje prdvé jeden prvek z Wa (podobné
po zaméné role Wi a Wa).

VETA 3.49 ([Sik:V3.45 s.33]1).
Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a V.= W1 + Wa, pak dimV =
dim(W1 4 Wz) = dim W7 + dim Was.

VETA 3.50 ([Sik:V3.46 s.331).
Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a Wi a Wa jeho podprostory, pak
dim(W1 N Wz) + dim(W1 + Wz) = dim W7 + dim W5s.

PRIKLAD 3.51.

(1) Nechf 0 # u € R? je ngjaky vektor, pak W := L({u}) =
{€u| € € R} je jednorozmérny vektorovy podprostor v (R?, L)
generovany vektorem u. Tento podprostor je v Euklidovské
roviné s pevné zvolenym pocatkem reprezentovan pirimkou
prochazejici timto pocatkem ve sméru vektoru w. Pak roz-
klad R? /W dle 3.40 je tvofen vSemi pfimkami rovnobéznymi
s W.
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prostory jako v (1) reprezentovane dvéma primkami procha-
zejicimi pocatkem v rtznych smérech u; a uz. Pak R? =
Wi 4 Wa, nebof Wi N Wa = {[0,0]} a R* = (W1 UW>) =
L({u1,u2}), nebot w1, us jsou zfejmé nezavislé a tudiz tvori
bazi v R%. Dle 3.49 podle ogekavani plati 2 = dimR? =
dim W7 +dimWs =1+ 1.

(3) Necht W1 a W» jsou dva rtzné dvourozmérné podprostory
v (R3, Lr) reprezentované réiznymi rovinami prochazejicimi
poéatkem Eukleidovského prostoru R3. Ziejmé R® = Wi +W,
a dle 3.50 plati dim(W1NWs2) = dim W1 +dim W3 —dim R =
2+2—3 = 1. Podle ocekéavani je tedy prinikem téchto rovin
né&jaka piimka prochazejici po¢atkem a soucet R = Wi + Wy
tedy nemiize byt pfimym souctem. Toho lze dosdhnout jen
kdyz W1 je pfimka a Wa rovina (nebo naopak), kdy
dim(W1 N Wz) =142-3=0,tj. WinWz = {[0,0, 0]}

DEFINICE 3.52. Necht W je vektorovy podprostor vektorového
prostoru (V, Lr) a P : V. — W linearni operétor s vlastnosti: Pr = x
pro kazdé x € W. Pak P se nazyva projekéni. P je zfejmé surjek-
tivni a P? = P, tj. P(Px) = Px pro kazdé = € V (tzv. vlastnost
idempotence).

VETA 3.53. Necht (V, Lr) je vektorovy prostor a V = W1+ Wa. De-
finugme zobrazeni Py : V. — Wi takto: Pi(x) := x1 je onen dle véty
3.45(4) jednoznacné uréeny prvek z vyjddieni x = 1 + x2, x1 € W1,
xo € Wa. Pak Pi je projekéni operdtor nazgvany operatorem rov-
nobé&zné’® projekce na podprostor Wi, pricems N(P1) = W2 a

V/R=V/W,.

6rozumi se rovnobézné s podprostorem Wp

73



Vsude v tomto odstavcl uvazujeme pouze realne nebo komplexni vek-
torové prostory, tj. F C C, zpravidla F = R nebo F = C.

DEFINICE 3.54. Necht V je (redlny nebo komplexni) vektorovy
prostor. Normou na V rozumime funkci’ ||-|| : V — R" s témito
vlastnostmi:

(N1) [ +yll < [l2[ + ly|| pro kazdé z,y € V/
(trojuhelnikové nerovnost).
(N2) |lax|| = | ||z|| pro kazdé € V a o € F.
(N3) Pro kazdé « € V plati ||z|| > 0, pficemz ||z]| =0 < x =0.
Vektorovy prostor V' pak nazgviame normovanym linearnim (vek-
torovym) prostorem, zkracené NL-prostorem a piseme (V, Lr, ||-||).

VETA 3.55. Viastnosti normy, dikaz D.32
Z aziomi (N1) az (N3) bezprostiedné vyplyvaji nékteré dalsi uZiteéné
vlastnosti normy, napriklad:

(N4) [[lzl = [yl < llz £ yl| < [l + [[yl| pro kazdéx,y € V.

PRIKLAD 3.56.

(1) Absolutni hodnota |-| je normou v (F, Lr).

(2) Podobné pro  =: [z1,...,2s] € F*, n € N, definuje vztah
lz||1 :==|z1] + - - + |za]| tzv. I-normu v (F", Lr).

(3) D4 se wukdzat, Ze pro libovolné peN je rovnéz
llzllp := &/|z1]P + - - + |zn|? tzv. p-norma v (F", Lx). V li-
mité pro p — oo dostaneme normu ||z || := max(|z1|,...,|zx]).

POZNAMKA 3.57. Norma pfedstavuje miru pro velikost vektortl ve
vektorovém prostoru. Norma ||x||2 z pfedchoziho pfikladu je bézné
uzivana Euklidovska norma.

"nékdy také budeme psat ||-||v misto ||-||, abychom zdtraznili prislusnost
normy k prostoru V.
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prostor. Skalarnim (vnitrnim) soucinem na V' rozumime funkci”
(,):V xV —TFs témito vlastnostmi:

(S1) (x+vy,z) = (x,z) + (y, z) pro kazdé z,y,z € V.

(S2) (ax,y) = a{x,y) pro kazdé z,y € V a a € F.

(S3) (y,z) = (x,y) pro kazdé x,y € V, zejména tedy (x, w) eR.
(S4) Pro kazdé x € V plati (x,z) > 0, pficemz (x,z) = 0 <

x = 0.

Vektorovy prostor V pak nazyvame linearnim (vektorovym) pro-
storem s vnitfnim souéinem, zkricené VS-prostorem a piSeme

(Vs Le, (-5-))-

VETA 3.59. (Viastnosti skaldrniho soucinu, dikaz D.33)
Z aziomi (S1) az (S4) vyplyvaji nékteré dalsi uzitecné vlastnosti ska-
ldrnitho soucinu, naptiklad:

(S5) (x,y+z) = (x,y) + (x,z) pro kazdé z,y,z € V.
(S6) (x,ay) =a{x,y) pro kazdéz,y €V aa €F.
(S7) (0,z) = (x,0) =0 pro kazdé x € V.

POZNAMKA 3.60.
Je-li V realny vektorovy prostor (F = R), pak (S3) a (S6) jsou tvaru:

(S3) (y,z) = (x,y) pro kazdé x,y € V (symetrie).
(S6’) (x,ay) = a(x,y) pro kazdé z,y € V aa € R.

Vlastnosti (S1), (S2), (S5) a (S6’), resp. (S6), znamenaji, ze (-,-) je
tzv. bilinedrni forma na V. Vlastnost (S3’) znamend, ze (-,-) je
dokonce symetricka bilinearni forma.

Vzhledem k vlastnostem bilinearity mtzeme dale s vyhodou provadét

8nékdy také budeme psat (-, -)y misto (-, -), abychom zduaraznili pfislusnost
skalarniho soucinu k prostoru V.
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Zgzwu any] = Zgz wnznjyj = Zgz Zﬁj(wi7yj> =
— i=1 =1 i=

&m Uk w17y]> (3.1)
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VETA 3.61 ((Cauchy-)Schwarzova nerovnost, diikaz D.34).
[KaSk:V11.5 s.105]

(88) I, )| < Vw.2) /y,w) 2 2yl pro kazdé @,y € V,
pricemz rovnost nastane jen v pripadé, Ze x,y jsou linedrné
zavislée, tj. jen kdyZ jeden z nich je skaldrnim ndsobkem dru-
hého (viz vétu 3.18).

DUSLEDEK 3.62 (Diikaz D.35).

(S9) ||| := 4/ (x,x) je norma na V nazgvand normou odvoze-
nou ze skaldrniho soucinu (-,-) nebo také normou indu-
kovanou skaldrnim souéinem (-, ).

Véta 3.63 (Dukaz D.36).

V NL-prostoru V' s normou ||| lze zavést vnitini soucin (-,-) indu-
kugici tuto normu dle (S9) prdvé kdyz plati tzv. rovnobézZnikovy
zékon (soucet délek uhlopricek rovnobézniku=soucet délek stran):

(S10) fl= + ylI* + [l — ylI* = 2(lz[|* + |ly||*) pro kazdé x,y € V.

PRIKLAD 3.64.
e (C*, Lc), n € N, je VS-prostorem s vnitfnim souéinem
(T,y) = > 0L, il
e (R", Lr), n € N, je VS-prostorem s vnitfnim souéinem
(T, y) =227 2.
e Indukovanou normou je v obou pfipadech euklidovska norma, nebot
n — n 2 2
(x,x) = Zi:l Lili = Zi:1|$i| = ||l=|3.
e Protoze kazdé dva nenulové realné vektory x,y generuji nejvyse
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muzeme bez ujmy na obecnostl predpokladat, ze x,y € R”. Pak uzi-
tim Pythagorovy véty dostdvame (a a § jsou tuhly, které po fadé
vektory x a y sviraji s osou x):

(z,y) = z1y1 + 2292 =
= (llz|lcos a) ([[yl| cos B) + (||| sin ) (||y|| sin B) =

= ||z]|| ||y ||(cos acos B + sin asin B) =

= llzllllyll cos(B — ).
Pak ¢ := 3 — « je tthel mezi smérové orientovanymi vektory = a y a
mizeme psat:

A=)
1<cosyp: Tzl <1, 0<p<m, (3.2a)
coz poskytuje geometrickou interpretaci Schwarzovy nerovnosti.
V komplexnim pfipadé je (x,y) obecné komplexni éislo, takze thel
mutzeme zavést jen jako tthel mezi neorientovanymi vektory:

[z, y)| ™
0<cosp:=——""=-<1 0<p< (3.2b)

(|l 2
Skalarni souéin tedy prostfednictvim Schwarzovy nerovnosti umoz-
nuje zavést thlovou geometrii do libovolného abstraktniho vektoro-

vého prostoru se skaldrnim souc¢inem dle nésledujici definice.

DEFINICE 3.65.

Necht V je redlny (resp. komplexni) vektorovy prostor a x,y € V jeho

dva nenulové vektory. Pak tihlem mezi x a y (sviranym vektory

x a y) rozumime thel ¢ uréeny svym kosinem dle (3.2a) (resp. dle

(3.2b)). Je-li * = 0 nebo y = 0, klademe definitoricky ¢ = Z.

e Rekneme, Ze vektory = a y jsou ortogondlni, jestlize (x,y) = 0

(tj. kdyz sviraji pravy thel), piseme x L y. Ziejmé nulovy vektor O

je dle (S7) kolmy na kazdy vektor # € V a dle (S4) je to soucasné

jediny vektor, ktery je kolmy sam na sebe.

e Podobné podmnoziny M, N C V se nazyvaji k sobé ortogonalni,
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M L N (misto {@y L IV piseme strucne x L V).

e Rekneme, 7e mnozina M C V je ortogonalni, jestlize x | y pro
kazdou dvojici ¢,y € M,  # y. Ortogonalni mnozina M se nazyva
ortonormalni®, jestlize navic ||z|| = 1 pro kazdé = € M.

VETA 3.66 (Dtikaz D.37). [KaSk:V11.8 s.106]
Necht E :={e1,...,en} je ortogondlni mnozZina VS-prostoru V. Pak
plati:

(a) mnozina {a1e1,...,anes} je ortogondlni pro libovolnd éisla
at,...,an €F,

(b) pokud E neobsahuje nulové vektory, pak E lze normalizovat:
mnozina {“61—1“61, R men} je ortonormdlnd.

VETA 3.67 (Pythagorova véta, Ditkaz D.38). [KaSk:V11.9 s.106]
(S11) ||z + y|> = ||lz]]® + |y||* pro kafdé z,y €V, = 1 y.
Je-li E ={e1,...,en}, n € N, ortogondlni mnozina vektorového pro-
storu V. Pak plati
(S1V) Jler +ex+ - +eal” = llex]* + [lezl* + - + [len|*.

VETA 3.68 (Dtikaz D.39).

Necht E je ortogondlni mnozina VS-prostoru V. meobsahugjici nulové
prvky. Pak E je linedrné nezdvisld. Zejména tedy kazZdd ortonormdlni
mnoZina E C V je linedrné nezdvislda. JestliZe takovd mnozZina E
generuge cely prostor V. (viz 3.19(3)), nazyvd se ortogonalni, resp.
ortonormalni baze prostoru V (zkrdcené OB, resp. ONB).

DUSLEDEK 3.69 (Diikaz D.40).

Necht E je ONB VS-prostoru V', pak kazdy vektor x € V md jediné
vyjddient ve tvaru © =} (T, e)e, kde suma md nejvyse konecné
mnoho nenulovych séitanci, nebot card {e € E | (x,e) # 0} < co.

9Na rozdil od ortogonalni mnoziny nemuze dle (N3) ortonorméalni mnozina
obsahovat nulové prvky.
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vektor souraanic™ |X|g = |(X,€1),...,{(T,€n)|.

DUSLEDEK 3.70 (Soufadnicové vyjadieni skalarniho sou¢inu v ONB).
Necht E je ONB VS-prostoru V', x,y € V, pak skaldrni soucin lze
vyjddrit ve tvaru (x,y) = > . .p{x, e)(y,e), kde suma md nejvyse
konecné mnoho nenulovych séitancu. Zejména v pripadé x = y plati
Izl = /> cerl(z, e)l?.

Je-li V konecnérozmérny a E = {e1, ... ,en}, pak (x,y) =3 1 | &T);

a |zl = /22051812, kde [z]e =: (&1, ... 8], [yl = [0, mal,

& =(x,es) an = (y,e;) proi=1,...,n.

Dikaz. D.41. O

Véta 3.71 (Dikaz D.42).

Necht ) # M C V je podmnoZina VS-prostoru V. Pak mnoZina
M* = {x € V]| L M} je vektorovy podprostor ve V a plati
L(M)* = M*. Mnozina M~ se nazjvd ortogonalni doplnék (kom-
plement) mnoziny M ve V. Pritom M C N = Nt Cc Mt

POZNAMKA 3.72. 7 ptedchozi véty vyplyva dilezity fakt: k tomu,
aby néjaky vektor & € V byl kolmy na néjaky podprostor W ve V
staci, aby byl kolmy na néjakou obvykle podstatné mensi mnozinu
jeho generatort (koneénd mnozina, pokud dim W < o).

VETA 3.73 (Dtikaz D.43).

Necht{(W53, Lr) }ic1 je systém navzdjem kolmych V.S—podprostori VS-prostoru
(V,Lr), Wi L W; pro i # j. Pak jejich soucet W := .. W,

je primy a nazyvd se ortogonalni souéet podprostoru {W;}icr.

Misto W = ../ W; v takovem pripade piseme W = @, Wi. Spe-

cialné v pripadé ortogondlniho souctu dvou, resp. konecného poctu

(n > 2) podprostori piseme W = W1 @Wa, resp. W = W1 D---®W,.

10yiz definici 3.31
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Necht (V, Lr) je VS-prostora V=W e W". Pak W' = W= je jediny
primy doplnék ortogondlnik W. V tomto pripadé operdtor rovnobézné
projekce V- na W zavedeny ve vété 8.53 nazyvdme operatorem or-
togonalni projekce a znacime jej Pw. KazZdy vektor x € V lze pak
jednoznacéné rozloZit na soucdet & = & + x*, kde & := Pwx € W je
ortogonalni projekce x na W a - € W je jednoznaéné uréend
rezidudin slozka vektoru ©, - L W.

DUSLEDEK 3.75 (Diikaz D.45).
I— Py je operdtor ortogondini projekce V na W+ a plati W+ = W.

VETA 3.76 (Nékteré vlastnosti operatoru ortogonalni projekce).
Necht W1 a Wa jsou vektorové podprostory VS-prostoru V. a Pw, a
Py, operdtory ortogondlni projekce prostoru V po radé na W1 a Ws.
Pak plati:

(1) x €W & Pw,x==x.

(2) x € Wi~ & Pw,x=0.

(3) Wa C W1 & Pw,(Pw,x) = Pw,x pro kazdé x € V.

DUKAZ. D.46 O

VETA 3.77 (Véta o ortogonalni projekci).

Necht (V, Lx) je VS-prostor, V.= W @ W+ a & = Pwa pro néjaky
vektor x € V. Pak ||z — Z|| = infycw |z — y|| a T je jediny prvek ve
W' s takovou vlastnosti.

Je-li W = L(E), pak Z = P1e1 + -+ + Bnen pro vhodné'l vektory
e, € Eapi €F,i=1,....,n, n € N. Vektor & proto také na-
zyvame nejleps$i linearni aproximaci  pomoci vektoru z F
podle normy ||-||. Je-li E ONB ve W, pak 3; = (%, e;) = (x, e;) pro
t=1,...,n.

DUKAZ. D.47 (]

11zatimco @ je urcen jednoznacné, jeho linearni reprezentace pomoci 3; a
e; € E je jedina jen v piipadé, ze E je baze.
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Necht V' je wvektorovy prostor se skalarnim soucinem {-,-) a necnt

v1,...,0, (n € N) je bdze'? vektorového podprostoru W prostoru V.
Polozme Wy = L({v1,...,vx}) pro kazdé k € N, 1 < k < n a
definujme rekurentné vektory e, ...,e, € V takto:
€1 = vi,

k-1 (0%, €5)
ex = wvi— Pw,_ vk =vk— Z ﬁej pro kazdé k= 2,...,n.

e,

j=1 "
Pak L({e1,...,ex}) = Wi pro kazdé k = 1,...,n, pricemZ vek-
tory ei,...,er tvori ortogondlni bazi ve Wi. Zejména tedy vektory
€1,...,eyn tvori ortogondlni bazi ve W = W,
Dikaz. D.48 (]

DUSLEDEK 3.79 (Dikaz D.49). [KaSk:V11.12 s.107]

Kazdy VS-prostor V' konecné dimenze md ortogondlni i ortonormdlni
bdzi. Pritom kaZdou jeho ortogondlni mnozZinu bez nulovych prvki lze
doplnit na OB ve V' a kazdou jeho ortonormdlni mnoZinu lze doplnit
na ONB ve V.

VETA 3.80 (Dtikaz D.50).

Pro kazdy konecné rozmérny podprostor W vektorového prostoru (V, Lr)
plati V. =W @W a tedy v takovém piipadé lze vidy pouzit vétu o or-
togondlni projekci.

Dusledek 3.81.

Necht ) # M C V je podmnoZina VS-prostoru V generujici ve V.
podprostor L(M) konecné dimenze. Pak M+ = L(M).

Dikaz. W= L(M),dimW < 00 XV =wWew*+ 2w =w't =
L(M)*+ P2yt O

12alg0ritmus 1ze po modifikaci uzit i v ptripadé, ze vy, ..., v, pouze generuji
prostor V': v rekurzi pro e, sC¢itdme jen pies ta j, pro néz e; # 0; bazi pak tvoii
jen nenulové vektory e;.
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Necht (Vi,Lr) a (V2, LF) jsou ava V.5S-prostory al : Vi — Vo linearnt
operdtor. Jestlize existuje zobrazeniT™ : Vo — Vi takové, Ze (Tx,y) =
(z, T"y) plati pro kazdé x € Vi ay € Va, pak T™ je jediné takové
a urcuje linedrni operdtor nazyvany operatorem adjungovanym
kT. Je-li Vi =Vo a T =T, pak T se nazjvd samoadjungovany
operator.

Véta 3.83.
Je-li T' linedrni operdtor jako v 3.82 a dAim R(T) =: n < oo pak T*
existuje a zkonstruuje se takto:
(1) VR(T) vybereme néjakou n-prvkovou ortonormdini bdzi E’
abi,...,b, € Vi takové, e E' = {T'(b1),...,T(b,)}.
(2) Pak B :={b1,...,bn} je linedrné nezdvisld ve V1 a tedy ge-
neruje ve Vi podprostor W := L(B) rovnéz dimenze n.
(3) NechtE =:{ex,...,en} je ONBve W ziskand Gram-Schmidt-
ovou ortogonalizaci baze B dle 3.78.
(4) Pro kazdéy € Va polozime Ty := 3 °7_ (y,Te;)e;.

POZNAMKA 3.84. Kazdy linearni operator Vi — Vs uréuje vztahem
(T'z,y) bilinearni formu Vi x Vo — F (srov. 3.60), kterou lze vzhledem
k linearité T opét upravovat podle vztaht analogickych k (3.1):

<T(Z §iwi),z77jyj> = zzfiﬁﬂTwi,yﬁ- (33)
i=1 j=1 i=1 j=1

Je-liV := Vi = Vi, pak zobrazeni V' — V definované vztahem (T'x, x)
nazyvame kvadratickou formou. Pokud navic plati T =T", pak
tato forma nabyva pouze realnych hodnot, nebot
(Tx,z) = (x,Tx) = (Tx,x).
Samoadjungovany operator 1" se nazyva (striktné) pozitivni, jestlize
(Tz,x) > 0 pro kazdé © € V ((Tx,z) > 0 pro kazdé = # 0), ne-
boli kdyZ jim uréenad kvadratickd forma nabyvé pouze nezapornych
hodnot (kladnych hodnot pro nenulova x). Piseme 7' > 0 (7" > 0).
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Necnt (Vi, Lr), (V2,Lr) a (V3,Lr) jsou Vo-prostory, 1 : Vi — V2 a
U : Vo — V3 linedrni operdtory a T* : Vo — V4 a U* : V3 — V4
operdtory k nim adjungované. Pak plati
(1) T je operdtor adjungovany k T, tj. plati T** =T.
(2) T*U™ je operdtor adjungovany ke sloZenému operdtoru
UT : Vi — Vs, tj. plati (UT)" = T*U*.
(3) Identicky operdtor I : Vi — Vi je samoadjungovany, tj.
Irr=I.
(4) TT* @+ T*T jsou pozitivni operdtory a tedy také samoadjun-
govane.

Véta 3.86 (Charakterizace ortogonalni projekce, Dikaz D.53).
Necht (V, Lx) je VS-prostor a P surjektivni zobrazeni V. na néjaky
jeho podprostor W. Pak ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni:
(1) P = Pw, tj. P je operdtor ortogondlni projekce V- na W.
(2) Pro kazdéx € V plati © — Px L W.
(3) P je linedrni operdtor s vlastnostmi: P* = P (tj. P je pro-
jekéni) a P = P* (tj. P je samoadjungovany).

Dausledek 3.87 (Dtikaz D.54).
Kazdy operdtor ortogondlni projekce je pozitivni.

Véta 3.88 (ilustracni obr. V3-88obr.tif (->ZIP), Dikaz D.55).
Necht (Vi, Lr), (Va, Lr) jsou VS-prostory, T : Vi — Va linedrni ope-
rator a T : Va — V1 operdtor k nému adjungovany. Pak plati:
(1) N(T) =R(T*)" a N(T") = R(T)".
(2) T=T" = N(T) =R(T)".
(3) N(T"T) = N(T) a N(TT") = N(T7).
(4) T surjektivni = T™ je izomorfni vnotend.
T surjektivni = T je izomorfni vnofent.
(5) Jestlize dimR(T) < oo nebo dimR(T*) < oo, pak
(i) N=R(T")dN(T), Vo =R(T) dN(T"),
(i) N(T)" = R(T"),N(T")" =R(T),
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(v) L7 r(r) + RU) — RULT) ¢ Lirer«) + R(LT) — R(L)
jsou izomorfizmy a tedy dimR(T) = dim R(T™*) =: n.

(v) dimVi = n+dim AN (T) a dim Ve =n + dim N(T™).

(vi) T izomorfizmus = T je izomorfizmus, (T~1)" ezistuje
a plati (T71)" = (T*)~*.

DEFINICE 3.89. Linearni operator z VS-prostoru Vi do VS-prostoru
V2 se nazyva unitarni (ortogonalni'®), jestlize zobrazuje né&jakou
ONB ve Vi na ONB ve V5 o stejné mohutnosti. Kazdy unitarni ope-
rator je dle 3.30(4) izomorfizmem, nazyva se proto také unitarnim
izomorfizmem prostoru Vi a Va.

Jestlize existuje unitarni operator Vi na Vs, pak fikdme, Ze prostory V1
a V2 jsou unitarné izomorfni a piseme (V1, Lr) g (Va, Lr). Jestlize
V1 je unitarné izomorfni pouze s néjakym podprostorem ve Va2, pak pi-

U
seme (V1, Lr) 3 (V2, Lr) a kazdy unitarni operator V1 na R(V1) C Va
nazyvame unitarné izomorfnim vnorenim V; do V5.

VETA 3.90 (Charakterizace unitarnich operatort, Diikaz D.56).
Necht (Vi, Lr), (Va, Lr) jsou VS-prostory a existuje ONB ve V1. Necht
dale T : Vi — Va je linedarni operdtor. Pak ndsledujict vyroky jsou
ekvivalentni:
(1) T je unitdrnd.
(2) T zobrazuje kazdou ONB ve Vi na ONB ve V2 o stejné mo-
hutnosti.
(3) T je surjekce zachovdvagici skaldrni soucin:
(Tx,Ty) = (x,y) pro kazdé x,y € V1.
(4) T je surjekce zachovdvagici normu (tzv. izometrie):
|Tz|| = ||z|| pro kazdé = € V1.
(5) T* ezistuje a plati T* =T~ ".
(6) T™ existuje a T*T je identicky operdtor.

13Termin ortogondlni se obvykle uziva v pfipadé realnych prostori (F = R).
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a platt nejen 11 = Iy, ate (6), ate v 117 = lv,.

DUSLEDEK 3.91 (Charakterizace unitarné izomorfnich vnofent).
Za predpokladi predchozi véty jsou ekvivalentni ndsledugict vyroky:
(1) T je unitdrné izomorfni vnofend.
(2’) T zobrazuje kazdou ONB ve Vi na ortonormdlni mnoZinu ve
Va2 o stejné€ mohutnosti.
(3) T zachovdvd skaldrni soucin:
(Tx,Ty) = (x,y) pro kazdé x,y € V1.
(4) T zachovdvd normu: ||Tx|| = ||x| pro kazdé x € V.
(5) T* : R(T) — Vi existuje a plati T* = T~ na R(T).
(6") T existuje a T*T je identicky operdtor.
V takovém pripadé T~ = T* je rovné# unitdrni operdtor z R(T) na
Vi a plati nejen T*T = Iy, dle (67), ale i TT™ = Ix(ry.

Dikaz. Je ptimym disledkem véty 3.90, jestlize uvazime, ze T': Vi — Vo
je unitarné izomorfnim vnofenim pravé kdyz T : Vi — R(T) je unitar-
nim izomorfizmem. Staéi tedy ve formulacich dle potfeby V2 zaménit
za R(T). Pfitom surjektivita na R(T) je automaticka, takze tento
pozadavek lze ve (3’) a (4’) vypustit. O

DUSLEDEK 3.92 (Diikaz D.57).
Je-li (V, Lx) VS-prostor koneéné dimenze n, a E jeho ONB, pak izo-
morfizmus [-|g : V — F" zvéty 3.32 je dokonce unitdrni izomorfizmus
(V, Lr) na (F", Lr).
DUSLEDEK 3.93 (Dikaz D.58).
(1) Dva konecné rozmérné rediné (komplexnt) VS-prostory Vi a
Va magi stejnou dimenzi pravé kdyz (Vi, Lr) £ (Va, Lr).
(2) Pro dva konecné rozmérné redlné (komplezni) VS-prostory
V1, Lr), (Va,Lr) plati dimVi <dimVa prdvé kdyz

U
(‘/17‘61}‘) é (‘/27‘CIF)
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skalar @ scalar

skalarni soucin ¢ dot product

vektor ¢ vector

vektorovy (linedrni) prostor 4 vector (linear) space
podprostor ¢ subspace

linedrni kombinace 4 linear combination

linearni obal ¢ linear span

(linedrné) generovany (Gim) 4 spanned by

baze ¢ basis

linedrné (ne)zavisly 4 linearly (in)dependent
dimenze ¢ dimension

n-dimenzionalni ¢ n-dimensional

vicerozmérny ¢ multivariate

linedrni zobrazeni (operédtor) 4 linear mapping (operator)
vnotreni ¢ embedding

nulovy podprostor (jadro) operatoru ¢ null space
prostor hodnot operatoru ¢ range space
soufadnice ¢ co-ordinates

faktor prostor 4 factor space

kongruentni modulo 4 congruent modulo

(pfimy) soucet 4 (direct) sum

ptimy doplnék ¢ direct complement

projekéni operator ¢ projection operator

norma 4 norm

normovany prostor ¢ normed space

vnitini (skaldrni) soucin 4 inner (scalar) product
prostor s vnitfnim soudinem 4 inner product space
biline4drni forma ¢ bilinear form

kvadraticka forma ¢ quadratic form
Pythagorova véta ¢ Pythagorean theorem
rovnobéZznikovy zakon ¢ parallelogram law

thel mezi ¢ angle between
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ortonormalni ¢ orthonormal

ortogonalni doplnék ¢ orthogonal complement
ortogonalni soucet ¢ orthogonal sum

ortogonalni projekce ¢ orthogonal projection

nejlepsi linedrni aproximace ¢ best linear approximation
ortogonalizace 4 orthogonalization

(samo)adjungovany ¢ (self-)adjoint

(striktné) pozitivni 4 (strictly) positive

unitarni operator ¢ unitary operator

unitarné izomorfni ¢ unitary isomorphic
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Teorie a priklady: [KaSk: s.63-129], [Sik: s.1-23]
Piiklady: [Ho:¥eSené &.16-36; s.17-371],
[Ho:nefeSené kap.4, 5 s.100-137]

Teorie matic predstavuje formalni kalkulus pro manipulaci s vektory
a linedrnimi zobrazenimi ve VS-prostoru (F", Lr). Prostfednictvim
unitarniho izomorfizmu z 3.92 lze tento aparat uzit i pro jakykoli
abstraktni vektorovy prostor (V, Lr) koneéné dimenze.

Numerické vypocetni prostiedi MATLAB pouzivd matice nad kom-
plexnimi ¢isly (F = C) jako zdkladni proménné a je tedy idedlnim vy-
pocetnim prostiedim pro feseni tloh linearniho charakteru. M4 vsSak
daleko sirsi zabér i nad tento linedrni ramec.

Naézev systému je odvozen z angli¢tiny: MATLAB=MATrix LABora-
tory. Systém produkuje americkd spolecnost MathWorks, Inc.
(http://www.mathworks.com) a jejim vyhradnim distributorem pro
Ceskou republiku je prazska firma Humusoft, s.r.o.
(http://www.humusoft.cz). Obecné lze systém MATLAB charakte-
rizovat jako maticové orientované vypocetni prostiedi s vlastnim pro-
gramovacim jazykem vhodnym pro efektivni implementaci, provadéni
a vizgualizaci numerickych vypoctt vyzadujicich naro¢ny aparat z nej-
ruznéjsich oblasti matematiky. Je dostupny na vsech béznych platfor-
mach (WINDOWS, LINUX, UNIX, atd.) pfi zachovani takika sto-
procentni prenositelnosti vytvorenych programt a datovych souborti.

Vzhledem ke svému snadnému a intuitivnimu ovladani bude proto
MATLAB nadéle vyuZivan k demonstracim i ve cvicenich.

Cvic¢eni v MATLABu: tmcvl, tmcv2, tmcv3, tmecvd

88



DEFINICE 4.1. Necht I a J jsou konefné lineadrné uspoiadané
mnoziny (m := card I, n := card J), pak kazdé zobrazeni A : I xJ —
F nazyvame matici nad F typu m/n (rozméru m x n). Pro kazdé
1t € I aj € J znac¢ime hodnotu tohoto zobrazeni jako a;; := A(%, j)
(ai; € F) a nazyvame prvkem matice A v i-tém Fadku a j-tém
sloupci nebo také (i, j)-tym prvkem matice A.

Mnozina I, resp. J se nazyva mnozinou Ffadkovych, resp. sloup-
covych indexu matice A. V dal$im se bez Gjmy na obecnosti mu-
Zeme omezit na standardné uzivané indexové mnoziny I = {1,2,...,m}
aJ =1{1,2,...,n}. Matici A pak zapisujeme jako podrobny vycet
vSech jejich prvka usporadany do tabulky:

ail ai2 A1n
az1 a22 e a2n

A=| . e (4.1)
am1 am2 e Amn

Pokud a;; nepfedstavuji konkrétni hodnoty, vystacime se zjednodu-
Senym symbolickym zapisem A = [a;;]. Specialni pfipady:

oem =n: A nazyvame ¢tvercovou matici fadu m.

em=1: A nazyvame rfadkovym vektorem délky n.
en=1: A nazyvame sloupcovym vektorem délky m.
em=n=1 A ztotoziiujeme s jejim jedinym prvkem, tj. [a] = a.
em =0: A nazyvame prazdnym rad. vektorem délky n.
on =0 A nazyvame prazdnym sloup. vektorem délky m.

m=mn=0: A nazyvame prazdnou matici typu 0/0.
Je-li m = 0 nebo n = 0, pak A se nazjva prazdni matice'. Piseme

A=1]]

14prazdna matice koresponduje s prazdnym zobrazenim zavedenym v po-
znamce 1.36(4).
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Matici

existuji fadkové indexy 1 < i1 < 12 < ---

b =: |bgi] nazveme submaticli matice A =: |a;;|, Jestlize

< ip < m a sloupcové

indexy 1 < j1 < j2 < --- < jq < n tak, ze biy = a;,;, pro kazdé
k=1,...,pal=1,...,q. Piseme B = A([i1,...,%p), [J1,---,7q])-
Specialni ptipady:

e p =m (vybrany vSechny rfadky): B =: A(:,[j1,---,74]),

e ¢ = n (vybrany vSechny sloupce): B =: A([i1,-..,ip,:),

e p =1 (vybran jeden fadek i :=1i1): B =: A(4,[j1,- - -, Jal)s

e ¢ =1 (vybran jeden sloupec j := j1): B =: A([i1,-.-,%p],]),

e i-ty fadek matice A: B =: A(i,:),

e j-ty sloupec matice A: B =: A(:,j).

Poznamka 4.3.

(1)

Matice 1ze sestavovat i po blocich ve tvaru (4.1), kde a;; mo-
hou byt nahrazeny submaticemi A;; kompatibilnich rozméra.
Pii sestavovani matice pomoci blokt sklddanych vedle sebe
(pod sebe) budeme v souladu se syntaxi jazyka MATLAB
v zépisech uzivat jako oddélovace ¢arku (stfednik). Napifiklad
matici A ze (4.1) mizeme pomoci jejich sloupci s; := A(:, 7),
resp. fadku r; := A(i,:) zapsat také takto:

A =[s1,...,8n], resp. A =[r1;...;7Tm].

Ztotoznime-li fadkové, resp. sloupcové vektory délky n s prvky
vektorového prostoru F", miZzeme matici A typu m/n inter-
pretovat dvojim zptisobem:

a) jako uspofddany systém m fadkovych vektoru z F",

b) jako usporadany systém n sloupcovych vektort z F™.
Takovy systém miize v prislusném prostoru hrat roli systému
generatort néjakého podprostoru, jeho baze apod.

Oznacent .

Mmn = Mmn(F) ...

6ij =

mnozina vSech matic nad F typu m/n,
lprot=j

T . Kroneckeruv symbol §.
0 proi #j
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€; = [01,4;02,45.--;0n,i| -.. 1-ty prvek prirozene baze & dle 3.20(4).
I, :=[d;;] ... jednotkova matice fadu n: I,(i,:) = I.(:,1) = €5
jeji i-ty tadek (sloupec) je pravé €;, pokud nedéldme
rozdil mezi fadkovou & sloupcovou formou zépisu.
Om,n ... nulova matice typu m/n: v8echny prvky jsou nuly.
1m,n ... matice jednicek typu m/n: vSechny prvky jsou jednicky.
E;; € My ... matice, kde E;;(i,7) = 1 a ostatni prvky jsou nuly.
diag(A) =: [a11,a22,...] ... hlavni diagondla matice A.
[ain,G2,n-1,a3n—2,...] ... vedlejsi diagonala matice A.

Pozndmka 4.4. Je-li © = [x1;...;2,], pak ziejmé @ = > | xe; a
tedy slozky x; jsou dle 3.31 pfimo soufadnicemi x v prirozené bazi.
Tudiz = [x]s a zobrazeni []¢ : F" — F" je identita.

DEFINICE 4.5 (Matice se specidlni strukturou).

Konstantni matice: A = [as;], kde a;; = a V4, j, neboli matice, jejiz
vSechny prvky jsou stejné, naptiklad 0,.n & 1y n.

Diagondlni matice: D = [ds;], di; = 0 pro Vi # j,

neboli matice, ktera méa vSechny prvky mimo hlavni diagonalu nulové.
diag(d), diag(d1,...,dn) ... ¢tvercova diagonalni matice fadu n s hlavni
diagonélou d = [d1, ..., dx].

Symetrickd matice: A = [a;], ai; = aj; Vi, ],

neboli matice se stejnymi fadky a sloupci: A(s,:) = A(:,i) Vi
(symetrie vzhledem k hlavni diagonéle).

Antisymetrickd matice: A = [aq;], ai; = —aj; V4, j, neboli matice,
kde fadky a sloupce maji opa¢né znaménko: A(i,:) = —A(:,3) Vi
(antisymetrie vzhledem k hlavni diagonale). Jelikoz a;; = —asi, tak
kazda antisymetrickd matice méa nulovou hlavni diagonalu.
Hermitovsky symetrickd matice (F C C): A = [asj], ai; = @j: V4,7,
neboli matice, kde fadky a sloupce jsou vici sobé komplexné sdru-
zené: A(i,:) = A(:,4) Vi (hermitovskd symetrie vzhledem k hlavni
diagonadle). Jelikoz a;; = @i, tak kazdd hermitovsky symetrickd ma-
tice ma na hlavni diagonéale realna c¢isla.
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se symetril.
Hermitovsky antisymetrickd matice (F C C): A = [asj], as; = —@js

Vi,j (tj. Reai; = —Reaji a Imai; = Imay;),
neboli matice, kde fadky a sloupce se lisi znaménkem v realné casti:
A(i,:) = —A(:,1) Vi (hermitovskd antisymetrie vzhledem k hlavni di-
agondle). Jelikoz a;; = —@ss, tak kazdd hermitovsky antisymetricka
matice ma na hlavni diagonale ryze imaginarni ¢isla nebo nuly.
Je-li a;; € R V¢, j, pak hermitovska antisymetrie je zfejmé ekviva-
lentni s antisymetrii.
Horni trojuhelnikovd matice: U = [uq;], ui; = 0 pro Vi > j,
neboli matice, ktera mé vsechny prvky pod hlavni diagonalou nulové.
Dolni trojuhelnikovd matice: L = [l;;], l;; = 0 pro Vi < j,
neboli matice, ktera ma vSechny prvky nad hlavni diagonalou nulové.
Schodovitéd matice: S = [s;;] matice m x n, kterd je bud nulova nebo
existuji pfirozena Cisla k < mal <ji < j2 <...<Jjr <ns témito
vlastnostmi:

(a) sij; #0prol<i<k,

(b) sir=0prol1<i<k, 1<r <y,

(c) sij=0prok<i<m, 1<j<mn.

Snadno jako cvi€eni se dokaze nésledujici véta.

VETA 4.6. Necht S je nenulovd schodovitd matice jako v definici
4.5, pak S([1,..., k], [j1,---,Jk]) je jeji horni trojuhelnikovd submatice
s nenulovymi prvky s;;, na hlavni diagondle.
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V hranaté zavorce za ndzvem operace uvadime jejisyntaxi v MATLABu.

DEFINICE 4.7 (LINEARNI OPERACE).

Operace secitani matic téhoz typu, vybéru opa¢né matice a ndsobeni
matice skaldrem definujeme po slozkéach:

Secitani [X = A + BJ:

=
h

e

X = A+ B = X(i,j) = A®i,5) + B(i, ) Vi, j.
Opaénd matice [X = -A]:

X =- A 2 X(i,j)=—AG]) Vi ],

mXn mXn

Nésobeni matice skaldrem a € F [X = axA]:
X =aA ¥ X(i,)) = aA(,5) Vi, j.
mxXn mxXn
DEFINICE 4.8 (TRANSFORMACE MATICE NA VEKTOR).
Operétor vec : Mpn — F™™ [A(:)]:
vec A =[A(;1); A(;,2);...5A(:,n)].
mxXn
Tento operator sklada tedy sloupce matice A pod sebe do sloupcového
vektoru.

Véta 4.9. Stejné jako v pFikladu 3.4(4) tvori mnoZina vsech matic
Mom,n opatiend vyse uvedenymi operacemi vektorovy prostor (M, n, Lr)
s nulovou matici Om, n jako nulovym prvkem. Operdtor vec je ziejmé
linearni a dokonce izomorfizmus vektorovych prostori (Mm,n, Lr) a
(F™", Lr). Uvdzime-li 3.33 a 3.25(4), pak dim My, » = mn, pFicemz
roli pfirozené bdze v Mm,n hraje systém matic E;; (i = 1,...,m;
j=1...,n).

DEFINICE 4.10 (TRANSPOZICE MATIC).
Transponovana matice [X = A.’]:
X = AT ' X(i,)) = A3, 1) Vi, j.

nxm mxn
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X(2,:) = A(:,2) nebo ekvivalentne X (:,2) = A(z,:) V.

Hermitovsky (konjugované) transponovand matice (F C C) [X = A’]:
def. —
X = A = X(i,§) = A(,i) Vi, j.
nxm mxXn
Tento operator zameénuje fadky (resp. sloupce) za komplexné sdruzené
sloupce (resp. fadky):
X (i,:) = A(:,1), resp. ekvivalentné X (:,i) = A(i,:) Vi.

Transpozi¢ni operatory maji ziejmé nasledujici vlastnosti:

VETA 4.11 (Vlastnosti (hermitovské) transpozice).

(1) (A+B)"=A"+B", (A+B)"*=A"+ B".
(2) (aA)T =aAT, (aA)* =TA* Va €.
(3) Or*n,n = 051,71 = On,wu 17*71,71 = 1%,71 = 1n,wu
E;;=E},=E;; Vi,j.
(4) (AT)T =A, (A")" = A.
(5) A redlnd = A* = AT.
(6) A je symetrickd < AT = A,
A je hermitovsky symetrickd < A" = A.
(7) D diagondini= DT = D, zejména plati I}, = IX =1I,,.
(8) A horni (dolni) trojuhelnikovd = A* i AT jsou dolni (horni)
trojuhelnikové matice.
(9) a(A+ A7), resp. a(A — AT) je symetrickd, resp. antisymet-
rickd matice pro kaZdou ctvercovou matici A a kaZdé a € F.
(10) a(A+A"), resp. a(A — A™) je hermitovsky symetrickd, resp.
hermitovsky antisymetrickd matice pro kaZdou ¢tvercovou ma-
tici A a kazdé a € R.
(11) KaZdou ¢tvercovou matici A lze rozlozit na jeji (hermitovsky)

symetrickou a antisymetrickou ¢dst:
A=1A+A")+1(A-A"), A=1(A+A")+1(A-A").
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Jelikoz transpozice transtormuje sloupcovy (radkovy) vektor na rad-
kovy (sloupcovy), plati zejména [z1;...;zn] = [21,...,2a]T.

V dalsim budeme pro zapis sloupcovych vektord piednostné uzivat
tvar [z1,...,2,]7, ktery je v matematice standardni (uzivani stied-
niku je totiz motivovdno pouze syntaxi jazyka MATLAB).

DEFINICE 4.13 (MULTIPLIKATIVNI OPERACE).
Maticové nasobeni [X = A * B|:
X = A.B Y X(i,j):=X0_, AG,k).B(k,j) Vi, j.

mXp mxXn nXp
Vyse uvedené lze ekvivalentné vyjadrit dvojim zptisobem:

a) X(5,5) =>7_1A(,k).B(k,j)Vj ... j-ty sloupec X je line-
arni kombinaci sloupcti matice A pomoci koeficient z j-ho
sloupce matice B, nebo ekvivalentné: X (:,7) = A.B(:, 7).
b) X(i,:) =3 1_, A(i,k).B(k,:) Vi ... i-ty fadek X je linedrni
kombinaci fadk matice B pomoci koeficienti z i-ho fadku
matice A, nebo ekvivalentné: X (i,:) = A(1,:).B.
Hadamardtv souéin matic [X = A .* BJ:
X = AoB ¥ X(i,j)=A@7).BG5) Vi, j.

mxXn mxXn mxXn
Hadamardtv soudin je tedy operace sou¢inu pro matice téhoz typu

zavedend po slozkdch podobné jako v pfipadé secitani.

Kroneckeriv (pfimy) souin matic [X = kron(4,B)]:
def.
X = A® B = X =[A(i,j)B] Yi,j.
mm/ xXnn’ mxn m/ xn’
X je tedy matice sestavend z m x n bloka (submatic) A(4,5)B o roz-

méru m’ x n’.

Véta 4.14 (Vlastnosti multiplikativnich operaci).
(1) Asociativita:
(A.B).C=A.(B.C), (AoB)oC=Ao(BoC),
(AB)®@C =A® (B®C).
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AB+C)=AB+AC, Ao(B+C)=AoB+Ao(,
AR(B+C)=A®B+ARC.
Distributivita zleva:
(A+B)C=AC+B.C, (A+B)oC=AoC+BoC,
(A+B)C=AC+B&C.
Komutativita:
AoB=BoA.
Maticovy soucin ani Kroneckeruv soucin nejsou obecné ko-
mutativni operace.
Jednotkovy prvek:
I,.A=AI,=A, 1,,0A=Ao0l,,=A,
11,1 A=A 111=A, I,QI1,=1In,.
(Hermitovskd) transpozice soucinu:
(A.B)T = BT.AT, (A.B)"=B*. A",
(AoB)' = AT o BT, (AoB)*= A*oB",
(Ao B =AT9BY, (A®B)" =A*Q®B".
Pravidlo smiseného soucinu:
(A® B).(C® D) =A.C ® B.D pro matice kompatibilnich
roZMEri:

A je mxn, C je nxp = AC je mXxp,

B je m'xn', D je n'xp = B.D je m' xyp,
Odtud: A ® B je (mm’ x nn’) a C ® D je (nn' x pp),
takze (A ® B).(C ® D) md rozmér (mm' x pp’), ktery je
stejny jako rozmér matice A.C @ B.D.
Maticovy soucin dvou vektori:
a) soucin fddkového vektoru se sloupcovym:

@ =[wi. ey =[yssue] > ety =yTe =YL vy
b) soucéin sloupcového vektoru s radkovym:
x=[z1;..52m]y = (Y15 0] = 2y” = [2iy5] € Mo

Skaldrni souciny pomoct maticového ndsobeni (F C C):

= [T 0],y = Y15 yn] S YTe =300 0T = (2, Y),
X = [a:zj] €EMnp,Y = [yij] EMpym =YX =Zc¢€ Mon,p,
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Tedy z;; je skaldrni soucin j-ho sloupce matice X s i-tym
sloupcem matice Y .

Specialné pro X =Y € My m je XX = Z € NMin,m, kde
Z =[], 25 = (X(55), X)) E X0, X(59)) Vi, j.
Matice X*X je tzv. Gramova matice.

(10) Soucin s diagondlni matici: Necht D = diag(dy,...,dm). Pak
A = [r1;...57m] = DA = [dir1;...;dm7Tm] a podobné
A =:[s1,...,8m] = AD = [di81,...,dmSm]. Tedy vyndso-
bent diagondlni étvercovou matict zleva (zprava) vede k vynd-
sobent Tadki (sloupci) odpovidagicimi diagondlnimi proky.

(11) Provedeni permutace pomoci maticového ndsobeni:
Necht o : J — J je permutace transformugjici pFirozené uspo-
fadanou mnozinu indexd J := {1,...,m} na permutovanou
mnozinu {o(1),...,0(m)} a necht P, je matice, kterd vznikne
z jednotkové matice I, stejnou permutact jejich vadkd (vddek
o (i) se pfesune na i-tou pozici), tj. P, := [05(;),;]. Pak
A =[ri;..5rm] = Ps.A = [roq);..;Te(m)] @ podobné
A = [s1,...,8m] = A.PT = [So(1)s--->Sa(my]. Tedy per-
mutace 7adki (sloupci) néjaké matice dosdhneme jejim vy-
ndsobenim zleva (zprava) matict, kterd vznikne z jednotkové
matice provedenim stejné permutace s jejimi vadky (sloupci).
Je-li A = D = diag(du,...,dn) diagondlni, pak sloZeni téze
radkové a sloupcové permutace ziejme steynym zpusobem per-
mutuje diagondlu v D: P,DPT = diag(dg(1ys - -+ do(m))-

(12) Maticovy soucin dvou trojuhelnikovych (diagondlnich) matic:
Vysledkem maticového soucinu dvou dolnich (hornich) troji-
helnikovych matic je opét dolni (horni) trojuhelnikovd matice.
Na diagondle jsou pritom souciny odpovidajich diagondlnich
prvki. Analogicky pro diagondlni matice.

Dikaz. S vyjimkou (7) jsou vSechny vlastnosti bezprostiednim dua-
sledkem definic pfislusnych operaci. O
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Oznacent .

V konecné rozmérnych vektorovych prostorech lze baze vzdy povazo-
vat za mnoziny linedrné uspofaddané svymi indexy. Vektory souradni-
cového vyjadieni operatoru T : Vi — V, z definice 3.35 (dim Vi = n,
dim Vo = m, E1 baze ve V1, E» baze ve V2) pak rovnéz mizeme uspo-
fadat jako sloupce v matici, tj. [T]e,,6, =: [[Tei]ley,---,[Ten]E,]
je pak matici rozméru m X n nazyvanou maticovou reprezentaci
operatoru 7.

Nadale ve vSech uvazovanych vektorovych prostorech predpokladame
soufadnicové vyjadifeni v pevné zvolenych a linedrné uspotradanych
bazich, zejména pak v (F",Lr) jimi budou pfirozené baze &, pokud
nebude feceno jinak. V souladu s definicemi 3.31 a 3.35 tedy budou
vynechavany indexy jak ve vyjadfeni vektora tak i operatori: piSeme
struéné [x] a [T] = [[Tei], ..., [Tex]].

VETA 4.15. Kadd matice T € M, uréuje predpisem « — T.x
(x € F") tzv. maticovy linearni operator T : (F",Lr) — (F™, LF).
Pritom plati:
(1) Je-li M =: [x1,...,xk] systém vektord z F" usporddany do
sloupci matice, pak jeho obraz v operdtoru T je matice
T(M) = [T.z1,...,T.ai] "2 T.M.
(2) [T] =I[[Te1],...,[Ten]] =T.
(3) R(T) := R(T) = L(s1,...,8,) a R(TT) = L(r1,...,7m),
kde r; jsou 7adky a s; sloupce matice T'.
(4) Soucinu dvou matic odpovidd sloZent prislusnych maticovych
operdtorii.
(5) Identickd matice uréuje identicky operdtor.
Jestlize F C C, pak navic plati:
(6) Kazdd hermitovsky transponovand matice T™ uréuje operd-
tor adjungovany k operdtoru urcenému matict T, pricemz
R(T*) = L(T1,...,Tm). V pripadé redlné matice T hraje
tutéz roli transponovand matice TT .
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matice 1’ je hermitovsky symetricka. V pripade realne matice
T hraje tutéz roli symetricka matice.

Matice T' uréuje unitarné izomorfni vnoveni pravé kdyz jeji
sloupce tvori ortnormdlni mnozinu . Je-li T v takovém pri-
padé navic ctvercovd, pak uréuje unitdrni operdtor a nazyvd
se proto unitarni matici (resp. ortogonalni matici v pfi-
padé F CR).

DUKAZ. K diikazu linearity stadi ovéfit vlastnosti (1) a (2) z véty

3.27:

T.(x+y)=T.x+T.y je disledkem distributivity 4.14(2).
T.(ax) = oT.xz plyne pfimo z definice 4.13 maticového nésobeni:
ZZ:I T(i, k)aze = a ZZ:I (i, k).

(1) je opét pfimym disledkem maticového nésobeni dle 4.13a):

(2)
3)

totiz j-ty sloupec T'(M) je linedrni kombinaci sloupct T' po-
moci j-tého sloupce M(:,j) = x;, coz je totéz jako T.x;.

(1] = ([Te1l,..., [Ten]] 2 [Tey, ..., Te,) L 1.0, “ 2% T
Podle 4.13a) je T'.x linedrni kombinaci sloupctt T pomoci ko-
eficientti vektoru @ € F". Pak R(T) = {T.xz |x € F"} 123
L(s1,...,8n). Podobné pro R(TT) a R(T*) v (6).

(4) je pfimym dusledkem asociativity maticového nasobeni:

()
(6)

w.r).z " U(T.).

dle 4.14(5) plati I,.x = x pro kazdé = € F".

4.14(9) 4.14(1) , 411(4) | 4 e
Tx,y) ="y Tx) = (yT)e = Y.Tx=
4.14(6)

e ok 4.14(9) .
(T y)'x =" (x,T".y).
Je-li T realna, pak T* = T dle 4.11(5).

s . , . ) . 411(6) . .
T urcuje samoadjungovany operator T=T" "&"Tije
hermitovsky symetricka.
e Necht sloupce T jsou ortonormélni. Podle (2) jsou obrazem
ONB ¢ a jelikoz generuji podprostor R(T') v F™, tak matice
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e Necht naopak matice 1" urcuje unitarne 1zomorini vnoreni.
Pak jeji sloupce musi byt jakozto obraz ONB € také ortonor-
malni dle 3.91(2’).
e Je-li T' ¢tvercova, pak pocet jejich sloupci je roven jejich
délce m, kterd je dimenzi celého prostoru F". Sloupce pak
tvori jeho bazi dle 3.24(4)(ii). T tedy urcuje unitarni operator
opét dle 3.89.

|

Pozndmka 4.16. Podle véty 4.15 neni tedy naddle tfeba rozliSovat
mezi matici T, pfislusnym linedrnim operatorem 7' a jeho maticovou
reprezentaci [T] v pfirozené bazi. Poznamenejme v8ak, Ze tyz opera-
tor muze mit v jiné nez prirozené bazi jinou maticovou reprezentaci.
Naopak taz matice mize v rtiznych bézich reprezentovat rtizné ope-
ratory. Jak je ukdzano ve vété B.1 z pfilohy B, mohou v tomto smyslu
matice dokonce reprezentovat i linearni operatory mezi libovolnymi
abstraktnimi vektorovymi prostory kone¢né dimenze.

DEFINICE 4.17 (HODNOST MATICE).

Sloupcovou (fadkovou) hodnosti matice A € M, ,, nazjviame
dimenzi vektorového podprostoru R(A) v F™ (R(AT) v F™), coz je
dle 4.15(3) pravé podprostor generovany sloupci (fadky) matice A.
Podle nize dokazané véty 4.23 je sloupcova i fadkova hodnost stejna,
nazyva se hodnosti matice A a znadi se r(A). Matice A se nazyva
matici sloupcové (fadkové) plné hodnosti, jestlize r(A) = n
(r(A) = m).

Matice A se nazyva regularni'®, je-li soucasné radkové i sloupcové
plné hodnosti. Ctvercova matice, kterd neni regularni se nazyva sin-
gularni.

15Regulérni matice musi byt ¢tvercovd, nebot podet linedrné nezavislych
sloupctt n nemftize presdhnout dimenzi prostoru F™, tj. musi platit n < m.
Analogicky z linearni nezavislosti fadka dostavame m < n.
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sloupcova (radkova) hodnost matice pocet prvku libovolne baze (ne-
boli maximalni linedrné nezavislé podmnoziny) vybrané z generujici
mnoziny vsech jejich sloupct (fadkt). Zejména tedy:
a) Matice je sloupcové (faddkové) plné hodnosti pravé kdyz vsech-
ny jeji sloupce (fadky) jsou linedrné nezavislé.
b) Matice je reguldrni pravé kdyz je ¢tvercovd a mé linedrné
nezavislé vsechny radky i sloupce®®.
V dalsim se zaméfime na dtkaz tvrzeni o shodnosti sloupcové a rad-
kové hodnosti matice. Zde budou kli¢ovou roli hrat takové transfor-
mace dané matice, které zachovaji beze zmény jeji sloupcovou i rad-
kovou hodnost. Dale budeme psat A ~ B, pokud matice A a B maji
shodné sloupcové i fadkové hodnosti. Takto zavedena relace je zifejmé
ekvivalenci na mnoziné vSech matic nad tymz skalarnim polem F.

VETA 4.19.

(1) Kazda reguldrni matice md stejnou sloupcovou a tddkovou

hodnost.

(2) A je reguldrni prdvé kdyz AT je reguldrnd.

(3) Necht A([i1, ..., ir], [J1,---,Jr]) je requldrni submatice Fddu r
matice A typu m/n. Pak sloupce A(:,j1),...,A(:,7r) @ fddky
Air, ), ..., A(ir, 1) jsou linedrné nezdvislé.

(4) Jednotkovd matice je reguldrni.

DUKAZ.

(1) Dle 4.18b) mé regularni matice stejny pocet fadka (=rfadkova
hodnost) i sloupct (=sloupcova hodnost).

(2) Tvrzeni je opét dtsledkem 4.18b), nebot AT vznikne z A
zaménou fadki za sloupce a naopak.

(3) >oheq kAl gk) = O0ma = > arA([in, .. ., i), jk) = 0r1 =
a1 =0,...,ar = 0 dle 4.18b). Nezavislost fadku se dokaze
podobné.

(4) Radky i sloupce jednotkové matice jsou prvky ptirozené baze
a tudiz jsou linearné nezavislé.
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VETA 4.20.

(1) Matice A je sloupcové plné hodnosti pravé kdyz prislusny ma-
ticovy operdtor je izomorfni vnorent.

(2) Matice A je vddkové plné hodnosti privé kdyz prislusny ma-
ticovy operdtor je surjektivni.

(3) Matice A je reguldrni pravé kdyz prislusny maticovy operdtor
je izomorfizmus.

DUKAZ.

(1) Matice A typu m/n je sloupcové plné hodnosti 4.2;1) jejt
sloupce jsou linedrné nezévislé ‘8 [Ax =0 =z = 0]
< N(A) ={0} 2 A urcuje izomorfni vnofeni.

(2) Ukazeme ekvivalenci negovanych vyroki (viz 1.1(6)):

Matice A typu m/n neni fddkové plné hodnosti < AT
nem4 linedrné nezévislé sloupce < A™ neméd linedrné nezé-
vislé sloupce (srov. ditkaz 4.23) < matice A* typu n/m neni
sloupcové plné hodnosti g maticovy operator piislusny k A*
neni izomorfni vnofeni 3'?2%(1) dJ0#yelF":A"y=0 3'5%54)
30 #y € F™ . (A"y,A"y) = 0 < 30 # yeclF™
3.82,4.15(6 . n
(Az,y) = ”(w,A Y) =0V € F* & 30 £y € R(A)*
< Jz € R™ —R(A): z = Prayz +y (bez tjmy na obec-
nosti lze za z zvolit rovnou 0 # y € R(A)") < maticovy
operator pfislusny k A neni surjektivni.

(3) Matice A je regularni Y je soucasné sloupcové i Ffadkoveé

plné hodnosti (1259) A urcuje surjektivni izomorfni vnofeni

< A urcuje izomorfizmus.

d
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oloupcova ant radkova hoanost matice se nement pri jejim nasoovent
zleva (zprava) matict sloupcové (fddkové) plné hodnosti.

DUKAZ. Nechf R € My, je matice sloupcové plné hodnosti m a A
néjaka matice typu m/n. Pak
a) R(R.A) = {R.(A.x)|z € F"} = {Ry|y € R(A)} "2V
R(R.A) je izomorfnim obrazem podprostoru R(A) Y
dimR(R.A) = dimR(A) = matice R.A a A malji stejnou
sloupcovou hodnost.

b) RT je tadkové plné hodnosti 4'2:0>(2) RT je surjekce =

R((R.A)T) "2 R(AT RT) = {AT(R".z)|z € F*} =
{ATy|y € R(R") = F"} = R(AT) = dimR((R.A)T) =
dimR(AT) *2" matice R.A a A maji stejnou fadkovou hod-
nost.

Naéasobeni zprava matici fadkové plné hodnosti lze transpozici prevést
na nasobeni zleva matici sloupcové plné hodnosti: (A.R)T = RT.AT.
Dle piedchézejici ¢asti maji (A.R)T a AT stejnou fadkovou i sloup-
covou hodnost a tedy totéz musi platit i pro A.R a A. a

VETA 4.22 (Skeletni rozklad matice).

Necht A je nenulovd matice typu m/n sloupcové hodnostir, pak exis-
tuje matice sloupcové plné hodnosti B typum/r a matice fadkové plné
hodnosti C typu r/n tak, Ze A = B.C. Pfitom C ma stejnou fadko-
vou i sloupcovou hodnost v a plati R(A) = R(B), R(AT) = R(CT)
a N(A) = N(C). Pritom C lze zvolit tak, aby I, byla jeji submatici.

DUKAZ. Polozme B := A(:,[j1,...,5r]) rovno submatici v A se-

stavajici z vhodné vybranych sloupcii tvoficich bazi v R(A). Takovy

vybér je vidy mozny dle 3.20. Tyto sloupce jsou linedrné nezavislé,

takze B je dle 4.18a) sloupcové plné hodnosti a pfitom R(A) = R(B).

Kazdy sloupec matice A patii do R(A), takZze musi byt néjakou line-

4arni kombinaci bazovych sloupct z B. Necht C je matice, jejiz j-ty
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v bazi B. Na zaklade 4.13a) tedy muzeme psat A = B.C. Vekto-
rem soufadnic k-tého bazového sloupce A(:,jr) jeer (k=1,...,7),
coz znamend, ze jednotkovad matice I, = C(;,[j1,...,jr]) je subma-
tici matice C. Jelikoz I, je dle 4.19(4) regularni, jsou podle 4.19(3)
linedrné nezavislé jak vsechny fadky matice C (tj. C je fadkové plné
hodnosti), tak i sloupce C(:,j1),...,C(:,jr). Ty dokonce tvoii bazi
v R(C) = F", nebot dimF" = r (viz 3.24(4)(ii)). Tedy r je nejen
radkova, ale i sloupcové hodnost matice C'.

V &asti b) ditkazu lemmatu 4.21 jsme ukézali R(AT) = R((B.C)T) =
R(CT). Plati také N (A) = N(C): B uréuje dle 4.20(1) izomorfni

vnoteni, takze N (B) 530 {0} aplati z e N(A) & 0= Ax =
B.(Cx) & CzeNB)={0} & 0=C.x & zcN(C). O

VETA 4.23 (Tvrzeni o shodé fadkové a sloupcové hodnosti).
Kazda matice A md stejnou 7ddkovou i sloupcovou hodnost, neboli
dimR(A) = dimR(AT). Zejména plati r(A) = r(AT). V pripadé
F C C plati také r(A) =r(A").

DUKAZ.

Necht A = B.C je skeletni rozklad matice A. Pak A ~ C dle 4.21.
Tedy matice A méa stejnou Ffadkovou i sloupcovou hodnost jako C.
Ta mé vSak obé hodnosti stejné, takze totéz musi platit pro A.

V pripadé F C C rovnost h :=r(A) = r(A*) plyne z 3.88(5)(iv). D4
se ale dokdzat i pfimo jako dusledek faktu, Ze operace komplexniho
sdruzeni zachovava linedrni nezavislost: totiz znaci-li r; napriklad
rfadky matice A pak 7; jsou sloupce matice A*. Pfitom 25:1 QT =
0=0=3" a7, kdea; =0 < @ =0.V disledku toho je
Tip,...,Ti, maximalni linedrné nezavisla mezi vSemi fadky A pravé
kdyz 7;,,...,7s, je maximalni linedrné nezavisld mezi vSemi kom-
plexné sdruzenymi fadky matice A, tj. mezi vSemi sloupci matice A™.
|
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(1) Hodnost matice se neméni pi jejim ndsobent zleva (zprava)
matict sloupcové (fddkové) plné hodnosti.
(2) Soucin dvou matic sloupcové (tddkové) plné hodnosti je opét
matice sloupcové (fadkové) plné hodnosti.
(3) Hodnost matice se neméni pri jejim ndsobent zleva nebo zprava
reguldrni matict.
(4) Soucin regularnich matic je requldrni matice.
(5) Hodnost matice se neméni permutact jejich sloupci nebo vadki.
(6) Hodnost matice se neméni vynechdnim sloupce (fddku), ktery
je linedrni kombinaci ostatnich sloupct (tadkd).
(7) Hodnost matice se neméni vyndsobenim nékterého sloupce
nebo radku nenulovym skaldrem.
(8) Hodnost matice se neméni prictentm skaldrniho ndsobku né-
kterych sloupct (fddkid) k jinému sloupci (Tadku).
(9) Hodnost matice se neméni vynechdnim nulovych sloupci nebo
radkai.
DUKAZ. Vzhledem k 4.23 v8echny tivahy provadéné déle se sloupci
plati i pro fadky a naopak. Tvrzeni (1) jiz bylo dokdzano v lemmatu
4.21. Tvrzeni (2) je specidlnim pifipadem (1) stejné jako (3), nebot
regularni matice ma plnou sloupcovou i fadkovou hodnost. Podobné
(4) je dusledkem (3). Tvrzeni (2) a (4) lze jinou tvahou odvodit také
z véty 4.20: totiz soucinu matic sloupcové (Fadkové) plné hodnosti,
resp. regularnich, odpovida dle 4.15(4) slozeni dvou izomorfnich vno-
Feni (surjektivnich linedrnich zobrazeni), resp. izomorfizmu, coz je
opét linearni zobrazeni téhoz typu.
Tvrzeni (5) je zfejmé, nebot prostor generovany radky nebo sloupci (a
tedy ani jeho dimenze) nezévisi na uspofddani mnoziny generdtoru.
Tvrzeni (6)—(8) jsou elementdrni tpravy z véty 3.14, které rovnéz
neméni generovany podprostor a tedy ani jeho dimenzi. Tvrzeni (9)
je specidlnim piipadem (6), nebot kazdy nulovy sloupec ¢i fadek lze
povazovat za nulovou linedrni kombinaci ostatnich sloupct (fadka).
|
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Ctvercova matice A radu n je reqularnt prave kayz existuji ctvercove
matice A1, A2 Tddu n takové, Ze A1.A = A. Ay = I,,. V takovém
piipadé Ay = Ay =: A~ je jedind, je requldrni a urcuje maticovy
operdtor inverzni k operdtoru urcenému matici A. Matici A~! nazy-
vdme matici inverzni k A [v MATLABu: inv(A)].

DUKAZ. A je regularni 4'2<2>(3) A uréuje izomorfizmus.

o Jestlize A urcuje izomorfizmus, necht A~! je maticové reprezenatce
inverzniho operatoru. Pak A™'. A = A.A™! = I, dle 4.15(4)(5).

e Necht plati A;.A = A.A> = I,. Protoze identicky operéator I,
je prosté a surjektivni zobrazeni, plati: A.x = Ay = A;.Ax =
A1 Ay= I, x=1,y=x =1y = A je prosté.

Podobné pro kazdé y mémey = I,,.y = A.Az.y € R(A) = A je také
surjektivni. Celkem A je tedy izomorfizmus. Pritom As = I,. A2 =
A1.A. Ay = A1, = A1. Po zdménd role A a A™?! vidime, Ze AL
je rovnéz regularni a urcuje izomorfizmus inverzni k izomorfizmu ur-
¢enému matici A. |

VETA 4.26. Kazdd permutacni matice Py je requldrni a v piipadé
F C C je dokonce unitdrni.

DUKAZ. P, i4du n je regulérni na zakladé véty 4.24(5), nebot je dle
4.14(11) permutaci fadki jednotkové matice I, kterd je regularni dle
4.19(4). V ptipadé F C C unitarnost matice P, pak plyne z 3.90(3):

4.14(9) —n _ n _4.14(9) ,
(Pr.x,Pyry) = 37", To(i)To(i) = Yo Ty, = (x,y), nebot
secitani je komutativni a nezavisi tedy na permutaci sc¢itanci. O

VETA 4.27. Ctvercovd trojihelnikovd (diagondini) matice je regu-
ldrni prdavé kdyz vsechny jeji prvky na hlavni diagondle jsou nenulové.

Diikaz. Vzhledem k 4.19(2) a 4.11(8) stac¢i tvrzeni ovéfit napiiklad

pro horni trojuhelnikovou matici A fadu n.

e Necht a;; # 0 pro kazdé ¢ = 1,...,n. Dle 4.18b) a 4.23 stadi uké-

zat napfiklad jen linedrni nezavislost fadkt. Z rovnosti [0,...,0] =
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0=aoi1a11, 0 = a1a12 + a2a92,...,0 = Zz;ll QkGkn + QnGpn.

Z 1. rovnice a11 # 0 = a1 = 0, po dosazeni do 2. rovnice analogicky
az2 # 0= a2 =0, atd. az z posledni rovnice ann # 0 = a, = 0.

e Predpokladejme, Ze a;; = 0 pro néjaké i. Vezméme nejmensi takové
i. Je-li ¢ = 1, pak 1. sloupec je nulovy a A tedy neni regularni. Je-li
©>1,pak A([1,...,i—1],[1,...,9—1]) je horni trojuhelnikova subma-
tice fadu ¢ — 1 s nenulovou diagonalou a tudiz regularni dle predchozi
¢asti. Dle 4.19(3) jsou nezavislé celé sloupce A(:,1),...,A(:;i—1) a
protoze A([3,...,n],[1,...,i]) je nulovd submatice v dusledku a;; = 0,
je sloupec A(:, 1) linedrni kombinaci prvych i — 1 sloupct, tj. sloupce
A jsou zavislé a A opét nemuze byt regularni.

Diagonalni matice je specidlnim pfipadem trojihelnikové matice. [

DUSLEDEK 4.28 (Vlastnosti inverznich matic).
Necht A, B jsou dvé étvercové matice fddu n. Pak

(1) A je reguldrni prdvé kdyz AT je reguldrni. V takovém piipadé
plati (A7) = (A™HT.

(1’) V pripadé F C C je obdobné A reguldrni pravé kdyz A* je
requldrni. V takovém piipadé plati (A*)™! = (A™1)".

(2) A, B regulirni= (A.B)"' =B 'A%

(3) Je-li P, permutacni matice uréend permutacio dle 4.14(11),
pak P,_1 = P;' = PT.

(4) Je-li A =: [ai;] reguldrni dolni (horni) trojuhelnikovd matice
vadun, pak A je rovnéZ dolni (horni) trojihelnikovd matice
s prvky afll, ...yany na hlavni diagondle. Je-li A dokonce

diagondlni, pak A1 je rovné# diagondlni.

Diikaz.
(1) AT regularni 4'1<2§2) A je regularni B ATA=AA" =
I, “E9 AT (AT = (AHTAT = 7 YED p, X

(A7) = (A7,
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primo z 3.88(9)(v1).

Plyne z toho, Ze inverzni zobrazeni se skladaji v opacném
poradi. Jiné odvozeni se opét mtize opirat o vétu 4.25:

B ' A" A.B= B ' B=1I, a analogicky

ABB 'AT'=AA"=1I,.

Dle 414(11) Pcr = [(50(2‘)7]‘] = P?; = [6j,d(i)] = [6071(j),i]7
nebof j = o(i) pravé kdyz o' (j) = o *(o(i)) = i. Ma-
tice PL tedy reprezentuje operator inverzni permutace o !,
tj. P,—1 = PZ. Vezmeme-li v 4.14(11) za diagonalni ma-
tici jednotkovou matici D = I,,, pak D se nezméni pii per-
mutaci samych jedni¢ek na diagonéle. Plati tedy P,.PT =
PU.In.PZ = I, a po zaméné o za o~ ! si matice P a PT rov-
néz zaméni roli, takze také plati PT. P, = I, a P! 425 PT.
Necht A =: [as;] je napfiklad dolni trojuhelnikovéd regularni
matice fadu n. Dle 4.27 jsou a;; # 0 pro i = 1,...,n. Podle
4.25 musi pro matici X =: [z; 1] inverzni k A platit I,, = A.X.
Srovnavanim naddiagonalovych prvku v i-tém fadku a k-tém
sloupci na levé a pravé strané této rovnice dostavame po-
stupné proi=1,...,na k >

o1k = Z?Zl a1;Tjk = a11T1k = 1 = an1z11 a 0 = a1k pro
k>1= x11 = afll a x1x = 0 pro k > 1. Analogicky pro
i = 2: 6o = Z?Zl Q2;Tjk = Q21T1k + A22T2k = G22T2k =
Too = a§21 a xror = 0 pro k > 2, atd.

Piipad horni trojihelnikové matice prevedeme na ptredchozi
situaci transpozici uzitim 4.11(8) a 4.14(6): Podle 4.25 musi
také platit I, = X.A, odtud I, = I} = (X.A)T = AT. X7,
kde AT je dolni trojahelnikova, takze dle pfedchozi Gasti je
také X T dolni trojuhelnikové a tedy X horni trojahelnikova.
Diagonalové prvky se transpozici také neméni.

Matice A je diagonalni pravé kdyZ je soucasné horni i dolni
trojuihelnikova, takze jeji inverze musi také mit obé vlast-
nosti, tj. musi byt diagonalni.
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VETA 4.29 (Zjistovani hodnosti).
Necht A je matice typu m/n a B typu n/p. Pak plati:
(1) r(A) < min(m,n).
(2) r(A.B) < min(r(A),r(B)). Je-li A sloupcové piné hodnosti,
resp. B fddkové plné hodnosti, pak nastane rovnost a
r(A.B) =1(B), resp. r(A.B) =r(A).
(3) Hodnost nenulové matice A je rovna nejuét§imu fddu néjaké
jeji reguldrni submatice.
(4) r(A) =n — dim N (A).
(5) VpripadéF C C platir(A.A") =r(A".A) =1(A) =1r(A") a
specialné je-li A sloupcové, resp. 7adkové plné hodnosti, pak
A" A, resp. A.A” je regquldrni.
(5") V pripadé F C R platir(A.AT) =r(AT.A) =1(A) =r(AT)
a specialné je-li A sloupcové, resp. fadkové plné hodnosti, pak
AT A, resp. A.AT je regquldrnd.

Dikaz.

(1) Hodnost matice odpovidd maximalnimu poctu linedrné ne-
zévislych sloupci (fadkt) matice a nemiize proto presdhnout
dimenzi prostoru, do néhoz nélezi, tj. musi platit r(A) < m
a soucasné r(A) < n.

2) R(A.B) € R(A) “2Y dimR(A.B) < dimR(A)

= 1r(A.B) < r(A). Uzitim této nerovnosti na transpozici
soucinu dostaneme i druhou nerovnost:
1(A.B) *2 1((A.B)") = r(BT.A") < r(BT) "2’ 1(B).
Je-li B fadkové plné hodnosti, pak r(A.B) 424 r(A) =
min(r(A),r(B)), nebot dle (1) je r(A) < min(m,n) < n =
r(B). Analogicky pro A sloupcové plné hodnosti:
r(A.B) 424 r(B) = min(r(A),r(B)), nebot dle (1) mame
r(B) < min(n,p) <n =r1(A).
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cujici regularni submaticl |a;;| fadu 1. Oznacime-l1 r nejvetsi
fad néjaké reguldrni submatice, pak tedy » > 1 a dle 4.19(3)
lze v matici vybrat r nezavislych fadku (resp. sloupcit), které
1ze doplnit na bazi o h := r(A) prvcich. Plati tedy h > r. Na-
opak z matice A hodnosti h lze vybrat submatici B o h line-
arné nezavislych sloupcich (sloupcova baze), kterd méa sloup-
covou plnou hodnost h. Dle 4.23 je i fadkova hodnost matice
B rovna h, takze z B lze vybrat h nezévislych radkt. Vy-
slednd submatice fadu h mé rovnéZz h nezavislych fadkia (a
tedy i sloupci) a je proto reguldrni. Protoze r uddva nej-
vétsi rad takové submatice, plati i opacnad nerovnost h < r a
celkem tedy h = r. Takto zkonstruovand submatice ma pak
nejvétsi mozny ad h.
Necht A = B.C je skeletni rozklad podle véty 4.22, r := r(A).
Necht Q je vhodna permuta¢ni matice (viz 4.14(11)), kterou
preusporadame sloupce C tak, aby jednotkova matice I, ob-
sazend v C byla jejim prvnim blokem: C.Q =: [I,-, C']. Stej-
nym zptisobem preusporadame vektory € F™: QT .x =: [y; t],
kde vysledny vektor rozdélime na dva sloupcové bloky y € F”
at € F"". Pak dostadvame:
z e NA) B NC) & Cz=0"EYcQqQTz=0
< [I,C'|y;t] =0 & I,y+C't=0 & y=-C't
& (yt] = [ChiIn]t & = = Q[y;t] € R(Q.C").
.C//
Tedy N(A) = R(Q.C") = dimN(A) = dimR(Q.C") =
r(Q.C") 42O r(C") @ r, nebot C" obsahuje regularni
submatici I,_,, ktera je maximalniho mozného radu, protoze
n — r je sloupcovy rozmér matice C”.
Rovnost hodnosti plyne ihned jako dtsledek obecného tvr-
zeni 3.88(5)(iii),(iv). Mtzeme ji vSak dokazat elementarnéj-
$im postupem i pfimo. Nerovnost r(A*.A) < r(A) =: r
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(57)

kombinace (vybranych) sloupcu matice A™.A s koeficienty c
(¢; = 0 pro nevybrané sloupce). Pak 0 = c*.A*. A.c $1HQ©
(Ac) .(Ac) "2 (A.c, Ac) * 2V || A.c|?, takie dle axi-
omu normy 3.54(N3) je A.c = 0 a tedy A.c je také nulovou
linearni kombinaci odpovidajicich sloupct v A. Zde lze v8ak
vybrat r linearné nezavislych sloupci coz si vynuti ¢ = 0,
takZe odpovidajici sloupce v A*.A budou také linedrné ne-
zavislé a tudiz r(A*.A) > r =r(A).

Vsimnéme si, ze jsme vlastné ukazali netrividlni implikaci
c € N(A*.A) = c € N(A), neboli N(A*.A) C N(A). Je-
likoz opa¢nd inkluze je trividlni (Ac = 0 = A*.Ac = 0),
tak mame N(A*.A) = N(A), kdy r(A*.A) = r(A) dosta-
neme také jako pfimy disledek rovnosti (4), nebot obé ma-
tice maji stejny pocet sloupct n. V pfipadé A sloupcové plné
hodnosti je A*.A ¢tvercova fadu n téze hodnosti n = r a tu-
diz regularni. Zaéménou roli A a A™ dostavame také identitu
r(A.A") = (A" . A") = r(A"), takZe tvrzeni je plné doka-
zano, nebot r(A) =r(A") plati podle véty 4.23.
Je disledkem (5), nebof v piipadé realné matice je A* = AT
dle 4.11(5).

d

DUSLEDEK 4.30. Hodnost schodovité matice je rovna poétu jejich
nenulovych vadkd (tzv. schodi).

Dikaz. Pro nulovou matici je tvrzeni zfejmé. Necht S typu m/n je
schodovit4d matice s k nenulovymi fadky, £ > 1. Vynechame-li m — k
nulovych f4dkfi, dostaneme dle 4.24(9) matici S’ typu k/n stejné
hodnosti: r(S) = r(S’). Podle 4.6 matice S’ obsahuje horni trojahel-
nikovou submatici fadu k s nenulovou diagonalou, ktera je regularni
dle 4.27. Jelikoz fadkovy rozmér matice S’ je k, je tato submatice

maximalni takova a tedy celkem r(S) = r(S")

4.29(3) 5 0
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z nerealneho skalarniho pole I'. Jednoduchy protipriklad najdeme jiz
v ptipadé komplexnich matic (F = C): Uvazujme matici

A= [_11 i] , kde [—i,1] = —i[1,i] = r(A) = L.
Totiz za sloupcovou (faddkovou) bézi (maximalni linedrné nezavis-
lou podmnozinu) matice A lze v tomto pfipadé zvolit jednoprvkovou
mnozinu tvofenou libovolnym sloupcem (fddkem), nebot kazd4 jed-

noprvkovd mnozina obsahujici nenulovy vektor je trivialné linedrné
nezavisla dle 3.3(L5). Pak dostavame

A.AT:[I. Z][l _i]:[o 0] —  r(A.AT)=o.

—i 1 i1 0 0
T . |1 —i 1 ¢ (0 0 T .
wac[ [ AR = ata-o

Podstata problému tkvi v tom, Ze prvky napiiklad matice AT.A jsou
sice konstruovany podobné jako u Gramovy matice v 4.14(9), tj. jsou
ve tvaru vyrazi xi1yi1 + x2y2, kde  a y jsou vybrany ze sloupcu A.
Tyto vyrazy jsou skaldrnimi souciny v R, nikoliv avsak v C, kde ztra-
cime platnost axiomu (S3) a tim i ortogonalitu: napfiklad pro sloupce
A méme ([1,—i],[i,1]) = 1.4 + (=i).T = 1.(=i) + (—4).1 = —2.i # 0,
ikdyz 1.i4(—i).1 = 0. Vzhledem k 3.68 tak neméame garantovanu ani
linearni nezavislost, kterou jsme v tomto prikladu skutecné ztratili.

Ztratili jsme takto dokonce i vlastnost ortogonalniho rozkladu dle
3.88(5)(i), prestoze 3.88(5)(v) plati dle 4.29(4): dim N (A) = dim C* —
r(A) = 2 — 1 = 1. Totiz C? nemiize byt ortogonalnim souétem pod-
prostortt R(AT) a N(A), nebot neni ani jejich piimym souctem:
1. sloupec v A.AT je roven A.[1,i]T = [0,0]T = [1,i]T € N(A).
Soucasng ale také AT.[1,0]T = [1,4]7 = [1,i]T € R(AT) a tedy

3.43

0+ [1,i]7 € RLAT)NAN(A) 2 R(AT) + N(A) £ R(AT) + N (A).
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Necht A =: |a;j] Je Ctvercova matice fadu n a * =: |[X1;...;%n],
y =: [y1;...;yn] vektory z F".

Bilinearni forma urcend matici A je funkce F" x F"* — T definované
vztahem:

n n n n
T
y Az = (O agzi)yi=Y Y ayyiz;,
i=1 j=1 i=1 j=1
kde vyraz v zévorce je i-ta slozka vektoru A.x.
Pro x = y bilinearni forma prejde v zobrazeni F" — [F a nazyva se
kvadratickou formou uréenou matici A:

zT Ax = Z Z Qi TiT.
i=1 j=1
V piipadé F C R je mizeme vzhledem k 4.14(9) a 4.15(6) vyjadfit
také pomoci skalarniho soucinu:
yT. Ax = (A.x y), resp. zT.A.x = (A.z,x), co je v souladu s po-
znamkou 3.84. V komplexnim p¥ipadé F C C uzijeme A* misto AT,
takze dostavame vyjadieni:

(Az,y) =y . Ax= Z Z ai;Y; L5,

i=1 j=1

n n
(Az,z) =x" Ax = Z Z ai;TiT;.

i=1 j=1
Matice A se nazyvd pozitivné semidefinitni (pozitivné defi-
nitni), jestlize urcuje operétor, ktery je pozitivni (striktné pozitivni)
ve smyslu poznamky 3.84. V takovém piipadé kvadratickd forma
nabyva pouze redlnych nezdpornych hodnot (kladnych hodnot pro
x # 0) a A je hermitovsky symetrickd matice.
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Veta 4.29 sice uvadi nektere uzitecne vlastnosti hodnosti matic umoz-
nujici jeji zjisténi v nékterych specidlnich pfipadech, nikoliv vSak
obecné pro libovolnou zadanou matici A, feknéme typu m/n. V tomto
odstavci odvodime univerzalni algoritmus tzv. Gaussovy eliminace,
ktery pozadovanou tulohu beze zbytku fesi a navic dava konstrukci
béze obou prostortl svdzanych s matici (operdtorem) A, tj. jak oboru
hodnot R(A), tak jadra N(A). Jako jeho dusledek obdrzime navic
tzv. LU-rozklad matice A, ktery predstavuje jeden z mnoha moz-
nych skeletnich rozkladd. Na rozdil od dikazu véty 4.22, ktery byl
nekonstruktivni, Gaussova eliminace poskytuje (nikoliv obecné jed-
noznac¢nou) konstrukei takového rozkladu.

Princip Gaussovy eliminace spo¢ivd v postupném provadéni elemen-
tarnich ¥adkovych tprav'®, které neméni hodnost matice. V zasads
vysta¢ime pouze s Gpravami typu (5) a (8) z véty 4.24 a to dokonce
ve zjednodusené podobé: zaména dvou fadkt a pricteni skalarniho
nasobku néjakého fadku k jinému fadku. V dalsim zkonstruujeme
specialni regularni transformac¢ni matice, kterymi budeme danou ma-
tici postupné nésobit zleva — viz téz 4.24(3). Vysledkem bude pievod
zadané matice A na schodovity tvar, jehoz hodnost (shodna s r(A))
se snadno zjisti podle 4.30.

DEFINICE 4.33 (Transformaéni matice pro nékteré fddkové tipravy).
Necht m je fddkovy rozmér transformované matice A.

(1) Zadména i-ho a j-ho fadku:

Necht o := 0;; zna¢i permutaci provadéjici zdménu indexu ¢ a j. Pak
ziejmé 0 = o '. Oznacime-li P;; := P, odpovidajici permutacni

s s vz 1 4.28(3 e ;
matici radu m, pak P;; = szl 55 sz a tedy pfi nasobeni

touto matici zleva (zprava) dochézi k zdméné i-tého a j-tého fadku
(sloupce) — viz 4.14(11). V piipadé ¢ = j je P;; = I, identita.
(2) Pfic¢teni a-nasobku j-ho fadku k i-tému (i # j):

160bdobné je mozno provadét sloupcové upravy. Jelikoz je lze transpozici
matice vzdy prevést na radkové upravy, uprednostnujeme nadéle tento pfipad.
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m. lato matice je trojuhelnikova s jednotkovou diagonalou, prvkem
a v i-tém radku a j-tém sloupci a nulami vSude jinde. Zfejmé plati
RE?)T = Rgfil), pfi¢emZ pri ndsobeni matici RE?) zleva (matici R;‘Z‘)
zprava) dochézi k pfi¢teni a-ndsobku j-tého fadku (sloupce) k i-tému
fadku (sloupci).

(3) Vynésobeni i-ho fadku skalarem a # 0:

Podle 4.14(10) je ptislusnou transformaéni matici diagonédlni matice

Dga) := diag(l,...,1,a,1,...,1), kde «a je i-tym prvkem na jinak
jednotkové diagonale.

Véta 4.34 (Vlastnosti transformaénich matic Pj, RE?) a D\™).
Vsechny uvedené matice jsou requldrni a plati pro né:

(1) Necht indezx j je pevny a o; € F je m skaldri (i =1,...,m),
kde a; = 0. Pak R§a) = Rg‘;l) .. Rgsjm) je jednotkovd ma-
tice, k jejimuZ j-tému sloupci je pricten vektor a := [, . .., am]T.
Tato matice realizuje sloZeni m vdadkovych uprav: k i-tému
radku je pricten a;-ndsobek j-tého radku proi =1,....,m. Na
pofadi provddént téchto uprav (tj. na potadi ndsobeni matic
Rg?i)) pritom nezaleZi. Zrejmé o = 0 = R§a) =1,

(2) Vyslednd matice Réa) je reguldrni a pokud a; =0 proi < j
(i > ), pak je navic dolni (horni) trojihelnikovd. V takovém
pripadé budeme obvykle psdt L§a) (U;a)) misto” R;a).
Inverzni matice je uréena vztahem: (R(Ao‘))f1 = Ré_a).

J
Je tedy téhoZ typu, kde pouze skalary maji obrdcené zna-

ménko. Zejména také dostdvdme (RE;‘))*1 = RE;D‘), nebot
RE?) je specialnim pripadem matice Réa), kde i = « a

ar =0 pro k # 1.
(3) Pro libovolné ti indexy i,j,k € {1,...,m}, i # j, k # j plati
P R(a) _ R(P,ik.a) P
ik I ] Pi.

17Znageni je dano zvyklostmi anglosaské odborné literatury: pismeno L, resp.
U je odvozeno od pocateénich pismen slov Lower a Upper.
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poraai skalaru ve vektoru o, kde aojae kK zamene jeho slozek
Qi a Q.

(4) L:=LrV .02 Liem qu =l ulem-r) |yl
je po Tadé requldrni dolni a hornt trojuhelnikovd matice s jed-
notkovou diagondlou, kde L(i,7) = a;(i) a U(4,j) = o;(4)
pro kazdé i # j, neboli sloupce v L, resp. U odpovidaji po
radé prislusnym sloupcum matic L;aj), resp. U;aj). Pozna-
menejme, Ze na rozdil od (1) v tomto piipadé jiZ zdlezi na
pofadi provddéni dprav (tj. na poradi ndsobeni matic L;aj),
resp. U;aj)).

(5) Dgal).Dé‘”) .Dm) = diag(ai, s, ..., am) je pii viech
nenulovych a; # 0 reguldrni diagondlni matice. Tato ma-
tice realizuje sloZenim tadkovych uprav: i-ty radek je vyndso-
ben skaldrem a; proi =1,...,m. Na potadi provadéni téchto
dprav (tj. na potadi ndsobeni matic Dgai)) pFitom nezdleZi.

Dikaz. Pro vétsi nadzornost zobrazme nejprve strukturu matice R;o‘):

1 ... 0 a1 0 ... 0 ... O]
0 1 aj-1 O 0 0
0 0 1 0 0 0
R;“) 0 0 o411 0 0
0 0 ; 0 1 0
o ... 0 an O ... 0O ... 1]

Vs8echny uvazované matice jsou bud trojuhelnikové nebo diagonélni

s jednotkovou diagonalou, pfipadné jsou soucinem takovych matic.

Podle 4.27 a piipadné i s ohledem na 4.24(4) jsou tedy reguldrni.
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typu dle 4.14(12). Strukturu matic ve tvaru soucinu si ctenar snadno
odvodi jako snadné cviceni provedenim tohoto soucinu, resp. prislus-
nych radkovych tuprav pii postupném nasobeni zprava doleva. Pii
dtikazu tvrzeni (2) sta¢i podobné na zakladé véty 4.25 ovéfit pfimym
vynasobenim platnost identit: R;fa).RgAa) = Réa).Réfa) =1, O

Pozndmka 4.35.

Je-li A matice typu m/n, pak s uvazenim 4.14(8)b) snadno nahléd-
neme, ze R;a).A = A+a.A(j,:). Maticovy vyraz vpravo tak predsta-
vuje alternativni zptisob provedeni stejnych fadkovych tprav v ma-
tici A, jaké odpovidaji nasobeni matici Réa) zleva. V nékterych si-
tuacich mize byt tento druhy zptisob z hlediska programové imple-
mentace efektivnéjsi, nebot neni tfeba dopfedu vytvaret a do paméti
uklddat matici R;a), kterd je Fidka (md velké mnozstvi nulovych
prvki), coz muze vést k plytvani paméti.

VETA 4.36 (Pievod matice na schodovity tvar Gaussovou elimi-
naci'®). KaZdd matice se dd konecnym podtem Fddkovyjch elementdr-
nich transformact typu 4.33(1),(2) pievést na matici ve schodovitém
tvaru o stejné hodnosti.

DUKAZ. Diikaz této véty je konstruktivni, to znamena, %e dava po-
stup resSeni této ulohy, ktery je mozno pouzit v konkrétnim ptipadé.
Tento postup byva nazyvan Gausstiv algoritmus a spo¢iva v nasledu-
jicich krocich pro matici A =: [as;] typu m/n:
(GO) Jestlize matice A je nulovd, jiz je ve schodovitém tvaru a
jsme hotovi.
(G1) V opa¢ném pfipadé necht ji je index prvniho nenulového
sloupce. Existuje tedy &k € N, 1 < k < m tak, ze axrj; # 0.
Radek k-ty vyméhme s prvnim faddkem, pokud k # 1. Tim
dostaneme matici B =: [buy] typu m/n takovou, Ze sloupce
1,2,...,51 — 1 jsou nulové a by;, # 0.

18 iz té% skripta [KaSk:V9.3 s.80-81] nebo [Sik:V1.26 s.9-10]
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“u

5. Dostaneme ma-

¢teme prvni fadek vynasobeny cislem — 3~

tici C = [cuw] typu m/n takovou, Ze sloupce 1,2,...,j1 — 1
jsou nulové, c1j;, # 0 a cuj, = 0 pro kazdé 2 <u < m.

Tim je urcen prvni fadek hledané schodovité matice. Neni-li matice C
jesté ve schodovitém tvaru, aplikujeme kroky (G1) a (G2) na subma-
tici C([2,...,m],:). Po jejich provedeni bude druhy fadek celé matice
druhym fadkem hledané schodovité matice, atd. Timto zptisobem po-
stupujeme tak dlouho, az obdrzime matici ve schodovitém tvaru, tj.
jakmile bud byl proveden maximalni mozny pocet krokti m a nebo
vSechny zbyvajici fadky jsou jiz nulové. O

Dausledek 4.37 (Maticovy zapis Gaussovy eliminace).

Necht A je matice typum/n, r(A) = r. Pak Gaussova eliminace reku-
rentné konstruuje posloupnost matic A =: Ag ~ A1~ -~ A, = S
téze hodnosti, kde S =: [sij] je schodovitd matice s r nenulovymi
fadky (schody) a horni trojihelnikovou submatici fadu r s diagond-
lovgmi proky sij; # 0,1 < j1 < -+ < jr < n (viz 4.6). Necht pro
1 € {1,...,r} byla jiz zkonstruovana matice A;—1. Pak A; dostaneme
ve dvou krocich takto:

(G1) Zaména i-tého a k-ho fddku v matici A;_1:
B; := P;.Ai_1 =: [buy], kde P; := P, provhodnéi < k <m
takové, ze Ai_1(k,ji) #0 (k zdvisi na i). Takto zajistime

bij; # 0.
(G2) Eliminace koncové éasti j;-tého sloupce v matici B;:
i b; Ji b?n",i
A; =L B, kde B, = 0,0 ==, =]

ix
Sloucenim obou kroki do jednoho dostdvame rekurentni vztah:
A; = Lgﬁi),Pi,Ai71 prot=1,...,r.
Sloucenim vsech kroki, pak dostdavdame:
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tice raau m realizujict provedent vsech elementarnich uprav prevoau
na schodovity tvar.

Diikaz. Transformacni vztahy jsou disledkem 4.33(1) a 4.34(1)(2),
kde transformacni matice Rgﬁ’i) = Lgﬁi) je skutecné dolni trojua-
helnikova, nebot (G;(u) = 0 pro u < 4. Volba B;(u) = —l;’:—j_’i pro
i+1 < u < m pak zajisti pozadovanou eliminaci koncové ¢asti j;—tého
sloupce, nebot pti¢tenim 3;(j)-tého nasobku i-tého fadku matice B;
k jejimu u-tému radku dostavame:

a) ji-ty sloupec:

Ai(u, §i) = buj; + Bi(w)bij, = bug;, + (— l;,“j )bij; = 0.

b) Uvodni sloupce pro 1 < v < j:

Ai(u,v) = buw + Bi(u)biv = 0 zUstévaji nulové, nebot by, = by = 0
byly nulové jiz z pfedchozich krokt.

Regularita vysledné transformaéni matice R je dusledkem 4.24(4) a
regularity vSech ztcastnénych matic. O

DUSLEDEK 4.38 (LU-rozklad matice).
Plati L.S = P.A, kde L =: [lu:] je ¢tvercovd dolni trojuhelnikovd ma-

tice fddu m s jednotkovou diagondlou (l;; =1 proi=1,...,m) a pod
o . b',‘“ proi=1,...,r
hlavni diagondlou s prvky l,, = ij; , kde
0 proi=7r4+1,...,m
u=14+1,...,m ab,;, jsouproky z ji-tého sloupce matice B} := A;_1

ze viech r krokd (G1) provedengch béhem Gaussovy eliminace predem
permutované matice P.A, priemz P = P, ... P2.P1 je matice per-
mutace vzniklé sloZenim vsech r vadkovych zdmén provedenych v kro-
cich (G1) béhem Gaussovy eliminace pivodni nepermutované ma-
tice A.
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po raae v L, resp. S tvorene jejich proyme r sloupci, resp. raaky, do-
stavame modifikovany rozklad L'.S' = P.A.

o Je-li specidlné A étvercovd a requldrni, pak L' =L a 8’ = S =: U,
kde U je hornt trojihelnikovd matice s nenulovou diagondlou, takzZe
dostavame rozklad L.U = P.A, ktery je obvykle nazyvdin LU-rozkladem
matice A. V dalsim takto budeme nazyvat i kterykoli z vyse uvede-
nyjch obecnéjsich rozkladi L.S = P.A nebo L'.S' = P.A, které jsou
platné pro libovolnou matici A.

Dikaz.
Matice L ma tuto strukturu:
r 1 0 e 0 0 ... 0]
by
b/Jl 1 0
1j1
by, by,
J rJ
L— | 72 e 1 0 0
- 1j1 2j2
bri1g bl 1 b,
r+1j1 r+1jo r+1jy 1 0
b T b/ Jr
171 272 i
’ ’
anjl b?njg b;nh. 0 1
[ [ b7 g
L "1jq 2jo rdT J

e Konstrukce rozkladu L.S = P.A:

Dle 4.37 plati S = R.A, kde R := L?" P, ... L2 P, L’V P,.
Uzijme opakované 4.34(3) pro postupné provadéni zamén:
Pz.Lgﬁl) _ 1'/51’2-31).1327

P3.Léﬁz> _ 1'/%1’3-32).1337 P3.L§P2'Bl) _ 1'/51’3-1’2-/31).1337 atd.

Po jejich provedeni obdrzime:

§=r¢) pFrfr=)  [PrePsb) [(PreP2B) p  p A
N—_———
P

Odtud: ,
(L,(ﬂBT').L,(u;'B”"l) o LéPT...Pg.BZ).LgPT...PQ.Bl))71.S _PA
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L= (LgﬂﬁT.).L:i;-uT.fl) o LéPT...Pg.Bz).LgPT...PQ.Bl))71 Rt
P,..Py.B)\—1 P,..P3.8,)\ 1 (Pr.By_1)y—1 B,)\ —1 4.34(2)

(L{Pr PPyt (pProPeBy = (AT (P TS

L{Pr PP pPre Pafa) | p e (50 1O LD,

=Im
Matice L ma dle 4.34(4) pozadovanou strukturu. K tomu staci jen
uvazit, ze permutace P, ... P;11 provadéné s vektory koeficientu 3,
7z tipravy matice A piesné odpovidaji nepermutovanym vektortim (3;
koeficientii z Gpravy piedem permutované matice P.A, kdy krok (G1)
vynechdvame, nebot pro kazdé ¢ = 1,...,r jiz mame predem zajis-
téno A;—1(i,j;) # 0, tj. P; = I, a tedy B} := A;_1 pro kazdé
t=1,...,m.
o L'S"=L.S:
Staci uvazit, ze poslednich m — r fadka schodovité matice S je nulo-
vych, takze pri nasobeni matici L zleva na jejich hodnotach v posled-
nich m — r sloupcich nezalezi (jsou béhem sou¢inu nasobeny nulami).
e Pfipad regularni ¢tvercové matice A:
V tomto ptipadé m = r, takze L = L' a § = S§’. Navic také n = r,
takze S je ¢tvercova faddu r a dle 4.6 soucasné obsahuje regularni
horni trojihelnikovou submatici U téhoz fadu r. To mize nastat, jen
kdyz S =U. |

DUSLEDEK 4.39 (Konstrukce béaze prostoru R(A)).

Necht A je matice typu m/n a A = L.S = L'.S’ je jeji LU-rozklad,
kde U = S'(:,[j1,---,Jjr]) je reguldrni horni trojihelnikovd subma-
tice v S'. Pak sloupce matice L' tvori bdzi prostoru R(A) a rovnéz
A(:,791), .-, A(sy jr) tvofi jeho sloupcovou bdzi.

DUKAZ.

Sloupce L’ jsou linedrné nezévislé, nebot jsou vybrany z nezavislé

mnoZiny sloupcti regularni matice L, tvofi tak bazi v R(L') a sou-

¢asné L’ je sloupcové plné hodnosti. Déle

A(:7 [j17 e 7j7"]) = L,'S,(:7 [j17 e 7j7"]) = L,U
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Jsou linearné nezavisle a tvori proto podle 3.24(4)(11) bazi prostoru
R(A), nebot dimR(A) = r.

Z vyjadieni A = L’.S’ soucasné plyne (viz 4.13a)), Ze kazdy sloupec
matice A (tj. kazdy z generdtorti prostoru R(A)) je linedrni kom-
binaci sloupci L', tj. patii do R(L’). Pak A(:,j1),...,A(:, j-) musi
také tvofit bazi v R(L’) a oba prostory jsou proto stejné. a

DUSLEDEK 4.40 (Konstrukce béze prostoru N'(A)).

Necht A je matice typum/n a A = L'.S’ je jeji LU-rozklad, kde U =
S'(:, [71,- - -, Jr]) je reguldrni horni trojihelnikovd submatice v S’. Necht
S” je submatice v 8’ tvotend zbyvajicimin — r sloupci nezarazenymi
do matice U. Bud Q vhodnd permutacni matice, kterou preuspord-
ddme sloupce 8" tak, aby U byla prunim blokem a 8" druhym blo-
kem: S’.Q = [U,S"]. Pak n — r sloupcii blokové sestavené matice
N =Q.[-Ut.8":I,_,] € Myn_ tvoit bdzi prostoru N'(A).

DUKAZ. Vsech n — r sloupcii matice N je ziejmé linedrné nezavis-
Iych, nebot IN obsahuje reguldrni submatici maximélniho moZného
fadu n —r (viz 4.29(3)). Podle téze véty dim N (A) -2 n—r, takze
staci ukazat, ze kazdy sloupec matice IV pat¥i do N (A). Podle 4.15(1)
je tedy tfeba ovéfit, ze A.IN je nulovd matice:
AN=L.8QQ"N=L[US8"1.Q".Q.-U*.8"I,_,]=

L u,s"-uvts;I1,,|=L.(-UU 8" +8"1I,,)=
L'.(-S"+S8")=0nn_r. |

Poznamka 4.41.

(1) Pfi konstrukci baze prostoru N (A) dle 4.40 se inverzni ma-
tice U ™! snadno spocte postupem naznacenym v dikazu
4.28(4). V rovnici I, = X.U postupné poéitdme neznimé
prvky matice X := U~! srovnavanim prvého sloupce vlevo
a vpravo (tim spo¢teme prvy sloupec X ), pak prvého fadku
vlevo a vpravo (tim dopocteme prvy fadek X), pak podobné
pro druhy sloupec a fadek, atd. Alternativné muzeme také
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live sloupce: U.X(:,7) = —5"(:,)), coz jJe vzhledem k troju-
helnikové struktufe matice U snadné (podrobnéji bude pro-
brano pozdéji v odstavci vénovaném feseni systémtim line-

arnich rovnic). Obdrzime tak matici X = —U~'.8", coz
je pravé horni blok ve vyjadfeni Ffadkové permutované ma-
tice N.

LU-rozklad A = L’.S’ neni nic jiného ne% specidlni p¥ipad
skeletniho rozkladu 4.22, kde L’ hraje roli matice B a S’
hraje roli matice C. Porovnani obou rozkladu ukazuje, Ze se
lisi ve dvou aspektech:

e Roli regularni jednotkové submatice fadu r v B nyni

hraje horni trojuhelnikové submatice U fadu r v S’.
Konstrukce prostoru N'(A) popsand v dikazu tvrzeni
4.29(4) koresponduje s konstrukei ze 4.40: jestlize U na-
hradime jednotkovou matici I, tak horni blok —U ~1.S”
ve vyjadieni N piejde v matici —I,1.8" = —S”, ktera
koresponduje s matici —C’. Nevyhodou je nutnost vy-
pocitat —U1.8”, coz dle (1) odpovida Feseni maticové
rovnice U.X = —8".

Konstrukce LU-rozkladu je konstruktivni, zatimco di-
kaz 4.22 nikoliv: u konkrétni matice totiz obvykle neni
snadné urcit jeji sloupcovou bazi pro konstrukci B. Te-
oreticky bychom mohli sice vyuzit 4.39. Mnoho bychom
si v8ak nepomohli, protoZe nalezeni C' by vyZadovalo
fesit vzhledem k C maticovou rovnici A = B.C, coZ
opét neni snadné, nebot B nemd obecné zidnou spe-
cidlni strukturu, ktera by toto usnadnila. Tyto kompli-
kace zdaleka nejsou vyvazeny vyhodou snadného nale-
zeni{ baze prostoru N'(A), které nevyzaduje Feseni zadné
inverzni ulohy.

(3) LU-rozklad neni jedinym uziteénym rozkladem skeletniho typu.

Dalsi hojné vyuzivany (jen pro F C C) je tzv. QR-rozklad:
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normalni bazi prostoru X(A), matice I& je horni trojuhelni-
kové a dle 4.13a) jeji sloupce opét predstavuji vektory sou-
fadnic sloupcti matice A v ONB dané matici Q. Sloupce Q
lze vzdy doplnit na ONB celého prostoru F™ (viz 3.79) a
matici R pak stejnym poctem nulovych fadkda. Mazeme tedy
bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze Q je unitarni matice:
analogie s LU-rozkladem, kde regularni matici L mtzeme po-
vazovat za doplnéni sloupcové baze L’ prostoru R(A) na bazi
celého prostoru F™.

QR-rozklad se s vyhodou uzivd misto Gram-Schmidtova al-
goritmu 3.78 k nalezeni ONB prostoru R(A). Ten totiz trpi
numerickou nestabilitou v situacich, kdy néktery sloupcovy
vektor matice A je blizky linedrni kombinaci ostatnich. P#i
numerickych vypoctech se proto doporucuje davat prednost
QR-algoritmu. Teoretické odvozeni QR-rozkladu jde nad ra-
mec tohoto kurzu. Ctenaf jej miize najit napiiklad ve skrip-
tech [Sik: odst. 13.2 5.105 — 110].

Jordanova eliminace je modifikaci Gaussovy eliminace, kdy
v matici A eliminujeme postupné nejen pod diagonéalou, ale
i nad diagonalou. Regularni horni trojuhelnikova submatice
S([1,...,7],[41,---,Jr]), ve schodovitém tvaru se tak stane
diagonalni matici s nenulovou diagonédlou (r = r(A)). Mi-
zeme také postupovat tak, ze eliminujeme horni ¢asti sloupct

S([1,...,4—1],7:), i = 1,...,r ve schodovitém tvaru S az
dodatecné. Jestlize kazdy radek takto ziskané diagonalni sub-
matice S([1,...,7],[j1,-..,jr]) navic vydélime nenulovym di-
agondlnim prvkem s;;,, ¢ = 1,...,r (neboli ndsobime S zleva
(1/s45;)

postupné reguldrnimi transforma¢nimi maticemi D, pro
t=1,...,7), ptejde S([1,...,r], [ji,--.,4r]) dokonce v jed-
notkovou matici I,..

Vyse uvedenym postupem lze tedy kazdou regularni matici
A pfevést na jednotkovu matici I,,, nebot v tomto pripadé
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Na zaver poznamenejme, ze prislusna transtormacni matice 2
realizujici Jordanovu eliminaci na diagonalni tvar (at obecny
& s jednotkovou diagondlou) sice zlistane reguldrni, ztrati
vSak sviij dolni trojihelnikovy tvar. Podobné v prislusném
LU-rozkladu jiz ani matice L nebude dolni trojuhelnikova,
ale jen regularni.

Relevantni procedury v MATLABu:

rref ... prevod matice na schodovity tvar a urceni sloupcové baze
(rref=reduced row echelon form)

lu ... nalezeni LU-rozkladu matice

qr ... nalezeni QR-rozkladu matice

orth ... nalezeni ONB prostoru R(A) uzitim QR-rozkladu
null ... nalezeni ONB prostoru N (A).
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prifazovanych k matici: determinant matice a stopu matice.

Pojem determinantu patii mezi zdkladni pojmy linearni algebry. V tomto
odstavci uvedeme nékteré jeho zakladni vlastnosti a metody jeho vy-
poctu. Poznamenejme, ze v dnesni dobé je praktické pouziti deter-
minanti na Gstupu vzhledem k existenci efektivnéjsich algoritmu pro
FeSeni tloh, v nichz se tradiéné pouzivaly (feSeni systému linedrnich
rovnic, inverze matice aj.) Nicméné pro teoretickou oblast linearni al-
gebry, vyjadfovani riznych algebraickych i geometrickych vlastnosti
je pojem determinantu stale nezbytny.

Pojem determinantu se vztahuje ke ¢tvercovym maticim nasledovné:
Kazdé ¢tvercové matici A = [a;;] f4du n je podle pfesné uvedeného
pravidla (viz dale 4.44) pfifazen skalar z F (obvykle realné nebo kom-
plexni ¢islo) nazyvané determinantem matice A a oznaované sym-
boly

ailr -+ Qin
det A nebo : L= Al
an1 e Ann

I kdyz je det A skalar, uzivime pro determinant nazvy tykajici se ma-
tic a rozumime jimi ndzvy pojmi matice A. Tak napiiklad mluvime
o fadku determinantu, sloupci, hlavni diagonéle determinantu a pod.
Ke presné definici determinantu je nezbytné nejprve zavést pojem
parity permutace.

DEFINICE 4.42 (Parita permutace [Sik:odst.2.1 s.12]).
Necht o je permutace n&jaké n-prvkové tplné usporadané mnoziny
J. Bez Gjmy na obecnosti mtzeme predpokladat J = {1,2,...,n}.
Jestlize oznacime o (i) := o;, pak pro permutaci o budeme pouzivat
bud jednoradkovy zapis

[o] :=[o1,02,...,00]
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7<1 2 n> “ o <i1 iz Zn>
o= nebo pripadné . . A I
01 o2 . On J1 J2 . In
kde i1, 12,...,in jsou prvky J uspofddané v jiném potadi a jr = o(ix)
pro k=1,2,... n.

Rikdme, 7e 0;,0; stoji v inverzi, jestlize i < j a o; > o;. Per-
mutace o se pak nazyva sud4, resp. licha, kdyz (—1)? = +1, resp.
(=1)? = —1, kde p je pocet inverzi permutace o (neboli kdyz v per-
mutaci o je sudy, resp. lichy pocet navzajem raznych dvojic o;,0;
stojicich v inverzi). Cislo sgn o := (—1)” se pak nazyvéa paritou nebo
také znaménkem permutace o.

Jestlize existuje k > 1 navzdjem rtznych prvka K := {i1,...,ix}
mnoziny J takovych, ze [0y, ,. .., 04, ] pFedstavuje permutaci mnoziny
K, pak tuto permutaci nazyvame cyklem permutace o a ¢islo k dél-
kou cyklu. Cyklam délky 2 se fika zaména prvku i; a iz.

VETA 4.43 (Vlastnosti parity permutace).

(1) Identickd permutace md sudou paritu.

(2) Inverzni permutace k permutaci o md stejnou paritu:
sgn ol = sgno.

(3) Pri skldddni permutact se jejich parity ndsobi:
sgn (0102) = sgn (0201) = sgnoi.sgnos.

(4) Zdménou dvou riznych prvki v jednotddkovém zdpisu per-
mutace dostaneme novou permutaci s opacnou paritou (zna-
ménkem,).

(5) Jsou-li [o] a [0] jednotddkové zdpisy dvou permutact, pak
jeden z druhého se dd dostat posloupnosti zdimén'® a obé per-
mutace maji stejnou (riznou) paritu pravé kdyz pocet zdmeén
je sudy (lichy).

(6) Pocet vSech permutact je n!, pricemz pro n > 1 je toto éislo
sudé, jedna polovina permutaci md sudou paritu a druhd po-
lovina lichou paritu.

19dokonce se miizeme omezit jen na zamény sousednich prvku.
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(1) V identické permutaci nevystupuje Zadna inverze = (—1)° = 1
a parita je tedy suda.

(2) oi,05 jsouvinverzi & i<jak:=o0;>0; =1 & <k
aj=0c'(1)>0c" (k)=1i & o7 *(),c7 (k) jsou v inverzi.
Tedy o i 0! maji stejny pocet inverzi a tudiz i stejnou paritu.

(3) Necht o := o201, p1 je polet inverzi v o1 a p2 pocet in-
verzi v o2. Pak kazda z ps inverzi permutace o2 bud zrusi
néjakou existujici inverzi v o1 nebo ji naopak pfida. Pro-
toze (—1)P*T! = (=1)P27!, bude mit ¢ paritu (—1)P17P2 =
(=1)P1(=1)P2 = (sgno1i)(sgnoz2). Pro o102 analogicky zamé-
nou role o1 a os.

(4) Necht i < j a

ol =[o1...0i...05...00], [0 =[o1...0j...0i...004].

Pokud 4, j jsou sousedni (j —i = 1), dojde ke zméné inverze
jen jednou a to u dvojice o;,0;. Tedy parita permutace se
zméni. Pokud j — ¢ > 1, zméni se navic inverze jesté vsech
indexd k, kde @ < k < j, a to jak vzhledem k o;, tak vzhledem
oj. Takovych indext k je 7 —i — 1, takze celkovy pocet zmén
je liché ¢islo 2(j —i— 1) + 1 a tudiz i v tomto pfipadé dojde
ke zméné parity permutace.

(5) [0'] dostaneme ze [o] nasledujici posloupnosti zdmén: Je-li
oy = ol a i1 # 1, pak zdménou o1 a o0;; dosdhneme spréav-
ného umisténi o] na prvni pozici. Podobné pro o;, = 05 a
i2 # 2 zdménou o4 a 0, umistime o5 spravné na druhou po-
zici, atd. Kazdou zaménu na pozicich, které nejsou sousedni
pritom jisté mizeme nahradit posloupnosti zameén sousednich
prvka.

(6) Pron > 1 je n! =1.2... sudé &islo. Vyberme libovolné né-
jakou permutaci o € X(J). K [0] mizeme dle (4) pfifadit
permutaci [0'] opa¢né parity zdménou prvych dvou prvki
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gicky vytvorime dalsi obdobnou dvojici. Celkem dostaneme
n!/2 takovych dvojic, kde jeden ¢len ma sudou a jeden lichou
paritu.

O

DEFINICE 4.44 (Determinant).

Necht A =: [a;;] je ¢tvercova matice fadu n a X(J) mnoZina vSech
permutaci (card X(J) = n!) mnoziny jejich sloupcovych indext J =
{1,2,...,n}. Pak ¢islo (skalér)

det A := Z (sgno)ais, - .- anoy,
ocex(J)

nazyvame determinantem matice A.
Souéin aie; . ..ans, nazyvame Clenem determinantu a sgno jeho
znaménkem.

Poznamka 4.45. 7 definice plyne, Ze kazdy ¢len determinantu se do-
stane jako sou¢in prvki matice A vybranych pfesné po jednom z kaz-
dého jejiho fadku. Podle véty 4.43(6) je pocet vSech ¢lent n!, pfi¢emz
pro n > 1 jedna polovina z nich mé kladné a druha polovina zaporné
znaménko.

VETA 4.46 (Zékladni vlastnosti determinantu [Sik:V2.6 s.14]).
Necht A =: [as;] =: [a1;...;an] je matice Fadun a a1,...,an jeji
radky. Pak plati

(1) Obsahuje-li A nulovy fddek, pak det A = 0.
(2) Je-li b =: [by,...,bn] Tddkovy vektor, pak pro matici zis-
kanou z A prictenim vektoru b k jejimu i-tému vadku a;
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[ a1 ] [ a1 [ a1 ]
a;_1 a;—1 ai—1
det |a; +b| =det | a; | +det b
;41 ait+1 Ait1
an QAn an
N——
A

(3) Vymeénou dvou riznych fddkd v matici A se zméni znaménko
jejiho determinantu det A.
(3a) Disledek 1?°: Md-li A dva rizné vddky stejné, pak det A = 0.
(3b) Ddasledek 2: Je-li o néjakd permutace mnoziny {1,...,n} a
P, prislusnda permutaéni matice (viz 4.14(6)), pak
det P, =sgno.
Zejmena det P; j = —1, kde P; ; je permutacni matice rddu
n pro zaménu i-ho a j-tého Tddku jako v definici 4.33(1).
(3c) Ddsledek 3: det(P,A) = det P,.det A = sgno.det A a po-
dobné det(AP,) = det A.det P, = sgno.det A.
Zejména det(P; jA) = det P; ;.det A = —det A a podobné
det(APiyj) =det A. det Piyj = —det A.
(4) Determinant trojihelnikové (diagondlni) matice je roven sou-
¢inu jejich prvku v hlavni diagondle.
) det I, =1, kde I, je jednotkovd matice Tddu n.
(5) det AT =det A.
) Dusledek: Viechny vyroky této véty tykajici se vddkd plati i
pro sloupce.
(5b) Dasledek: V pipadé F C C plati det A* = det A.

20Tot0 tvrzeni plati jen kdyz pole skalart F nema charakteristiku 2 (srov.
2.71), tedy napiiklad pro F = R nebo F = C, coz jsou pole nekone¢né charakte-
ristiky (viz priklad 2.76).
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raaku skaltarem «, pak det A° = . det A.

(6a) Disledek 1: det Dga) = a, kde Dga) je transformacni matice
fadu n jako v definici 4.33(3).

(6b) Dusledek 2: det(D!™ A) = det D{*).det A = a.det A a po-

dobné det(AD™) = det A.det D' = o. det A.

) Disledek 3: det(a.A) = a™.det A.

(7) det A se nemént prictenim a-ndsobku j-ho Tddku k i-tému

(i #3)-

(7a) Disledek 1: det RE?) =1, kde RE?) je transformacni matice
fadu n jako v definici 4.33(2).

(7b) Disledek 2: det(R{’A) = det R\).det A = detA a po-
dobné det(AR()) = det A.det R\ = det A.

(8) Je-li R soucin transformacnich matice typu Pij, RE?) nebo

D™ pakdet(RA) = det R.det A a det(AR) = det A. det R.

(8a) Je-li T trojuhelnikovd (diagondini) matice fddu n, pak
det(T A) =det T.det A a podobné det(AT) = det A.det T'.

(9) Cauchyova véta o determinantu soucinu matic: Pro libovol-

nou ¢tvercovou matici B fadun platidet(AB) = (det A).(det B).

(10) Matice A je requldrni (neboli dle 4.18b) md linedrné nezdvislé
fadky, resp. sloupce) prdvé kdyz det A # 0.

(11) Necht X je cétvercovd matice, pro niz plati AX = I, (resp.
XA = 1I,), pak plati také druhd identita X A = I, (resp.
AX =1,) atedy X = A~ (viz té7 vétu 4.25)%.

(12) Kdyz A~ existuje, pak det A™! = (det A) ™',

Diikaz.
(1) Necht a; je nulovy fadek. Pak
det A := ZUGE(J) (sgno)ais ... dio; - - - Gno, = 0, nebot
ais; = 0 pro kazdou permutaci o € X(J).

21Tot0 tvrzeni ¥iké, ze k definici inverzni matice staéi jen jeden z defini¢nich
vztaht AX =1I,, nebo XA =1,.
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Z (sgno)aio, ... (Gio; +bo;) .. Ano, =
ocex(J)

Z (sgno)aio, ... Gio; - - Gnop+
ocex(J)

Z (sgno)aioy - - bo; - - Gnop,

ocex(J)
coz je pravé soucet determinanti matic vpravo.
(3) Necht B =: [b;;] je matice vznikld z A zaménou radkia a; a
a;. Pak
det B= Y (sgno)bio, - .bio; - -bjo; .. .bno, =
ocex(J)
Z (sgno)aio, ---ajo; - - Qig; - Ong, =
ocex(J)
Z (—sgng’)aldi .,.aidé "'a’ij} ...and% = —detA,
o’ex(J)

nebot [¢'] vznikla ze [o] zdménou o; a o, takze dle 4.43(4)
sgno = —sgno’ ve vsech ¢lenech determinantu.

(3a) Necht a; = a; pro i # j. Jejich zdménou se matice nezméni,
takze det A = det B Y — det A. Odtud (2det A) =0 a tedy
také det A = 0, pokud F nemd charakteristiku 2.

(3b) Podle 4.43(5) se [o] da ziskat posloupnosti zamén z identické
permutace. Pak dle 4.43(1)(4) sgno = (—1)%, kde p je pocet
takovych zamén. Tvrzeni je pak dusledkem (3) a (4a): Po
dostaneme z I,, pomoci p fadkovych zamén, takze det P, =
(—1)7det I,, 2 (~1)7.

(3¢) P,A je matice ziskand z A pomoci p fadkovych zadmén ur-

cujicich o jako ve (3b). Pak det(P,A) & (—1)det 4 &

det P,.det A.
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nulovy jen kdyz do nej nevybirame nulové prvky nad hlavni
diagonalou. V 1. fadku jediny takovy prvek je ai1, ve 2. fadku
a21 jiz vybrat nelze, takze zbyva as2, atd. az z posledniho
fadku zbude také jen moznost an,. Jediny Clen ktery mtize
byt nenulovy je tedy aii...ann, ktery odpovidé identické
permutaci sudé parity. V pfipadé horni trojuhelnikové ma-
tice obdobné postupujeme odzdola nahoru.

Plyne ze (4), nebot jednotkovd matice je specidlni p¥ipad di-
agonalni matice.

Ozna¢ime-li AT =: lai;], @i == aji a a = aio; - .. ano, Clen
determinantu det A, pak a = ag,1 ... GG, n = G1o=1(1) - - - Gpo—1(n)
je také ¢lenem determinantu det AT odpovidajicimu permu-
taci ¢~ !. Parita obou permutaci je stejna dle 4.43(2), takze
oba determinanty maji vSechny ¢leny stejné véetné znaménka.
Ziejmé uzitim (5).

det A* 2% det AT 2 et AT 2 Jet 4.

Z kazdého c¢lenu determinatu lze a vytknout a tedy jej lze
vytknout i z det A, ktery je jejich souctem.

Matice det Dga) vznikla z I,, vynasobenim jejiho i-ho radku

&islem . Pak tedy det Dga) © a.det I, () Q.

Je dusledkem (6) a (6a).

A je matice, jejiz kazdy fadek byl vynasoben ¢islem «. Staci
aplikovat (6) postupné pro kazdy z n fadkdi.

Ve (2) polozme b = aa;. Uzitim (6) pak posledni s¢itanec
bude ve tvaru soucinu ¢isla a s determinantem matice, v niz
je fadek a; dvakrat. Podle (3a) je proto nulovy a zlistane tak
jen prvy séitanec det A.

Plyne ze (4a), nebot RE?) vznikne z jednotkové matice pricte-
nim a-nasobku jejiho j-tého fadku k i-tému. Tvrzeni plyne
také primo ze (4), nebot RE?) je trojuhelnikova matice s jed-
notkovou diagonéalou.
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(8) Dostane se opakovanym uzitim (3c), (6b) nebo (7b).
(8a) Necht T' =: [t;;] je napiiklad horni trojuhelnikova matice.

Snadno nahlédneme, ze
T = D). R R DRI RGP DI,
Naéasobeni témito maticemi v poradi zprava doleva postupné
vytvari 1. fadek, pak 2. radek, atd. az posledni Ffadek ma-
tice T'. V pripadé€ dolni trojuhelnikové matice postupujeme
obdobné od posledniho fadku k prvnimu. Tvrzeni je pak du-
sledkem (8).

(9) Necht PA = LU je LU-rozklad matice A dle 4.38. Pak

det P.det(AB) ) det(PAB) = det(L(UB)) &)
(det L. det U). det B % det(LU). det B = det(PA). det B %

det P.det A.det B. Po zkraceni hodnotou det P (28 +1 do-
stavame pozadovany vztah.

(10) Matice A fadu n je podle definice 4.17 regularni < r(A) =n

4,37 e . . .
& po Gaussové eliminaci schodovitym tvarem matice A je

horni trojuhelnikovéa ¢tvercova matice S fadu n s nenulovou
diagondlou < pro schodovity tvar S =: [s;;] matice A plati

0% S11..-Snn @ det S (3L(7) +det A & det A #O.
(11) Plati-i AX = I, pro ¢tvercové matice A a X, pak

199 get I, = det(AX) &) (det A)(det X). Tedy zejména

det A # 0 a tudiz podle (10) je matice A reguldrni a na
zékladé 4.25 k ni existuje inverzni matice A™'. Vynasobe-
nim rovnice AX = I,, = AA~! zleva matici A~! obdrzime
X=A"1'AX=A4"14A""1=4""1

(12) AA~! = I, = (det A)(det A1) £ detT, 22 1 a tedy
det A7' = (det A)™L.

d
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Necht A je matice rozmeru m X n a B = A(|t1,...,%%], [J1,---,7k]),
1< <+ <ig<m, 1< g1 < - < Jr < n jeji ¢tvercova subma-
tice (viz téz definici 4.2) f4du k < min(m,n), pak det B nazyvame
minorem (nebo téz subdeterminantem) fadu k matice A. Tento
minor budeme znadit M := M;ll """ k(A).

Dopliikovym minorem (stru¢né doplitkem) minoru M ve ¢tver-
cové matici A fddu n pii k < n rozumime minor slozeny ze zby-
vajicich fadkti a sloupcit matice A. Znacime jej Cj1"*(A) nebo

jen stru¢né C. Algebraicky doplnék minoru M je G;llz’“k (A) :=
(—1)°Ci7 % (A), kde s = iy + -+ + ik + jo + - + jr. Je-li minor

slozen z jediného prvku a;; (tj. k =1, i1 =i a j1 = j), pak jeho dopl-
nék, resp. algebraicky doplnék znacime C;;(A), resp. C;;(A). V tomto
piipadé tedy plati Ci;(A) = (—1)"t7Cy;(A). Matice A’ := [a};], kde
a;; = €ji(A) se nazyva adjunktem k matici A a znadi se adj A.

Pozndmka 4.48 (Znadeni).

Pokud nebude hrozit nedorozumeéni (pevné dand matice A), budeme
nadale minory matice A a jejich doplitky oznacovat zjednodusend
Mok, Ok Gy, €517 a @iy nebo jen M, C a €, pokud
rovnéz vybérové indexy budou pevné dany.

V dalsim budeme v p¥ipadé ¢tvercové matice A fadu n pracovat s na-
sledujicimi vyrazy :

. S 81 ey (01 e sk
R(i1,...,ik) = E My, tketl 7777 g

.....

£1eesty
. N £1eest @t s sth
St ok) = D0 MR C
£1eesty
kde ti,...,t, probihaji vsechna pfirozena cisla s vlastnosti 1 < ¢1 <

<o« <t < n. Pocet s¢itanci v kazdém z vyrazi je tedy (Z)
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Predpokladeiyme oznacent z pozndmky 4.48. Pak pro kKazdy vyber rad-
kovych indext i1, . .. ,1%, resp. sloupcovych indexi ji, ..., jr plati

R(i1,...,ik) = S(j1,...,Jk) = det A.

Diikaz. Necht M := Mﬁ;’; je néjaky minor matice A a € = (—1)°C
jeho algebraicky doplnék, kde s := Zle(it + jt¢). Polozme J :=
{jl,...,jk} aJ' :Z{l,...,?’L}—Jl.

1) Pfedpokladejme nejprve, ze M lezi vlevo nahote (ix = j: = t), pak
s = Zle (t+t)=21+2+---+ k) je sudé &islo, takze jeden ze

séitanctt M.C = M.C ve vyrazu R(i1,...,ir) nabude tvaru
4.44
M.C= ( Z (sgno)aie; - .. akoy)-( Z (sgna')akﬂyai "'a”vdilfk)
sex(J) o’ex(J’)

/
= E E (sgno)aie, ... akoy (sgno )ak+1,di -
cex(J)o’ex(J)

4.43(3) ,
= E E (sgnoo’)ais, ... akoy, Ak+1,0441 + - Qnom s
cex(J)o'ex(J)

kde [o0'] = [01,...,0%, Ok+1, - - ., 0x] je permutace mnoziny {1,...,n}
ziskana sloZenim dvou cyklt [o] =: [o1,...,0%] a 0] =: [0, ..., 00 _1],
kde 0} =: op4i proi = 1,...,n — k. Kazdy ze s¢itancti je tedy jednim

élenem determinantu d := det A véetné spravného znaménka.

2) Necht nyni minor M je tvofen fadky a sloupci s obecnymi indexy
i1 < -+ < dgaji < - < ji Premistéme fadky a sloupce (sou-
sednimi vymeénami) na prvnich k pozic tak, aby se zachovalo jejich
pofadi. Vymeén radkd a sloupctt bude celkem

(=1 + -+ —k)+ G-+ -+ (r—k) =s—2(1+2+---+k).
Vyménami prejde determinant d v novy determinant

/ 4.46(3)

d (_1)572(1+2+w+k)d _ (—l)sd,
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dolniho rohu. Podle casti 1) soucin M.C bude roven souctu nekterych
¢lentt determinantu d’, opatfenych znaménky, ktera jim piislusi v de-
terminantu d’. Tato znaménka se lisi od znamének ¢lenti determinantu
d jen faktorem (—1)°, takze M.C = M.(—1)°C je soucet nékterych
¢lenti determinantu d, kterd jim pfislusi v d. Je patrné, zZe scitanci
v M.C jsou (formalné) rtzni a jejich poéet je k!(n — k)!. Kdyz uva-
Zime, ze lze vybrat (Z) minort z (pevné) zvolenych k fadkt matice A,
bude viech s¢itanct k!l(n—k)!(}) = k!(n—k)!#ik)! = nl, tj. celkem
soucet vSech ¢lenti determinantu d véetné spravnych znamének. [

Uzijeme-li k vypoctu determinantu matice A vyrazu R(i1,...,1k)
resp. S(j1,-..,Jk), pak fekneme, Ze jsme jej pocitali Laplaceovym
rozvojem podle fadku ii1,...,i;x resp. sloupcu ji,...,jr nebo
ze jsme det A rozvinuli (Laplaceovym rozvojem) podle fadku
i1,...,i, resp. sloupcu ji,...,jk.

DUSLEDEK 4.50 (Laplacetv rozvoj podle jednoho fadku/sloupce).
Necht i je néjaky rddkovy, resp. j sloupcovy index. Pak plati

Z aitCit = Z a:;C; = det A.
t=1 t=1

Lemma 4.51. Necht A = [a;j] je étvercovd matice Tddu n a necht
i,7 €N, 1<4, 5 <n. Pak plati:
0 jestlize i # j
1 » L aiCi(A) =<
(M) 2y aieie(4) {det A, jestlizei = j,
0 jestlize i # j
2 » L agCh(A) =<
@) 2o auCul4) {det A, jestlizei=j.
Diikaz.
Jestlize i@ = j, pak vyraz (1) je dle 4.50 Laplacetv rozvoj det A
podle i-tého Fadku a obdobné vyraz (2) Laplacetiv rozvoj podle i-tého
sloupce.
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radku determinantu matice, jejiz j-ty radek byl nahrazen ¢-tym rad-
kem. Obdobné vyraz (2) pfedstavuje Laplacetv rozvoj podle i-tého
sloupce determinantu matice, jejiz i-ty sloupec byl nahrazen j-tym
sloupcem. Tyto determinanty jsou vSak podle 4.46(3a) nulové. ]

VETA 4.52. Pro étvercovou matici A #ddu n mdme:
A(adjA) = (adj A)A = (det A).I,

Diikaz.
Tvrzeni plyne z lemmatu 4.51 a z definice matice adj A ve 4.47. O

DUSLEDEK 4.53. Pro reguldrni étvercovou matici A plati

_ 1 .
A 1:detAadJA.

Diikaz. Podle 4.46(10) je det A # 0. Rovnici ve 4.52 muzeme tedy
timto determinantem vydélit, takze dostavame

A(de‘iAabdj A) - (de‘iAabdj A)A =In,

atedy A7 = ﬁadj A podle 4.25. (]

DUSLEDEK 4.54 (Cramerovo pravidlo).
Necht A je requldrni ¢tvercovd matice ¥ddu n a b sloupcovy vektor
délky n. Pak

det A det A,1T

-1y 1 n

Ab= [detA Y detA] ’

kde A; je matice ziskand z A nahrazenim jejiho j-tého sloupce vek-
toremb (j=1,...,n).

DUKAZ. Oznaéme b =: [b;] a poloime y := [y;] := (adj A)bd.

Pak y; = >0, Cybe = > i, b:Cy; predstavuje Laplacetv rozvoj

podle j-tého sloupce determinantu matice Aj, tj. y; = det A; (5 =

1,...,n). Tvrzeni pak ihned dostdvame po vyndsobeni rovnice ve 4.53

zprava vektorem b. O
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e PF¥imy vypocet z definice 4.44:

Je vhodny pouze pro matice nizkych radd, obvykle nejvyse fadu 3:
Rad 1: Pro étvercovou matici A = [a] fadu 1 je vypocet jednoduchy.
Jedinou permutaci jednoprvkové mnoziny je identickd permutace sudé
parity, takze dostavame:

det A = det[a] = a.

R4d 2: Jedinymi permutacemi dvouprvkové mmnoziny je identicka
permutace [1,2] sudé parity a [2, 1] liché parity. Dostdvame tak vztah:

det A = ai1a22 — ai2a21. (4.2a)

Rad 3: Tt¥iprvkovou mmnoZinu lze usporddat Sesti zpiisoby (= 3!),
pri¢emz dle 4.43(6) tii permutace maji sudou paritu (4) a ti lichou
paritu (—):

[1,2,3],[2,3,1],[3,1, 2] s po¢tem inverzi po fadé 0,2,2 (+)
[3,2,1],[2,1,3],[1, 3, 2] s po¢tem inverzi po fadé 3,1,1 (—).
Dostavame tak vztah:

det A = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21032
— 013022031 — (12021033 — A11023032. (4.2b)

Vyse uvedené vztahy si lze snadno zapamatovat takto: trojice prvkia
vybirana rovnobézné s hlavni diagonalou dava prislusnému ¢lenu zna-
ménko +, zatimco trojice prvkt vybirana rovnobézné s vedlejsi dia-
gonalou dava znaménko —. Toto pravidlo je také znamo jako tzv.
Sarrusovo pravidlo.

e Rekurentni vypodet uzitim Laplaceova rozvoje:

Opakovanym pouzivanim Laplaceova rozvoje postupné na zadany de-

terminant, pak na vybirané minory a jejich doplnky, atd. vede k po-

stupnému snizovani fadu determinant az na uroven, kde muiizeme

uzit pfimy vypocet. Indexy 41,..., %, resp. ji,...,Jjr vybirdme tak,

aby ve vybranych radcich, resp. sloupcich bylo co nejvice nulovych
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se zjednodusl. Muzeme také tomu napomoci provadenim vhodnych
elementarnich transformaci dle 4.46(7-7b), které neméni hodnotu po-
¢itaného determinantu.

Obvykle se provadi rozvoj pouze podle jednoho fadku, resp. sloupce,
z néhoz nejprve eliminujeme co nejvice nenulovych prvki. Idealni je,
kdyz tam ztstane pouze jeden takovy prvek, feknéme a;;. Pak se roz-
voj redukuje jen na jeden sé¢itanec det A = a;;(—1)""Cy;, kde Cy; je
fadu n — 1. Na néj pak aplikujeme podobny postup, ¢imz se rad dale
snizi na n — 2, atd.

e Uziti Gaussovy eliminace, resp. LU-rozkladu:

Pti Gaussové eliminaci se matice A fadu n pfevede posloupnosti ele-
mentarnich fadkovych tprav 4.46(7) a fadkovych zamén 4.46(3) na
étvercovou matici ve schodovitém tvaru S rovnéz fadu n. Uvazme
déle, Ze S je horni trojuhelnikovéd matice. Zatimco fadkové upravy
4.46(7) neméni hodnotu det A, tak kazdd radkovad zaména 4.46(3)
obraci jeji znaménko. Oznacime-li p pocet provedenych Fadkovych
zadmén, dostavame (—1)P det A = det S 445(4) S11 ... Snn a odtud hle-
dany vztah

det A = (=1)"s11 ... Snn. (4.3)
Obdobny vztah dostdvame z rovnice L.S = PA pro LU-rozklad
dle 4.38. Totiz L je dolni trojuhelnikova s jednotkovou diagonalou,
takze det L = 1 dle 4.46(4). Matice P je permutac¢ni matice sloZzena
z vySe zminénych rfadkovych zamén, takze det P = (—1)? dle 4.43(3)
a 4.46(3D).
Kromé determinantu, dalsi bézné uzivanou skalarni veli¢inou pfira-
zovanou ¢tvercové matici je stopa matice:
DEFINICE 4.56 (Stopa matice).
Stopou (angl. trace) ¢tvercové matice A =: [a;;] Fddu n nazyvame
soucet jejich prvki na hlavni diagonale. PiSeme tr A := 3" | ai.
V teorii polynomt hraje dilezitou roli tzv. Vandermondova matice:
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Vandermondovou matici danou vektorem x := |[x1,...,2x,| € '™
rozumime nasledujici ¢tvercovou matici radu n:

1 = a:f a:?il

1 zo a:% a:gfl
Vie):=V(z1,...,xn):=|. . . . . (4.4a)

1 z, 22 ... g0l

VR .y . (. i—1 o
V jejim i-tém fadku a j-tém sloupci se nachazi prvek =], mizeme

proto psat stru¢né?? V(z) = [azzfl]

VETA 4.58 (Vandermondiiv determinant).

Determinant z Vandermondovy matice se nazyvd Vandermonduv
determinant. Vandermonduv determinant vddu n > 2 se spocte
z nasledujictho vztahu:

det Vi(z1,...,zn) = [ (x5 —=). (4.4b)
1<i<j<n
DUKAZ. Diikaz probiha indukci vzhledem k n.

1) n=2: uzitim (4.2a) ihned dostavame

det V (z1,z2) = H 2

:1.1'2—111.1:1'2—1}1 = H (arj—a:i).
1<i<j<2

2) n > 2 (indukéni krok): Predpokladejme, ze (4.4b) jiz bylo doka-
zano pro n— 1. Provedme s matici (4.4a) nasledujici sloupcové tpravy
nemeénici hodnotu determinantu (viz 4.46(5a)(7)):

Pro kazdé j =n,n—1,...,2 odecteme od j-tého sloupce x,-nasobek
(j — 1)-ho sloupce. V poslednim fadku zustane v 1. sloupci jediny
nenulovy prvek 1, podle néhoz determinant rozvineme:

det V(z1,...,2,) = 1.(=1)" "' det C, kde z kazdého Fadku determi-
nantu dopliikové matice C lze pied néj vytknout rozdil (z; — xn),

22pokud z; = 0, pak v 1. sloupci neurcity vyraz 0° nahradime jednickou.
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5

det C = (z1 — zn) ... (Tn—1 — xn)det V(z1,...,Zn-1) L

()" Nan—21) . (@ —an) [ (@ —w) =

1<i<j<n—1
(G [ BT
1<i<j<n
Po dosazeni do vyse uvedeného vztahu dostavame pozadované:
V(zi,. .. zn) = (-1)*" H1gi<j§n(a7j —zi) = H1§i<j§n(a7j —x;). O

DUSLEDEK 4.59. Vandermondova matice V (21,...,x,) je requ-
ldrnt prdavé kdyz skaldry x1, ..., Ty jsou navzdjem ruzne.
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(prazdna, ctvercova) matice ¢ (empty, square) matrix (pl. matrices)
rozmér (typ) matice 4 size of a matrix

prvek 4 element

dolni/horni index 4 lower/upper subscript (index, pl. indices)
fadek/sloupec ¢ row/column

submatice ¢ submatrix

jednotkova matice ¢ identity matrix

hlavni (vedlejsi) diagondla 4 main (secondary) diagonal
hermitovskd (anti)symetrie 4 hermitian (anti)symmetry
dolni/horni trojuhelnikové ¢ lower/upper triangular
schodovity tvar ¢ reduced row echelon form

(konjugovand) transpozice 4 (complex conjugate) transpose
maticovy soudin ¢ matrix product

pravidlo smiseného soucinu 4 mixed-product rule

hodnost ¢ rank

singuldrni, regularni ¢ singular, nonsingular

fadkové (sloupcové) plnd hodnost ¢ full-row (full-column) rank
skeletni rozklad ¢ rank factorization

inverze matice ¢ matrix inverse

pozitivné (semi)definitni ¢ positively (nonnegatively) definite
LU-rozklad, QR-rozklad ¢ LU-factorization, QR-factorization
Gaussian (Jordan) elimination 4 Gaussian (Jordan) elimination
permutace, zaména ¢ permutation, interchange

parita, znaménko, cykl ¢ parity, sign, cycle

determinant, subdeterminant ¢ determinant, subdeterminant
(dopliikovy) minor 4 (complementary) minor

adjunkt matice ¢ compound matrix

Laplacetv rozvoj 4 Laplace expansion

Vandermondova matice ¢ Vandermonde matrix

Cramerovo pravidlo ¢ Cramer rule

stopa ¢ trace

0
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Teorie a priklady: [KaSk:odst.10 s.88-99], [Sik:kap.4 s.37-41]

Piiklady: [Ho:¥eSené &.24-35; s.24-36],
[Ho:nefeSené kap.5 s.126-137]

Formulace problému:

Je dan systém m linedrnich rovnic (SLR) o n nezndmych z1, z2, ..., Tn
ve tvaru:
a11rx1 + aizxe + ... +  ainTn b1 . 1. rovnice
a21x1 + asere + ... +  aonTn bo . 2. rovnice
Am1iT1 + am2T2 + ... + QmnTn b . m-ta rov.
(5.1a)
Ekvivalentni maticovy zapis systému (5.1a):
Ax =D, (5.1b)
kde je
A :=[aijli<i<m ... matice SLR (5.1a), a;; € F
12520
o
ba
b:=|. ... prava strana SLR (5.1a), b; € F
Lbm ]
o
X2
Ti=| . ... vektor nezndmych SLR (5.1a), z; € F.
LTn
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jeho resenim.
Systém rovnic (5.1a) se nazyvd homogenni, jestlize ma nulovou pra-
vou stranu: b = 0., 1.

DEFINICE 5.1. Necht A je matice SLR (5.1b), pak matici A=
[A,b] rozméru m X (n + 1) nazyvame rozsifenou matici tohoto
systému. Ziejmé kazdy SLR je jednozna¢né popsan svou rozsifenou
matici soustavy A.

VETA 5.2 (Véta o fesitelnosti SLR: Frobeniova véta®®).

Systém linedrnich rovnic (5.1b) je Fesitelng prave kdyz r(A) = r(A).

DUKAZ. Systém je fesitelny < b € R(A) LA je linearni

3.14(5
<:§ ) pridanim b ke sloupctim matice

3.24(3)

kombinaci sloupct matice A
A se neméni jimi generovany prostor < R(A) = R(A)
dimR(A) = dimR(A) ‘& r(A) =r(A). 0
DUSLEDEK 5.3 (Popis mnoziny vSech fegeni).

Homogenni SLR s libovolnou matict soustavy A je vidy resitelny a
mnoZinou vsech jeho veSent je jadro N(A). Je-li ) néjaké reseni
(fesitelného) systému (5.1b), pak © se nazgvd jeho partikularnim
feSenim a (V4N (A) = {2V 4u|u € N(A)} uddvd mnoZinu viech
jeho resent. Zejména plati:

(1) Systém ma jediné feseni pravé kdyz r(A) = r(A) = n ne-
boli pravé kdyZ A je sloupcové plné hodnosti, ale A nikoliv.
Zejména kazdy systém s reguldrni matici soustavy (m = n)
md vZdy prdvé jedno resent.

(2) Systém md nekonecné mnoho Tesent pravé kdyz r :=r(A) =
r(;l) ar < n. V tomto pripadé mnozZina vSech Tesent je
tvaru {w(o) +tu® ot [t1,... ,th—r € F}, kde
u®, . u) je néjakd bdze v N(A) a ti,... tn € F
jsou tzv. volné parametry.

23nebo téz Kronecker—Capelliho véta.
145



a) Homogenni system: x je reseni homogenniho systému <~ Ax =0

2 e N(A).
b) Nehomogenni systém: = je feSeni nehomogenniho systému <

Az =b= Az & Az - Az =0 & A@x-z9)=0 b2\
z-—z0 =ucN) & x=29 +u, kde u c N(A).
Poznamenejme, Ze vySe uvedend tvaha koresponduje s teorii o faktor
prostorech z odst. 3.5 (véta 3.39 a jeji disledky). Totiz A : F* — F™
urcuje dle 4.15 linedrni operator, pficemz mnozina vSech feSeni je
aplny vzor A~ ({b}), coz je pravé jedna ze tiid faktor prostoru F" /A/(A)
(viz 3.41), ktera se dle 3.40 d& psét ve tvaru (%) + N (A) pro libovolny
reprezentant ©) této tfidy. Podle 4.29(4) je dim N'(A) = n — r(A).
Odtud ihned dostavame:

(1) Resitelny systém (podminka r(A) = r(A) z véty 5.2) mé
tedy pravé jedno feSeni pouze v pripads, ze N(A) = {0},
tj. kdyz 0 = dimN(A) = n — r(A), neboli kdyz soucasné
plati r(A) = n. Partikularni feseni (®) je pak timto jedinym
feSenim.

(2) V opaéném piipadé (r := r(A) < n) ma vidy nekonecné
mnoho fesSeni vyjadritelnych ve tvaru souctu partikularniho
feseni (®) se vSemi prvky z jadra AN(A), neboli se vSemi
moznymi linedrnimi kombinacemi vhodné zvolenych bazo-
vych vektori u™, ... u"" e N(A).

d

DEFINICE 5.4. Rekneme, 7e dva SLR Az = b a A’z = b’ jsou
ekvivalentni, jestlize oba systémy maji tytéz mnoziny feSeni. V ta-
kovém piipadé piseme A ~ ;l,, kde A :=[A,b] a A= [A’,b'] znaci
prislusné rozsifené matice téchto systému (s tymz pocétem sloupcit).

Pozndmka 5.5 (Princip konstrukce mnoziny vsech feseni SLR).

Zakladni princip se opird o nalezeni ekvivalentniho systému s pod-

statné jednodussi matici soustavy, obvykle trojihelnikové, nebo jesté
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matice (veta 4.22). Necht totiz A = BC je n€jaky skeletni rozklad
matice soustavy A typu m X n o hodnosti r. Dopliime zprava linedrné
nezavislé sloupce B na bézi v F™. To lze vzdy udélat dle 3.24(1). Ob-
drzime tak ¢tvercovou regularni matici B’. Jestlize jako C’ ozna&ime
matici vzniklou z C pfiddnim m — r nulovych fadkid zdola, dosté-
vime A = BC = B’C’. Oznagime-li T := B’} pak TA = C".
Pak x je feeni SLR Ax = b & TAx =Tb & C'z =1V, kde
b’ ;= Tb. Tedy [A,b] ~ [C’,b'] uréuji ekvivalentni systémy, pficemz
[C',b] = [TA,Tb] = T[A,b] = T A. Rozsifenou matici ekvivalent-
niho systému tedy dostaneme vynasobenim ptvodni rozsifené matice
A zleva regularni transformacni matici T'.

Typickymi rozklady skeletniho typu jsou LU-rozklad a QR-rozklad
(viz 4.41(2),(3)), kde C’ vidy obsahuje regularni horni trojuhelni-
kovou submatici, ktera umoznuje snadné nalezeni jak partikularniho
feseni, tak i baze jadra N (C"), co% umoZiiuje popsat viechna feseni na
zdkladé 5.3. Baze jadra se hleda analogicky jako v diikazu 4.29(4)—
viz té% 4.41(1). V p¥ipadé LU-rozkladu PA = LS matice T = L™'P
odpovidéd elementarnim rfadkovym tpravam pievadéjicim A na scho-
dovity tvar C’ =: 8, resp. A na schodovity tvar [S,b']. V piipadé
QR-rozkladu je B’ =: @ unitarni matice (viz 4.15(8)) a C’ =: R,
takze dle 3.90(5) roli T = Q! hraje (hermitovsky) transponovani
matice Q*.

V dalsim se soustfedime na metody konstrukce mnoziny vSech fe-
Seni zaloZené na LU-rozkladu. V pfipadé QR-rozkladu se postupuje
analogicky.
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5.1. SLR s regularni trojihelnikovou matici A fadu n.

Podle 4.27 ma A na hlavni diagonéle v8echny prvky nenulové:
agk #0prok=1,2,... n.

(1) A dolni trojuhelnikova: Algoritmus dopfedného dosazovani:

1 = bi/an
_ 5.2
T = (b;C — Zlel akja:j)/akk prok=2,3...,n. (5.2a)
(2) A horni trojuhelnikova: Algoritmus zpétného dosazovani:
Tn = bn/ann
T = (bk—Z?:kHakjarj)/akk prok=n—1n-2,...,1.
(5.2b)

5.6. Vypocetni slozitost algoritmu (5.2a) a (5.2b).
Oznaéime-li O(£) pocet operaci se¢itani a od¢itani (aditivni slozitost)
a O(x,/) pocet operaci nisobeni a déleni (multiplikativni slozitost),
pak uzitim znamého vztahu pro soucet ¢lenii aritmetické posloupnosti
dostéavame pro algoritmy dopfedného a zpétného dosazovani kvadra-
tickou aditivni i multiplikativni slozitost:

Aditivni slozitost:

O(:t):0+1+...n—1:n(n2_1) =|Z 2_"

Multiplikativni slozitost:

1 2
0(*,/):1+2+...n:”(”2+ ) |7 ;” .
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pak v kazdém kroku usetrime jedno deleni a multiplikativni 1 aditivnil
slozitost bude stejna:

n-—n

O(,/)=0+1+..n—1=0(%) =

5.2. SLR s libovolnou matici soustavy A rozméru m X n.

(1) Gaussova eliminace
a) Prevod A na schodovity tvar algoritmem Gaussovy eliminace

Pomoci elementarnich fadkovych tprav prevedeme rozsirenou matici
soustavy A= [A, b] na schodovity tvar jako v 4.37. Z hlediska nu-
merické piresnosti se doporucuje tzv. pivotovani, kdy pro piehozeni
fadktd vybirame takovy, ktery ma v eliminovaném sloupci prvek co
nejvétsi v absolutni hodnoté. Pti eliminaci se totiz timto prvkem déli.
Jeho malé (i kdyz nenulové) hodnoty mohou vést k extrémné vysokym
hodnotédm podila a tudiz ke ztraté platnych cifer pfi jejich ukladani
v paméti pocitace.

Necht R (=: T v poznamce 5.5) je reguldrni transformac¢ni matice
realizujici tento prevod. Obdrzime:

RA =[S,b'] =:S,kde S = RA a b’ = Rb.

Podle poznamky 5.5 jsme takto obdrzeli ekvivalentni SLR Sz = b'.

b) Rozhodnuti o fesitelnosti SLR Sz = b’
Podle Frobeniovy véty 5.2 je tento systém Fesitelny pravé kdyz r(S) =

r(S). Uvazime-li, ze S je schodovity tvar pivodni matice A, tak sys-
tém bude feSitelny pravé kdyz S i S maji shodny pocet nenulovych
radkul, ktery pak udava jejich spole¢nou hodnost r dle 4.30: sloupec
b’ nepfinasi schod navic.

Je-li systém Fesitelny pokrac¢ujeme dalsim krokem c). Pfitom posled-
nich m — r nulovych radkt v S miZeme vynechat, nebot reprezentuji
rovnice s nulovymi koeficienty a nulovymi pravymi stranami, které
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0’ nahradime subvektorem 0" = |01,...,0,] Dez m — r koncovych nul,
pak S’z = b’ predstavuje rovnéz SLR ekvivalentni k ptivodnimu.

¢) Nalezeni partikularniho feseni (®) systému S’z = b’

V matici S, ktera je rozméru r x n, vyberme sloupcové indexy 1 <
Jj1 < -+ < jr < n odpovidajici sloupctim se schody (viz 4.37). Pak
U := S'(;[j1,---,Jjr]) je regularni horni trojihelnikovd submatice.
Nastanou dva pripady

(i) r=n,kdy U = S’ a systém Uz = b’ ma tedy dle 5.3(2) je-
diné (partikularni) feSeni w(o), které nalezneme algoritmem
zpétného dosazovani (5.2b). Vektor z© je také jedinym fe-
Senim Ax = b a jsme tedy u konce.

(ii) 7 <n, kdy U je vlastni submatice S’.

Ozna¢me 1 < k; < --- < kn— < n zbyvajici sloupce v S’ a
U’ matici jimi vytvorenou. Déle necht y, := x;, znaci slozky
x odpovidajici sloupcim U (tzv. vdzané promeénné) a po-
dobné t, := i, zbyvajici slozky (tzv. volné proménné).
Pak

b'=S'z = Z S,(Hj)ﬁUj = Z S,(Zvjp)yp + Z S,(kaq)tq =
Jj=1 p=1 g=1
=Uy+U't a odtud
Uy=b -U't. (5.3)

Dosadime-li za vSechny volné proménné nuly, pak ¢ = 0 a (5.3) ptejde
v rovnici Uy = b’, z niz uréime vézané proménné algoritmem zpét-
ného dosazovani jako v (i). Partikularni feseni 2(®) tak ma slozky

(0) yp jestlize j = j, pro n&jaké p a
. =
! 0  jestlize j = kq pro néjaké q.

Ve vétsin€ praktickych tloh vystacime s partikularnim fesenim. V opac-
ném pripadé pokrac¢ujeme krokem d).
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mene n — r nulovymi slozkami snadno nalézt uzitim operatoru (\) le-
vého déleni: 2(®) = §'\b’. Pokud A neni singulérni &étvercova matice,
1ze jej aplikovat pfimo na ptvodni systém: z©® = A\b. V piipadé
singularni ¢tvercové matice staci k systému pridat jednu nulovou rov-
nici. Dostaneme ekvivalentni systém s obdélnikovou matici soustavy,
s niz uz lze vyse uvedeny postup pouzit.

d) Nalezeni baze N(S’) pro popis vSech feSeni systému S’z = b’

Resime (5.3) s b’ = 0 postupné pro n—r vektortt volnjch proménnych
t=t® i=1,...,n—r, kde tﬁj) = d;,q (Kroneckertv symbol), neboli
¢ = 1 a nula jinak. Rovnice (5.3) tak budou tvaru Uy = —U’(:,i) =
—8'(:, ki) a jejich YeSenim dostaneme n — r odpovidajicich vektorii
y(z) vazanych proménnych urcujicich n — r feSeni u® homogenniho
systému S'u = 0 ze vztahii

(%)

Yp

@ _ )

u;’ =

jestlize j = j, pro né€jaké p a
jestlize j = kg pro g =1

0 jestlize j = kq pro néjaké q # .
Tento systém je nezavisly, nebot matice z nich vytvorend obsahuje
jednotkovou submatici fadu n — r, ktera je regularni (viz 4.19(3)(4)).
Protoze je u'” € N'(S') a dim N (S") = n—r(S’) = n—r, musi tvofit
jeho bazi (viz téz 3.24(4)(ii)). Mnozina vSech FeSeni je pak urcena
dle 5.3(2) néasledujicimi vztahy, kde ¢1,...,tn—r € F jsou libovolné
zvolené volné proménné:

r = wgo) + tl.ugl) + e 4+ tn,r.ugnﬂ")
To = a:éo) + tl.uél) + e 4+ tn,r.uénfr)

. . . . (5.4)
= 2 + tauld + o+ el

Poznamka: Pomoci systému MATLAB lze (dokonce ortonormalni)
bazi jadra N (A) = N(S’) snadno nalézt uzitim pitkazu null(A).
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Postupujeme analogicky jako pfi Gaussové eliminaci (1) s tim roz-
dilem, ze v kroku a) provaddime pievod na schodovity tvar pomoci
Jordanovy metody popsané v pozndmce 4.41(4). Pfi této metodé je
v kazdém kroku eliminovana i ¢ast sloupce nad kazdym schodem.
Za cenu vétsiho poctu vypocetnich operaci tak ziskdme jednodussi
schodovity tvar S’, v ném# reguldrni horni trojthelnikovd subma-
tice U se stane diagondalni matici, coz vyrazné zjednodusi vypocty
v naslednych krocich c¢) a d). Rovnice (5.3) ma diagonalni matici sou-

stavy, takze vazané proménné partikularniho feseni urc¢ime z rovnice
, o . (Yogo b’
Uy = b’ pouhym vydélenim diagondlnimi prvky u;; # 0: y; = -
23
pro j = 1,...,r. Stejné snadno uréime v kroku d) vdzané proménné
@), @ “U'GH) . =S8 (G.ki)
e Ujj ujj

bazovych vektord u proj=1,...,ra
t=1,...,n—r.

(3) Uziti LU-rozkladu

Necht PA = LS je LU-rozklad matice A. Zfejmé plati:

Ax=b & PAx=Pb & LSx =Pb < Lz = Pb,kde z:= S=z.
Cely postup hledani feSeni tak sestava ze ¢tyf kroku:

a) Konstrukce matic L,U a P podle 4.38

b) Provedeni permutace pravé strany Pb

c) Reseni soustavy Lz = Pb algoritmem dopfed. dosazovani (5.2a)

Matice L je dolni trojuhelnikova a reguldrni, takze podle 5.3(1) exis-
tuje pravé jedno feSeni z. Matice L =: [l;;] ma dokonce jednotko-
vou diagonalu, takze pfi dopfedném dosazovani nemusime v rovnicich
(5.2a) deélit diagonalnimi prvky l; = 1.

d) Reseni soustavy Sz = z algoritmem zpétného dosazovani (5.2b)
Rozhodneme o fesitelnosti a pfipadné hleddme feseni stejné jako v kro-
cich b) az d) Gaussovy eliminace (1). Pouze pravou stranu b’ zamé-
nime vektorem z.
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Vsechny algoritmy maji stejnou kubickou aditivni 1 multiplikativni
slozitost:

Aditivni slozitost:

3 2
n°—n n°—n
0(%x) =
(£) st
Multiplikativni slozitost:
'fL3 -n 2
0 /) =| 5= +n

7 hlediska vypoctové slozitosti jsou vSechny algoritmy ekvivalentni.
Vzhledem k tomu, zZe ve vSech tfech metodach mé nejvyssi vypocetni
naroky triangularizace (pfevod na horni trojihelnikovy tvar: faktor
”3; ), resp. diagonalizace u Jordanovy metody, bude algoritmus (3)
vyhodnéjsi v pripadé, ze feSime systém opakované s riiznymi pravymi
stranami b a stejnou matici soustavy A. V takovém pifipadé totiz
staci provést triangularizaci PA = LU jen jednou, nebot nezavisi na
pravé strané, a pak opakované provadét kroky b) az d) pro jednotlivé
pravé strany. Tohoto postupu lze vyuzit pfi feSeni maticovych rovnic
typu A.X = B, jehoz speciédlnim pfipadem je tloha nalezeni inverze
regularni ¢tvercové matice (viz dale odst. 5.5).

(4) Cramerovo pravidlo pro reguldrni ¢tvercovou matici soustavy A.

Je-li A regularni Gtvercova matice fadu n, pak = A~ 'b je ziejmé
(jediné) hledané Fedeni soustavy Ax = b, nebot AA™'b = b v di-
sledku rovnosti AA~! = I,,. Toto feSeni miZeme spocist Cramero-
vym pravidlem 4.54. Metoda vSak vyzaduje spocteni n + 1 determi-
nantt fadu n a je proto pouzitelnd jen pro soustavy o malém poctu
rovnic (n < 3) a nebo ve specidlnich pfipadech, napf. pfi vyjadio-
vani feSeni v symbolickém tvaru u rovnic, kde matice soustavy zavisi
na dalSich parametrech. Pro numerické feSeni vétSich soustav neni
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dek velkého poctu provadeénych operaci). Dochazi tak ke ztrateé pres-
nosti, zejména v piipadech, kdy A se bliz{ k singuldrni matici (det A
je nepfesné spoctené malé éislo, kterym se pfi Cramerové pravidlu
deéli). Takovym maticim fikdme Spatné podminéné (podrobnéji viz
dale odst. 5.6).

5.3. SLR s pasovou (tridiagonalni) matici soustavy.

Véta 5.8. Necht Ax = b, kde A je reguldrni pdsovd tridiagondlni
matice (a;; =0 pro |i — j| > 1) rozmérun X n:

al C1 0 cee 0 0 0
ba a2 c2 ... 0 0 0
A= : : . : : :
0 0 0 cee bnfl Anp—1 Cn—1
o o0 0 ... 0 bn, an
Potom jeji LU -rozklad A = LU je tvaru
1 0 ... 0 O ar ¢ 0 ... 0
ﬂz 1 e 0 0 0 a2 C2 P 0
L=|: . . U= . . ’
0 0 1 0 0 0 0 Cn—1
0 0 Bn 1 0 0 0 Qn
kde a1 = a1
b;
Bi = o (5.5a)
ai =a; — Bicic1 proi=2,3,...,n.

Dikaz. Vztahy pro nezndmé «; a [3; snadno nalezneme formalnim po-
rovnanim prvkt matic na levé a pravé strané po roznasobeni maticové
rovnice A = LU viz téz poznamku 5.9(3). O
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(1) Jinou variantu algoritmu (5.5a) lze odvodit pro

ar 0 ... 0 0 1 v ... 0 0
bz Q2 cee 0 0 0 1 e 0 0
L= U= .
0 0 an—1 0 0 0 1 -1
0o 0 bn on 0 0 1
kde a1 = a1, 1 = a
(€3]
a; = a; —bivi—1 (5.5b)
’yi:ﬁ proi=23,...,n.
673

(2) Analogické algoritmy obdrzime pro blokové tridiagonalni ma-
tice, kde a;, b;, ¢i, s, B; (resp. ;) jsou submatice kompatibil-
nich rozmeért. Pak misto (11—71 nasobime inverzni matici a; )

zprava v (5.5a) (resp. misto D% matici o; ! zleva v (5.5b)).

(3) V pfipadé obecné regularni ¢tvercové matice A lze vySe po-
psany postup zobecnit pro piimy vypocet prvkt matic L a
U tak, ze postupné sestavujeme rovnice pro prvky 1. fadku
U, 1. sloupce L, 2. tadku U, 2. sloupce L, atd.

5.4. Priblizné feSeni SLR metodou nejmensich étverci.

Pokud neexistuje feseni SLR Ax = b, je to dusledkem toho, Ze
b ¢ R(A).V tomto pfipadé ma smysl hledat feseni x, které minimali-
zuje v néjakém smyslu chybu b— Ax. Chybu obvykle méfime vhodnou
normou ||b — Ax||. Nejcastéji se pro tento uéel uzivaji p-normy (viz
3.56). Pokud je norma odvozena2?* z néjakého vnitiniho soucinu (-, -),
staci nahradit pravou stranu b jeji ortogonalni projekci be R(A) na

24viz 3.62(S9).
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malizujici ||b — b||. Misto ptivodni rovnice pak fesime rovnici Ax = b
tzv. metodou nejmensich étvercii (MNC) podle nésledujici véty.

VETA 5.10 (Metoda nejmensich &tvercti ve (V, Lr)).

Necht (V, Lr) je VS-prostor nad skaldrnim polemF C C a W := L(A)
jeho wvektorovy podprostor generovany konecnou mmnozinou vektori
A:={ai,...,an}. Pak B =:[B1,...,0n] € F" je ve smyslu véty 3.77
Tesenim ulohy ortogondlni projekce Pwb =: b= Biai + -+ Bnan
vektoru b € V' na podprostor W prdvé kdyz B3 je presnygm fesSenim
nasledujictho systému linedrnich rovnic, ktery je vZdy resitelny:

(@1,a)p1 + (a2,a1)f2 + ... + (an,@1)Bn = (b,a1)

(@1,a2)B1 + (a2,a2)02 + ... + (an,02)Bn = (b,a2)

<a17an§ﬁ1 + <a27an§ﬂ2 + .. + <an7an>‘/6n = ‘<b7an>'
(5.6a)

DUKAZ. W je koneéné rozmérny, takze podle 3.80 lze uzit vétu 3.77
o ortogonalni projekci. Podle véty 3.86 je Pwb=b < b—b 1L W
L b-bLlaiproi=1..n & (b— >0, Biaj,ai) =0

proi=1,...,n & <b,ai>—2?:1/6j<aj,ai> =0proi=1,...,n

& > Bilaj,ai) = (b,ai) proi=1,...,n < B je fesenim (5.6a).
Resitelnost tohoto systému je garantovana vétou o ortogonalni pro-
jekci. O

DUSLEDEK 5.11 (Metoda nejmensich ¢tvercii ve (F™, Lr)).
Necht A =: [a1,...,an] je matice typu m/n tvofend sloupcovymi
vektory ai,...,an a b € F™ libovolny vektor. Pak € F" je fesenim
rovnice Az = b nad skaldrnim polem F C C pravé kdyz x je presnym
resenim ndasledugjictho systému linedrnich rovnic:

(A*A)z = A"D. (5.6b)
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matice A" A — vz 4.14(9).

DUKAZ. Jestlize nahradime B v piedchozi vété vektorem x, pak

b= ria1+ -+ Tnan 413 Ax. Vektor x je tedy feSenim této tlohy
pravé kdyz je feSenim SLR (5.6a), kde 8; = x;. Tomuto systému odpo-
vida dle 4.14(9) maticovy zapis (5.6b). Jeho FeSitelnost je dana pred-
chozi vétou nebo také piimo plyne ihned z toho, Ze jeho prava strana

A*b e R(AY)

3.88(5) (i4) R(A*A). 0

Poznamka 5.12.

(1)
(2)

Jestlize F C R, pak v (5.6b) je A* 4.11(5) AT

Je-li W néjakd pozitivné definitni matice fadu m (tzv. va-
hova matice), pak 1ze pomoci ni zavést v F™ vdzZeny skaldrni

soucin (X, Y)w = (Wz,y) 14O y* Wz (podrobnosti déle

v kapitole 6). Systém (5.6a) tak piejde v
(A"WA)x = A*"Wb. (5.6¢)

Jeho feseni nazyvame feSenim tlohy Ax = b tzv. vaze-
nou metodu nejmensich étvercu s vihovou matici W.
Obvykle W je diagondlni matice s kladnymi diagonalnimi
vahami w;; > 0 (jinak W by totiz nebyla pozitivné de-
finitni). Necht r := b — Ax znadi vektor odchylek FeSeni
od pravé strany (tzv. rezidudlni vektor). Mald hodnota
wii v odvozené normé |||y, = /(Wr, )y, = Vr-Wr =
\/221 WiiTiTs = \/221 w;;|r;|? snizuje vliv odchylky r; na
hodnotu normy a pripousti tudiz vétsi odchylku i-té slozky
oproti j-té slozce, kde w;; > wi;.

Je-li b € R(A), pak b = Pwb =V b, takie kazdé feseni
soustavy (5.6b) je soucasné presnym feSenim pivodni rovnice
Az =b. V MATLABu pro ne¢tvercovou matici pomoci ope-
ratoru levého déleni = A\b spocteme néjaké (partikuldrni)
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puvodni system resitelny — viz poznamku v 9.2(1)c).

5.5. ReSeni maticové rovnice A.X = B a vypodet inverze
AL

Necht A typu m/n a B typu m/p jsou dané matice. ReSenim ma-
ticové rovnice A.X = B rozumime kazdou matici X kompatibil-
niho typu n/p, kterd tuto rovnici spliiuje. Protoze A.X = B <
A.X(:,k) = B(:,k) pro k = 1,...,p, vidime, Ze sloupce X jsou po
fadé feseni p systémi linedrnich rovnic s pravymi stranami tvorenymi
odpovidajicimi sloupci matice B. VSechny tyto systémy maji pfitom
stejnou matici soustavy A.

V zasadé muzeme po drobné modifikaci uzit metody (1) az (3) z odst. 5.2.

(1) Gaussova nebo Jordanova eliminace

V kroku a) pfevadime na schodovity tvar matici soustavy rozsifenou
o vSechny pravé strany, tj. matici A= [A, B]. Obdrzime [S, B’].

V kroku b) rozhodnuti o feSitelnosti maticové rovnice spo¢iva v roz-
hodnuti o fesitelnosti vSech ekvivalentnich soustav s ménicimi se pra-
vymi stranami B’(:,k), k = 1,...,p. Snadno nahlédneme, %e nutnou
a postacujici podminkou je opét podminka r(A) = r(;l), tj. stejny
pocet nenulovych radkt v maticich S a [S, B].

V kroku c) pak (5.3) feSsime postupné s pravymi stranami b’ = B'(:, k)
prok =1,...,p. Krok d) zustane beze zmény, nebot nezavisi na pravé
strané.

(2) Uziti LU-rozkladu

Jak jiz bylo zminéno v 5.7, staé¢i vlastni LU-rozklad z kroku a) provést
pouze jednou, v kroku b) pak provedeme fadkovou permutaci P B celé
matice B, coz odpovida fadkovym permutacim vSech pravych stran.
Nakonec pro kazdou pravou stranu (sloupce matice B) opakujeme
kroky c)d), ¢imz postupné dostavame jako feSeni odpovidajici sloupce
neznamé matice X.
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A.X = B nalézt resenim maticove rovnice (A" A)X = A" D, ktera
je vzdy fesitelna.

Je-li A reguldrni ¢tvercovd matice fadu n, pak k nalezeni inverze
X = A! sta¢i podle 4.46(11) Fesit maticovou rovnici A.X = I,.
Tato tloha je tak specidlnim pfipadem maticové rovnice (m = n = p).
Poznamenejme jesté, ze v piipadé reguldrni matice, je A1 B (jedi-
nym) FeSenim obecné maticové rovnice s libovolnou pravou stranou B.
V pfipadé regularni matice A nizkého fadu, miZeme pro vypocet jeji
inverze uzit také determinantovou metodu dle disledku 4.53.

5.6. Problémy s numerickou nestabilitou p¥i reseni SLR.

Matice A se nazyva Spatné podminéna, jestlize malé zmény pravé
strany b maji za nasledek velké zmény reseni . Napriklad pro ¢tverco-
vou matici A tato situace nastava v pripadech, kdy A je sice regularni,
avSak s malou hodnotou determinantu, neboli fikame, Ze je “skoro sin-
guldrni”. Tato situace nastane, kdyz néktery sloupcovy (fadkovy) vek-
tor v A svird maly thel s nadrovinou generovanou ostatnimi sloupci
(tadky).

Jako priklad uvazme nésledujici systém dvou linearnich rovnic:

T+2y=2
20 + 3y = 3,4

Presné feseni x = 0,8, y = 0,6 aproximujme dosti nepfesné hodno-
tami £ = 1, § = 0,48. Po jejich dosazeni do obou rovnic dostavame
po fadé 1,96 misto 2 a 3, 44 misto 3,4, coz jsou malé odchylky Ffadoveé
v setinach ve srovnani s chybou feseni, ktera je fadové v desetinach.
Piic¢ina tkvi v tom, Ze hledame prisec¢ik dvou primek, které sviraji
velmi maly thel o smérnicich —1 a —2. Radky [1,2] a [2,3] ma-
tice soustavy v tomto pripadé totiz reprezentuji souradnice kolmic
k obéma primkam a sviraji tedy stejny thel jako primky samotné.
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vektoru, tj. ke stavu, kdy matice soustavy je singularni.
Podobné lze zkonstruovat situace, kdy pii libovolné velké odchylce
feseni lze dosahnout libovolné malé odchylky od pravé strany.

ZAVER: Nelze tedy hodnotit presnost nalezeného feseni podle odchy-
lek od pravé strany po jeho dosazeni do rovnic!

nosti, které se zpravidla pocita jako pomér nejvétsiho ku nejmensimu
singularnimu ¢islu matice. Singularni ¢isla matice A jsou druhé od-
mocniny vlastnich &sel symetrické matice AT A — tedy v piipadé
symetrické matice splyvaji s jejimi vlastnimi ¢isly (podrobnéji viz
nésledujici kapitolu). Toto €islo podminénosti v systému MATLAB
poéita funkce cond. Cim vétsi ¢islo podminénosti mé danid matice,
tim je htire podminénd a vice se blizi k singularni matici. Jinak poci-
tané reciproké ¢islo podminénosti v intervalu [0, 1] vraci funkce rcond.
V tomto pripadé Spatnou podminénost indikuji hodnoty blizké k nule.

5.7. Iteraéni metody pro FeSeni systému linearnich rovnic.
Princip:

Rovnici Az = b, kde A je étvercova reguldrni matice fadu n, preve-
deme na rovnici tvaru = I'z + ~, kterou generujeme posloupnost
iteraci.

Obecny postup hleddni T a ~:
Matici A vhodné rozlozime do tvaru A = N — M, kde N je regularni
matice. Pak plati

Ar=b & (N-M)x=b & Nz=Mz+b &
c=N'Mz+N'b.
N —’ N —"
r Yy
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2

... pocatecni iterace
z*tD = pg® +v prok=0,1,....

DEFINICE 5.13 (Jacobiho prosté iterace).

Polozime
'a11 0 0
0 a2 0
N :=diag(A) = | . .
L O 0 Gnn
[0 —ai2 —ain
—a21 0 —a2n
M: =N — A = . )
L—Qn1 —Qn?2 0
pak
0 _a12 _ a1
all all
_az _azp
= a2z a2z . o=
_an1  _ anz 0
Rozepsénim (5.7) do jednotlivych rovnic dostdvame
Jacobiho iteracni proces:
a:§°>, .. ,xﬁl‘)) ... pocatecni iterace
(k+1) _ 1 (S5 (R
mj — ajj (bﬁ z;; Aji T; )’
ji=1...,n; k=0,1,....
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nice vzhledem k promeénne x;.

(k+1)

A

Jestlize nyni v (5.8) pouzijeme pro @ < j jiz spoctenou iteraci x
misto atgk), obdrzime nésledujici ziejmé ponékud rychleji konvergujici

itera¢ni proces.

DEFINICE 5.14 (Gauss-Seidelovy iterace).

Polozime
aii 0 0
a1 a2 e 0
N = )
an1 an2 . Ann
0 —ai2 ... —ain
0 0 . —Q2n
M:=N-A= ,
0 0 0

pak z Nz®**D = Ma® 4+ b dostavame ihned rovnice pro

Gauss-Seideluv iteracni proces:

0 0 NP
arg ), o ,a:gl) ... pocatecni iterace
(k+1) 1 ) j—1 _ (k+1) n (k)
€L, = o (b] - Zi:l Qji Ty - Zi:j+1 Qji T; )7

j=1,...,m k=0,1,....

(5.9)

DEFINICE 5.15. Ctvercova matice A fadu n se nazyva striktné
diagonalné dominantni, jestlize |a;;| > > i=1|aji| proj =1,2,...,n.
i#]

VETA 5.16 (Konvergence Jacobiho a Gauss-Seidelovy metody).

Necht A je striktné diagondlné dominantni matice. Potom systém li-

nedrnich rovnic Ax = b md jediné€ eseni a Jacobiho i Gauss-Seideliv
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tecnt aprorimact .

POZNAMKA 5.17. Obecné z konvergence jedné z obou metod ne-
plyne konvergence druhé. Pokud konverguji obé, pak Gauss-Seidelova
metoda konverguje rychleji.

PRIKLAD 5.18. Jak ukazuje nasledujici piiklad, mtize pouhou
zménou poradi rovnic dojit ke ztraté konvergence. Uvazme SLR

4z - y + z = 7
4 — 8y + =z = =21
-2 + y + 5z = 15

Jacobiho iterace tohoto SLR odstartované v pocateéni aproximaci
z© = [1,2, 2] konverguji k pfesnému feSeni = [2, 4, 3], nebot matice
soustavy je striktné diagonalné dominantni.

Jestlize zaménime prvni a posledni rovnici, tak se tato vlastnost po-
rusi a SLR

—2x + y + 52z = 15
4 — 8y + =z = =21
4z - y + z = 7

pii téze pocatecni iteraci diverguje od presného fesSeni.

Pozndmka 5.19. Itera¢ni metody jsou vhodné zejména pro rozsidhlé
systémy linedrnich rovnic s fidkou matici soustavy (malym poctem
nenulovych prvki), kde u Gaussovy eliminace byvaji problémy s nu-
merickou stabilitou (viz 5.6) a vétsi vypocetni naroky vzhledem k ne-
moznosti icelné vyuzit pripadné ridkosti matice soustavy.

Snazime se vhodnou zdménou pofadi rovnic (fddkovou permutaci
rozsifené matice soustavy) a zménou pofadi nezdvisle proménnych
(sloupcovd permutace matice soustavy) soustfedit nejvétsi nenulové
prvky kolem hlavni diagonaly s cilem dosdhnout (pokud mozno) strikt-
né diagonalni dominantnosti. To je zpravidla snazsi u fidké matice,
ktera se stane pasovou (nenulové prvky soustfedény kolem hlavni di-
agonaly).
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systém linearnich rovnic (SLR) @ system of linear equations (SLL)
matice systému ¢ matrix of the system

pravé strana 4 right-hand side

vektor neznamych ¢ vector of unknowns

(ne)homogenni systém 4 (non-)homogeneous system

rozsifena matice SLR 4 augmented matrix of a SLE

mnozina FeSeni 4 solution set

partikularni feSeni 4 particular solution

algoritmus doptfedného dosazovani ¢ forward-substitution algorithm
algoritmus zpétného dosazovani ¢ back-substitution algorithm
SLR s dolni trojuhelnikovou matici 4 lower-triangular SLE

SLR s horni trojuhelnikovou matici 4 upper-triangular SLE
vypocetni sloZzitost ¢ computational complexity

tridiagonalni matice 4 tridiagonal matrix

pésova matice ¢ band matrix

pribliZzné feSeni ¢ approximate solution

metoda nejmensich ¢tverci (MNC) 4 least-squares (LSQ) solution
vazens MNC ¢ weighted LSQ method

vadhova matice ¢ weight matrix

maticova rovnice ¢ matrix equation

numerickd (ne)stabilita ¢ numerical (in)stability

$patné podminénd matice ¢ badly-conditioned matrix

dobie podminéna matice ¢ well-conditioned matrix

¢islo podminénosti ¢ condition number

itera¢ni metoda ¢ iterative method
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Létka je pfedbézné zpracovana v souborech TrSour.tif a DiagMat.tif,
které jsou zkomprimovany v TrSour.zip a v DiagMat.zip.
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Necht ddle znaéi a := a1 + iaz2,b := by + ibs dvé komplexni éisla v
kartézském tvaru a

a = |al(cosa + isina) = |a|e’®, b= |b|(cos 3 + isin 3) = |ble*” jejich
vyjadfeni v goniometrickém, resp. Eulerové tvaru.

Jelikoz funkce kosinus je suda (cos(—xz) = cos(z)) a funkce sinus lich4
(sin(—zx) = —sin(z)), dostavame:

eic = e " atedy @ = |ale ™ a b= |ble .
A.1. Seéitani, odéitani.
a+b:=(a1+b1)+i(az + b2)
a—>b:= (a1 —b1)+i(az — b2)
A.2. Nasobeni.
ab = (a1 +ia2) (b1 + ib2) = (a1br — a2b2) + i(az2b1 + a1b2) nebo
ab = |ale*®|ble™ = |a||ble’ T = |a||b|(cos(a + B) + isin(a + 3)).

Zejména plati
__ 2 2 2
ag = aji + a3 = |a|”.

A.3. Déleni. Necht b # 0, pak

ab  aiby +a2be | azby —aibs

a

=2 b

b 0 252 +1 oy nebo

a _ lale _ |a| ia-p) _ lal -

b e me = W(cos(a — B) +isin(a — 0)).

A.4. Umocnovani.

Twrzeni (Moivreova véta).

a" = |a|"(cosan+ isinan), kde n € Z

Dikaz. Indukci vzhledem k |n| uzitim vztahu A.2 pro ndsobeni pfi
n > 0, resp. vztahu A.3 pro déleni komplexnich ¢isel pfi n < 0. O
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1. Druha odmocnina v kartézskych souradnicich

Vvai +iaz = £(u1 + iu2), kde

1
ur =4/ 5(lal +a1)

(la] — a1), kde sgn(a2) udavé znaménko as.

NO|

uz = sgn(az)

2. n-t4 odmocnina

Uvazme, Ze vzhledem k periodicité funkci kosinus a sinus plati

a = |a|(cos a+isin a) = |a|(cos(a+27k)+isin(a427k)) = |a|e’(@H2TF)
pro kazdé k € Z.

Odtud dostaneme ihned vztah pro vSechny n-té odmocniny z a:

atork 2k 27k
%: v |a|eZ n [ |a|<cosu+isin u)
n n

prok=0,1,...,n— 1.

3. n-t4 odmocnina z 1
7 predchoziho dostaneme volbou a = 1 vSechny n-té odmocniny z 1:

Y11= eizzk = <cos 2mk + 4 sin @>
n n

prok=0,1,...,n— 1.

Tvrzeni (Vlastnosti).

(1) Vsechny hodnoty n-té odmocniny z komplexniho ¢isla a do-
staneme vynasobenim jedné z téchto hodnot vSemi hodno-
tami n-té odmocniny z 1.

(2) Jsou-li £1,e2 n-té odmocniny z 1, pak €12 je rovnéz n-ta
odmocnina z 1.

(3) Je-li € k-t4 odmocnina z 1 a | = kq, pak € je rovnéz [-t4
odmocnina z 1.
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mocnina z 1 prok =0,1,...,n — 1.
(5) € se nazyva primitivni n-t4 odmocnina z 1, plati-li:
(iye" =1
(i) e* #1prok=1,2,...,n— 1.
(6) Je-li € n-t4 odmocnina z 1, pak € je primitivni pravé kdyz
hodnoty & jsou pro k = 0,1,...,n — 1 navzajem rizné.

i2

Zejména ¢ := e n je vidy primitivni, nebot e* = eI jsou
pro k=0,1,...,n — 1 navzajem riznd komplexni ¢isla.

(7) Necht € je primitivni n-t4 odmocnina z 1. Pak " je primitivni
n-t4 odmocnina z 1 pravé kdyz n a k jsou nesoudélné.

(8) Necht p je prvoéislo, pak vSechny p-té odmocniny z 1 rtzné
od 1 jsou primitivni.

A.6. Goniometrické vzorce.
1. Vyjadfeni goniometrickych funkei sin na, cosna pomoci sin a;, cos «

Pouzitim Moivreovy véty a binomické véty dostavame:

cosna + isinna = (cosa +isina)” =

n
o n k An—k . n—k
= E i | cos @ ()" "sin" " a.
k=0

Staci pak porovnat redlné, popiipadé imaginarni ¢asti vyraza vlevo a
vpravo. Zejména pro n = 2 tak dostavame znamé vztahy pro dvojna-
sobny thel:

2 .2 . .
cos2a = cos” o — sin” «, sin 2a = 2sina cos a.

Ty jsou vSak specidlnim pripadem obecnéjsich vztahid pro soucet a
rozdil Ghli, ziskanych z A.2 volbou a1 = cosa,a2 =sina a
b1 = cos(£fB) = cos B, bz = sin(xf) = *sinF. Jelikoz |a| = |b] = 1,
obdrzime:

cos(aw £ B) = cosacos B Fsinasin g,

sin(a £ B) = sinacos 8 %+ cos asin 3.
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Z Bulerova vztahu dostavame vyjadrenl pro sino a cos « :
. 62(1 _ 672(1 62(1 + 672(1
sina = ————, cosa = ————

27
Ty stac¢i umocnit na n-tou opét uzitim binomické véty:

s 1 g n ika n—k _—i(n—k)a
sin” a = 5o Z <k>e (=1)" "e

k=0
1« ko —i(n—
cos" o = > Z (Z) giha gmiln—h)e
k=0
Naptiklad spoctéme
1 ) o o iy
Sil’l3 o = 23i3 (623(1 _ 3622116 [2e% + 36“16 20 e 23(1) _
= L(2z'sin304 —3.2isina) = L(sin?»oz —3sina) =
T 843 ' T 442 N

= i(?)sina —sin3a).
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VEKTOROVYCH PROSTORU KONECNE DIMENZE

Véta B.1. Necht (Vi,Lr), (Va,Lr) a (V3,Lr) jsou tii vektorové pro-
story konecnych dimenzi dim Vi = n, dim Vo = m a dim Va3 = p. Pak
zobrazeni T — [T (T € L(V1,V2)) je izomorfizmem vektorového pro-
storu L(V1,Va) vech linedrnich operdtord z Vi do Va (viz 3.88) na
vektorovy prostor vSech matic My, n (viz 4.9). Pfitom plati:

(1) [Tz] = [T).[x] pro kazdé = € V1.

(2) Slozeni dvou operatori T : Vi — Vo a U : Vo — V3 odpovida
v soutfadnicovém vyjddrens soucin matic: [UT] = [U].[T].

(3) Maticovou reprezentact identického operdtoru I : Vi — Vi je
jednotkovd matice: [I] = I,,.

(4) Operator T je surjektivni prdvé kdyz je reprezentovdn matici
radkové plné hodnosti®®.

(5) Operator T je izomorfni vnotent prdvé kdyz je reprezentovdn
matici sloupcové piné hodnosti?®.

(6) Operator T je izomorfizmus prdvé kdyZ je reprezentovdn re-
guldrni matic?®®. Pritom plati [T)™" = [T, kde [T]™" je
matice inverzni® k [T].

V pfipadé VS-prostord (F C C) navic plati:

(7) Maticovou reprezentact operdtoru adjungovaného kT je her-
mitovsky transponovand matice: [T*] = [T]". Zejména mati-
covou reprezentaci samoadjungovaného operdatoru je hermi-
tovsky symetrickd matice.

(8) Operator T je unitdrni pravé kdyz je reprezentovan unitdrni

matict.
Dikaz. Nadale E = {e1,...,e1} je néjakd pevné zvolena baze ve Vi.
e Linearita zobrazeni T +— [T7:

[Ty + To] = [[(Th + T2)en], ..., [(Th + T2)en]] =

25Viz definici 4.17.
26Matice urcujici maticovy operator inverzni k operatoru ur¢enému matici
[T] dle véty 4.25.
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[[{1e1] + [12e1], ..., [11en] + [12en]| =

[[Tlel]7 ey [Tlen” + [[T261]7 ey [T2e71” = [Tl] + [T2]

[0T] = [[(aD)er], . . [(@T)en]] = [[a(Ten)],. .., [(Ten)]] 2
[@[Tei],...,a[Tex]] = of[Te1],..., [Texn]] = «[T].

e T — [T] je prosté:

3.35

Ty 7& T, = i : Tie; 7& Tre; 3£2 R [Tlei] 7& [Tzei] =
([Tied], ..., [Tien]] # [[Tzen], . .., [Taen]] = [T1] # [13].

e T — [T] je surjekce:

Bud A libovolnd matice typu m/n. Dle 3.92 je [-] surjekce, takze ke
kazdému sloupci A(:, j) existuje vektor v; € Vs tak, ze [v;] = A(:, j).
Podle 3.36(6) lze zobrazeni e; +— v; rozsifit na linedrni operator
Vi — Vo, takze [Te;] = [v;] = A(:,7) = [T] = [Teu],...,[Texn]] =
[A(5,1),...,A(s,n)] = A.

e Vlastnost (1):

Necht z = >0 | &ei, tj. & = [x]. Pak [Tx] = [T(30], Lied)] =

[, 6Te] 2 S0 &lTe] "2 [[Tea,... [Ten].€ = [T].[].
e Vlastnost (2):
[UT] = [U(Tey)),...,[U(Ten)] L [[Ul[Te],. .., [U][Ted]] “ 2V

[Ul.l[Teil,...,[U].[Tex]] = [U].[T].

e Vlastnost (3):

I =[[Iei],.-..,[Iex]] = [lei],---,[en]] = [€1,-..,€n] = In.

e Vlastnosti (4)—(6),(8):

Oznaéime-li S7 : Vi — F" a Sy : Vo — F™ unitarni izomorfizmy pii-

fazeni soufadnic (S; zastupije zapis [-] ve 3.92), pak [Tx] W [T].[x]
lze psat ve tvaru SeTx = [T].(S1x) B [T]S1x pro kazdé z € F",
coz je ekvivalentni s rovnosti slozenych operatortt SoT" = [T]S1. Apli-
kujeme-li na tuto rovnost S5 ! zleva, resp. ST ! zprava, obdrzime vy-
jadieni: T = S;'[T]S1, resp. [T] = S2T'Sy'. Slozeni ti izomorf-
nich vnofeni (surjekei, izomorfizmu) je zfejmé opét izomorfni vnofeni
(surjekce, izomorfizmus). Jelikoz S1 i S2 jsou izomorfizmy (surjektivni
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Je 1zomorini vnoreni (surjekce, izomorfizmus) < |1 | urcuje izomorini
vnofeni (surjekci, izomorfizmus), coz je podle véty 4.20 ekvivalentni
s dokazovanymi tvrzenimi o matici [T]. Protoze S; jsou unitarni izo-
morfizmy a také slozeni tfi unitarnich izomorfizmu je rovnéZz unitarni
izomorfizmus, dostdvame podobné ekvivalenci s unitaritou matico-
vého operatoru [T] a tedy i s matici [T (viz 4.15(8)).
T izomorfizmus = T T =T aTT ' =1 jsou identity na Vi a Vs
(L [T7Y.[T] = I, a [T).[T™"] = Im, coz podle véty 4.25 znamens,
ze [T71 = [T
o Vlastnost (7):
Necht € V1 a y € V2 jsou libovolné. ProtozZe [-] je unitarni, dosta-
vame uzitim 3.90(3):

(1) 4.15(6) X
(Tz,y) = ([Tzl], [y]) = (T)[],[y]) =" (=], [T]".[y]),
(w, T"y) = ([2,[T"y]) 2 (], [T").[y])-
Pak (Tz,y) = (x,T"y) = ([z],[T]".[y]) = ([=],[T"].[y]), kde [z],
resp. [y] probiha v8echny prvky F", resp. F™ (totiz -] je izomorfizmus
a tedy surjekce). Adjungovany operator je dle 3.82 urcen jednoznacéné,
takZe operatory uréené maticemi [T]* a [T™] jsou stejné. Dle tvodni
¢asti dikazu této véty existuje jednojednoznacna korespondence mezi
maticemi a p¥islusnymi operatory, takze také [T]* = [T™]. a
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MATHEMATICAL FONTS DEMO (mathfont.aml)
(definitions from the input file mathfont.tex assumed)

Math roman \mathrm:

Math roman bold \mathbf:

Math blackboard bold \mathbb or \Bbb
Math normal \mathnormal:

Math bold normal \bm:

Math italic \mathit:

Math sans serif \mathsf:

Math typewriter \mathtt:

Math script \mathcal or \cal:
Math bold script \bcal:

Euler script \matheu or \eu:
Euler bold script \beu:

Math fraktur \mathfrak or \frak:
Math bold fraktur \bfrak:

The set of natural numbers \Nset:
The set of integers \Zset:

The set of integers modulo N \ZNset{N}:

The set of rational numbers \Qset:
The set of real numbers \Rset:
The set of complex numbers \Cset:
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ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFGH.
ABCDEFBS.
UBECDEFES.
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Type: Print: | Type: Print: | Type: Print
\alpha Q@ \beta 8 \gamma ~y
\digamma  F \delta ) \epsilon €
\varepsilon & \zeta ¢ \eta n
\theta 0 \vartheta o \iota L
\kappa K \varkappa \lambda A
\mu U \nu v \xi 13
\pi ™ \varpi w \rho P
\varrho 0 \sigma o \varsigma ¢
\tau T \upsilon v \phi @
\varphi %) \chi X \psi 0
\omega w

Type: Print: | Type: Print

\Gamma T \varGamma I’

\Delta A \varDelta A

\Theta S} \varTheta &

\Lambda A \varLambda A

\Xi = \varXi =

\Pi II \varPi I

\Sigma by \varSigma b))

\Upsilon 7T \varUpsilon 7

\Phi @ \varPhi @

\Psi L4 \varPsi 14

\Omega \varOmega {2

HEBREW LETTERS (hebrew.tex)

Type: Print: | Type:  Print:
\aleph N \beth 3
\daleth T \gimel J
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Type: Print: | Type: Print:
\pm + \mp F
\dotplus + \cdot .
\times X \centerdot .
\ltimes X \rtimes X
\leftthreetimes X \rightthreetimes <
\ast * \star *
\diamond o \circ o
\bullet . \div =
\setminus \ \smallsetminus ~
\cap N \cup U
\Cap m \Cup U
\sqcap m \sqcup U
\wedge A \vee v
\barwedge A \doublebarwedge A
\curlywedge A \curlyvee Y
\veebar v \intercal T
\oplus @ \ominus o
\uplus W \And &
\otimes ® \oslash @
\odot ® \circleddash )
\circledast ® \circledcirc ®
\boxminus B \boxtimes X
\boxdot O \boxplus B
\triangleleft N \triangleright >
\Ihd < \rhd >
\unlhd < \unrhd >
\bigtriangleup A \bigtriangledown </
\dagger T \ddagger i
\wr 0 \bigcirc O
\amalg I \divideontimes *
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Type: Print Type: Print:
\prod_{i=1}"{n} [J \coprod_{i=1}"{n} e,
\bigcap_{i=1}"{n} Ny \bigcup_{i=1}"{n} Uiss
\bigvee_{i=1}"{n} Vi, \bigwedge_{i=1}"{n} A,
\bigsqcup_{i=1}"{n} [, \biguplus_{i=1}"{n} W,
\bigotimes_{i=1}"{n} &7 ; | \bigoplus_{i=1}"{n} &I,
\bigodot_{i=1}"{n} O, | \sum_{i=1}"{n} Y
\int_a"b f: \oint_a"b j;:
\iint_{E_2} fsz \iiint_{E_3} ffng
\iint_{E.4) (11, | \iotsimt-(Bn} [,

3
3

n
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Type: Print: | Type: Print
\leq < \geq >
\legslant < \gegslant >
\egslantless z \egslantgtr >
\lesssim < \gtrsim Pe
\lessapprox g \gtrapprox Z
\approxeq ~
\lessdot < \gtrdot >
\11 < \gg >
\lI <« | \gsg >>
\lessgtr < \gtrless =
\lesseqgtr g \gtreqgless z
< >
\lesseqqgtr = \gtreqqless =
\prec < \succ -
\preceq =< \succeq =
\doteqdot = \eqcirc =
\circeq = \fallingdotseq =
\risingdotseq = \triangleq =3
\equiv = \sim ~
\simeq o~ \backsim -
\thicksim ~ \backsimeq w
\approx ~ \thickapprox =
\preccurlyeq < \succcurlyeq =
\curlyeqprec < \curlyegsucc =
\precsim =3 \succsim z
\precapprox 3 \succapprox &
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\subset
\subseteq

\subseteqq

\Subset
\sqgsubset
\sqgsubseteq
\vartriangleleft
\trianglelefteq
\vdash
\vDash
\Vvdash
\smile

\frown

\mid

\parallel
\asymp
\bumpeq
\between
\propto
\bowtie

\in
\backepsilon
\blacktriangleleft
\therefore

\perp

N 1N r

== ) (FTTIAAMNMNM

A v MY Q=P X

-

\Supset
\supseteq

\supseteqq

\Supset
\sgsupset
\sgsupseteq
\vartriangleright
\trianglerighteq
\dashv

\Vdash

\models
\smallsmile
\smallfrown
\shortmid
\shortparallel
\cong

\Bumpeq
\pitchfork
\varpropto
\Join

\ni

\doteq
\blacktriangleright
\because

Iy 1o

T LivviLd v

T

)

SV WX R ShIR
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Type: Print: | Type: Print
\ne #* \notin ¢
\nless £ \ngtr b3
\nleq £ \ngeq b2
\nlegslant £ \ngegslant #
\nleqq £ \ngeqq 2
\Ineq s \gneq z
\lneqq s \gneqq =
\lvertneqq bY \gvertneqq 2
\lnsim 5 \gnsim Z
\lnapprox s \gnapprox 7
\nprec A \nsucc #
\npreceq £ \nsucceq b
\precneqq -t \succneqq b
\precnsim 3 \succnsim oy
\ precnapprox = \succnapprox %
\nsim % \ncong %
\nshortmid ¥ \nshortparallel H
\nmid { \nparallel K
\nvdash ¥ \nvDash ¥
\nVdash W \nVDash i
\ntriangleleft 4 \ntriangleright S
\ntrianglelefteq ¢ \ntrianglerighteq %
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\nsubseteq *= \nsupseteq £
\nsubseteqq %A \nsupseteqq 2
\subsetneq - \supsetneq 2
\varsubsetneq & \varsupsetneq 2
\subsetneqq S \supsetneqq 2
\varsubsetneqq & \varsupsetneqq 2

To put a slash through a symbol type \not before it, e.g. \not= gives

£,
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Type: Print: | Type: Print
\leftarrow — \rightarrow or \to = —
\longleftarrow — \longrightarrow —
\Leftarrow “= \Rightarrow =
\Longleftarrow — \Longrightarrow =
\leftrightarrow — \longleftrightarrow  «—
\Leftrightarrow & \Longleftrightarrow <=
\leftleftarrows = \rightrightarrows =
\leftrightarrows = \rightleftarrows =
\Lleftarrow &= \Rrightarrow =
\twoheadleftarrow  « \twoheadrightarrow —
\leftarrowtail — \rightarrowtail —
\looparrowleft P \looparrowright S
\uparrow T \downarrow 1
\Uparrow T \Downarrow (i
\upuparrows m \downdownarrows 1
\updownarrow i \Updownarrow (3
\nearrow e \searrow .
\swarrow / \nwarrow N
\mapsto — \longmapsto —
\hookleftarrow — \hookrightarrow —
\leftharpoonup ~— \rightharpoonup —
\leftharpoondown — \rightharpoondown —
\upharpoonleft 1 \upharpoonright !
\downharpoonleft ] \downharpoonright |
\multimap —o \rightsquigarrow ~
\leftrightsquigarrow e~ \leadsto ~>
Type: Print: | Type: Print:
\nleftarrow o~ \nrightarrow -
\nLeftarrow < \nRightarrow *
\nleftrightarrow < \nLeftrightarrow <
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Type: Print: | Type: Print:
\hbar I \hslash I
\imath 1 \jmath 7
\ell l \complement C
\wp ) \Re Re
\Im Im \partial 0
\infty 00 \smallint /
\P ¢ |\s 5
\prime / \backprime \
\emptyset 0 \varnothing @
\Bbbk k \backslash \
\diagup ya \diagdown AN
\triangle A \nabla \Y%
\vartriangle A \blacktriangle A
\triangledown v \blacktriangledown V¥
\square O \lozenge O
\Box i \Diamond <&
\blacksquare | \blacklozenge ¢
\forall v \exists 3
\nexists 3 \neg -
\angle A \sphericalangle <
\measuredangle £ \| |
\surd Vv \Vert I
\top T \bot L
\dag T \ddag I
\flat b \natural s
\sharp i

\clubsuit & \diamondsuit O
\heartsuit @ \spadesuit o
\circledS ® \bigstar *
\mho (§ \eth 0
\Finv E \Game )
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another with the \stackrel command, e.g. 3A \stackrel{ \alphay{\rightarrow ;
B$ gives A % B.
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D.1. Dukaz véty 2.19:

Necht a,b € M jsou libovolné prvky.

Ukazeme, ze < je areflexivni a symetricka, je-li < usporadéani
(reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni relace):

areflexivita: (a < a) A (a # a) neplati = a £ a

tranzitivita: (e < b) A(b<c) = (a <b)A(D <c)A(aF#b)A(b#
¢) = a < ¢ v disledku tranzitivity relace < a a # ¢ v dusledku jeji
antisymetrie (kdyby a = ¢, pak a = b je v rozporu s a # b); tedy plati
(a <¢) A (a#c) neboli a < c.

Ukazeme, ze < je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni, je-li <
areflexivni a tranzitivni relace:

reflexivita: (a < a) V (a = a) plati = a < a

tranzitivita: (a <b)A(b<c¢) = ((a <b)V(a=Db))A((a <b)A(b=c))
a odtud pro vSechny ¢tyfi mozné pripady:
a)a=bb=c=>a=c=>a<c

b)a=bb<c=a<c=a<c

cJa<bb=c=a<c=a<c

d) a < b,b < c=a < c (tranzitivita <) = a < c.

antisymetrie: (¢ < b) A (b < a) = a < a v dusledku jiz dokazané
tranzitivity = (a < a) V (a = a), pfiCemz a < a nemuze nastat
(areflexivita <), a tedy plati a = a. d

D.2. DUKAZ véty 2.21:

(1) jsou-li a,a’ dva takové prvky, pak plati soucasné a < a’ ia <a
a tedy a = o’ v disledku antisymetrie.

(2) a nejmensi = z > a Va € M = v M neexistuje < a a tedy a je
minimalni v M.

(3) sporem: kdyby existovaly dva takové prvky a # a’, pak vzhledem
k tplnému uspoiadani mnoziny M plati @ < a’ nebo a’ < a, takZe
alesponi jeden z prvkil a,a’ nemtize byt maximalni, resp. minimalni.
(4) sporem: kdyby napiiklad neexistoval minimélni prvek, pak v M
lze vybrat nekone¢nou posloupnost prvka ai > a2 > az > ... (a1
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také neni minimalni, atd.), coz je spor s konecnostl mnoziny M. LI

D.3. Dukaz véty 2.23:

tato implikace plyne z tranzitivity relace <

je-li a < b v kone¢né mnoziné M, pak jeji usporadand podmno-
zina Ag := {c € M |a < ¢ < b} je rovnéz konec¢na a dle véty 2.21(4)
ma alespon jeden miniméalni prvek ¢;. Pokud ¢1 < b vezmeme mini-
malni prvek t2 podmnoziny A; := {c € M |¢1 < ¢ < b}, atd. Vzhle-
dem ke konec¢nosti mnoziny M musi po koneéném poctu n kroki
nastat pripad t, = b. O

D.4. DUKAZ nerovnosti z definice 2.26:
Diikaz probihd ve tfech navaznych krocich:
II Nejprve ukdzeme, Ze b, < bfv pro kazdé k, N € N:

IL. | Uk4Zeme, Ze limsup an je horni zavora posloupnosti {b, }ren:

II1. | Ovéfime pozadovanou nerovnost liminf a,, < limsup a,:
]

D.5. DUKAZ véty 2.27:
(1) pro neklesajici posloupnost {a,} je b} = sup{an}32; = sup{a.}nz1
konstantni posloupnost, jejiz infimum (=limsup{an }5=1) je tatdz kon-

stanta sup{an}n=i. Podobné b, = inf{an},2, = ar, takie opét
liminf{an};Z, = sup{b, }3Z; = sup{axr}3Z;.
(2) se dokazuje analogicky. a

D.6. Dukaz véty 2.29:

Tvrzeni dokdZeme pro supremum (postup pro infimum je analogicky).
a = sup P existuje = a > zVzx € P = f(a) > f(z)V f(z) € f(P)
= f(a) je horni zévora f(P). Je-li naopak t € N néjakd horni zévora
f(P), pak t > f(zx)Vx € P = f~'(t) > f'f(z) = av¥z € P =
f7(t) je horni zavora P = f71(t) > a =t = ff71(t) > f(a) =
f(a) =sup f(P) existuje.

Implikace [sup f(P) existuje = sup P existuje] plyne z pfedcho-
ziho zdménou f < f~' a P « f(P). a
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Pro zavedenou relaci p overime, ze ma vlastnosti ekvivalence:
reflexivita: a € M = Uiel M; = 3Jiel:a€ M; = apa.
tranzitivita: apb, bpc = 34,5 € I : a,b € M;;b,c € M; = b e M;NM;
= ¢ =j, nebot M; N M; =0 pro i # j = a,c € M; = apc.
symetrie: apb = 3i €l :a,be M; = 3Jiel:bac M; = bpa. U

D.8. DUKAZ véty 2.35:

Pro kazdé a € M polozme M, := {x € M |zpa} (podmnozina vsech
prvka v M ekvivalentnich s z) a M := {Ma}aenm. Ukdzeme, ze M je
rozklad na mnoziné M:
eM#0D=3FacEM=a€M, M =M # 0 a M, # () pro kazdé
M, M.

eprokazdé a € M jea € My a M, C M, takze plati M C |J
atedy M = J,cp

e M,NMy#0 = dce M, N My, = apc,cpb. Pak © € M, = xpa =
xpb v disledku tranzitivity, nebot je xpapcpb = x© € My a tedy jsme
dokazali M, C Mp. Zémeénou role a a b analogicky plati téz My C M,,.
Celkem tedy M, = M,. Zavér: dvé mnoziny z M jsou bud disjunktni
a nebo stejné.

e Celkem jsme tedy ukézali, ze M tvoii na M rozklad (po vynechani
duplicitnich mnozin). Zfejmé plati xpy < z,y € M. O

cM

aeM

D.9. Dukaz véty 2.38:

f je prosté: ©1,02 € E(M),01 # O = J[z,y] € ©1 — ©2 nebo

[z,y] € ©2 — ©1. Necht napiiklad [z,y] € ©1 — ©2. Pak

z,y €E MY € M/©1, ¢ € M2 € M/Os, aley ¢ M2 = My # M2 =

v prislusnych rozkladech existuji alespon dvé ruzné t¥idy, takze roz-

klady jsou rizné mnoziny: f(61) = M/O1 # M/©2 = f(O2).

f je surjekce: je pfimym dusledke véty 2.34

Zatim jsme tedy ukéazali, Ze f je bijekce.

f je monotonni: ©1 C @2 = M, := {y|yO1x} C M2 := {22027}

pro kazdé x € M (tj. pro vSechny tiidy z M/©1) = f(©1) < f(O2).

! je monotonni: nechf naopak f(©1) < f(©2) a £O1y pro n&jaka
186



Celkem f je 1zomorfizmus usporadanych mnozin. [
D.10. DUKAZ véty 2.39:

reflexivita: f(z) = f(z) = = Ly

symetrie: @ &y = f(x) = f(y) = f(y) = f(2) = y L a

trangitivita: = Ly, y L 2 = f(2) = f(y), F(y) = f(2) = f(z) = [(2)
= L z. O

D.11. DUKAZ dusledku 2.41:

@ i}y = f(2) = fly) = 9(f (@) = 9(f(¥) = (9f) (@) = (9f)(y) =
z Xy O

D.12. Dukaz véty 2.43:

Necht ~ je kongruence na M:

e Je-li p € S néjaka n-arni relace, pak

plai,...,an) =1 = p(@,...,an) = 1 dle 2.42(i) a tedy zobrazeni
,bruh nahote“ je podle 2.10(1) homomorfizmem vzhledem k p.

e Je-liw € S néjakd n-arni operace, pak W(ai,...,an) = w(ai,...,an)
dle 2.42(ii) a tedy zobrazeni ,pruh nahote“ je podle 2.10(2) homo-
morfizmem vzhledem k w.

Naopak necht f je homomorfizmus, pak a1 L bi,...,an L bn =
flai) = f(bi)proi=1,...,n= f(w(a,...,an)) =w(f(a1),..., f(an))
= w(f(b1),..., f(bn)) = f(w(b1,...,bn)) pro libovolnou n-arni ope-

raci w = w(ai,...,an) L w(bi,...,bn) = L je kongruence. |
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(Lo) | <=

a) a=0: wlélw:(1+0)wli21w+0wléw+0w =
0=-z+z=-x+(x+0x) =(—z+z)+ 0x =0+ 0z =0x.

b) w:O:y:y—l—Oéayza(y—i—O)L:lay—i—aOé
0=—ay+ay = —ay+(ay+a0) = (—ay+ay)+a0 = 0+a0 = a0.
(L5) Jestlize ax = 0, pak nastanou 2 pfipady:

a) a = 0, kdy tvrzeni plati, nebo

b) a #0, kdy = Yig = (a o)z E a Hax) = a”'0 = 0 dle
predchozi casti dikazu.

(L6)

(—a)x + ax £ (—a+ o)z =0x Lo,

a(—x) + ax £ a(—x+x) =a0 £,

Prvek opaény k ax je jediny, takze —ax = a(—x) = (—a)z.

(L7) a(z—y) = a(z+(-y)) = azta(-y) £ az+(—ay) = az—ay.

(L8) (a—B)z = (a+(-B)z £ ax+(—p)x = az+(—fz) = az—f.

(L9) Opakované aplikujeme axiom L1 s vyuzitim asociativity se¢itani

v grupé (V, +,0).

(L10) Opakované aplikujeme axiom L2 s vyuzitim asociativity se¢itani

v aditivni grupé (F,+ ,0).

(L11)

(Zizl O‘i) (Zj:l wj) = i Zj:l zj=o(@1+ -+ xn)+-

Fom (@1t @) E oa®r 0T U@L+ Q@ =
imq 2_j—1 @i j, kde posledni rovnost je diisledkem komutativity se-

¢itani v grupé (V,+,0). Posledni dokazovanou rovnost dostaneme

analogicky uzitim L10 misto L9 (misto «; pfed soucet vektort v za-

vorce vytykdme x; za soucet skalart v zévorce). ]

D.14. DUKAZ véty 3.7
seCitani a nasobeni skalary jsou operacemi struktury Lr a tudiz
podprostor k nim musi byt uzavien.
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grupovym operacim v grupe (V,+,0) (t). vlastnosti (2) a (3) z po-
znamky 2.58(2)(3)):

o Jelikoz W # 0, tak existuje * € W a uzitim (2) a L5 dostavame
0=0xecW.

e Pro x € W analogicky uzitim (2) a L6 dostavame —x = (—1)x € W.
O

D.15. DUKAZ dusledku 3.8:
a;x; € W Vi eI dle (1) a jejich soucet tedy rovnéz lezi ve W podle
obecného asociativnicho zakona 2.46. O

D.16. DUKAZ véty 3.10:
Pro [,c; Wi je tieba ovéfit vlastnosti (1) a (2) z véty 3.7:

W ayeMuWizayeWViel YatyeW, Viel =
T4y e, Wi

@z WimaeWiViel TazeW,ViclaacF =
ax € ;e Wi O

D.17. DUKAZ véty 3.12:

(1) Polozme W(G) := [{W |W je podprostor ve V : G C W}. Po-

tom W(G) je podprostor ve V dle 3.10. Z jeho konstrukce plyne

G C W(G) C W pro kazdy podprostor W obsahujici G. W(G) je

tedy nejmensi a tudiz £L(G) = W(G).

Je-li G = 0, pak nutné W(G) = {0}, nebot 0 je prvkem kazdého pod-

prostoru a {0} je nejmensi z nich dle pozndmky 3.9, pficemz ) C {0}

plati trivialné.

(2) Polozme L(G) :={>_7_, auxi | s € F,x; € G,n € N}. Pak plati:

e G C L(@), nebot pro kazdé = € G je x = 1l € L(G).

e L(G) je podprostor dle 3.7, nebot soucet dvou linedrnich kombinaci

prvka z G je opét linedrni kombinace prvkiu z G. Podobné pro ska-

larni ndsobek: a(aix1 + -+ + an®n) 2 aarzy) + - - + a(an®n) 2

(aa1)z1 + -+ + (aan)Ty.

Tedy L(G) je podprostor obsahujici G a protoze L£(G) je nejmensi
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Podle 3.8 musi byt L(G) uzavren ke vsem linearnim kombinacim
svych prvki, tedy zejména i téch z G, takze také plati opacna in-
kluze L(G) C L(G). Celkem jsme tak ukéazali £L(G) = L(G). O

D.18. DUKAZ véty 3.14:

(1) £(G) je podprostor 22 {0} C L(G) = 0 € L(G).

(2) Mohou nastat 2 pfipady:

e M =0, kdy {0} = L(M) C L(G) dle (1).

e M #£ 0, M C L(G), kdy dle 3.8 kazda linearni kombinace prvki z M
padne do £(G), takZe s uvazenim 3.12(2) dostavame L£(M) C L(G).
(3) Postupujeme analogicky jako v pfedchozim pfipadé:

e M =0= {0} =L(M)CL(N) dle (1).

e M #(, M C N = dle 3.8 kazda linedrni kombinace prvkt z M je
souCasné také linearni kombinaci prvka z N, takze opét s uvazenim
3.12(2) dostavame L(M) C L(N).

(4) Inkluze W C L(W) je piimo z definice 3.11. Naopak necht € L(W)
je libovolny prvek. Protoze W # 0, je dle 3.12(2) @ = > | aus,
kde x; € W, takze x € W dle 3.8. Tedy také plati opacnéd inkluze
L(G) CW acelkem L(G) =W.

(5) G —{z} c ¢ ¥ £(G - {x}) C L(G).

Naopak: = € £(G — {z}) = G = (G — {z}) U{z} C £(G — {z}) &
L(G) C L(G —{z}).

Celkem jsme dokazali L(G) = L(G — {z}).

(6) (G — {z}) Ufaz} C £(@) & L((G - {z}) U{az}) C L(G).
Naopak: G = (G — {z}) U {a~ (az)} C L((G — {z}) U {az}) &
L(G) C L((G —A{x}) U{ax}).

Celkem jsme dokazali £(G) = L((G — {z}) U {ax}).

(7) (G {z}) U{z +y} € £(@) & L(G ~{=}) U{z +y}) C L(G).
Naopak: G = (G — {z}) U{z +y —y} C L(G - {z}) U{z +y}) &
L(G) C LG —{z}) U{z + y}).

Celkem jsme dokézali £(G) = L((G — {z}) U {x + y}). O

>
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(1) Necht ) = N C M. Vysetrime dva pripady:

a) M nekonec¢nd linedrné nezdvisla: VSechny koneéné podmnoziny v N
jsou také kone¢nymi podmnozinami v M a jsou proto linedrné nezéa-
vislé, kdyz M je linedrné nezavisla.

b) M =:{z1,...,zn} koneénd linedrné nezavisla: bez ijmy na obec-
nosti mizeme polozit N := {z1,...,z%}, k < n. Pak
0=o1z1 + -+ arry + 041+ -+ 00 = a1 =+ = a, =0,

nebot M je linedrné nezavisla. Tedy rovnéz N je linedrné nezavisla.

(2) 1-0 =0, kde 1 # 0 = {0} neni linearné nezavisla Y {0} ¢ M
=0¢ M.

BO0=z—a=3" cmi— 5", s Y (i — fiwi) Z
St (i—pi)ei = ai—Bi=0proi=1,...,.n=> o =a;i—Fi+0i =
0+ B; = Bi pro ¢ = 1,...,n. Na zavér poznamenejme, Ze rovnost ()

plati vzhledem ke komutativité a asociativité sec¢itani.

(4) Tvrzeni je dusledkem (1) a (3). Sporem: kdyby totiz existovala
dvé rizna vyjadieni @ = 7, aswi = 3771, By, kde zi,y; € M
aa; #0,8; #0 (i =1,...,n,j =1,...,m), pak vhodnym doplné-
nim nulovych koeficienti tato vyjadieni lze prepsat jako dvé navza-
jem riazné linedrni kombinace vektor z kone¢né podmnoziny N :=
{z1,...,zn}U{y,,...,y,,} Podle (3) toto neni mozné (spor), nebot
N je dle (1) linedrné nezavisla. O

D.20. DUKAZ véty 3.18:
0 # M C V je linearns zavisld < M neni linedrné nezavisla <

v M existuje neprdzdnd koneénd podmnozina N = {x1,...,Zn},

kterd rovnéz neni linedrné nezavisla (srov. 3.16 a 3.17(1)) < 0 =

011+ -+ an&n, kde a; # 0 pro néjaké i & ax; = —arx1—- - —
L3,L6,L9 1

QG 1Ti—1 — Qg 1Tl — - — Qpp, 0 # 0 & xy = (0 ou)xi =

(—a; tar)xit A+ (—a; taim)®ic i+ (o) i) @ip i+ (—ag tan) T

= existuje &; =t & € M: © € L(M — {z}). Posledni implikaci lze i
obrétit, nebot staéi polozit a;; =1 (totiz 1 # 0) a uzit L4. O
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(1) = (2) | G baze ve V "= G je minimalni s vlastnosti £L(G) = V.
Pak nutné G musi byt nezdvisla, nebot jinak by dle 3.18 existoval
prvek © € G: z € L(G — {x}) = L(G —A{z}) = L(G), coz je spor
s minimalitou G. G je maximalni s touto vlastnosti, nebot kazdy dalsi
prvek @ € V — G lezi v L(G), takze G U {x} jiz musi byt dle 3.18
linedrné zavisla.

(2) = (3)| G je dle (2) linedrné nezavisla, zbyva tedy ukézat, ze
generuje cely prostor. Kdyby tomu tak nebylo, pak £(G) C V a mu-
zeme vybrat néjaky prvek € V — L(G), x # 0, nebot 0 € L(G).
Jeho pfidanim ke G dostaneme linedrné nezavislou vlastni nadmno-
zinu GU{x} D G, takze G by nebyla maximalni takova (spor). K ové-
feni linearni nezavislosti této nadmnoziny staci ovérit, ze kazda jeji
neprazdnd koneénd podmnozina N C G U {x} je linedrné nezavisla
(srov. 3.16). Mohou nastat dva pfipady:

a) N C G, kdy N musi byt nezavisla dle 3.17(1), nebot G je nezavisla;
b))z € N, kdy N =: {x,z1,...,zr}, ;s E Gproi=1,...,k, k> 0.
Z podminky ax + ai1x1 + - - -+ agxr = 0 dostavame a« = 0. Pfi k =0
toto plyne z L5, pii k > 0 analogicky jako v dikazu D.20 predpoklad
a # 0 vede ke sporu & = (—a tai)xr + -+ (—a tag)xr € L(G).

Jelikoz o« = 0, musi byt v pfipadé k& > 0 nulové i ostatni koeficienty
a; proi=1,...,k, nebot x; patii do linedrné nezavislé mnoziny G.

(3) = (1) | Dle (3) L(G) =V plati. Zbyva ukéazat, ze G je minimalni
s touto vlastnosti. Kdyby tomu tak nebylo, pak existuje vlastni pod-
mnozina G' C G: L(G') =V aprvek ¢ € G—G' je linedrni kombinaci

prvkiz G C G pEuNe je linedrné zéavisld, coz je spor s (3). |

D.22. Dukaz dasledku 3.20:

Zvolme néjakou linedrné nezavislou podmnozinu No v G, L(No) = V.

Alesponi jedna takova existuje: totiz V # {0} = G # 0 a existuje

0 # x € G. Dle L5 pak sta¢i polozit No = {z}. Pokud existuje néjaka

vlastni linearné nezévisld nadmnozina mnoziny No, ozna¢me ji N1,
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vislych mnozin No C N1 C N2 C ..., jJehoz sjednocenim N = | J, [V;
je hledand maximalni linedrné nezavisld mnozina (tedy béze) obsahu-
jici No. N je opravdu linearné nezavisld, nebot kazda jeji neprazdnd
kone¢na podmnozina je podmnozinou nékteré linearné nezavislé mno-
ziny N; a tudiz linedrné nezavisla dle 3.17(1). Z konstrukce plyne, zZe
N je maximalni takovd (v opa¢ném pfipadé by musela byt nekonco-
vym prvkem Fetézce). a

D.23. DUKAZ dusledku 3.22:

Podle 3.20 1ze z konecného systému generatortt vybrat bazi, ktera je
ovSem také konecni.

Jsou-li ve Steinitzové vété€ obé mnoziny M a N bazemi, pak jejich
role lze zaménit:

V N existuje podmnozina N’: card M = card N’ < card N a soucasné
v M existuje podmnozina M': card N = card M’ < card M. Celkem
tedy card N = card M. O

D.24. DUKAZ disledku 3.24:

(1) Jestlize dim V' = oo, pak k < dim V' plati trividlng.

Pokud n := dimV < oo, tak ve V existuje baze N o n prvcich a

ve vété 3.21 staci polozit M := {x1,...,xr}. M ma pravé k prvka,

protoze x1,...,x, musi byt navzajem riazné, kdyz jsou linedrné ne-

zavislé. Pak N’ C N ma tedy také k prvki a tudiz k < n.

Nerovnost i tvrzeni o rozsifeni také plyne pfimo z véty 3.19(2) nebo

jejiho disledku 3.20.

(2) Je-li V- = {0}, pak bézi je prazdnd mnozina. V opa¢ném piipadé

ve V existuje nenulovy prvek x a jednoprvkovd mnozina {x} je dle

3.3(L5) linearné nezavisla. Podle (1) ji 1ze doplnit na bazi.

(3) Jestlize dimV = oo, pak dim W < dimV plati triviadlné, nebot

dim W = oo nebo dim W < oo.

Pokud n :=dimV < oo, pak dle 3.19(2) ve V mtize existovat nejvyse

n-prvkova linearné nezavisla podmnozina a tudiz kazda baze W miize

mit nejvyse n prvku. S uvdzenim 3.22 a 3.23 je tedy dim W < dim V.

Pokud W # V, pak zaddna baze W negeneruje V a nemuze byt dle
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je treba pridat nejmene jeden prvek, aby j1 byla. Pak ovSem nutne
dim W < dim V.
(4) | (¢) = (it) | G baze = G ma n prvka dle 3.22 a 3.23 a je linedrné
nezavisla dle 3.19.

(49) = (4i7) | Sporem: Kdyby linedrné nezavisld podmnozina o n

prvecich negenerovala V, pak dle (1) ji lze na béazi ve V rozsifit pFida-
nim alespon jednoho prvku, tj. platilo by dim V' > n, spor.

(#7) = (i) | Sporem: Kdyby n-prvkovd mnozina generovala V a
nebyla by bazi, pak by dle 3.15 nebyla minimalni takova, tj.existovala
by jeji vlastni podmnozina rovnéz generujici V' a platilo by tedy
dim V' < n, spor. a

D.25. DUKAZ véty 3.27:
Je-1i T linedrni zobrazeni (tj. homomorfizmus), pak musi zachovéa-
vat vSechny operace z Lr, tj. zejména také grupové seéitani a nadsobeni
skalary, coz jsou pravé vlastnosti (1) a (2).
M&-1i T vlastnosti (1) a (2), zbyva ovéfit, ze ma i ty zbyvajici:
a) T zachovava unarni operaci vybéru opa¢ného prvku:

L6

T(~2) 2 T((-1)z) 2 (-)T(x) £ -1 T(2) £ ~T(=).
b) T zachovavé nulovy prvek:

70) 270 2) 20 7() £ o.

Je-1i T bijekce, pak inverzni zobrazeni je homomorfizmus, protoze vek-
torovy prostor je strukturou bez relaci (viz poznamku 2.61). Slozeni
dvou homomorfizmt dokonce libovolnych struktur je vZdy homorfi-
zmus (viz dedinici 2.10). V pfipadé vektorovych prostort staci pro
slozeni dvou linearnich zobrazeni 71 : Vi — Vo a T : Vo — V3 toto
tvrzeni snadno ovéfit jen pro vlastnosti (1) a (2):
() (I2Th ) (z+y) = To(Ti(z+y)) = To(Ti () +T1(y)) = To(Ti(z)) +
Tr(Ti(y)) = (T2Th)(=) + (T2T1)(y).
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D.26. DUKAZ disledku 3.28:
Opakovanym uzitim véty 3.27 dostavame:

Tz + -+ ankn) @ T(orx1) + -+ T(any) @
arT(x1) + -+ anT(zn). O

D.27. DUKAZ véty 3.29:

Pro obé mnoziny sta¢i pomoci véty 3.27 ovéfit vlastnosti 3.7(1)(2):
a) pro N (T):

(1) T1,T2 € N(T) = T(wl) =0, T(wz) =0 = T(w1 -I—wz) =
T(w1)+T(w2) =04+0=0= 21+ x2 EN(T)

(2) &1 € N(T), a« € F = T(z1) =0 a T(aw:) = oT(z1) = a0 £ 0
= ax; € N(T).

b) pro R(T):

(D y1,y2 € R(T) = 3z1,@2 € Vi iy, = Tar, yy = Too = 41 +y, =
Tz, + Txe =T(x1 + 22) = Y, +Ys € R(T).
2QyeR(T),aeF=3xcVi:y=Tr aay =aoTz =T(ax) =
ay € R(T). O
D.28. Dukaz dusledku 3.30:

(1) T izomorfni vnotfeni = T je prosté = kromé 0 se zadny jiny
prvek ve Vi nemize zobrazit na nulovy prvek ve Vo = N (T) = {0}.
[<]Necht N(T) = {0} aTx =Ty. Pak T(x —y) =Tz —Ty =0
scr—yeNT)=2z—y=0=>z=y.

(2) T je izomorfizmus < T je surjektivni izomorfni vnofeni g
N(T) ={0} a R(T) = Va.

(3) Necht T je izomorfni vnofeni a E := {e1, ..., e,} néjaka ne-
prazdna (n € N) n-prvkova mnozina, tj. e; # e; pro i # j. Protoze T
je prosté, tak obraz T'(E) ma tytéz vlastnosti a je tedy také n-prvkova.
Necht F je navic linedrné nezavisla. Pak 0 = a1Te1+- - -+anTen 328
T(a1er + --- + anen) = aier + -+ + ane, € N(T) @ {0} =
arer + -+ anen, = 0 = a1 = -+ = a, = 0, nebot prvky E
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| = | Necht naopak 1" zobrazi kazdou konecnou neprazdnou linearne
nezavislou mnozinu na linedrné nezavislou mnozinu s tymz poctem
prvki. Podle (1) staci ukdzat, ze v takovém priipadé N(T) = {0}.
Pokud Vi = {0}, pak je toto splnéno trividlné. V opaéném piipadé
ve Vi existuje alesponi jeden nenulovy prvek. Sporem ukézeme, Ze
zadny takovy prvek nemtize lezet v N(T). Kdyby tomu tak bylo,
tj. kdyby existoval 0 # x € N(T), pak jednoprvkovd mnozina {x}
by byla dle (L5) linedrné nezavisla a tedy podle piedpokladané vlast-
nosti zobrazeni T' by musela byt linedrné nezavisla také jednoprvkova
mnozina {Tx}. Je vSak Tx = 0, nebot © € N (T) a dostavame tak
spor s 3.17(2).

(4) Necht T je izomorfizmus a E libovolna béaze ve Vi. Rovnost
mohutnosti card T'(E) = card E je zfejm4, nebot T je prosté. K tomu,
aby T(E) byla baze sta¢i podle 3.19(3) ukéazat, ze T(E) je linedrné
nezavislad a L(T(E)) = Va:

a) linedrni nezavislost T'(E): podle definice 3.16 staéi ukazat, ze kazda

jeji kone¢nd podmnozina @) # N C T(E) je linedrné nezavisla. To
plyne bezprostiedné ze (3), protoze N je obrazem kone¢né podmno-
ziny T~ (N) C E, ktera je linedrné nezévisla dle 3.17(1).

b) T(E) generuje Va: Jelikoz T je surjektivni, tak kazdy prvek y € Va
je obrazem néjakého prvku z Vi = L(E), tj. je obrazem néjaké line-
arni kombinace:

y=T(aner+ -+ aney) 328 arTer + -+ anTe, € L(T(E)).
Tedy Vo = L(T(E)), coz se mélo dokazat.

Predpokladejme, ze T zachovava néjakou bazi E ve Vi vietné
mohutnosti. Je tfeba ovérit, ze pak T je izomorfizmus, neboli:

a) T je izomorfni vnoreni: dle (1) staéi ukdzat N(T) = {0}. Podle
predpokladu je T'(FE) baze ve Va. Necht @ € N(T), pak ¢ = aier +
oot anen, e € Ea0=Te =T(a1e1 + -+ + anen) 528 i Tey +
st anTen = a1 =+ = an = 0 v disledku nezévislosti baze T(E)
= x = 0. Tedy v jadfe lezi pouze nulovy prvek.

a) T je surjekce: bud y € V3 libovolny. Protoze T(E) je baze ve Va,
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o € I a nejaka e; € . ledy 1 je surjekce. [

D.29. DUKAZ véty 3.32:

Dle 3.30(2) staci ovéfit N([-]g) = {0} a R([]g) = F™:

excN([]g) = [x]g=10,...,0) =>x=0-e1+---+0-en=0=
N([]e) ={0}.

e Bud [£1,...,&] € F™ libovolnd n-tice, pak

r:=&e1+ - -+énen € LE) =V = [x]g = [, ..., &n]. Tedy kazda
n-tice je obrazem néjakého vektoru z V, takze [-|g je surjekce. |

D.30. DUKAZ dusledku 3.33:

(1) Necht dim V4 = dim V> =: n a E1 a Es jsou né&jaké n-prvkové
béaze poradé ve Vi a Va. Pak dle 3.32 V1 i V2 jsou izomorfni s F", takze
jsou nutné izomorfni navzijem: staci slozit izomorfizmy

—1
Vi e, g ey

Je-liT: (Vi, Lr) — (Va, Lr) izomorfizmus a E1 néjakd n-prvkova
baze ve Vi pak T(E1) je dle 3.30(4) rovnéz n-prvkova baze ve V2 a
tudiz dim V7 = dim V5 = n.

(2) Necht n := dimV; < dim V> =: m a E; je n&jakd n-prvkova
baze ve Vi a E2 m-prvkova baze ve Va. Libovolnych n prvkid vybra-
nych z E> generuje ve V2 podprostor dimenze n (viz 3.24(4)), ktery
je dle (1) izomorfni s Vi, takze Vi lze izomorfné vnofit do Va.

Je-li naopak T : Vi — V> néjaké izomorfni vnoteni, pak R(T) je
podprostor ve V2 (viz 3.29) izomorfni s V1 a opét dle (1) dostavame
dim Vi = dim R(T) < dim V2 s uvazenim 3.24(3). O

D.31. DUKAZ véty 3.36:

Tato véta je shrnutim nékterych predchozich vysledkii:

(1) R(T) = {Tz |z € Vi = £(Ey)} 2P

(T(X", &ei)|& €F,ei € Eryi=1,...,n;n € N} *2°

(" &T(e:) | & €F, T(e;) € T(Ey),i=1,...,n;n e N} 22
L(T(Er)).
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(3) T : Vi — V3 izomorfni vnofeni = T : Vi1 — R(T') je izomorfizmus.
Pak T(E1) je baze v R( ) pro kazdou bézi E; ve Vi dle 3.30(4).

(4) E1 baze ve V1 349 FE4 je linedrné nezavisla ve V4 30(3) T(E1) je
linedrné nezavisla ve Vs.

(5) Jedna se piimo o tvrzeni 3.30(4). Je také dusledkem (3) uvazime-li,
ze v pfipadé izomorfizmu je R(T) = Va.

(6) Necht f : E1 — V4 je libovolné zobrazeni. Podle poznamky 3.34
hledany operator 7' je pro libovolné = € Vi jednozna¢né urcen vzta-
hem Tz = & f(e1) + -+ + &nf(en), kde ¢ = &1e1 + -+ + &nen
je vyjadfeni vektoru x pomoci vhodnych bazovych prvka e; € FEi.
Protoze Ei je jakozto baze linedrné nezavisld mnozina (viz 3.19) je
dle 3.17(4) az na piipadné nulové koeficienty toto vyjadfeni jediné,
takZe T je korektné definovano. Ziejmé restrikce T' na E; je pravé
f, nebot Te =T(1-e) =1- f(e) = f(e) pro kazdé e € Ey. Zbyva
oveérit, ze takto zavedené zobrazeni je linearni, tj. ovérit vlastnosti
3.27(1)(2). Jejich platnost je vSak bezprostiednim disledkem elemen-
tarnich vlastnosti (L3) a (L11):

e ax = a(fre1+ -+ &nen) = (ab1)er + - + (aén)en = T(ax) =
(ag1)f(er) +-- -+ (akn)f(en) = alérf(er) +- - +&nf(en)) = aT ().
e Podobné pro seéitani. Necht y = mie1 + - - - + nn e, je dalsi vektor,
kde e1,..., e, jsme zvolili jako sjednoceni bazovych vektori z vyjad-
feni pro & a y vhodnym doplnénim nulovych koeficienti & a n;. Pak
x+y = (L1e1+---+&uen)+(mer+---+mmen) = (&1 +mer +- -+
(&n + nn)en = T(x+y)=(E+m)f ( 1)+ (6o + ) f(en) =
(&f(er) +--+&nflen)) + (mfler) +--+nnf(en)) = Tx +Ty.

e Necht navic f (a tedy i T') je prosté zobrazeni do néjaké baze Es,
resp. bijekce na E». Pak f(E1) je s uvazenim 3.17(1) linedrné ne-
zavisld podmnozina v E» téze mohutnosti generujici R(7T): to plyne
z 3.12(2), nebot dle konstrukce T prvky z R(T') jsou prévé vsechny li-
nearni kombinace prvki z f(E;). Obraz f(E) je tedy dle 3.19(3) béaze
v R(T) a podle 3.30(4) je pak T izomorfizmus Vi na R(T), a tudiz
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Je baze ve Vi, takze ‘R(1) = V2 a 1 je tedy 1zomorfizmus. [

D.32. DUKAZ véty 3.55:
Pro libovolné x,y € V' dostavame:

N1
z=(x-y)ty = |z <lz—yll+lyll = =] -yl <[z—yl
Analogicky zaménou role x a y:
=zl = llyl) = llyll = NIzl < lly == = (-1 (= - y)| = |z -yl
Protoze absolutni hodnota rozdilu se od néj lisi pouze znaménkem,
dostéavame z obou podtrzenych nerovnosti:

N2
=

. . N2
llz| = llylll < [lz — yl|. Dosazenim —y misto y, pak ||+y|| = [|ly| a
plati tedy i obdobné nerovnost pro normu souctu:
el =yl = lllell = lI-ylll < llz = (=y)ll = [l= + y||. Dokézali jsme
tak levou z obou nerovnosti.
Prava nerovnost je vlastné pfimo trojuhelnikova nerovnost (N1):

N2
lz £yl <zl + |yl = [zl + [y O
D.33. DUKAZ véty 3.59:

(S5) (@y+2) 2 Wtz = ya) +(z2) = (yo) + (23 =
(@, y) + (2, 2).
(S6) (z,ay) Z (ay,z) Z aly, ) = aly, z) = af,y).

D.34. Dukaz véty 3.61:

Ve specidlnim pfipadé F = R existuje jednodussi dikaz, ktery lze
nalézt v [KaSk:V11.5 s.105]. Zde uvedeme obecny dilkaz platny i
pro F = C.

Pro z,y € V; «a,8 € F libovolné uzitim (S1) az (S6) dostavame
nésledujici tpravu jakozto specidlni ptipad vztahu (3.1):

0% (az+ By, oz + By) = adile, &) +aBle, y) + Faly, z) + Ay, v).

Hlavni myslenka dtkazu spocivad ve vhodné volbé «, 8 tak, aby ne-
rovnost pfesla na tvar kvadratické nerovnosti At?+ 2Bt + C > 0, kde
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A e e Yy)

(Kewyr Pro {z,y) #0.
Pak ziejmé plati 3 = |3 = 1 a v piipadé (x,y) # 0 mame:

= _Gwey el
Bl = St = i =[ev]=
= @@y}l = Blw,y) = 6z, y) £ | Bly, =) |

Poznamenejme, Ze rovnost zardamovanych vyraza je ziejmé trivialné
splnéna i pro druhy pfipad (z,y) = 0. JelikoZ o =t je redlné &islo,
tak a« = @ =t a po dosazeni do vyse uvedené nerovnosti tato prejde
do pozadovaného tvaru:

(x,2) t* +2|(z,y)|t + (y,y) > 0.
—— —— ——
= A =:B =:C

Tato kvadratickd nerovnost plati pro libovolné ¢ € R, takze prislusna
kvadratickd rovnice mtze mit nejvyse jeden redlny kofen, coZ na-
stane pravé tehdy, kdyz jeji diskriminant neni kladny, tj. pravé kdyz
lz,y)|> — (@, z)(y, y) <0, tj. pravé kdyz |(z,y)|*> < (z,z)(y,y), coz
jiz po odmocnéni dava dokazovanou nerovnost (S8).

Zbyva uz jen ovérit, kdy nastane rovnost. Pokud x,y jsou linearné
zavislé, naptiklad y = ax, pak |(xz,y)| = [(z,ax)| = |a{z,z)| =
@ [l = |al |2 || = llz]| [}a|l = || [y a rovnost plati.

Necht naopak plati rovnost. Pak mohou nastat dvé situace:

a) x=0neboy=0,kdy € =0-y neboy =0-x a z,y jsou tedy
linedrné zavislé (viz téz 3.17(2));

b)  # 0 a y # 0. Nastane-li rovnost v (S8), pak pfi popsané volbé
a, 8 to znamena, Ze plati rovnost i ve vychozi nerovnosti, tj.

0 = (ax + By, ax + Py) e ax+ By = 0pii a = ta | =1,
tj. zejména B # 0 a x,y jsou tedy linedrné zavislé. a
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Pro ||x|| := /{x,x) overime platnost axiomu (N1)-(N3).
S (3.1) S
(N 2 +yl* 2 (@ t+y,w+y) = (@) + (@) + )+ (y,9) =

(z,z) +(z,y) +(z,y) + (y,9) = (z,z) + 2Re (z,y) + (y,y) <
58,59

(@, o) +2/(x, y)|+(y,y) < lzl>+2lz|lyl+Iyl* = (l=l+]yl)?

= [z +yll < llzll + [yl

52,56 — S9
(N2) [laz| = /{oz,az) "= V/aa(z,x) = /]a2][z]? = |of |=].
(N3) |z =0 & {@z)=0 & (z,2)=0 & z=0. O

D.36. Dikaz véty 3.63:

Je-li V' VS-prostor, pak podobné jako pfi ovéfovani axiomu (N1)
v predchozim ditkazu dostavame: ||z + y|*> + ||z — y|*> =

Ul + () + (. @)+ [yl1?) + (l2l? — (@, 5) — (y, ) + |-y?) =
2 + [[y]]).

Plati-li v NL-prostoru (S10), zavedeme v ném skalarni soucin
nasledovné pomoci tzv. polarizacni identity:

iz +yl* =l -y} pro F =R
(@,y) = ¢ plllz +yll* =z - yl*+
+i(llz +iy|* - llz — iy|*)} proF =C.

Ovéfeni axiomt (S3) a (S4) je snadné zatimco (S1) a (S2) vyzaduji
ponékud veétsi usili. O
D.37. DUKAZ véty 3.66:
(a) (aie1,aje;) = aia;(es,e;) = 0 pro libovolné 4,5 € {1,...,n},
1 # j, nebot (e;,e;) = 0 v disledku ortogonality e; L e;.
(b) es #0Vi=1....n% |le| #0Vi=1,...,na {2re}

je ortogonalni dle (a), pficemz H“el—“eZH Bk ﬁ”ezﬂ = 1, takze je
celkem ortonormalni. (]
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z Ly=(xy =(yz)=0= ety = ( tyzty =
(@, @) + (z,y) + (y,2) + (y,9) = (z, ) + (y,y) = |lz]I" + [ly[". O
D.39. DUKAZ véty 3.68:

Necht {e1,...,en} C E je libovolna koneénd podmnozina. Jelikoz E
je ortogondlni s nenulovymi prvky, tak (e;,e;) =0V, j € {1,...,n},
1# 7 a(ej,e;) # 0 dle (S4). Pak

>, aie; =0=prolibovolné j € {1,...,n} dostavame 0 & (0,e;) =
o aies,ej) =50 ailes, ej) = ajlej,ej) = a; = 0 pro kazdé

j=1,...,n, nebot {e;,e;) # 0. Tedy e1,..., e, jsou linedrné neza-
vislé a F rovnéz dle definice 3.16, nebot vybér koneéné podmnoziny
byl libovolny. O

D.40. DUKAZ dusledku 3.69:

E baze ve V = pro kazdé x € V existuji {; € F,e; € E, i =
1,...,n takova, ze © = > . &ie; = (x,e;) = (3, &ieie5) =
Y Gileiej) = €ilej e) = &illejl® = & pro kazdé j = 1,...,n
vzhledem k ortonormalité E. Toto vyjadrieni je pfitom jediné mozné
dle 3.17(4). |

D.41. DUKAZ dusledku 3.70:

Dle 3.69 mtzeme po pfipadném doplnéni nulovych koeficient zapsat
x i y jako linedrni kombinaci tychz vektort:

xz =3 &eay=73"_ ne; kdee € Eproi=1,...,n Pak

n n (3.1) n — n —
(@, y) = (i e, Zj:l ni€;) = Zi,j:l & (e ej) = 350, &l
r=y = | = (z,2) = /X &€ = V2L |G Vatahy pro

soufadnice §; = (x,e;) a n; = (y, e;) dostavame z 3.69. O

D.42. Dukaz véty 3.71:
a) M L je podprostor: dle 3.7 staéi ukézat uzavienost M+ vzhledem

k se¢itani a ndsobeni skaldry: @1, x2 € M- = (x1,y) =0, (x2,y) =0
pro kazdé y € M = (z1+ z2,y) 22 (z1,y) + (x2,y) =04+ 0= 0 pro
kazdé y € M = a1 + @2 € M.
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a-0=0prokazdée ye M aa€clF = axrc M.
b) LM)" CM*": x € L(M)" = = L y pro kazdé y € L(M) =
x L yprokazdé y e M C L(M) = x € M*.
) M+ CL(M)*:x € M+ = x 1 M. Bud y € L(M) libovolny, pak
existuji ; € Fay, € Myi =1,...,n: y =3 7"  ny, a (x,y) =
n 3.1 —n -
(@, 2 miys) = 217 (w,y;) = 0. Tedy @ € L(M)*.
N——
=0
d) M C N = N+ C M*: zfejmé nebot kazdy prvek kolmy na N musi
byt téz kolmy na M, kdyz plati M C N. O

D.43. DUKAZ véty 3.73:

Pro kazdé i € I plati: W; L W proi# j =W, L Uj# W;
Wi L L(U;x W;). Pokud x € Wi N LU, W;), pak ¢ L = =
0= (x,x) Har=o. Tedy Wi N L(U,,; W;) = {0} pro kazdé i € I a
tudiz soucet W = Ziel W; je pfimy podle definice 3.43. (]

D.44. DUKAZ véty 3.74:
Necht W’ je n&jaky pfimy doplnék ortogonalni k W, pak samoziejmé
W' C W+. Zbjva ukézat i opa¢nou inkluzi. Necht tedy naopak

x € W je libovolny prvek, pak @ = w +w’, kde w € W a w’ € W,
pficemz 0 = (z,w) = (w + w', w) B (w,w) + (w', w) = (w,w) EX
——

3.71,3.72

=0
w=0=x=w € W.Plati tedy také W+ C W’ a tedy celkem
wt=w"’. |
D.45. DUKAZ dusledku 3.75:
Plyne ze symetrie V=W @ W+ = W @ W ve vété 3.74: zaménou
role W a W dostavaime W*+ = W a Pz = - = —a* =
Ix— Pwz = (I — Pw)z, takze I — Pw = Py, 1 je skute¢né operatorem
ortogonalni projekce. O
D.46. DUKAZ véty 3.76:
(1) [=]x € W = Pw,xz = z, nebot £ = = + 0, kde 0 je kolmy na
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primo z 3.52 a 3.93, protoze Pw Je dle 3.74 projekcni operator).
Pw,x = x = x € Wi, nebot Pw,xz € W1.

(2) x € Wit SR (I-Pw,)zr =z & z—Pw,z =z < Pw,xz=0.

(3) Pro kazdé & € V plati € = Py,x +x*, x~ € Wi a tedy Pw,x =

Py, (PWIJ:) + PWZJ:J'.

Odtud: Pw,x = Pw,(Pw,x) V& €V & Pw,xz- =0VxcV &
L 3,71

Pray=0vye Wi B yews vyewi o wit cwi L
Wa C Wi s uvazenim identit W1 = Witt, Wy = Wi+ plynoucich
z 3.75.

Zdivodnéme jesté podrobngji implikaci = (opa¢nd implikace & je
zfejm4, nebof £ € Wi-): Libovolné y € Wi 1ze uvazit v roli «, nebot
Wit C V. Jelikoz Pu,y 2 0, tak y = y* a Pu,y = Pw,y* = 0. O

D.47. DUKAZ véty 3.77:
a) Vlastnost nejlepsi aproximace: Bud « € V libovolné, ale pevné

zvoleny. Pak pro kazdé y € W dostdvdme: © —y =z —ZT+Z —
Y. p Yy Yy Yy
=zl ew

S11 o~ o~ ~ o~ s
= llz —yl* = lle - 2|° + |2 —y|* > |l - 2|*. Tedy [z - Z|| je
——

>0

nejmensi prvek uspofddané mnoziny {||lx — y|| |y € W} a tudiz jeji
infimum dle 2.25.
b) Z je jediny: Necht © € W je prvek s vlastnosti ||z —z| = ||z —Z| =
infyew|x — y||. Polozime-li y = & v diikazu a), pak ||z — z||* =
e~ 2 + &~ 37 > 0= & ~ &) X & =5
c¢) Soufadnice prvku &: Je-li W = L(FE), kde E je ONB ve W, pak
Bi = (@, e) = (& —xt,e) = (x,e)) — (&', e;) = (x,e;) je dle 3.69

N——

=0
jediné soufadnicové vyjadieni. O
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Indukcl vzhledem k n:
3.17(2)

n=1:e1=v1 # 0jebdzeve W =W, = L(e1), ktera je trividlné
ortogonalni, nebot je jednoprvkova.

Indukéni krok pro n > 1: Podle indukéniho pfedpokladu (I.P.) necht
tvrzeni plati pro n — 1. Zfejmé v1, ..., Un—1 je linedrné nezavisla (viz
3.17(1)) a tedy dle 3.19(3) tvoii bazi ve Wy_1 := L{v1,...,Vn-1}).
DleL.P.je W1 = L({e1,...,en-1}),kdeeq,...,en_1 je ortogonalni
béze, tj. zejména e; L er pro j #kae; #0; 5,k € {1,...,n—1}.
Ukazeme, zZe totéz plati i po doplnéni této baze o prvek e,:

e ortogonalita: e, = v,—Pw,_,vn 3é4 Wit,=e,L {e1,...,en—1}
a tedy celkem mame e; L ey pro kazdé j, k € {1,...,n},j #k.

e e, # 0 sporem: Kdyby e, = 0, pak v, = Pw, _,vn € Wyp_1 =
L(v1,...,Vn-1) 248 v1,...,Vn jsou linedrné zavislé, takze dle 3.19(3)
nemohou tvorit bazi, spor s predpokladem véty.

e L({e1,...,en}) z W,,: Inkluze C je zfejmé, nebot e1, ..., e, € W,,.

Vi,...,Vn—1 € Wyp_1 = E({eh ceey enfl}) - E({eh B en}) 3.14(2)
Vp =€, + 5771 <ﬁ;’ﬁ%>eg‘ € L({e1,...,en}) } =

j=1
Wn = L({v1,...,vn}) C L{e1,...,en}).

Celkem tedy e1,..., e, je ortogondlni baze ve W podle 3.68.
Vypocet projekce v k-tém kroku:

3.77 k—1 e; e; S6 k—1 1 e; s
P v = vk, T ) T = - ——(vg, e;) =L, nebot
Wi Ok = D Uk T e T = 22i=1 TegT (ks €30 T, T

{“Zﬁ}le je dle 3.66(b) ortonormalni baze vznikla normalizaci orto-

gonalni béaze {e;}_;. O

D.49. DUKAZ véty 3.79:
Tvrzeni o existenci OB, resp. ONB plyne z toho, ze dle 3.24(2) mé
kazdy vektorovy prostor bazi, kterou lze dle 3.78 ortogonalizovat a
piipadné dle 3.66(b) i normalizovat.
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nulovymi prvky je dle 3.68 linearne nezavisla, takze ji lze dle 3.24(1)
doplnit na bazi a tu pak ortogonalizovat uzitim 3.78, kde zfejmé do-

staneme e; = wv;, pokud v; jsou pro j = 1,...,k jiz ortogonalni.
Totiz suma ve vztahu pro v se vynuluje v dasledku vy L Wi_1, kdy
(vk,e;) =0proj=1,...,k— 1 a

D.50. DUKAZ véty 3.80:

Necht dim W =: n < co. Vzhledem k 3.73 staci ukézat V =W +W=.
K tomu staci ovéfit V C W 4+ W, nebot opaéné inkluze plati vzdy.
Podle 3.79 existuje ve W néjakd ONB, ozna¢me ji £ =: {e1,...,en}.
Zvolme x € V libovolné a polozme w := 3"  (x,e;)e; € W. Potom

z—w L E,nebot (x—>""  (x,e:)e, e;) EL (z,e5)—> 0 (x,ei)(ei, e;)
= (x,e;) — (x,e;) = 0 pro kazdé j vzhledem k ortonormalité E, kdy
(e;e;) =0proi#ja(eje;)=|e;]|> =1. Podle 3.72 je x —w L W
ar= w+w—w3'g>(2)w€W+Wl. |
N~
EW  ewdl
D.51. Dukaz véty 3.82:
a) Jednoznaé¢nost: Necht T* a T” jsou dvé zobrazeni s vlastnosti:
(Tz,y) = (x,T"y) = (x,T'y) Ve € Vi aVy c Vo 2
0= {(z, T*y—-T'y)Vx € Vi aVy € Vo = speciadlné prox = T*y—T'y
dostavame 0 = (T*y — T'y, T"y — T'y) Vy € 2 T"y—-T'y=0
VyeVeo=Ty=TyVyecVo =T =T.
b) Linearita T*: Pro libovolnd « € Vi, y,y,,y, € V2 a a € I je tieba
ovéfit vlastnosti (1) a (2) z véty 3.27:
* S5 *
(1) (&, T (y1+y2)) = (Te, y,+y,) = (Tw, y) +(Tz,y,) = (x, T y,)+
* S * * a * * *
(@, T"y,) = (@, Ty, + T y,) 5 T (y, +y,) =Ty, + Ty,
« 56 _ _ « | S6 «
(2) (2, T"(ay)) = (Tw,ay) = 2Tz, y) = a(x,T"y) = (v,aT"y)
4 e (ay) = aT™y. O
D.52. DUKAZ véty 3.85:
Pro libovolné zvolené prvky « € Vi, y € Va, z € V3 ovéfime (1)—(4).
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vane vetou 3.32:
(1) (T7y,2) Z (&, Ty) = Tz, y) £ (y,Ta) T T =1,
2)((UT)x,z) = (U(T=),2) = (Tx,U"z) = (2, T"(U"2)) = (z,(T"U")z))
B =10
() (Uz,y) = (2,y) = (@,1y) ¥ I" =1T.
@) (r'1) € 71 2 77 a podobne (T77)" 2 Tt Y T
= TT* i T*T jsou samoadjungované operatory.
Dale s uvazenim 3.84 plati:
54

(T" Tz, x) = Tz, T x) W (Tz,Tx) > 0= T"T je pozitivni.

54
(TT y,y) =(T"y,T"y) > 0 = TT" je pozitivni.
O

D.53. Dukaz véty 3.86:

)=@Q) | P=Py* Ve eV:z=Pyr+az' kde z* € W+
= x— Pyx L W.

(2) = (1) | W + W+ C V plati trividlng. Naopak V C W + W+
rovnéz plati, nebot pro kazdé x € V je x = Px +x — Px. Tedy

e S —

ew cwl
celkem V =W + W+ =W @ W, piicem# z jednoznagnosti tohoto
rozkladu (ortogondlni souéet je totiz pfimym souctem dle 3.73) do-
stdvame Pwax = Px Vo € V = P = Py je operatorem ortogonalni
projekce na W.

(1) = (3) | Je-li P operatorem ortogonélni projekce (tj. P = Pw),
pak je dle 3.74 specidlnim pfipadem projekéniho operatoru a tudiz
linedrn{ a spliiuje P? = P (viz 3.52, 3.53). Vlastnost P> = P miizeme
ovéfit i pfimo: u:= Px € W; Pu € W = u— Puc WnW* = {0}
= Pz =u=Pu=P(Px)=PxVaxcV.

Zbyva ovérit samoadjungovanost P = P*. Zvolme x,y € V libovolné.
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(@ +zt,9) = (x, Py).

M Polozme M = {& € V|Px = x}. Ziejmé M C W.
Plati i opa¢nd inkluze. Totiz pro kazdé € V je Px € M, nebot
Px = P?’x = P(Px) = W = R(P) C M. Celkem tedy M = W.
Pak pro kazdé u € M = W a & € V dostdvame: (x — Px,u) SLb?
(z,u) — (Pz,u) = (x,u) — (x, P'u) = (x,u) — (x, Pu) =

(z,u) — (x,u) =0. Tedy * — Px L W pro kazdé x € V. O
D.54. DUKAZ véty 3.87:
3.86(3) = P= PP =P P> EY pje pozitivni. O

D.55. Dukaz véty 3.88:
MxeNT) € Te=0 & (Te,y) =0Vyec Ve & (x,T"y) =0
VyeW, & xcR(TH.
Zdtvodnéme jesté podrobnéji implikaci & (opa¢nd implikace = je
dtsledkem S7): polozime-li y = Tz, pak (Tx,Tx) =0 % Tz = 0.
Zaménou role T' a T* dostavame N (T*) = R(T**)* 5850 R(T)* .
(2) je specidlnim pfipadem (1) pii T =T".

?
B) e N(T)CN(IT*T): x e N(T) =T =0=T"Te =T*0=0
=x € N(IT"T).
e N(T) DN(T*T): & € N(T*T) = T*Tx = 0 % 0 = (&, T* Tx) *2°
(Tz,Tx) BTe=0=2 e N(T).
o N(T™) = N(TT") plyne z jiz dokdzaného zadménou role T a T™:
N@T) ¥ 2V N (T = N(T).
(4) T surjektivni = R(T) = Va2 = N(T™) € R(T)* = V& = {0},
nebot jediny prvek ve V5 kolmy na Vs a tedy i kolmy sdm na sebe je
dle 3.65 pravé jen nulovy prvek. Pro T™ se analogické tvrzeni dokdze

opét zadmeénou role T a T™.
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(i)
(i)
(iii)

3.80

V2 2 R(1) & R(T):E L R(T) @ N(T).
Vo 2 N(T) o R(T) 2 R(T) = N(T7)*
a) R(TT™) IR R(T): Inkluze R(TT*) C R(T) je zfejma, ne-

bot kazdy prvek y € R(TT*) je tvaru y = TT*y’, kde
Ty € Vi a tedy y € R(T). Pak dimR(TT*) < dim R(T)
dle 3.24(3) a (ii) 1ze tak aplikovat i na operator T7™ : Vo — Va:
R(rT*) Y N (Tt PEY Myt @ vt Y
R(T).

b) R(T*T) < R(T*): Inkluze R(T*T) C R(T™*) plati analo-
gicky jako v pfipadé a). K dikazu opa¢né inkluze je vsak
tfeba uzit jiny postup, nebot neni garantovana konecnost di-
menze prostoru R(T™): Libovolny prvek & € R(T™") je tvaru

w_T*y,kdeX/zay*)@—ky , ¥ € R(T), y*- € N(TY).
Pak ovéem x = T*(y + y* )-T*y—i—Ty =Ty € R(T)
——

-0
a tedy existuje ' € Vi: § = Tz’ a tudiz x = T"Tx’, takze
€ R(T*T).

R(T*T) @ (T*) = T"|r(r) je surjekce na R(T™) a tedy
R(T"|r(1)) = R(T).

* * * (”)
N(T"rer)) = {y € R(T)|T"y = 0} = R(T) N N(T7)
N(T*): N N(T*) = {0}, nebot dle 3.65 jeding nulovy vek-
tor miize byt kolmy sdm na sebe. Celkem T™|z(r) je tedy
podle 3.30(2) izomorfizmem. Podle 3.33 plati dimR(T) =
dimR(T*) =: n < oo.

Pifi dikazu (iv) jsme ukézali, Ze také dim R(T*) < oo. Vzhledem

k rovnosti T** 2 T mizeme viude v (5) provést zameény T ~» T,
T ~ T, Vi ~ Va a Va ~ Vi, coz da dudlni tvrzeni dosud nedoka-
zand v (i),(ii) a (iv): Vo = R(T) @ N(T™) ~ Vi = R(T*) ® N(T),
N(T*)J_

=R(T) ~ N(T)*t = R(T*) a
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4 tychz duvodu je mozno (9) analogicky dokazovat s vychozim pred-
pokladem dim R(7T™) < oo namisto zde uzitého dim R(T") < oco.

(v) je disledkem (i) a vét 3.73 a 3.49.

(vi) T izomorfizmus 53 N(T) = {0} 9 Vi=R(T*) = T" je
surjektivni. Protoze T je také surjektivni, tak podle (4) je T*
souasné izomorfnim vnofenim. Celkem tedy T™ je izomorfi-
zmus.

Budte x € V1 a y € V2 libovolné zvolené prvky. Jelikoz T
je izomorfizmus a tudiz surjekce, tak £ = T*y’ pro vhodné
y' € Vo. Pak (T 'y, @) = (T 'y, Ty) = (TT 'y,y') =
(y,9") = (y,(T")'z) a tedy (T™1)" = (T*)~! vzhledem
k jednoznacnosti dle 3.82.

d

D.56. Dukaz véty 3.90:

(1) = (3) | T unitarni = pro né&jakou ONB E ve Vi je T(E) rovnéz
ONB ve V, téZe mohutnosti, zejména tedy je zobrazeni T : E1 — Fs
bijekci. Zvolme x,y € Vi libovolné. Pak podle 3.69 existuje konecné
mnoho ei1,...,e, € I, e; # e pro i # j tak, ze ¢ = > &ie;
ay=73_ne; Pak Te = 371" &Te; a Ty = 377 n;Te;, kde
Te; # Te; pro i # j. Oba vektory i jejich obrazy maji tedy stejné
soufadnice v ONB E i v ONB T'(E), takze dle 3.70 plati:

(Tw,Ty) = X1, S, €7, = (@,v).
T je také surjektivni, nebot je dle 3.89 izomorfizmem.

)= ()
o T je izomorfizmus: x e N(T) =Tz =0=0 & (Tz,Tx) @ (z, x)

2 ¢ =0, takze N(T) = {0}. Soucasné také plati R(T) = Va2, nebot
T je surjekce. Celkem je tedy T izomorfizmus podle 3.30(2).

e T zachovava ortonormélni baze: Je-li E libovolnda ONB ve V7, pak
T(E) je podle 3.30(4) bazi ve V> téze mohutnosti. Zbyva ovétit jeji
ortonormalitu:
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S9 (2) S9
[Tell = \/(Te,Te) = \/(e,e) = |e] = 1.
b) Pro libovolné dva prvky Tei,Tes € T(E), Te1 # Tes jisté plati
také e1 # ez, e1 L e, takze (Te1,Tes) @ (e1,e2) =0=Tey L Tes.
(2) = (1) |Podle piedpokladu véty existuje ve Vi alespon jedna ONB,

ktera se pfi platnosti (2) zobrazi na ONB ve V, téze mohutnosti, takze
T je podle definice 3.89 unitarni.

3) = @) |IT2)| 2 /T2, T2) 2 /(@,2) £ ||| Vo € Vi, kde T

je surjektivni.

(4) = (3) | Pro libovolné x,y € Vi lze vypoctem opirajicim se o (S9)
a bilinearitu 3.1 skalarniho soucinu ovéfit (cviceni) platnost tzv. po-
larizaéni identity (viz té% diikaz rovnob&Znikového zakona D.36) 27:

1 . . .
(@,y) = 7z + ol — llz — yl* +illlz + iy |* = & —iyl|*)} ve VA
a
1
(T, Ty) = {I T2 + Ty|* — | Tz — Ty|*+
+i(|lTz + Tyl — | Tz — iTy|*)} ve Va,
kde ||[Tx £ Ty|| = ||T(x £ y)|| @ ||z + y|| a podobné |Tx +iTy| =
@
[T (x +iy)ll =
(3) = (5) | Jiz byla ukdzéna ekvivalence (3) < (1), takze T je

|z + iy|| implikuje (T'z, T'y) = (z,y).

unitarni a zejména izomorfizmus dle 3.89. Proto 77! existuje a pro

kazdé x € V1 a y € Vo mizeme psat:
3.82

(@, T 'y) L (Ta, TT'y) = (T, y) L 17" =T
B)Y=@6)|T" =T '=>=T"T=T"'T=TaTT* =TT ' =1

27¢len v kulaté zavorce se da upravit na tvar 2i((y, ) — (x, y)), takze v pii-
padé F = R se vynuluje v disledku symetrie (S3’).
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3.82

plati (T, Ty) *2* (2, T"Ty) = (@, Iy) = (z,y).
Pokud T je unitarni, tak 77! rovnéz: totiz pro kazdé x,y € Vs je

(T e, T y) ® (TT ', TT 'y) = (x,y), pfitemz samoziejmé
T~ je izomorfizmus a tedy zejména surjektivni. Pro 77! tak plati
(3) a je proto unitarni. O

D.57. Dukaz dasledku 3.92:

dimV < oo L ve V existuje ONB. Pak [le : V — F" je izomorfi-
zmus dle 3.32 (tedy i surjekce), ktery je dokonce unitarni na zakladé
3.90(3), nebot pro ONB E =: {e1,...,en} a kazdé z,y € V dosté-

vame: (z,y) 2 5" 677, "2 (€, m) P2 (2] g, [y]B), kde & = (z, ;)

an = (y,ei). d
D.58. Dukaz dusledku 3.93:

Protoze v kone¢né rozmeérnych prostorech lze dle 3.79 vzdy vybrat
ortonormalni baze, tak izomorfizmy, resp. izomorfni vnoreni z dikazu
D.30 disledku 3.33 budou podle 3.92 unitarni, jestlize navic uvazime
trividlni fakt, Ze sklddanim unitarnich izomorfizmi, resp. izomorfnich
vnotreni dostdvame opét unitarni izomorfizmus, resp. izomorfni vno-
feni. Totiz slozeni dvou linearnich zobrazeni majicich nap¥. vlastnost
3.90(2), resp. 3.91(2’) bude jisté zase linearni zobrazeni s touz vlast-
nosti. (]
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