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Zavedeni
pojmu
mnoZina

Cil kapitoly

B Zopakovat si pojem mnoziny, konstanty a proménné.

B Zopakovat si zdklady vyrokového poctu s cilem seznamit se s pojmy

axiom, definice a véta.

Zopakovat si mnozinové operace U, N, —, komplement. Zopakovat si

pojem kartézského soucinu mnozin.

Zopakovat si rozdéleni ¢isel a pravidel pro pocitani s nimi.

Zopakovat si pojem absolutni hodnoty redlného i komplexniho cisla.

Zopakovat si pravidla pro praci s nerovnicemi redlnych cisel.

Seznamit se s problematikou aproximace cisel, s relativni a s abso-

lutni chybou. Uvédomit si vliv zaokrouhlovani ¢isel pti vypoctech na

pocitaci.

B Zopakovat pojem maxima a minima ¢iselné mnoziny a zavedeni pojmu
suprema a infima ¢iselné mnoziny.

Casov & zatez
Silné zavisi na znalostech s nimiz prichazite na skolu. Pii prumérnych zna-
lostech do 10 hodin.

Uvod. Tato kapitola je vénovéna opakovéni nékterych témat stiedoskolského
studia. Kapitola je rozdélena do 6 podkapitol. Vyrokovy pocet se opakuje
s cilem abyste dovedli rozeznat definici od matematické véty. V kazdé ma-
tematické vété musite umét rozlisit mezi predpoklady véty a tvrzenim. Cas
potfebny k prostudovani této kapitoly zavisi na znalostech, s kterymi pficha-
zite na vysokou skolu. Kdo m4 vétsi mezery, at si prislusnd témata zopakuje
ze svych stfedoskolskych ucebnic.

1.1 MnozZina, konstanta, prom énna

V matematice se pracuje s ruznymi objekty. Témto objektum se vedle nazvu
pritazuje také symbol.

Mnozina. Jednim ze zdakladnich objektu, s nimiz se v matematice pracuje,
je mnozina.

Mnozinou rozumime soubor néjakych presné vymezenych objektu, kterym
fikame prvky, nebo elementy mnoziny. Pii tom o kazdém objektu se musi
dat rozhodnout, zda patii nebo nepatii do tohoto souboru. Mezi mnoziny
pocitame i soubor, ktery neobsahuje zddny prvek — této mnoziné budeme
ikat prdzdnd mnoZina a budeme ji znacit (). Jako pifklad mnoziny je mozno
uvést mnozinu prirozenych ¢isel. Do této mnoziny patii napt. ¢islo 2. Nepatii
do ni napt. komplexni ¢islo 7.

Vsimnéme si, ze zde pojem mnozina nebyl plné vymezen. K jeho vysvétleni
jsme pouzili pribuzny pojem soubor. O zavadéni pojmu v matematice po-
jedname podrobnéji pozdéji.



Oznacime-li uvazovanou mnozinu napi. A, potom okolnost, ze objekt x patti
do mnoziny A, budeme znacit x € A a okolnost, ze objekt y nepatii do
mnoziny A, budeme znacit y ¢ A.

Mnoziny muzeme zadavat ruznym zpusobem. Je-li kone¢nd, to jest méa-li
koneény pocet prvku, lze ji zadat vyctem. Tak napriklad, jestlize mnozina A
obsahuje prvky a,b, c a zadné jiné, byva zvykem ji zapisovat takto

A={a, b, c}.

Z4dné dva prvky mnoziny se sobé nerovnaji.
Priklad 1.1. Nechf M je mnozina pismen obsaZenych ve slové PRAHA.
Ziejmeé

M ={P, R, A, H}.

Potom napt. Re M, u ¢ M.

Podmnozina. Necht M, N jsou dané mnoziny. Jestlize kazdy prvek mnozi-
ny M je i prvkem mnoziny N, potom fikame, ze mnozina M je podmnozinou
mnoziny N, nebo ze mnozina N je nadmnozinou mnoziny M. PiSeme pak
M C N, resp. N DO M. Jestlize zaroven plati M C N a M DO N, potom
fikame, ze mnoziny M, N se sobé rovnaji a piSeme M = N. Jestlize M C N
a jestlize mnozina N obsahuje prvky, které do mnoziny M nepatii, fikame,
ze mnozina M je vlastni podmnozinou mnoziny N a piseme M C N, resp.
N je vlastni nadmnozinou M a piseme N D M. Je-li tedy M C N, je téz
M C N, avsak je-li M C N nemusi byt M C N.

Priklad 1.2. Necht M = {1, 4, 3, 9}. Potom {1, 3} C M, avsak {3, 7}
neni{ podmnozinou mnoziny M, nebot prvek 7 neni prvkem M.

V&imnémeé si dvou vyznamovée i formalné odlisnych zapisti. Uved me pifklad.
Necht M = {1, 4, 3, 9}. Potom zdpis 8 € M znamend, ze 8 je prvkem
mnoziny M, a zapis {8} C M znamend, ze mnozina, obsahujici jediny prvek
8, je vlastni podmnozinou mnoziny M.

Konstanta, proménnd. Rekli jsme si, ze objekty oznacujeme symboly. To
jednak zjednodusuje vyjadiovéani, jednak umoznuje strucny zapis nékterych
vypovédi o objektech mnoziny.

Jestlize symbol oznacuje jeden konkrétni prvek mmnoZiny, nazyvame jej kon-
stantou. Piikladem je napf. symbol 7, kterym oznacujeme konkrétni realné
¢islo — Ludolfovo éislo.

Oznacuge-li symbol kterykoliv prvek z dané mnoziny, nazyvame jej promen-
nou. Mnozinu konstant, kterych muze tato proménna nabyvat, nazyvame
oborem promenné. Jestlize tedy oznacime symbolem z proménnou s oborem
M, potom vse, co se fekne o x, vztahuje se na kazdy prvek mnoziny, ktera je
jejim oborem.

Uved'me si tento pifklad. Oznacme M mnozinu vsech kladnych redlnych ¢isel
mensich nez 8. Mohu vyslovit tvrzeni: ,, Jestli z € M, potom x? < 64°.

Zavedeni
pojmu
podmnoZina

Zavedeni
pojmu
konstanta,
proménna
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Zavedenf
pojmu
vyrok

Zavedeni
pojmu
negace
vyroku

Zavedeni
pojmu
konjukce
vyroki

Kontrolni ot azky

1. Co je to mnozina?

2. Napiste mnozinu A, jejiz prvky jsou pismena obsazena ve slové ,ma-
tematika“. a) Pro kazdé z pismen ,a, b, ¢, i, j* zapiste, zda patii nebo
nepatii do mnoziny A. b) Napiste podmnozinu B mnoziny A, obsahujici
viechny samohlasky mnoziny A. ¢) Co znamenaji zapisy B € A, B C A.
[a) A= {m,a,te,i,k}, ae€ A, b & A c & A i€ A j & A
b) B = {a, e, i}; ¢) B je vlastni podmnozinou mnoziny A; B je podmnozinou
mnoziny A.]

3. Vysvétlete rozdil mezi konstantou a proménnou. Uved'te pifklady.

4. Co je to obor proménné?

1.2 Vyrokovy po Cet

Vijrokem rozumime kaZdou vijpovéd’, o niz md smysl wici, Ze je pravdivd nebo
nepravdivd. Pfi tom neni rozhodujici, zda dovedeme o pravdivosti rozhodnout
nebo ne. Uvedme si nékolik piikladii.

m Cislo 4 je sudé.“  [Pravdivy vyrok.]

m  Cislo 7 (Ludolfovo ¢islo) je iraciondlni.“  [Pravdivy vyrok.]

m ,Cislo 6 je liché.“  [Nepravdivy vyrok.]

B Kazda primka ma s kruhovym ¢tvercem pravé jeden spoleény bod.
[Neni vyrok, kruhovy étverec neni zavedeny pojem.]

Abstrahujeme-li od obsahu jednotlivych vyroku, zavadime misto jednotlivych
vyroku symboly, napt. p, ¢, .... Jsou to vyrokové proménné, kratce vyroky.
Pravdivému vyroku prirazujeme cislo 1, nepravdivému vyroku prirazujeme
cislo 0. Je-li tedy p vyrok pravdivy a q vyrok nepravdivy, piseme p =1, ¢ = 0.

Slozené vyroky. Z danych vyroku muzeme vytvéret nové vyroky negaci a
spojovanim. K vytvareni slozenych vyroku se pouzivaji tzv. logické spojky.
Logickym spojkam se ptitazuji dale uvedené symboly.

Negace vyroku. Necht p je vyrok. Oznac¢me —p vyrok, ktery je pravdivy
tehdy, jestlize vyrok p je nepravdivy, a je nepravdivy tehdy, jestlize p je
pravdivy. Pro zapis negace vyroku uzivame symbol = . Vyrok —p ¢teme
,neni pravda, ze (plati) p“, nebo analogicky.

Priklad 1.3.
m Vyrok p ... ,Cislo 3 jesudé.“ [Nepravdivy vyrok]
m Vyrok -p ... ,Cislo 3 nenf sudé.“  [Pravdivy vyrok]
B Tedyp =0, p=1.

Konjukce vyrokii. Necht p, ¢ jsou vyroky. Oznacme p A ¢ slozeny vyrok,
ktery je pravdivy tehdy, jsou-li oba vyroky pravdivé, a nepravdivy, je-li ale-
spon jeden z nich nepravdivy. Slozeny vyrok p A q ¢teme . p a ¢“. Zavislost
pravdivosti vyroku p A ¢ na pravdivosti vyroku p, ¢ je uvedena v tabulce 1.1.



Jako pifklad uved' me

m Vyrokp ... ,Cislo 4 je sudé.“  [Pravdivy vyrok]

m Vyrok ¢ ... ,Cislo 4 je mensi nez 10.“  [Pravdivy vyrok]

m Vyrok pAq ... ,Cislo 4 je sudé a je mensi nez 10.“  [Pravdivy
vyrok]

Disjunkce vyrokii. Necht p,q jsou vyroky. Ozna¢me p V ¢ slozeny vyrok,
ktery je pravdivy, je-li alespon jeden z vyroku p, ¢ pravdivy, a je nepravdivy,
jsou-li oba vyroky p,q nepravdivé. Vyrok p V ¢ ¢teme ,p nebo ¢“. Slovo
nebo “, které zde pouzivame, nemd vylucovaci vyznam, misto ného bychom
mohli ici ,nebo téz“ Pro disjunkci vyroku pouzivame spojku V. Zavislost
pravdivosti vyroku p V ¢ na pravdivosti vyroku p, g je dana v tabulce 1.1.

Piiklad 1.4. Jako pifklad uvedme

m Vyrokp ... ,Grafem funkce y = z+2 je piimka.“ [Pravdivy vyrok]

m Vyrok ¢ ... ,Grafem funkce y = x + 2 je parabola.“ [Nepravdivy
vyrok]

B Vyrok pVq ... ,Grafem funkce y = = + 2 je primka nebo jejim
grafem je parabola.“  [Pravdivy vyrok]

Implikace. Necht p, ¢ jsou vyroky. SloZeny vyrok p = ¢ je vyrok, ktery
je nepravdivy tehdy, jestlize je vyrok p pravdivy a vyrok ¢ je nepravdivy,
jinak je pravdivy. Vyrok p = ¢ c¢teme ,,z p vyplyva ¢“, nebo ,,p implikuje ¢,
nebo ,,jestlize p, potom ¢ a podobné. Pro implikace pouzivame symbol =-.
Pravdivost vyroku p = ¢ v zavislosti na pravdivosti vyroku p, ¢ je uvedena
v tabulce 1.1.

Piiklad 1.5.
m Vyrokp ... ,Piimkay =0 je tecnou ke kruznici x* + (y —1)* = 1¢
[Pravdivy vyrok]
m Vyrokq ... ,Pifmkay=0maskruznici 2?+ (y—1)? = 1 spole¢ny
pravé jeden bod.“  [Pravdivy vyrok]
m Vyrok ... ,Jestlize pifmka y = 0 je tecnou ke kruznici 2% + (y —
1)? = 1, potom m4 s ni spolecny pravé jeden bod.“ [Pravdivy vyrok]

Ekvivalence. Necht p, ¢ jsou vyroky. Potom sloZeny vyrok p < ¢ je prav-
divym vyrokem pravé tehdy, jsou-li soucasné oba vyroky p = ¢, ¢ = p
pravdivé. Slozeny vyrok p < ¢ ¢teme ,p plati, kdyz a jenom kdyz plati ¢*,
nebo ¢teme ,,p (plati) tehdy a jenom tehdy, kdyz (plati) ¢*, nebo ,,p je ekviva-
lentni s ¢ a podobné. Pro ekvivalenci uzivame symbol <. Pravdivost vyroku
p < q v zavislosti na pravdivosti vyroku p, ¢ je uvedena v tabulce 1.1.

Priklad 1.6.

m Vyrokp ... ,Pifmkay =0 je tecnou ke kruznici 22+ (y—1)? = 1.“
[Pravdivy vyrok]

m Vyrokq ... ,Pifmkay=0maskruznici °+ (y—1)? = 1 spole¢ny
pravé jeden bod.“  [Pravdivy vyrok]

m Vyrok p<q ... ,Pifmka y = 0 md s kruznicf 2% + (y — 1) = 1

spolecny pravé jeden bod, kdyz a jenom kdyz ptimka y = 0 je tecnou
kruznice z* + (y — 1)*> = 1.“  [Pravdivy vyrok]

Zavedeni
pojmu
disjunkce
vyrok

Zavedeni
pojmu
implikace

Zavedeni
pojmu
ekvivalence
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D q —p PAq pVyq P=q | p=gqg
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Tabulka 1.1: Zakladni vyroky

Vyroky, vytvorené z koneé¢ného poctu vyrokovych proménnych, logickych
spojek a piipadné zavorek, se nazyvaji vgrokové formule. Piikladem je (1.1),
resp. (1.2). Rozhodnéme o jejich pravdivosti.

Piiklad 1.7. Necht p, g jsou dva vyroky. Dokazme, Ze plati
~(p=q) & pAg (1.1)

Abychom dokazali toto tvrzeni, utvorme nasledujici tabulku 1.2.

p q p=q |~p=9 —q pA-g
1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0

Tabulka 1.2: Dukaz vztahu (1.1)

Z tabulky je patrno, ze vyroky —(p = ¢), p/A—q jsou soucasné pravdivé nebo
nepravdivé pro vsechny mozné kombinace pravdivosti vyroku p, ¢. Plati tedy

“(p=q) =pA-q

Piiklad 1.8. Necht p,q jsou vyroky. Potom plati

(p=4q) & (—q= p). (1.2)

Abychom tuto ekvivalenci dokazali, utvorme nasledujici tabulku 1.3.

p q —p —q P=4q |"q="p
1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Tabulka 1.3: Dukaz vztahu (1.2)

Z této tabulky je patrno, ze vyroky p = ¢ a = ¢ = —p jsou soucasné pravdivé,
resp. nepravdivé pro vsechny mozné kombinace pravdivosti a nepravdivosti
vyroku p, ¢. Je tedy vyrok (1.2) pravdivym vyrokem.



Vyrokové formy. Sdéleni, které obsahuje jednu nebo vice proménnych, se
nazyva vyrokovou formou, jestlize z ni dostaneme vyrok

— dosazenim pripustnych konstant z oboru proménnych za tyto proménné
— kvantifikaci, to jest doplnénim o tidaj o poctu, resp. o odhad poc¢tu kon-
stant, jejichz dosazenim za proménné vznikne vyrok.

Z vyrokovych forem vytvaret slozené vyrokové formy.

Priklad 1.9. Sdéleni ,redlné ¢islo x > 2 neni vyrokem. Nelze rozhodnout,
zda je pravdou nebo nenf pravdou ze z > 2. Rekneme-li, Ze z je proménng
s oborem hodnot redlnych cisel R, a dosadime-li za x konstantu, to jest
jakékoliv redlné ¢islo, dostavame vyrok. Napf. pro ¢islo 3 dostavame 3 > 2,
coz je pravdivy vyrok. Zde se sdéleni stava vyrokem dosazenim libovolné
konstanty (tj. redlného ¢isla) za proménnou x z jejiho oboru. Je tedy ,redlné
¢islo z > 2 vyrokovou formou.

Vyrokovou formu zavislou na proménné x lze zapsat obecné napft. jako V().
Podobné pro vice proménnych.

Kvantifikatory. Necht vyrokové forma V (z) zavisi na proménné z a necht
mnozina M je jejim oborem. Okolnost, ze vyrokova forma V'(z) je pravdiva
pro vSechna x € M, zapiseme takto

VeeM: V(ix) (1.3)

a ¢teme pro vSechna x € M plati V(z).

Vyrokovou formu jsme v (1.3) doplnili idajem o poctu konstant (pro vsechny
konstanty z oboru proménné x), pro néz je V' (x) pravdivym vyrokem. Je tedy
(1.3) vyrokem.

Oznaceni. Symbol ,V “ nazyvame obecnym kvantifikatorem.
Priklad 1.10. Necht M = {2, 3, 4, 8}, x je proménnd s oborem M.
Ozna¢me V (z) vyrokovou formu ,z > 2. Potom

VNeeM:z>2

je pravdivy vyrok.

Podobné
Ve eM:x<4

je nepravdivy vyrok, nebof pro z = 8 je vyrok x < 4 nepravdivy.
Kvantifikaci jsme dostali v obou ptipadech z V(x) vyrok.

Oznaceni. Necht vyrokovd forma V() z4dvisf na proménné z a necht mnozi-
na M je jejim oborem. Okolnost, ze vyrokové forma V' (z) je pravdiva alespon
pro jednu konstantu x € M, zapiSeme takto

dxe M: V(zx) (1.4)

a Cteme ,existuje z € M, pro néz plati V (z)*.

Zavedni
pojmu
vyrokova
forma

Zavedeni
pojmu
kvantifikator
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Oznaceni. Symbol ,3“ se nazyva existencnim kvantifikatorem.

Negace vyroku (1.3), (1.4). Negaci vyroku (1.3), (1.4) dostdvame tyto
ekvivalentni vyroky:

~(VzeeM:V(z) & JzeM: -V(x), (1.5)
“(JzeM:V(r) & VeeM: -V(x).

Piiklad 1.11. Nechf R je mnoZina realnych &fsel. Potom
JzeR: 2?=-1 (1.7)

je vyrok. Cteme jej: ,,Existuje alespon jedno redlné ¢islo , pro které plati
2% = —1% Tento vyrok je nepravdivy. Negaci tohoto vyroku podle vztahu
(1.6) dostavame

VreR: = (2% = -1), (1.8)

to jest
VreR: 2° # —1. (1.9)

Ziejmé (1.9) je pravdivy vyrok.

Kontrolni ot azky

1. Co je to vyrok a co je to vyrokova forma?

2. Pifmka 2z + 3y = 1 rozdéluje rovinu (z,y) na dvé poloroviny. Vyznacte,
ktery z nasledujicich vyroku je pravdivy a ktery je nepravdivy.

a) Body [1,3], [5, —2] lezi v téze polorovine.

b) Body [0,2], [3,—5] lezi v téze polorovineé.

[a) pravdivy, b) nepravdivy]

3. Ogznacme p, q tyto vyroky
vyrok p ... ,c¢islo 7 je realné*
vyrok ¢ ... ,¢islo 2 je prirozené ¢islo .
Vyslovte vyroky : a) =p, b) =¢q, ¢) pVq, d) pAqauvedte jejich pravdivost.
[a) ,,Cislo 7 nenf redlné“ (= 0), b),,Cislo 2 nenf pfirozené“ (= 0), c¢),Cislo
T je redlné nebo ¢slo 2 je prirozené“ (= 1), d) ,Cislo 7 je redlné a éslo 2
je prirozené“ (= 1)]

4. Nechf n je proménnd s oborem pfirozenych éisel. Je vypoved ,n? > 4¢
vyrokem? [Neni, jde o vyrokovou formu.]

5. Oznac¢me N mnozinu vSech pfirozenych ¢isel. Vyslovte nasledujici vyroky
a uved'te jejich pravdivost.

a) VneN:n?>1

b) dneN:n*>1

[Vyrok a) je nepravdivy — pro n = 1 neplati n? > 1. Vyrok b) je pravdivy —
pro n = 2 plati n* > 1

6. Necht p, g jsou vyroky. Dokazte, ze plati
a) —(-p) =p



b) —(pAg)=-pV-g
C)) —(pVg)=-pA-g

d) ~pead=@Aq9V(opAg).
(Navod: vytvorte tabulku pravdivosti pro vyroky na obou stranach.)

7. Necht z je proménnd s oborem vSech redlnych ¢isel R a V(x) je vyrokova
forma ,2% = —1%. Negujte vyrok

JzeR: 2* # —1.
VzeR: 2> =—1]

1.3 Zavadéni pojml v matematice, matematick & véty

Nejdiive si pfipomenme, ze mnozinu M nazyvame [linedrné usporddanou,
jestlize je na ni zavedena relace ,,<* (¢ti mensi nebo rovno) s témito vlast-
nostmi

m jestlize z,y € M, potom je bud x <y nebo y < z,

B jestlize x € M, potom z < z,

B jestlize x <y, y < z, potom z < z,

B jestlize r <y ay < x, potom x =y.

Pri budovani jednotlivych matematickych disciplin se vychazi z postuldtu
(axioma,). Jsou to vychozi matematické vyroky, které obsahuji zakladni poj-
my, které se jiz dale nedefinuji a povazuji se danou soustavou axiomu za
zavedené. Kazdé tvrzeni v dané discipliné je ddano soustavou axiomu. Tvrzeni
se odvozuji logickymi tivahami praveé z téchto axiomu. Axiomy musi mit tyto
vlastnosti:
B Musi byt bezesporné. To znamena, ze z nich nelze odvodit zadna tvr-
zeni, kterda by nemohla soucasné platit.
B Musi byt na sobé navzajem nezavislé, to znamena, ze zadny axiom nelze
odvodit z ostatnich.
B Kazdé tvrzeni v uvazované discipliné se musi dat odvodit z dané sou-
stavy axiomu.
Pouze pro informaci si uvedme soustavu axiomu pro zavedeni piiro-
zenych cisel.
Bud Ny mnoZina, kterd ma tyto vlastnosti:
(i) Existuje prvek 0 tak, ze 0 € Np.

)
(i) Ke kazdému prvku a € Ny existuje prvek a™ € Ny, zvany néslednik prvku a.
(iii) Pro kazdé a je a™ # 0.
(iv) Je-lliat =0" jea=0.
(v) Je-li M C Ny a M je takovd mnozina, ze 0 € M a ze z podminky a € M plyne
at € M, pak M = N.

Potom Ny nazyvame mnozinou pfirozenych ¢isel.

Pomoci operace nésledovnika definujeme ¢islo 1 rovnici 1 = 0. Sec¢itdni a ndsobeni
prirozenych cisel si zavedeme nasledovné.

Pro kazdé a € Ny je a + 0 = a. Je-li definovéno a + b pro a € Ny, b € Ny, potom a + b*
definujeme rovnici a + b+ = (a +b)T.

Pro kazdé a € Ny je a-0 = 0. Je-li definovéno a-b pro a € Ny, b € Ny, pak a-bt definujeme
rovnici @ - b =a- b+ a.

axiomy pro
zavedeni
p¥irozenych
Cisel —
roz$ifujici
informace
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pojmu
matematicka
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Doplnime jesté definici umocriovdnd. Bud a € Ny, a # 0. Definujme a® = 1. Je-li definovano

+ . s +
a® pro b € Ny, pak a®" definujeme rovnicf a® = a® - a.

Lze ukazat, ze témito podminkami jsou operace s¢itani, ndsobeni i umocnovani definovany,
a to jednoznacneé.

Pro a € Ny, b € Ny klademe a < b, kdyz existuje ¢ € Ng tak, ze a + ¢ = b.
Vsechny operace i relace < maji zndmé vlastnosti.

Timto zpusobem zavedena mnozina prirozenych ¢isel je mnozina cisel 0, 1, 2,
3, ... . V tomto ucebnim textu ji budeme znacit Ny. Nékdy se pod mnozinou
prirozenych cisel rozumi jen mnozina ¢isel 1, 2, ... . V tomto uc¢ebnim textu
ji budeme znacit N.

Se zavadénim pojmu pomoci axiomu se v tomto materidlu nesetkame. To by
presahovalo studijni cile. Jste zvykli pracovat s fadou zakladnich pojmu jako
s realnymi ¢isly, s bodem v prostoru, s primkami atd., aniz byste méli tyto
pojmy presné zavedeny. My budeme rovnéz pouzivat nadéle tyto zakladni
pojmy, aniz bychom je presné zavadeéli. Presné axiomatické zavadéni pojmu
by ptesahlo sledované cile a ¢asové moznosti ke studiu. Upoustime proto od
axiomatické vystavby. V tomto u¢ebnim textu, bude-li to 1icelné, si nékteré
z téchto pojmu pouze osvétlime, a to do té miry, abychom mohli s nimi pra-
covat. Kazdému pojmu, mame-li s nim pracovat, musime dobfe porozumét.
Jiné pojmy si budeme zavadét definicemi.

Pojem ,,definice . Definici se uvadi jednak ndzev zavadéného poymu, jednak
se zavadeény pojem blize specifikuje pomoci jiz zavedenych pojmu.

Piiklad 1.12. Jako ukdzku definice si zavedme pojem rovnostrannij troj-
uhelnik.

Definice. Rekneme, ze trojihelnik je rovnostranny, jestlize vSechny jeho
strany jsou stejné velké.

Zde je zaveden novy pojem — rovnostranny trojuhelnik, a to pomoci dvou
pojmu: trojuhelnik a velikost stran. Aby toto byla definice, musi byt oba tyto
pojmy jiz diive zavedeny.

Pojem matematicka véta. Strucné budeme fikat pouze véta. Matematicka
véta je pravdivy viyrok, ktery se da odvodit pomoci logiky uzitim axiomu,
definic a jiz dokazanych vét.

Priklad 1.13. Kazdy vnitini iihel rovnostranného trojihelnika je roven 60°.
Jde skutecné o vétu. Je to pravdivy vyrok, ktery lze dokdzat!. Pojmy, které
se zde vyskytuji musely byt jiz diive zavedeny.

Bylo by mozno definovat rovnosranny trojihelnik takto: ., Trojuhelnik, jehoz
vSechny vnitini thly jsou rovny 60°, se nazyva rovnostrannym.“ Potom
bychom mohli vyslovit vétu : ,,VSechny strany rovnostranného trojihelnika
jsou stejné velké.

1Je zde tichd domluva, Ze pracujeme v tak zvané euklidovské geometrii.



Tedy definici se zavadi novy pojem, kdezto matematicka
véta vypovida o vzajemnych vztazich mezi jiz zavedenymi

pojmy.

Ukazme si nékolik ¢asto se vyskytujicich tvari matematickych vét. Zacneme
s vétou ve tvaru, kterou oznacme jako véta A.

Necht V(z) je vyrokova forma proménné x s oborem D.
Potom plati

Vee D :V(x), (1.10)
Slovy: ,,Pro vSechna x € D plati V (z) “

Piiklad 1.14. Jako piiklad uedme vétu

Veéta. Pro kazdé prirozené cislo n > 1 plati

L 1 !
1.2 23 "mo(n+l)  n+l

(1.11)

Zapisme tuto vétu ve tvaru (1.10), tedy jako vétu A.

Véta. (Prepis na tvar Véta A). _

Necht

11 1 1
Vin) = —— 4 —— =1
=1t t Tmr nt 1

(1.12)

je vyrokova forma proménné n s oborem N. Potom plati

VneN:V(n).

Abychom mohli tento vyrok prohlasit za vétu, je nutno jesté dokazat, ze je
pravdivym vyrokem. K dukazu pravdivosti pouzijeme metodu, zvanou ma-
tematickd indukce. Diive nez prikroéime k vlastnimu dukazu, popisme tuto
metodu obecné.

Matematicka indukce. Matematicka indukce se pouziva na dukaz pravdi-
vosti vyroku tvaru

VneN:V(n), (1.13)

kde V(n) je vyrokova forma a n je proménnd s oborem N pfirozenych ¢isel.
Dikaz (1.13) lze rozdélit do tif kroku.
1. Dokazeme, ze vyrok V(1) je pravdivy.

>

Ukazky
typl vét

Matematicka
indukce
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2. Predpokladame, ze vyrok V' (n) je pravdivy pro néjaké k, tedy ze vyrok
V' (k) je pravdivy.
3. Dokazeme, ze potom vyrok V(n) je pravdivy pro n = k + 1, tedy ze
V(k + 1) je pravdivy.
Potom V' (n) plati pro vsechna n € N.

Skutecné. V(1) je pravdivy. Podle bodu 3 plati tedy i pro n = 2. Ponévadz
plati V(2), plati V(n) podle bodu 3 i pron = 3, atd.

Proved'me nyni dikaz tvrzeni (1.11) uzitim matematické indukce.
1. Dokazme, 7Ze vyrok V(1) je pravdivy. To je ziejmé, nebot
1 1
v (=1
(1) znamena o 5
2. Predpokldadejme , ze V (n) plati pro néjaké n = k, to jest, ze pro néjaké k

plati
L Lo
1.2 2.3 "ke(k+1) 7 k41
3. Dokazme, ze z pravdivosti (1.14) vyplyva pravdivost V' (k + 1). To jest, ze
plati

(1.14)

RIS ! 1 !

ettty a T ey ey R D)

Dokazme to. Levou stranu (1.15) lze uzitim (1.14) pfepsat takto
R !
k+1 (E+1)-(k+2)
coz po upraveé dava pravou stranu (1.15), to jest
1
1- i

Plati tedy V(k+ 1).
Odtud vyplyva platnost (1.11) pro vsechna n. O

Zabyvejme se nyni vétami A (1.10) v nichz vyrokova forma V' (x) ma specidlni
tvar

A(z) = B(z), (1.16)

kde A(z), B(z) jsou vyrokové formy proménné = s oborem D. Budeme tedy
uvazovat o vétach, jejichz obecny tvar oznacime jako Véta B.

Necht A(z), B(x) jsou vyrokové formy proménné : s oborem
D. Potom plati

Vo e D: Alx) = B(x). (1.17)




V této vété se A(x) nazyva predpokladem véty a B(x) se nazyva tvr-
zenim véty.

Véta vypovida o tom, Ze plati-li A(x) pro vSechna z € D, potom plati i B(x)
pro vSechna z € D.

A(x) = B(z) ¢teme napf. jednim z téchto zpusobu :
sJestlize A(x), potom B(x).“ | Kdyz A(z), potom B(z).“ 7 A(x) vyplyva
B(z).“ ,A(x) implikuje B(z).“ ,Necht plat{ A(z), potom plati B(x) “.

Z (1.2) vyplyva, ze ekvivalentem (1.17) je véta, kterou oznacime jako
Véta C a nazveme obménou véty B.

Véta C (Obména Véty B)
Necht A(z), B(x) jsou vyrokové formy proménné s oborem
D. Potom plati

Vo € D : —~B(z) = -A(x). (1.18)

Struktura Véty C' je stejnd jako struktura Véty B, avSak tyto véty maji
odlisné vyrokové formy.

K dukazu Vety B (1.17) a jeji obmény Véty C (1.18) popisme dvé metody —
metodu primou a metodu neprimou.

a) PFima metoda dukazu Véty B (1.17). Vychézi se z predpokladu prav-
divosti vyroku A(x) pro kazdé x € D a pouzitim jiz diive dokdzanych vét,
axiomu a zavedenych pojmu se logickymi tivahami dospéje k zdvéru, ze B(x)
je pro tato x rovnéz pravdivé.

b) Pfima metoda dukazu Véty C (1.18). Tuto vétu tedy dokazujeme tak,
ze predpokldddame pravdivost vyroku —=B(z) proVa € D a pouzitim jiz difve
dokazanych vét, axiomu a zavedenych pojmu dospéjeme logickymi ivahami
k zévéru, ze i ~A(x) plati pro Vz € D.

a) Nepiima metoda diukazu (dukaz sporem) Véty B (1.17) vychdzi
z predpokladu, ze véta neplati a uzitim dfive dokdzanych vét, axiomu a
s pouzitim jiz zavedenych pojmu dospéjeme k rozporu. Tento rozpor vsak
vznikl z nespravného predpokladu, ze véta neplati. Véta tedy plati.

Vyjadreme predpoklad, ze véta tvaru B neplati. Negaci (1.17) dostavame
dr € D: = (A(x) = B(x)). (1.19)
Odtud dostévame (viz (1.1))

dx € D: A(z) N —B(x). (1.20)

P¥im3a
metoda
dikazu

Nep¥ima
metoda
dikazu
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Vétu B tedy dokazujeme tak, ze predpokladame, ze existuje x € D pro néz
soucasné plati A(z) a —B(z). Jestlize uzitim tohoto predpokladu, axiomu
a jiz dokazanych veét dojdeme logickymi tivahami ke sporu, znamena to, ze
predpoklad o nespravnosti Véty A byl chybny, takze tato véta je spravna.

() Nepfima metoda dukazu (dikaz sporem) Véty C (1.18) vychdzi
z predpokladu, ze véta neplati a uzitim diive dokazanych vét, axiomu a
s pouzitim jiz zavedenych pojmu dospéjeme k rozporu. Tento rozpor vsak
vznikl z nespravného predpokladu, ze véta neplati. Véta tedy plati.

Vyjadieme predpoklad, ze Véta C neplati. Negaci (1.18) dostdvame
dr € D: = (—=B(z) = —A(x)). (1.21)

Odtud dostavame
dx € D: =B(x) AN A(z). (1.22)

Neptimy dukaz Véty C provedeme tedy tak, ze predpokladame, ze existuje
takové x € D, pro néz soucasné plati =B(z) a A(x). Jestlize uzitim tohoto
predpokladu, axiomu a jiz dokdzanych vét dojdeme logickymi tvahami ke
sporu, znamena to, ze predpoklad o nespravnosti Véty B byl chybny, takze
Véta B je spravna.

Piiklad 1.15. Uvedme si dikazy ndsledujici véty.

Véta 1.1.
Jestlize kvadrat prirozeného c¢isla n je sudé ¢islo, je i ¢islon
sudé.

Jde o vétu, kterou jsme oznacili jako Véta B, v niz D, A(x), B(x) maji
nasledujici vyznam :

m)D ... N
m A(n) ... ,n?jesudé éislo.“
m B(n) ... ,njesudé cislo.“

Tuto vétu lze tedy pii zavedeném oznaceni zapsat jako

Véta. (Prepis (1.1) do tvaru véty B)

VneN: A(n) = B(n). (1.23)

Slovy vyjadreno: ,,Pro kazdé prirozené c¢islo n plati: Jestlize
n? je sudé ¢islo, potom i n je sudé ¢islo. “




Obmeénou této véty pii nahofe uvedeném vyznamu D, A(x), B(z) je véta

Obména véty (1.1)

Vn eN: =B(n) = -A(n). (1.24)
Slovy vyjadreno : ,,Pro kazdé prirozeni ¢islo n plati: Jestlize

n neni sudé éislo, potom ani n? neni sudé éislo. “

Abychom ukézali, Ze se jedna skuteéné o vétu, je nutno dokazat, ze (1.23),
resp. (1.24) je pravdivy vyrok. Dokazme to. Dukaz provedeme metodou pii-
mou i metodou nepfimou.

Dikaz — metoda piima.

Pouzijeme dukaz pfimy na obménu véty (1.24), to jest na vétu: , Jestlize n
neni sudé ¢fslo, potom ani n? nenf sudé éislo.

Predpokladejme tedy, ze n neni sudé ¢islo, jinymi slovy teceno, ze n je liché.
Dokazme, Ze je-li n liché, je i n? liché. Liché ¢islo n se d4 napsat ve tvaru

n=2k—1, kde k € N.

Potom n? = (2k — 1)2. Upravou dostévame n? = 4k% — 4k + 1, coz je &islo
liché, tedy neni sudé. Tedy véta plati.

Provedme nyni dikaz uvedené véty nepifmou metodou (metodou sporu).

Dikaz — metoda nepiimd. Negaci dokazované véty (1.23) dostavame
dn e N: A(n) A =B(n). (1.25)

Tuto negaci 1ze slovné vyjadrit takto. Ezistuje takové prirozené cislo n, Ze
n? je sudé a zdrover n je liché.

Véta bude dokazéna, dokazeme-li, ze vyrok (1.25) je nepravdivy. Skutecné,
predpokladejme, ze takové ¢islo n existuje. Toto liché ¢islo n muzeme vyjadrit
ve tvarun = 2k—1, kde k je pfirozené ¢islo. Jeho kvadrét je n? = 4k? —4k+1,
takze n? je liché ¢islo. To je spor s pfedpokladem, Ze n je liché a n? je sudé.
Dospeéli jsme tedy ke sporu. Ten vznikl nespravnym predpokladem (1.25), Ze
dokazovana véta neplati. Tedy véta plati.

Zabyvejme se nyni Vétami A (1.10), v nichz vyrokova forma V' (z) mé speci-
alni tvar

A(z) < B(x), (1.26)

kde A(z), B(x) jsou vyrokové formy proménné x s oborem D. Budeme tedy
uvazovat o vétach, které oznacime jako véty tvaru D. Jde tedy o vétu
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A)

Necht A(x), B(x) jsou vyrokové formy proménné x s oborem
D. Potom plati

Ve D: A(z) & Blz). (1.27)

A(z) < B(zr) muzeme ¢ist napf. jednim z téchto zpusobu:

Pro vsechna = € D : A(x) plati, kdyz a jenom kdyz plati B(z).

Pro vsechna x € D : A(x) plati tehdy a jenom tehdy, kdyz plati B(x).
Pro vsechna x € D : A(x) plati pravé tehdy, kdyz plati B(x).

Véta tohoto typu je vlastné slozeni dvou vét a to:

a) vety Ve e D: A(x) = B(x).

V této vété je A(x) predpokladem a B(z) je tvrzenim.

b) avéty Vo€ D : B(z) = A(x).

V této vété je B(z) predpokladem a A(x) je tvrzenim. O vétach tohoto tvaru
jsme jiz pojednali.

Jako pifklad uved me ndsledujici zndmou vétu.

Veéta. Kvadraticka rovnice ma dvojnasobny koten prave tehdy, jestlize jeji
diskriminant je roven 0.

Tuto vétu zapisme ve vyse zavedené symbolice.

Budeme uvazovat kvadratickou rovnici ve tvaru az? + bz + ¢ = 0, kde a, b, c
jsou dcisla, a # 0. Pfipomenme, ze diskriminantem této rovnice je ¢islo A =
b? — 4ac.

Oznacme

D ... mnozina usporadandch trojic ¢isel (a, b, ¢), a # 0

A(a,b,c) ... vyrokovéa forma ,rovnice az® + br + ¢ = 0 méa dvojnasobny
koren “

B(a, b, ¢) ... vyrokova forma ,b* — dac = 0*

Potom uvedenou vétu lze zapsat takto

Veta.
Y(a, b, c) € D: A(a,b,c) < Bl(a,b,c).

Jako dalsf typ vét si uvedme véty, které oznacime jako Véty € ndsledujiciho
tvaru

JzeD: Alx), (1.28)

kde A(x) je vyrokova forma s proménnou x s oborem D.




Tuto vétu muzeme cist takto: ,existuje x € D, pro néz plati A(x).“

Priklad 1.16.

Véta. Existuje prvocislo vétsi nez 15.

Napisme tuto vétu ve tvaru (1.28). Plati

Véta. Necht D je mnozinu vSech prirozenych ¢isel > 15 a V(n) je vyrokovou
formu ,,n je prvocislo“. Potom plati

dne D :V(n).

Tato véta je pravdiva. Hledanym cislem je napt. n = 17.
Jinym piikladem je véta

Priklad 1.17.

Véta. Necht n € N, a,, an_1,...,ay jsou komplexni ¢isla, a, # 0. Potom |%

rovinice

Ant"™ + p12" V4 e+ ag =0
ma v oboru komplexnich ¢isel C alespon jeden kofen.
Ptepisme tuto rovnici do tvaru (1.28). Dostdvame
Véta. Necht n € N, a,,, a,_1,...,a jsou komplexni ¢isla, a, # 0. Potom

Jr € C:apx” +an12" 4+ ... a1z 4+ ag = 0.

Véty tvaru £ se nazyvaji v literature jako véty existencni.
Jejich dikaz byva vétsinou obtizny. Véta (1.28) nevypovida
nic o tom, jak se nalezne toto x . Pouze rika, Ze existuje
takové x, pro néz je A(x) pravdivym vyrokem.

Kontrolni ot azky

1. Vysvétlete pojmy : axiom, definice, matematicka véta.
2. Uved'te typy vét, které zndte, a vysvétlete je na prikladeé.

3. Definujte sudé a liché prirozené cislo.
[Ptirozené ¢islo n nazveme sudym (lichym), jestlize existuje takové ptirozené
¢islo k, ze n =2k (n =2k — 1)].
4. Vyslovte formou véty vztah mezi dvéma vypovédmi:
a) ,, Trojtihelnik A(ABC') je pravouhly.“
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Zpisob
zavedeni
mnoziny

b) ,Jeli v trojuhelniku A(ABC) délka strany AB nejvétsi, potom
|AB|*> = |AC|* + |BC|*.«

1.4 MnoZinov é operace

V ¢asti 1.1 jsme si zavedli pojem mnozina. Ukézali jsme si zédpis mnoziny
s koneénym poctem prvku — definovali jsme mnozinu vycétem. Nyni si ukazme
definovani podmnoziny K mnoziny M pomoci vyrokové formy.

Necht V' (z) je vyrokova forma proménné x s oborem M. Potom zdpisem
K={zeM:V(x)} (1.29)

definujeme mnozinu K jako mnozinu vSech téch prvku x € M, pro néz je
vyrok V' (z) pravdivy.

Piiklad 1.18. Necht M je je mnoZina prirozenych é&isel vétsich nez 2 a
mensich nez 40. Oznacme V (x) vyrokovou formu: ,z je délitelné 5% kde x je
proménna s oborem hodnot M. Potom

K={zxeM:V(x)}

je mnozina vsech prirozenych ¢isel z intervalu (3,39), kterd jsou délitelnd 5,
to jest K = {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35}.

Pracuje-li se jen s prvky mmnoziny €2 a s jejimi podmnozinami, nazveme
Q) zakladnim prostorem. K usnadnéni vykladu byva zvykem pouzivat gra-
fického znazornéni mnozin. Zakladni prostor budeme oznacovat obdélnikem.
Podmnoziny mnoziny €2 budeme znazornovat rovinnymi obrazci, napt. kruhy,
ovaly, obdélniky lezicimi v obdélniku €2, znazornujiciho zakladni prostor.
Rovinnym obrazcem muzeme znézornit i mnozinu, ktera obsahuje jenom
koneény pocet prvku. Kazdy bod obrazce nemusi byt prvkem mnoziny, kterou
rovinny obrazec reprezentuje. Elementy mnoziny muzeme v ptipadé potieby
znazornit néjakym symbolem, napi. symbolem ,,+“. Do obrazce, znazornu-
jictho néjakou mnozinu muzeme zapsat i néjaké udaje, napt. ¢islo, udavajici
pocet prvku mnoziny. Pro zjednoduseni muzeme vynechat zédkladni prostor,
pokud neni nebezpeéi omylu.

Priklad 1.19. Uvazujme zdkladni prostor {2 a jeho podmnozinu
M = {a, b, ¢, d}. Na obr.1.1 je znazornén zékladni prostor 2 a mnozina
M bez udaju.

Obréazek 1.1: Znazornéni mnoziny M



Obrazek 1.2: Znazornéni mnoziny M s poctem jejich prvku

Na obr.1.2 je znézornén zakladni prostor {2 a mnozina M s udajem, zZe tato
mnozina obsahuje 4 prvky.

Na obr.1.3 je znazornén zakladni prostor €2 a mnozina M s vyznacenim jejich
¢tyt prvku a, b, ¢, d.

Obréazek 1.3: Znézornéni mnoziny M a jejich prvku

Komplement mnoziny. Nechf ) je zdkladni prostor a A C €. Potom
mnozinu

A={zxeQ:ax¢gA}

nazyvame komplementem mnoziny A. Je to mnozina téch prvku zakladniho
prostoru, které nepatii do mnoziny A. Na obrazku obr.1.4 je vyznacena jak
mnozina A, tak i mnozina A’. Mnozina A’ je Seda.

Q A

Obrazek 1.4: Znazornéni komplementu mnoziny A

Piiklad 1.20. Necht zdkladnim prostorem je mnozina pfirozenych ¢éisel a
necht A je jeji podmnozina — mnozina sudych &fsel. Potom komplementem
mnoziny A je mnozina A’ lichych ¢isel.

Rozdil dvou mnozin Necht A, B jsou dané mnoziny. Potom mnoZina
C={reA:x¢B}

se nazyva rozdilem mnozin A, B a piseme A— B. Slovné vyjadieno : Mnozina
A — B je mnozina téch prvka z mnoziny A, které nepatii do mnoziny B. Na
obr.1.5 je znazornén rozdil A — B. Tato mnozina je Seda.

Zavedeni
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A_B

Obréazek 1.5: Znazornéni mnoziny A — B

Sjednoceni dvou mnozin Necht A, B jsou dvé mnoZiny. Potom mnozinu
C téch prvku, které patii do mnoziny A nebo do mnoziny B, nazyvame
sjednocenim mnozin A, B. Je tedy

C={zr:x€AVze B}

Piseme pak

C=AUB.
Na obr.1.6 je mnozina AU B Seda.

A
. AUB

Obrézek 1.6: Znazornéni sjednoceni AU B

Prinik dvou mnozin Necht A, B jsou dvé mnoziny. Potom mnozinu C
téch prvku, které patii jak do mnoziny A, tak i do mnoziny B, nazyvame
prunikem mnozin A, B. Je tedy

C={z:2€ ANz € B}.

Piseme pak
C=ANB.

Na obr.1.7 je mnozina A N B Seda.

Obrazek 1.7: Znazornéni pruniku AN B
Priklad 1.21. Necht A = {a, b, ¢, d}, B = {a, ¢, e, f, g}. Potom
AUuB=A{a,b,c,d, e, f, g}, ANB={a,c}.



Kartézsky sou¢in dvou mnozin Necht A, B jsou dvé mnoziny. Kartéz-
skym souc¢inem A x B (v tomto pofadi) rozumime mnozinu C' vytvofenou
v8emi usporadanymi dvojicemi [x,y], kde z € A Ay € B. Tedy

Ax B=A{[z,y]: x € ANy € B}. (1.30)

Oznaceni. Necht A je mnozina. Potom A? = A x A je mnoZina vsech
usporddanych dvojic [z, y], kde z,y € A.

Kartézsky soucin dvou mnozin lze zobecnit na kartézsky souc¢in n mnozin
Ay, Ag, ... A, Zapisujeme jej jako

Al X Ay x ... x A, (1.31)
a definujeme jej jako mnozinu vsech uspotradanych skupin n prvkua

[(],1, ag,...,an], kde a; eAi, 1=1,2,...,n.

Oznaceni. Necht A je mnozina. Potom

A"=AxAx...xA (1.32)

n

ozna¢ime mnozinu vSech usporadanych skupin o n prvcich z mnoziny A.

Kontrolni ot azky

1. Necht R je mnozina vSech redlnych ¢isel a A je interval (1,2).
a) Vyjadrete mnozinu A = R — (1,2) jako sjednoceni dvou intervalu a
graficky ji zndzornéte na ciselné ose.
b) Necht R je zakladni prostor, urcete A’.
c) Necht R je zdkladni prostor, urcete R’.

2. Necht A = {a, b, ¢}, B = {a, e}. Urcete nésledujici mnoziny a graficky
je znézornéte.
a) AUB, b) ANnB, c¢) A—B.

[a) {a, b, ¢, e}, b){a}, <) {b c}].

3. Necht R je mnozina vsech redlnych ¢isel a A je interval (1,2). V kartézské
soutadnicové soustaveé vyznacte mnozinu

a) Ax A, b)R?—Ax A.

1.5 Cisla

Kazdy ¢tenar tohoto textu pracuje s ¢isly. Préce s ¢isly je mu samoziejmosti,
avSak malokdo si uvédomuje, jak je pojem cisla obtizny. Pfesné zavedeni
pojmu cisla se vymyka nasim moznostem. Tuto kapitolu je proto mozné
chapat jen jako pfipomenuti vlastnosti ¢isel a jako pokus o vytvotfeni nahledu

Zavedeni
pojmu
kartézsky
soudin
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na jeden zpusob zavedeni pojmu ¢isla. V této kapitole uvedeme téz nékolik
pripominek k numerickym vypoctum a zopakujeme si nékteré tukony s redl-
nymi Cisly. Zopakujeme si téz zavedeni komplexnich ¢isel. Soucasti vykladu
je néekolik piikladi. Pokud nékdo bude mit potize s jejich fesenim, doporucuji
sbirky prikladu ze stredoskolské matematiky.

1.5.1 Reéalnadisla

Redlna ¢isla je mozno zavést axiomaticky. O axiomatickém zavedeni pojmu
realného ¢isla se sice zminime, ale tento zpusob zevedeni nebudeme hloubéji
rozebirat. V textu jsou axiomy uvedeny, ale budeme se na né odvolavat jen
jako na zakladni vlastnosti realnych cisel. Pujde zde tedy v podstaté jen o
nékolik poznamek k realnym c¢islim a o zopakovani nékolika pravidel pro
pocitani s nimi.

Historicky zacali lidé pouzivat napted prirozend c¢isla. Vyjadiuje se jimi pocet
prvku koneéné mnoziny i poradi odpocitavanych objektu. V matematické
literatufe neni pojem ,, mnozina prirozenych ¢isel“ chapan jednotné. Nekteii
autofi zarazuji do mnoziny piirozenych ¢isel i nulu. V dalsim budeme pod
mnozinou prirozenych ¢isel rozumét jen mnozinu ¢isel 1,2, 3,...; budeme ji
znacit N.

Na mnoziné N je zavedena relace ,<“ (mensi nebo rovno) a jsou zavedeny
operace secitani, oznacend ,,+“, a nasobeni, oznacena ,,-“. Jestlize a,b € N a
existuje takové ¢islo ¢ € N, pro néz plati a = b+c¢, ozna¢ime ¢ = a—b. Je tedy
mezi nékterymi prvky z N definovana operace ,,—“, nazveme ji ode¢itanim.
Pozadavek proveditelnosti této operace pro vsechna a,b € N vede k zavedeni

0 a celych zapornych ¢isel —1, —2, —3,.... Mnozina N sjednocend s mnozinou
{0} a mnozinou celych zépornych ¢isel se znaci Z a nazyva mnozinou celyjch
cisel. Operace ,,+, — a usporadani ,,<*“ definované na mnoziné prirozenych

¢isel se rozsiruji na celou mnozinu Z. Na mnoziné Z je pak definovana operace
»—“ (Zavedeni celych ¢isel umoznuje pracovat nejenom s hotovosti, ale i s
dluhy.)

Necht p,q € Z, q # 0. Jestlize existuje x € Z tak, Ze p = ¢ - x, piseme
T = 57 resp. x = p : q. Operaci ,,:“ nazyvame délenim. Aby déleni cisla p
¢islem ¢, ¢ # 0, bylo vzdy proveditelné, rozsifuje se mnozina Z na mnozinu
@, zvanou mnozina racionalnich ¢isel. Operace ,,+, —,-“ a usporadani, de-
finované na mnoziné Z, rozsifujeme na celou mnozinu Q. Na mnoziné Q je
pak definovano i déleni ¢isla p ¢islem ¢ pro vsechna p,q € Q, ¢ # 0. Mnozinu
Q nazyvame mnozinou raciondlnich ¢isel a operace ,,+, —, -, :“ nazyvame ra-
ctondlnimi operacemi. Racionalnim ¢islem je tedy kazdé ¢islo tvaru g, kde
p,q€Z,q#0.

Jestlize g, = € Q, potom e

13

= I, jestlize ps = rq. Napr. g = % Kazdé celé cislo
a € Z lze zapsat ve tvaru ¢. (Zavedeni raciondlnich ¢isel umoziiuje pocitat i

s ¢astmi celku.)

Zavedme si nyn{ ¢iselnou osu.



Ciselna osa. Uvazujme pifmku s danym bodem 0, nazveme jej pocatkem.
Jisty smysl pfimky zvolime jako kladny. Zvolme déle tsecku, jeji délku
oznacime jako jednotku. V textu budeme tuto piimku kreslit ve vodorovné
poloze a za jeji kladny smysl volime smér zleva doprava. Ke kazdému ra-
cionalnimu ¢islu prifadime na této piimce bod takto: ke kazdému pfirozenému
¢islu n pritadime bod, oznacme jej n, a to tak, ze zvolenou jednotku nane-
seme od pocatku n-krat v kladném smyslu, to jest doprava. Ke kazdému
celému zapornému ¢islu m pritadime bod, ozna¢me jej m, a to tak, ze zvo-
lenou jednotku naneseme od pocatku (—m)-krat v zéporném smyslu, to jest
doleva. Cislu 0 prifadime pocétek. Necht g je raciondlni ¢islo, které neni
celym cislem. Bez Ujmy na obecnosti lze predpokladat, ze p € Z, ¢ € N,
q # 0. Usecku, jejiz délku jsme zvolili za jednotku, rozdélme na ¢ stejnych
dilka. Je-li p > 0, naneseme p téchto dilku doprava, je-li p < 0, naneseme
(—p) téchto dilku doleva. Obdrzeny bod oznacime 2. Jsou-li L,  takovd ra-
ciondln{ ¢fsla, ze ps = rq, potom je jim piifazen tentyz bod. Cisla g, ~ jsou
zapisy téhoz racionalniho ¢isla, napi. zapisy %, % predstavuji totéz racionalni
¢fslo. Oznaéme Q mnozinu viech boda prifazenych naznacenym zpusobem
k racionalnim ¢islim. Uvedenou primku nazveme ciselnou osou. Neni pod-
statny rozdil mezi bodem z mnoziny Q a raciondlnim cislem, k némuz byl
bod piifazen. Budeme tedy pouzivat pojem bod g a racionalni ¢islo % ve

7

stejném vyznamu. Na obr. 1.8 jsou vyznacena cisla —2,—1,0,1,2 a cislo 3.

\

\
AN

L |

I I I
-2 -1 0 1 u 2 3
Obréazek 1.8: Ciselnd osa.

Jestlize k ¢islu p je prifazen bod na ciselné ose nalevo od bodu prifazenému
k ¢islu ¢, je p < g, resp. ¢ > p. Budeme pak fikat, Ze ¢islo p je mensi nez ¢islo
q, resp. ze ¢islo ¢ je vétsi nez éislo p. Rekneme, ze p < ¢, je-li p < ¢ nebo
p = q. Mnozina Q je vzhledem k operaci < linedrné usporadanou.

o~ -~
N

Lze ukézat, ze operace ,,+“, ,,-“ a ralace ,<“ definované na mnoziné Q maji
tyto vlastnosti:

Q) (z+y)+z=z+(y+z)proz,yzeQ

Q2) r+y=y+xprox,y e Q.

Q3) Existuje prvek 0 € Q tak, ze pro x € Q plati z + 0 = .

Q4) Ke kazdému z € Q existuje prvek —z € Q tak, ze x + (—z) = 0.
Q5) (z-y)-z=ua-(y-z) pro kazdé z,y,z € Q.

Q6) v-y=y-xproz,yc Q.

Q1) Existuje prvek 1 € Q tak, ze pro z € Q plati x - 1 = .

Q8) Ke kazdému = € Q, = # 0 existuje prvek 27 € Q tak, ze x - 27! = 1.
Q) z-(y+z2)=(x-y)+ (z-2) proz,y,z € Q.

(Q10) Usporadani < je linearni.

(Q11) Je-li z,y,2 € Q, z <y, pak x + z <y + 2.

Q12) Je-liz,y,2€ Q, z <y, z>0,pakz-2<y-z
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Z uvedenych vlastnosti vyplyva, ze mezi kazdymi dvéma raciondlnimi ¢isly
lezi raciondlni ¢islo. Jsou-li totiz r, s raciondlni ¢isla, je (r + s)/2 raciondlni
¢islo, které lezi mezi témito cisly r, s. Odtud vyplyva, ze mezi kazZdymi dvéma
raciondlnimi cisly lezZi nekoneéné mnoho raciondlnich cisel.

V' oboru raciondlnich cisel nelze resit Tadu dulezitych uloh. Prikladem je
vypocet délky kruznice o poloméru 1, vypocet délky uhlopiicky ¢tverce o
strané 1, atd. Ukazme to na nasledujicim priklade.

Piiklad 1.22. Ukazme, ze délka uhlopricky ¢tverce o strané rovné 1 se neda
vyjadiit jako raciondlni ¢islo.

Reseni. Oznac¢me v hledanou délku uvedeného ctverce. Ziejmé u? = 2.
Kdyby bylo mozno vyjadfit délku u jako raciondlni ¢&islo, bylo by mozno
zapsat u ve tvaru

(1.33)

u =

p
q7
kde p,q € N a p, ¢ jsou nesoudélnd. Z (1.33) dostavame u? = ’q)—z. Ponévadz
u? = 2, dostdvame

p* = 24¢°. (1.34)

Je tedy p? ¢&fslo sudé a tedy i p je sudé. Tedy p lze zapsat ve tvaru p = 2r,
kde € N. Dosazenim do (1.34) dostdvame

4r* = 24°. (1.35)

Odtud
@ =2 (1.36)

takze ¢? je sudé. Je tedy i ¢ sudé éislo. Jsou tedy éisla p, ¢ &isla sud4, a tedy
nejsou nesoudélnd. To je spor s predpokladem. Tedy u neni raciondlni ¢islo
a tedy k u dosud neni na ¢iselné ose prifazen bod z Q.

Délku u ihlopficky ¢tverce o strané 1 naneseme na ¢iselnou osu s raciondlnimi
body a dostaneme tak bod, ktery oznac¢ime wu.

Ke kazdém bodu na ciselné ose, ktery neni pfifazen racionalnimu ¢islu, pfi-
fadime podobné objekt, ktery nazveme iraciondlnim cislem. Potom je ke
operace seCitani a nasobeni a relace linearniho uspotradani, definované na
jeji podmnoziné Q. MnoZinu vsech raciondlnich a iraciondlnich cisel na-
zveme spoleé¢nym ndzvem ¢isla redlna a budeme ji znacit R. Konstrukce ira-
ctondlnich cisel pomoci ¢isel raciondlnich a rozsirent linedrnitho usporddand
mnoziny Q a operaci ,+ “ a ,“ na mnoZinu R je pomérné ndrocnd. Jednu
z takovychto konstrukei v dalsim textu nastinime pro vytvoreni ndhledu na
uvedenou problematiku.

Uved'me vsak napied zdkladni vlastnosti takto zavedenych redlnych cisel.
Daéle uvedené vlastnosti je mozno pouzit k axiomatickému zavedeni redlnych



c¢isel takto. Mnozinu R, na niz jsou zavedeny operace ,,+,-“ a usporadani <
s nasledujicimi vlastnostmi, nazyvame mnozinou redlnych ¢isel.

Zakladni vlastnosti realnych cisel _

®R1) (z+y)+2z=z+ (y+ z) pro vSechna z,y, z € R.
(R2) * +y =y + x pro kazdé x,y € R.
(R3) Existuje prvek 0 € R tak, ze pro kazdé x € R plati

r+0=ux.
R4) Ke kazdému x € R existuje prvek —x € R tak, ze
r+ (—z)=0.

®s5) (z-y)-z=x-(y-2) pro vSechna z,y,z € R.

R6) x -y =1y -x pro kazdé x,y € R.

(r7) Existuje prvek 1 € R tak, ze pro kazdé x € R plati
r-1=ux.

r8) Ke kazdému x € R, x # 0 existuje prvek 2! € R tak,
sex- -zt =1.

R9) z-(y+2)=(x-y)+ (x-2) pro vSechna x,y, z € R.

(r10) Usporadani < je linearni.

®1) Je-liz,y,z € R,z <y, pakx+ 2z <y + z.

R12) Je-liz,y,z e R, x <y, 2>0,pakzr-z<vy-z.

®R13) Jsou-Ii X C R, Y C R neprazdné mnoziny a plati-li
x < y pro kazdé x € X a kazdé y € Y, pak existuje
a € R tak, ze v < a < y pro kazdé x € X a kazdé
yeyY.

Vrafme se k ¢islu u, které reprezentuje délku thlopiicky &tverce o strané rovné zvolené
jednotkové délky, k nému piifadme bod u na &selné ose tak, Ze jeho vzdalenost od bodu
0 je rovna u. Oznaé¢me X mnozinu vsech téch racionalnich ¢isel, k nimz jsou na ¢iselné
ose piitazeny body lezici vlevo od bodu wu, to jest raciondlnich éfsel z, pro néz je 22 < 2
nebo x < 0, a Y mnozinu téch raciondlnich ¢isel, k nimz jsou na ¢iselné ose pritazeny
body lezici vpravo od bodu u, to jest raciondlnich &isel y, pro néz je y > 0 a 2 > 2. Pro
kazdé z € X a kazdé y € Y plati tedy vztah = < y. Déle plati X UY = Q. Napiiklad ¢isla
1;1,4;1,41; 1,414 € X a cisla 1,5; 1,42; 1,425 € Y. Cislo u je uréeno mnozinami X, Y.
Cislo u neni racionalni. Nazveme jej ¢islem iraciondlnim. Budeme pak psit u = (X,Y).

Podobné oznaéme R mnozinu viech téch usporddanych dvojic mnozin Ay, Ay C Q, ze

B pro kazdé x € Ay a kazdé y € As plati x < y,

B A,UA =Q.
Necht (A1, A43) € R. Jestlize existuje takové h € Ay, ze pro vsechna x € A; jex < h
polozime h = (Aj, As2). Usporddand dvojice (Aj, As) reprezentuje pak raciondlni éislo
h. Podobné, jestlize existuje takové d € As, Zze pro vsechna y € As je y > d polozime
d = (A1, As). Usporadand dvojice (Ay, A2) reprezentuje pak raciondlni éislo d. V pripadé,
Ze neexistuje takové h € Ay, ze pro vSechna x € A; je x < h a Ze neexistuje ani takové
d € As, 7e pro viechnay € A jey > d, nazveme usporddanou dvojici (A1, As) iraciondlnim

>
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cislem. Pomoci operaci ,+“ a ,,-“ a relace ,,<“ na mnoziné QQ se definuji operace secitani a
nasobeni a linearn{ usporadani na R. Napr. Jestlize a = (Ay, A3),b = (B, Bs) € R,a # b,
fekneme, ze a < b pravé kdyz existuje y € As tak, ze y € By. Jestlize a = (Aj, A3),b =
(B1,B9) € R,a # b, polozime ¢ = a + b, kde ¢ = (C1,C3), jestlize

B Ci={x+y:x€ A ANy€ B},

B Cy={z+y:az€ Ay ANy € Bs}.

Vsimnéte si, ze jestlize Ay, As jsou takové podmnoziny mnoziny Q raciondlnich ¢isel, ze
A1UA; =Qaproz € Ay ay € Ay je x < y, potom podle (R13) existuje a € R tak, ze
pro vSechna a; € Ay, as € As plati a1 < a < as.

Vlastnosti linearniho usporadani realnych cisel. Ze ,zékladnich vlast-
nosti realnych ¢isel“ dostavame tuto vétu.

Pro libovolna ¢isla x, vy, z,u plati

(1.37) Je-li v <y, z < u, potom x + z < y + u.
Slovy: Levé 1 pravé strany souhlasnych nerovnic
muzeme secist.

(1.38) Je-lix < y,z2>0,pakx-2<y-z.
Slovy: Nasobime-li obé strany nerovnice tymz kladnym
¢islem, smysl nerovnice se nezméni.

(139) Je-li0 <z <y,0<z<wu,platiO<zx-z<y-u.

(1.40) Je-lix < y,2 <0, potomx -2 >y - 2.
Slovy: Nasobime-li obé strany nerovnice tymz
zapornym cislem, zméni se smysl nerovnice.

(1.41) Je-li 0 <z <y, plati 0 < i < %
Slovy: Jestlize v nerovnici mezi kladnymi ¢isly
prejdeme k reciprokym hodnotam, zméni se smysl ne-
rovnice.

Dikaz: Dokézeme jen (1.40). Dukazy ostatnich tvrzeni pfenechavam ¢tenafi.
Necht tedy
<y, z<0.

Pricteme-li na obé strany vztahu z < 0 ¢islo —z, dostdvame podle (R11)
0<—z.
Nésobenim vztahu x < y éislem —z dostdvame podle (1.39)
—xz < —yz.

Pri¢tenim zz + yz na obé strany této nerovnice dostdavame

yz <xz, tojest xz2>yz. 0



Priklad 1.23. V R feSte nerovnici

2 41 < 5z — 2. (1.42)

Reseni. Na obé strany (1.42) piipocitejme —2z42. Uzitim (R11) dostavame
3 < 3. (1.43)
Nésobenim (1.43) ¢islem 1 dostavame
x> 1.
Tedy nerovnici (1.42) vyhovuji vSechna ¢isla z > 1.

Zavedeni absolutni hodnoty realného cisla.

Zavedme pojem absolutni hodnota redlného &sla touto definici.

Definice 1.1. (Absolutni hodnota redlného ¢isla) .
Necht z € R. Polozme

2] = x, je-liz >0,
| -, jeliz <0.

Cislo |z| nazveme absolutni hodnotou ¢isla x.

Na obr. 1.9 je vyznacen graf funkce y = |x|.

Y

y = |z|

Obrézek 1.9: Graf funkce absolutni hodnota (y = |z]).

Piiklad 1.24. a) | — 4| = 4. Polozime-li x = —4, je x < 0, takze podle
definice je | — 4| = |z] = —(—2) = —(—4) = 4.

b) |z — 2|, kde x je redlné se urci takto: Je-li # —2 > 0, to jest, jestlize
x>2 je|r—2=x—2. V piipadé, ze z — 2 < 0, to jest, jestlize x < 2, je
|z — 2| = —(z — 2) =2 — 2. Tedy

_J =2 prox >2,
|x—2]—{ 2—x prox <2.

=
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Absolutni
hodnota —
pravidla

Pro absolutni hodnotu realnych cisel plati vztahy uvedené v nasledujici véte.
Jejich dukazy prenechdavame ctenari.

Véta 1.3. (Pravidla pro absolutni hodnoty) -

Necht x,1y,a,e € R, € > 0. Potom plat{
z| >0 (1.44)
r <|z|,—x < |z| (1.45)
] = | — (1.46)
|z = [yl < |z +y| < |z] + |y (1.47)
|- y| = || - [y] (1.48)
2] = & proy # 0 (1.49)
|t —a|<e<=a—c<zxr<a+e (1.50)

Poznamka 1. jestlize pro vSechna x,y € R polozime

p(x,y) = | —y|

je p(x,y) vzdélenost bodu z,y.

Poznamka 2. Jsou-li a,¢, kde € > 0, pevnd ¢isla, potom |z — a| v (1.50)
znamend, ze x je od bodu a vzdaleno o méné nez . Ponévadz body a — ¢,
a + € jsou od bodu a vzdéaleny praveé o ¢, lezi x mezi body a — ¢, a + ¢, tedy
plati @ — e < & < a + ¢ (viz obr. 1.10).

Ll
a— € a x a-+¢€

Obrazek 1.10: K poznamce 2.

Priklad 1.25. V R feste nerovnici
2r— 1 < | — 2| < 3z + 2. (1.51)
Reseni. Reseni rozdélme do dvou éasti
a) Necht z —2 > 0. Potom |z — 2| = x — 2. Déle je
T > 2. (1.52)

Ze vztahu
e—1<xz—2
dostéavame
x < —1. (1.53)



Ze vztahu

r—2<3x+2
dostavame
20 > —4,
tedy
x> —2. (1.54)

Vztahy (1.52), (1.53), (1.54) vyznacime na ¢iselné ose.

Vidime, ze pro z > 2 nemé rovnice feSeni.

B) Necht z — 2 < 0. Potom |z — 2| = —z + 2. Podle predpokladu je
r < 2. (1.55)
Ze vztahu (1.51) pro tato z dostdvame
2 -1 < -2+ 2.

Odtud dostavame

3r < 3,
tj.

x < 1. (1.56)
Ze vztahu

—(x—2) <3x+2

dostavame

4x > 0,
tj.

x> 0. (1.57)

Ze vztahtu (1.55), (1.56), (1.57) dostavame

9

O<z<l.

Dané tloze tedy vyhovuji vSechna ¢isla, pro néz plati

O<z<l.

41



1. Prfipomenuti z akladnich znalosti z matematiky

42

Zapis
raciondlniho
&isla

1.5.1.1 Zapisre alnych cisel v n ékterych ciselnych soustav ach

K zépisu ¢isel v desitkové soustaveé pouzivame deset symbolu (cifer) 0, 1,2, 3,
4,5,6,7,8,9 a piipadné desetinnou ¢érku (v zahraniénim textu a pii préci
na pocitaci ¢asto desetinnou tecku). Tak napft. zapisem

305,21 (1.58)

zapisujeme ¢&slo 3102 4+0-101 +5-10°4+2-1071 4+ 1-1072. Ke zdtraznéni,
ze (1.58) je zépis ¢isla v desitkové soustave, lze (1.58) zapsat ve tvaru

(305,21) 1. (1.59)

Podobné k zépisu ¢isla v osmickové soustavé pouzivame osm symbolu (cifer)
0,1,2,3,4,5,6,7 a ptipadné ¢arku, resp. tecku. Potom napft. zapis ¢isla 305,21
v osmickové soustave, tj. ¢isla (305,21)g je zkrdceny zépis ¢isla

3-8 40-8+5-8"+2-8"+1.87
tj. ¢isla, jehoz ekvivalentem v desitkové soustavé je ¢islo
196,375,

takze
(305,21)s = (196,375)10.

Na pocitacich se vétsinou pracuje s ¢isly zapsanymi ve dvojkové soustave.
K jejich zapisu se pouziva dvou symbolu 0,1 a pripadné ¢arky, resp. tecky.
Potom napft. zapis

(1011,1)4

je zéapis cisla ve dvojkové soustave, jehoz ekvivalentem v desitkové soustave
je cislo
1-2240-2241-2"4+1-2°41.271,

tedy
(1011,1), = (11,5)10.

Nebude-li feceno jinak, budeme cisla zapisovat v desitkové soustave.

Zapis racionalniho cisla.

Kazdé nenulové racionalni ¢islo 1ze zapsat ve tvaru —|—§ nebo —57 kde p,q € N,
q # 0. Délenim ¢isla p ¢islem ¢ dostaneme bud'to ¢islo v desitkové ¢iselné
soustavé s konecnym poctem cifer ruznych od 0, anebo ¢islo, které ma za
desetinnou ¢arkou sice nekoneéné mmnoho cifer ruznych od 0, avsak v zapise
c¢isla existuje takova usporadand skupina cisel, ze za kazdou takovou skupi-
nou cisel bezprostredné néasleduje opét tato skupina cisel. Takovato cisla se
nazyvaji periodicka. Zapis je mozné provést tak, ze nad prvnim vyskytem
opakujici se skupiny se da pruh a dalsi navazujici skupiny se nepisi. Naprt.
misto 0,323232. .. napiSseme 0,32, nebo misto 0,333 ... se napise 0,3.



Zapis iracionalniho c¢isla v desitkové soustavé by vyzadoval zapsat ne-
konecné mnoho cifer za desetinnou ¢arkou. To vsak neni redlné mozné. V kon-
krétnim pripadé bychom mohli uvést pravidlo, jak urcit cifru ¢isla na jeho
zvolené pozici.

Pifkladem iraciondlniho ¢fsla je napt. ¢islo v/2, o kterém jsme pojednali, nebo
Ludolfovo éfslo, které se znacéi symbolem 7. Cislo 7 je dulezité v fadé aplikact,
napt. pii vypoctu délky kruhového oblouku, pii vypoctu objemu rota¢niho
kuzele s danym polomérem zakladny a danou vyskou.

Aproximace ¢isel. Uved'me si nékolik pozndmek k aproximaci ¢isla x ¢islem
Z. Rozdil Z—x nazyvame absolutni chybou aprozimace .V redlnych situacich
tuto chybu nezname, ale casto ji muzeme odhadnout. Odhadem absolutni
chyby rozumime ¢islo 6 > 0, pro néz plati |z — x| < §.

Jestlize x je iraciondlni ¢islo v desitkové soustavé a v jeho zapise ponechame
jen prvnich n cifer za desetinnou ¢arkou, dostaneme raciondlni ¢islo z, pro
nez plati |z — z| < 107",

Predpokladejme, ze pii méreni vzdalenosti dvou mist A, B, kde A je misto
v Praze a B je misto v Brné, se dopustime chyby nejvyse 1m. Podobné
predpokladejme, ze pri méreni délky obdélnikové mistnosti se dopustime
rovnéz chyby nejvySe 1m. Je zfejmé, Ze stejny odhad chyby méfeni nelze
pouzit ke srovnani presnosti metody meéreni.

K posouzeni ,kvality “ aproximace se pro x # 0 pouziva casto tzv. relationi

chyba, definovana vztahem
x—T

x
Cislo 6 > 0, pro néz plat

nazyvame odhadem relativni chyby.

Pri numerickych vipoctech jsme v jistém okamziku nuceni ¢isla iraciondlng,
s nimiz se pracuje, aprozimovat Cisly raciondlnimi. Provadime-li viypocty
na kalkulacce, nebo na pocitaci, nemdme k dispozici ani mnozZinu vsech ra-
ctondlnich cisel. Pracuje se jen s cisly dané reprezentace v daném rozsahu.
Viysledek raciondlni operace (+,—,-,:) s témito ¢isly se aproximuje podle za-
budovaného kritéria opét cislem dané reprezentace.

Uvazujme nyni mnozinu vSech ¢isel ve tvaru

+to,t 1t o...t_p - 107, (1.60)

kde n je dané prirozené cislo, k je libovolné celé ¢islo, pro néz plati —m <
k < 'm, kde m je dané prirozené ¢islo, a tg, t_y1,...,t_, € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8, 9}, je-li v (1.60) tg = 0, je tg =ty = ... = t_, = 0. Jako konkrétn{
piiklad uvedme (1.60) pro n = 3, m = 10, tj. mnozinu vsech ¢&isel tvaru

+to,t_1t_ot_5 - 10", -10 < k < 10, (1.61)

Zapis
iracionalniho
&isla

Zavedeni
pojmu
absolutni
chyba

Zavedeni
pojmu
relativni
chyba
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Vliv
zaokrouhlovani
&isel na
vysledek

4

kde t07 t_17 t_z € {O7 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, pfléemz je—li to = 0, je t_l = t_z =
t_3 = 0. Napft. c¢isla
2,132-10%, —5,701-1072

patii do mnoziny tvaru (1.61).
Necht a,b jsou éisla tvaru (1.60). Necht ,,op* znaci kteroukoli z racionalnich

operaci ,,+, —, -, :“. Polozme
c=aopb.

Cislo ¢ nemusf patfit do mnoziny &sel (1.60). Oznacme nynf ¢ takové &slo
z (1.60), ze
lc—¢& <5107

Polozme
t=a b.

Pokud existuji dvé takové &isla ¢, nechf je ddno pravidlo k uréeni jednoho
z nich. Operaci ,, @) “ nazveme aproximacni operaci ,,op*“, to jest aproximacni
secitani ,, P “, aproximacni odecitani ,, O “, aproximaé¢ni déleni ,, &) “ a apro-

ximacni nasobeni ,, () “.

Uved'me priklad pro aproximacni ndsobeni ¢isel z (1.61). Necht
a=2130-10°, b=3,152- 10"

Potom, ozna¢ime-li ¢ = a - b, dostavame

¢ =6,71376 - 10*.

Polozime-li
¢=6,714-10%,

je ¢ cislo z (1.61), pro néz plati
lc—¢ <5107 =5,

Polozime tedy

c=a()b.
Je evidentni, ze pro aproximacni raciondlni operace neplati stejné zakony
jako pro operace racionélni. Napft. pocitdme-li s ¢isly (1.61), dostavame

(9,853 - 10° (D 1,000 - 107%) D 9,853 - 10° = 0,
avSak zménou pofadi operaci dostavame

(9,853 -10°(© 9,853 - 10%)(@® 1,000 - 1072?) = 1,000 - 1072

Nahradime-li pri vycislovani néjakého vyrazu racionalni
operace odpovidajicimi aproximacnimi operacemi, miuzeme

dostat vysledek naprosto vzdaleny od spravné hodnoty.



Je tomu tak proto, Ze se omezujeme jen na pevné dany
konecny pocet cifer a ponevadz pri aproximacnich ra-
cionalnich operacich neplati stejna pravidla jako pro operace
racionalni.

Uved'me nyni pifklad, na némz ukdzeme, Ze matematicky ekvivalentni vypoc-
tové postupy mohou vést k odlisnym vysledkum pii pouziti aproximaénich
operaci misto presnych operaci.

Ve statistice se setkate s touto ilohou.

Uloha. Jsou ddna ¢isla T1,To, ..., 2y, p > 1. Vypoditejte o podle vzorce
1 p
ol = —— (z; —7)% (1.62)
p -1 =1
kde
12
52 (1.63)

Ukazuje se, Ze o2 lze vypocist matematicky ekvivalentnim zptsobem podle
vzorce

1 . 1 (&)
0= —— T — = T; . 1.64
(2 (5 "

i=1
Vypocet podle (1.62), (1.63) nazyvame dvouprichodovym, napied je nutno
vypocist T podle (1.63) a teprve potom o podle (1.62). Vypocet podle (1.64)

se nazyva jednopruchodovym.

Priklad 1.26. Porovnejte vypocet o dvouprichodovou metodou (vztahy
(1.62), (1.63)) a jednopruchodovou metodou (vztah (1.64)) pro data

r1 = 10000, 2 = 10001, 3= 10002,

pii reprezentaci ¢isel ve tvaru (1.60) pro n = 7, m = 10 uzitim aproximaénich
operact @, O, O, ©.

Reseni. Cisla 1, 2, 23 zapisme v dané reprezentaci. Dostédvame
z1 = 1,0000000 - 10*, 25 = 1,0001000 - 10*, 23 = 1,0002000 - 10*.
Dvouprichodova metoda.

7 = (1,0000000 - 10* @ 1,0001000 - 10* @ 1,0002000 - 10*) ) 3,0000000 - 10°.

Lehce nahlédneme, ze
7 = 1,0001000 - 10*,
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Ohraniceni
Ciselné
mnoziny

Dosazenim tohoto T do (1.62) dostdvame uzitim aproximacnich racionalnich
operaci
o? =1,0000000 - 10°,

tj.
o> =1.

Jednoprichodovd metoda. Uzitim aproximacnich racionalnich operaci dosta-
vame

r1 = 21 Oz = 1,0000000 - 10°,

73 = 19D xe = 1,0002000 - 10°,

x3 = 13D xz = 1,0004000 - 10°,

21 @25 @3 = 3,0006000 - 10°.
Podobné

71Dz @ x5 = 3,0003000 - 10*,

(11 Dz @D 2s)* = 9,0018001 - 10°.

(11 D a2 @ 3)* O3 = 3,0006000 - 10°.
Uzitim téchto mezivysledki dostdvdme z (1.64) 0* = 0, tedy odlisny vysledek
nez pouzitim dvoupruchodové metody.

Poznamka. Pii praktickych numerickych vypoctech ovsem nepouzivame o-
znaceni ,, @0 “ pro provadéni operaci, mlcky pouzivdme oznaceni odpovidajici

13

operacim mezi redlnymi ¢isly, tedy opreaci ,,+, —, -, :“

1.5.1.2 Mnoziny re alnych ¢isel

Zaved me si nékolik pojmu spojenych s mnozinami redlnych ¢isel.
Ohrani¢ené mnoziny. Nechf M C R. Rekneme, 7Ze mnozina M je shora
ohranicend, jestlize existuje takové cislo h, ze

reM = xz<h.

Cislo h nazyvame hornim ohranicenim mnoziny M.

Podobné fekneme, Zze mnozina M je zdola ohranicend, jestlize existuje takové
realné cislo d, ze
reM = x>d.

Cislo d nazyvame dolnim ohranicenim mnoziny M.

Jestlize mnozina M je shora i zdola ohranicend, fikdme, ze je ohranicend.

Jako piiklad uved me mnozinu

1
M={zxeR:2=—, kden € N}.
n



Ztejmé hornim ohrani¢enim mnoziny M je kazdé realné ¢islo h > 1 a dolnim
ohrani¢enim mnoziny M je kazdé ¢islo < 0.

Zavedme si ddle pojmy mazimum, minimum a pojmy suprémum a infimum
mnoziny redlnych cisel.

Rekneme, zZe Cislo xy. je maximum ciselné mnoziny M,

jestlize
1. xmax € M,
2. jestlize x € M, potom < Tpax.

Piseme .4 = mz}\}( X, resp. Tmax = max M. Jestlize takové
xre

c¢islo neexistuje, rikame, ze mnozina M nema maximum.

To znamend, ze Tyax je hornim ohranicenim mnoziny M, které do do M
patii.

Rekneme, zZe c¢islo xp;, je minimum c¢iselné mnoziny M,

jestlize
1. zpim € M,
2. jestlize x € M, potom T > ZTpin.
Piseme xy;, = mlﬂr/} x, resp. Tmin = min M. Jestlize takové
re

c¢islo neexistuje, rikame, ze mnozina M nema minimum.

To znamena, ze T, je dolnim ohrani¢enim mnoziny M, které do do M patii.

Jako pifklad uvedme dvé mnoziny U,V redlnych ¢isel

1
= {xER:x:ﬁ, kde n € N}, (1.65)

U
V = {zeR:z2<2Az>0} (1.66)

Ztejmé max r = 1, min x neexistuje, maxx = 2, minx = 0.
zeU zelU zeV eV

Vsimnéme si, ze podle definice je maximum (minimum) ¢iselné mnoziny M
jejim prvkem.

Uved'me si dva podobné pojmy: supremum a infimum ¢&fselné mnoziny. Tyto
pojmy posluchaci nékdy mylné zaménuji s pojmy maxima a minima ¢iselné
mnoziny.

>

Maximum
Ciselné
mnoZiny

=

Minimum
Ciselné
mnoZiny
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Necht M je mnoZina redlnych c¢isel. Rekneme, Ze ¢islo G je

supremem mnoziny M a piSeme G = sup x, ¢i G = sup M,
xeM

jestlize plati
1. Je-li x € M, potom x < G,
2. je-li G’ < G, potom existuje takové x’ € M, ze G' < x’.

Je tedy G nejmensi horni ohrani¢eni mnoziny M.

Rekneme, ze cislo g je infimem mnoziny M realnych cisel a

piseme g = inj\fé{ x, resp. g = inf M, jestlize plati
xre

1. Je-lix € M, potom x > g,
2. je-li ¢’ > g, potom existuje takové x” € M, ze 2" < ¢ .

Je tedy g nejvétsi dolni ohraniceni mnoziny M.

Na obr. 1.11 ilustrujeme infimum a supremum mnoziny M.

/
x// g G/ l‘/
: —

- M ]

g=inf M G=supM

Obrazek 1.11: Infimum a supremum mnoziny M.

Vsimneme si, Ze sup M a inf M nemusi byt proky mnoZiny M. Jestlize plati
G = supM € M, potom G je maximem mnoziny M. Podobné, plati-li
g =inf M € M, potom g je minimem mnoziny M.

Jako bezprostredni dusledek vlastnosti (R13) redlnych ¢isel dostdvame toto
tvrzeni.

Jestlize M C R je shora (zdola) ohranic¢end, potom existuje
sup(M) (inf(M)).

Jako pifklad uved me mnozinu U definovanou vztahem (1.65). Ziejmé
g=1infU = 0.

Ponévadz g ¢ U, g je sice infimem mnoziny U, ale U nemd minimum. Naproti
tomu

G=supU =1, GeU,



takze G je zaroven maximem mnoziny U.

Rozsiteni mnoziny realnych ¢isel. Mnozinu redlnych ¢isel R nyni rozsiii-

MnoZina

me o dva symboly co, —oo, (misto oo lze psat i +00) (Cteme (plus) nekonecnoR* = R U {—oo, 0o}

a minus nekonecno). Mnozinu R U {—o0, 00} budeme znacit R*. Symboly
—00, 00 nazyvame nevlastnimi ¢isly. (Nékdy z duvodu struénosti pouze ¢isly.)
Stejné jako misto terminu realné ¢islo 1ze pouzit termin bod z, lze mluvit o
bodech oo, resp. —oc.

Polozme z < oo pro vSechna z € R. Jestlize mnozina M C R neni shora
ohranicend, polozime
sup M = oo.

Nevlastni ¢islo co je nejmensi horni ohrani¢eni mnoziny reélnych cisel.

Polozme x > —oo pro vSechna x € R. Jestlize mnozina M C R neni zdola

ohranicend, polozime
inf M = —o0.

Nevlastni ¢islo —oo je nejvétsim dolnim ohrani¢enim mnoziny pfrirozenych

Clsel.

Nékteré raciondlni operace rozsitime i na nevlastni ¢isla —o0, 00 a to takto.

Necht a € R, potom definujeme
a—+ 00 =00, 00+ a =00

o0+ 00 =00

a—0o00=—00, —00+a=—00
—00 — 00 = —0

a

— =0

+00

00 - 00 = 00

00 - (—o0) = —o0

—00 - 00 = —00

—OO'(_OO):OO
{ 0o, je-lia>0
a-00=14

oo, je-lia <0

0+ (—o00) = —o00, je-lia >0
- 0o, je-lia <0
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Poznamka. Vsimnéme si, ze nékteré operace, naptiklad

+
00 — 00, —00 + 00, %,O-oo,()-(—oo),

jsou nadale nedefinované.

Intervaly. Necht a,b € R, a < b. Mnozinu vSech z € R, pro néz plati
a < z < b, budeme zapisovat jako (a,b) a nazyvat uzavienym intervalem
o koncovych bodech a,b. Cislo a (b) nazgvéme levym (pravym) koncovym
bodem intervalu (a, b).

Mnozinu vSech x € R, pro néz plati a < x < b, budeme zapisovat jako (a,b) a
nazyvat otevrrengm intervalem o koncovijch bodech a,b. Cislo a (b) nazyvéame
levym (pravym) koncovym bodem intervalu (a,b).

Mnozinu viech z € R, pro néz plati a < z < b (a < x < b), budeme zapisovat
jako (a,b) ((a,b)) anazyvat zleva uzavrenym (otevienym) a zprava otevienym
(uzaviengm) intervalem o koncovijch bodech a,b. Cislo a nazfvame levym a
¢islo b nazyvame pravym koncovym bodem intervalu (a,b) ((a,b)).

Mnozinu vsech ¢isel x € R, pro néz plati a < x < 0o (a < < ), budeme
zapisovat jako (a,00) ((a,00)) a nazyvat zleva uzavienym (otevienym) inter-
valem o koncovijch bodech a,oc. Bod a budeme nazyvat levym a bod oo jeho
pravym koncovym bodem.

Mnozinu vsech ¢isel x € R, pro néz plati —co < = < a (—00 < o <
a), budeme zapisovat jako (—oo,a) ((—00,a)) a nazyvat zprava uzavienym
(otevienym,) intervalem o koncovijch bodech —oo,a. Bod —oo budeme nazy-
vat levym a bod a jeho pravym koncovym bodem.

Mnozinu vsech redlnych ¢isel x muzeme zapsat jako (—oo,00) a nazyvat
intervalem o koncovych bodeh —oo, co.

a ' (a,b)

i < (a,0)

i ' (a,b)

a < (a,b)

+ (a,00)

> (@, 00)
+ (—00,a)
¢ (=00, a)

(—00,00)

Obréazek 1.12: Intervaly.



Vsimnéme si, ze levy koncovy bod kazdého intervalu je mensi nez jeho pravy
koncovy bod. Kdybychom v definici intervalu (a, b) nahradili pozadavek a < b
pozadavkem a < b, zahrnuli bychom pod pojem intervalu téz jednobodovou
mnozinu, obsahujici jediny prvek a, kterou bychom mohli zapsat jako (a,a).
Na obr. 1.12 jsou vyznaceny uvedené intervaly.

Okoli bodu. Zavedme si jesté pojem okoli bodu a € R. Necht a € R, § € R,
d > 0. Potom interval (a,a + 0) budeme nazyvat pravym d—okolim bodu a a
budeme jej vétsinou znacit Us (a). Tedy Uy (a) = (a,a + §). Kvuli zkraceni
zépisu jej lze nékdy oznacit struéné U™ (a).

Necht a € R, § € R, § > 0. Potom interval (a — §,a) budeme nazyvat leviym
d—okolim bodu a a budeme jej vétsinou znacit Uy (a). Tedy Us (a) = (a—4, a).
Kvuli zkrdceni zapisu jej lze nékdy oznacit struéné U~ (a).

Necht a € R, § € R, § > 0. Potom interval (a — d,a + ¢) budeme nazyvat §—
okolim bodu a a budeme jej vétsinou znacit Us(a). Tedy Us(a) = (a—9,a+9).
Kvuli zkrdceni zapisu jej lze nékdy oznacit struéné U(a).

Necht & € R. Potom mnozinu (k, 00) nazyvdme k-okolim bodu oo a znac¢ime
Uk (00), nebo strucéné U(oco). Podobné mnozinu (—oo, k) nazyvame k-okolim
bodu —oo a znacime Ui(—0o0), nebo struéné U(—o0).

1.5.2 Komplexni Cisla

Rada matematickych tloh nenf fesitelnd v oboru redlnych éisel. Napi. ne-
existuje realné ¢islo z, pro néz je 22 = —1. To znamen4, Ze rovnice 2241 = 0
nema v oboru realnych ¢isel feseni. Tato a celd fada jinych tloh nas inspiruje
k zavedeni komlexnich ¢isel.

Definice 1.3.

Ozna¢me C mnozinu usporadanych dvojic redlnych cisel
(x,), na niz jsou zavedeny operace se¢itani ,,+“ a nasobeni
»+ s témito vlastnostmi: Pro aq, as, by, by € R polozime

(al, ag) + (bl, bz) = (CLl + b1, as + bg), (167)
(al,ag) '(bl,bg) = (a1b1-—-agbg,albg-+-a2b1). (1.68)

Mnozinu C nazveme mnozinou komplexnich ¢isel, jeji prvky
nazyvame komplexnimi ¢isly.

Je-li z = (a,b) € C, lze psat
z = (a,0) +(0,1) - (b,0) (1.69)

Cislo (c, 0) Ize zkrécené oznacit jako ¢ pro kazdé ¢ € R. Symbol (¢, 0) oznacuje
tedy redlné cislo. Cislo (0,1) ozna¢ime symbolem i a nazveme imagindrni
jednotkou.

Zavedeni
pojmu

okoli bodu
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Potom (1.69) lze zapsat jako
z = a+ib. (1.70)

Jestlize z = a+1ib € C, potom c¢islo a nazgvame jeho redlnou casti a znacime
ji Re(2), b nazyvame imagindrni édsti a znacime Im(z). Je tedy

Re(a + ib) = a, Im(a +ib) = 0.

Necht z = a + ib € C. Potom ¢islo a — ib nazyvame cislem komplexné
sdruzenym k ¢islu z. Budeme jej znacit z. Tedy z = a — ib.

Vzhledem k definovani sou¢tu a souc¢inu ¢isel (ay,by), (ag, by) dostavame

(a1 + Zbl) + (ag + Zbg) = (Cl1 + ag) + Z(bl + bg),
(a1 4 iby) - (ag +1iby) = (a1as — b1ba) + i(a1be + ashy).

Piiklad 1.27. (2+31)+(4—1i)=6+2
(24 3i) - (4—14) = 11 + 10

Lze ukazat, ze operace s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel maji tyto vlast-
nosti

1) (214 22) + 23 = 21 + (22 + 23) pro kazdé z1, 29, 23 € C,

2) 21+ 29 = 29+ 2z, pro kazdé zy, z5 € C,

Pro 0 = (0,0) € C plati z + 0 = z pro vSechna z € C,

Ke kazdému z € C existuje —z € C tak, ze z 4+ (—z) =0,

Setitani

a nasobeni
komplexnich
Cisel

(21 22) - 23 = 21 - (22 - z3) pro kazdé zy, z9, 23 € C,

Pro1=(1,0) € C a pro kazdé z € C plati 1 - z = z,
Ke kazdému z € C, z # 0 existuje 27 € C tak, 7ze z- 27! =1,
(9) 21+ (224 23) = (21 - 22) + (21 - 23) pro kazdé zy, 29, 23 € C.

)
)
)
6) 2122 = 29 - 21 pro kazdé z;,5 € C,
)
)

Vidime, Ze operace sec¢itani a ndsobeni komplexnich ¢isel maji vlastnosti,
které jsme uvedli u redlnych ¢isel na strané 37. Komplexni ¢isla vsak nejsou
linearné usporadana.

Komplexni ¢isla se znazornuji jako body v roviné, ve které je zavedena
kartézska soustava soutadnic, nazyva se Gaussovou rovinou. Kazdé kom-
plexni ¢islo z = x + 1y se v ni znazornuje jako bod o soufadnicich z,y,
tedy jako [z, y].

Na obr. 1.13 je graficky znazornén soucet dvou komlexnich ¢isel.
Na obr. 1.14 je vyznaceno komplexni ¢islo z a k nému komplexné sdruzené

¢islo Z.

Absolutni hodnota komplexniho é&isla. Necht z = a + ib € C. Potom
¢islo va? + b? nazyvame absolutni hodnotou komplexniho ¢isla z a znacime
ji |z]. Je tedy |a + ib| = va? + b%. Je to vzdélenost bodu [0, 0], [a, b].
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a2+b2

by

a2

/4

b1 a1 ay+ by

Obrazek 1.13: Soucet dvou komplexnich ¢isel.

Y

W 2z =a+ib
X

Obrazek 1.14: Komplexné sdruzena cisla.

Piiklad 1.28. Urcete redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

1+2
z = :

3—4

Reseni. Zlomek, jimz je komplexni ¢islo z definovano, rozsitime cislem kom-
plexné sdruzenym k ¢islu ve jmenovateli, to jest ¢islem 3 + 4¢. Dostaneme

(14 2i) - (3 + 4) .
= t ‘t —=
- (3 —4i)- (34 4)’ oJest 2

=5+ 10z
25

Je tedy Re(z) = —1,Im z = 2.

7 vykladu je ziejmé, ze redind cisla jsou podmmnozZinou komplexnich cisel,
tedy R C C. Komplexni ¢isla, kterd nejsou redlnd, nazyvame imagindrnimi.
Rozdéleni komplexnich cisel 1ze schematicky znazornit takto:
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Eomplexm’ C
Cisla

T

Imaginarni Redlna R
cisla ¢isla

——

Iraciondlni Racionalni Q
cisla cisla

Necela racionalni P
.. Cels ¢isla | Z
cisla

|

Celd zaporna Nula Ptirozend N
Cisla 0 cisla

Zavedme si jesté celoéiselné mocniny komplexnich ¢isel ndsledovné.

| Necht a € C,n € N. Polozme
a'=ga-a-----a-aq, (1.71)
_ 1
a " =—, proa#0, (1.72)
an
a’ =1, proa#0, (1.73)
0" = 0. (1.74)

Pro celoc¢iselné mocniny komplexnich ¢isel plati tato pravidla.

Necht a,b € C,r,s € Z. Potom plat{
a"-a® = a""’ (1.75)
a :a® = a7’ (1.76)
(a")? = a"* (1.77)
(@a-b)" = a" - 0" (1.78)
a\" a”
-] = = 1.79
G) =% (179)
pokud ma leva strana vyznam.
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Pripomenuti ddlezitych vzorcl pro po  ¢itani s Cisly.

n—faktoridl. Cislo n! (¢teme ,n faktoridl“) definujeme takto:

0l =1,
nn=1-2----. n pron € N.

Kombinaéni ¢éislo. Necht n € N, k € {0} UN. Definujeme

()= o"mm

Necht a,b € C, n € N. Potom plat{ =
(a+b)?* = a* + 2ab+ b* (1.80)
(a —b)* = a® — 2ab + b* (1.81)
(a —b)(a +b) = a* — b* (1.82)
(a +b)* = a® + 3ab + 3ab* + b’ (1.83)
(a —b)* = a® — 3a%b + 3ab® — b’ (1.84)
a® — b = (a —b)(a* + ab + b?) (1.85)
a® +b* = (a+b)(a* — ab + b?) (1.86)

Binomicka véta

n __ n n n n—1 n n—kpk_ . n n
(a+b) —<O>a +<1>a b+ +<k>a b"+ +<n>b

Ulohy k procvi &eni

1. V jakém vzajemném vztahu jsou tyto ¢iselné mnoziny: mnozina C kom-
plexnich ¢isel, mnozina R realnych ¢isel, mnozina Q racionalnich ¢isel, mno-
zina 7Z celych ¢isel, mnozina N prirozenych cisel. INCZcQcRcC]

2. Rozhodnénte o spravnosti vyroku: Jestlize z,y € R, 2o + 1 < 0, potom
y(2x +1) <O0. [Ne, plati jen pro y > 0.]

3. Rozhodnéte o spravnosti vyroku: Jestlize z,y € R, 0 < z < y, potom
< [Ne, 2 > i]

1
xr
4. Co vite o dekadickém zéapisu iracionalniho ¢isla a racionédlntho cisla?
5

< |

Urcete vzdalenost bodu x,y na ¢iselné ose pomoci absolutni hodnoty.
[lz = yl]
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6. Co je to relativni a co je absolutni chyba redlného ¢isla?
7. Co vite o presnosti vypoctu na pocitaci (otdzka zaokrouhlovéani ¢isel)?

8. Co je to maximum, suprémum, minimum a infimum c¢iselné mnoziny?
Uved'te priklady.

9. Co vite o existenci supréma (infima) ¢iselné mnoziny?
10. Co vite o racionalnich operacich v mnoziné R*?
C ; 0 9
11. Cemu je rovno =7
12. Co jsou to intervaly?

13. Je interval a) (2,3), b) (2,3) pravym okolim bodu 2 ve smyslu v textu
zavedené definice? [a) neni, b) je

14. Co jsou to komplexni ¢isla?

15. Co je to absolutni hodnota komplexniho ¢isla? Co je to ¢islo komplexné
sdruzené k cislu a 4 ib, b # 0?7

16. Vypocitejte

1 2 1

2 (5-3%) 31 [ = 1)
2 1 2 7 1o
(G+7) -3 7
11_ 11 15

b) w [~ = -5
2— 53 5

17. Necht a,b € R. Vypocitejte Fba [Neni definovéno, nulou nelze délit.]

18. Naleznéte chybu v néasledujicim vypoctu:
Necht a,b € R,a # b. Polozme

c=a-—bh. (1.87)
Vynésobenim rovnice (1.87) vyrazem (a — b) dostdvame
ac —bc=a®> —ab — ab + b

Upravou dostavame

a* —ab — ac = ab — b* — b,

tedy
ala—b—c)=bla—b—c). (1.88)

Délime-li (1.88) vyrazem (a — b — ¢), dostavame a = b. Avsak predpoklad je,
ze a # b. Kde je chyba? l[a — b — ¢ =0, nulou nelze délit.|

19. Upravte

R (azb2(a—2)2)2: a?(a —2)* (%2 a#0Ab#£0Aa#2)

a%h—8 a—4b7



b)

c)

d)

-1
(1) (1) ki na ]

1—a? 1 — a?
(@ +b*)(a —b)(a® + ab + V?) [a® — b°]
1+4a 1—a
14+a+a? 1—a+a? {a37 = R}

l—a + 14a
1—a+a? 1+a+a?

20. Uzitim binomické véty vypocitejte (z — 2y)*.

[z — 8x3y + 24x%y* — 3293 + 16y

21. Nacrtnéte grafy funkei

a) y=|r—2+2
b) y=_2z+1-z+1
22. Reste nerovnici |3z — 1| + z < 1. [(0,3)]
23. Uzitim absolutni hodnoty realného cisla vyjadrete, ze
a) x€(2,7) |z — 3| < 2]
b) ze(-1,3) |z —1] < 2]
24. Necht z; = 1+ 2i, 2z, = 3 — i jsou komplexni ¢&fsla. Urcete
a) 21+ 2 4+ 1]
b) oz — 2 [—2 + 3i]
c) 212 5 + 5
) =z [+ + 5]

)
)

)
h)

¢

[0 -]

a)

o

)
)
)

o o

@

3

5 [neni definovéno

Z1 [1—2i
Z2 34
25. V R* proved'te tyto vypocty

oo+ 3 [00]
00 - 00 [00]
00 — 00 [neni definovéno]
2.00—00 [neni definovano]

]

]

)
f)

3 [0

—00

57




1. Prfipomenuti z akladnich znalosti z matematiky

58



