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2. Funkce a jejich vlastnosti

Cı́l kapitoly

Zopakovat si pojem zobrazeńı, pojem funkce.
Zopakovat si pojem spojitosti funkce.
Zopakovat si vlastnosti funkce spojité na intervalu.
Zopakovat pojem polynomu a rozklad reálného polynomu.
Podrobněji se seznámit s pojmem složené funkce a s pojmem funkce
inverzńı.
Zopakovat si elementárńı funkce: n

√
x, mocniny s racionálńım exponen-

tem, funkce exponenciálńı, logaritmické a obecnou mocninu.

Časov á zátěž

10 hodin samostudia. Časová zátěž silně záviśı na znalostech s nimiž přichá-
źıte studovat.

2.1 Zavedenı́ pojmu zobrazenı́ a pojmu funkce

Pojem

zobrazeńı

Zopakujme si d̊uležitý pojem
”
zobrazeńı“. S t́ımto pojmem se v denńım

životě neustále
”
setkáváme“, aniž bychom jej vyslovovali. Uved’me př́ıklad

”
přǐrazeńı“ – přǐrazeńı se specifickými vlastnostmi se pak nazývá zobrazeńım.

Zvláštńım př́ıpadem zobrazeńı je pak reálná funkce reálné proměnné.

Datum narozeńı žij́ıćıho člověka lze vyjádřit jako uspořádanou trojici reál-
ných č́ısel, označme ji (r, m, d), kde r znač́ı rok, m měśıc a d den narozeńı.

Označme B množinu všech dat narozeńı pro r > 1800 do dnešńıho dne.
Označme y proměnnou s oborem B. (Tedy y zastupuje kterékoliv datum
z B.)

Dále označme A množinu jistých žij́ıćıch lid́ı. Označme x symbol, který za-
stupuje kteréhokoliv člověka z uvedené množiny A lid́ı. (Tedy x je proměnná
s oborem A).

Označme dále D pravidlo, jimž ke každému člověku x z množiny A přǐrad́ıme
uspořádanou trojici y reálných č́ısel z množiny B podle data jeho narozeńı.
Budeme psát

y = D(x) pro x ∈ A.

Tento zápis vyjadřuje okolnost, že ke každému x ∈ A se pravidlem D (tj.
podle data narozeńı člověka x), přǐrazuje uspořádaná trojice č́ısel z B.)

Uvedené přǐrazeńı má d̊uležitou vlastnost – ke každému x ∈ A je přǐrazeno
právě jedno y ∈ B. Takovéto přǐrazeńı nazýváme zobrazeńım.

Uved’me si nyńı definici zobrazeńı.

Definice 2.1.

Necht’ A, B jsou neprázdné množiny. Pravidlo F , jimž ke
každému prvku x ∈ A je přiřazen právě jeden prvek y ∈ B,
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nazýváme zobrazeńım množiny A do množiny B. Označ́ıme-
li x proměnnou s oborem A a y proměnnou s oborem B,
ṕı̌seme

y = F (x).

O prvku y přǐrazenému k prvku x ř́ıkáme, že je obrazem prvku x, a o prvku
x ř́ıkáme, že je vzorem prvku y.

Množinu A (to jest množinu prvk̊u, k nimž v zobrazeńı F přǐrazujeme prvky
z B), nazýváme definičńım oborem nebo též neodvislým oborem zobrazeńı F .
Znač́ıme jej často DF , resp. D(F ) a množinu B nazýváme odvislým oborem
zobrazeńı F .

Podmnožinu množiny B, která obsahuje všechny ty prvky y ∈ B, která jsou
v zobrazeńı F přǐrazana k prvk̊um x z množin A, nazýváme oborem zobrazeńı
F . Znač́ıme ji H(F ), resp. HF .

Jestliže HF ⊆ B, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A do
B.

Jestliže HF = B, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A na
B.

Jestliže B ⊆ A, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A do
sebe.

Jestliže HF = A, ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım na sebe.

Proměnnou s oborem hodnot A nazýváme neodvisle proměnnou a proměnnou
s oborem hodnot B nazýváme závisle proměnnou. V této definici jsme použili
symbol x pro neodvisle proměnnou a symbol y pro odvisle proměnnou.

Na obrázku 2.1 je znázorněno zobrazeńı F množiny A do množiny B, rovněž
je znázorněn obor zobrazeńı F , to jest množina H(F ). Je zde znázorněn též
prvek u ∈ B, který nepatř́ı do H(F ). Neńı tedy obrazem žádného prvku
x ∈ A.

A BH(F )

x
y

u

F

Obrázek 2.1: Zobrazeńı A do B

V některých př́ıpadech je možno přǐrazeńı G, v němž je ke každému prvku
z množiny A přǐrazen prvek z množiny B, popsat tabulkou utvořenou takto:
V prvńım řádku tabulky se uváděj́ı prvky z množiny A a v druhém řádku jsou
pod nimi uvedeny k nim přǐrazené prvky z množiny B . Ne každé pravidlo,
jimž je ke každému prvku x ∈ A přǐrazen prvek z B, je zobrazeńım. Toto
přǐrazeńı je zobrazeńım A do B pouze tehdy, jestliže ke každému x ∈ A je
přǐrazen právě jeden prvek y ∈ B.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Př́ıklad 2.1. Necht’ A je množina určité skupiny student̊u, B množina
reálných nezáporných č́ısel. Označme x proměnnou množiny A, (to jest x
je symbol, který zastupuje kteréhokoliv studenta ze skupiny A). Označme
nyńı y proměnnou s oborem hodnot B. Ke každému x ∈ A (to jest, ke
každému studentovi z A), přǐrad’me jeho aktuálńı tělesnou výšku v centi-
metrech, tedy č́ıslo y z množiny B. (Tedy právě jedno č́ıslo.) Toto pravidlo
přǐrazeńı označ́ıme V . Ke každému x ∈ A jsme tedy přǐradili právě jedno č́ıslo
y z množiny B. Je tedy V zobrazeńım množiny A do množiny B podle nahoře
uvedené definice. Zobrazeńı V neńı zobrazeńım množiny A na množinu B,
poněvadž existuj́ı č́ısla v B, která nejsou přǐrazena v zobrazeńı V k žádnému
prvku x z množiny A. (To vyplývá např. z toho, že A je konečná množina a
B obsahuje nekonečně mnoho č́ısel.)

Jako konkrétńı přǐrazeńı uved’me toto. Předpokládejme, že A je skupina
student̊u, které si pro náš účel označ́ıme a, b, c . Ke každému studentovi
přǐrad’me jeho tělesnou výšku. Toto přǐrazeńı označme V . Necht’ je V (a) =
175, V (b) = 175, V (c) = 180. Toto přǐrazeńı lze znázornit následuj́ıćı tabul-
kou.

x a b c
y 175 175 180

Uvedené přǐrazeńı V je zobrazeńım množiny A do množiny R, poněvadž
ke každému prvku x ∈ A je přǐrazen právě jeden prvek y z množiny R.
Toto zobrazeńı však neńı zobrazeńım množiny A na množinu R, poněvadž
např. č́ıslo 190 neńı přǐrazeno žádnému prvku z A. (V uvažované skupině tř́ı
student̊u neńı žádný student s tělesnou výškou 190 cm.) Toto zobrazeńı je
však zobrazeńım množiny A na množinu C = {175, 180 }. Zřejmě C = HV .

Př́ıklad 2.2. Uvažujme tři matky, označme je a, b, c. Necht’ matka a má
syna, označme ho s1, matka b má syna, označme ho s2 a matka c má dva
syny, označme je s3 a s4. Označme A množinu matek, tedy A = { a, b, c } a B
množinu syn̊u, tedy B = {s1, s2, s3, s4 }. Označme nyńı D přǐrazeńı, kterým
ke každé matce přǐrad́ıme každého z jejich syn̊u. Tedy necht’

D(a) = s1, D(b) = s2, D(c) = s3, D(c) = s4. Toto přǐrazeńı D znázorněme
tabulkou

x a b c c
y s1 s2 s3 s4

Toto přǐrazeńı neńı zobrazeńım množiny A do množiny B, nebot’ k prvku c
z množiny A jsou přǐrazeny dva prvky z množiny B, totiž prvky s3, s4.

Zaved’me si několik pojmů souvisej́ıćıch se zobrazeńım.
Zobrazeńı

prosté
Zobrazeńı prosté. Necht’ F je zobrazeńı množiny A do
množiny B. Toto zobrazeńı nazýváme prostým, jestliže
má tuto vlastnost: Jestliže x, y ∈ A a x 6= y, potom
F (x) 6= F (y).
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Př́ıklad 2.3. Necht’ A = {a, b, c} a B = {α, β, γ}. Zobrazeńı F dané násle-
duj́ıćı tabulkou je prostým zobrazeńım A na B.

x a b c
y α β γ

Inverzńı

zobrazeńı

Inverzńı zobrazeńı. Necht’ F je prosté zobrazeńı množiny
A na množinu B. Potom existuje zobrazeńı, nazveme ho in-
verzńım zobrazeńım množiny B na množinu A a označ́ıme
je F−1, kterým ke každému y ∈ B přǐrad́ıme ten prvek
x ∈ A, pro nějž plat́ı F (x) = y. (Viz obr.2.2)

Označeńı. Symbolem F−1 jsme označili inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı F ,
nejedná se o umocněńı zobrazeńı F na č́ıslo (−1).

A

B

x

yF

F−1

Obrázek 2.2: Inverzńı zobrazeńı

Př́ıklad 2.4. Necht’ zobrazeńı F množiny A = {1, 2, 3, 4} na množinu
B = {φ, ϕ, χ, ψ} je dáno tabulkou :

x 1 2 3 4
y φ ϕ χ ψ

Tedy F (1) = φ, F (2) = ϕ, F (3) = χ, F (4) = ψ. Toto zobrazeńı je prosté
zobrazeńı množiny A na množinu B. Existuje proto k němu inverzńı zob-
razeńı, označme je F−1. V tomto zobrazeńı plat́ı F−1(φ) = 1, F−1(ϕ) =
2, F−1(χ) = 3, F−1(ψ) = 4. Toto inverzńı zobrazeńı lze popsat tabulkou.

y φ ϕ χ ψ
x 1 2 3 4

V inverzńım zobrazeńı je množina B neodvislým oborem a množina A je
odvislým oborem.

Všimněte si, že v tabulce popisuj́ıćı inverzńı zobrazeńı, je neodvisle proměnná
označena y (zastupuje kterýkoliv prvek z B) a závisle proměnná je označena
x (zastupuje kterýkoliv prvek množiny A). Poněvadž jsme zvykĺı označovat
symbolem x neodvisle proměnnou a y odvisle proměnnou, můžeme pro in-
verzńı zobrazeńı zavést
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2. Funkce a jejich vlastnosti

symbol x pro neodvisle proměnnou (symbol x může zastupovat který-
koliv prvek neodvislého oboru, to jest množiny B)
symbol y pro odvisle proměnnou (symbol y může zastupovat kterýkoliv
prvek odvislého oboru, to jest množiny A)

Tabulka pro toto inverzńı zobrazeńı má pak tvar

x φ ϕ χ ψ
y 1 2 3 4

Složené

zobrazeńı

Složené zobrazeńı. Necht’ ϕ je zobrazeńı množiny A do množiny B. Necht’

funkce f zobrazuje množinu Hϕ do množiny C. Potom zobrazeńı, označujeme
je F , kterým ke každému x ∈ A je přǐrazen prvek z = f(ϕ(x)) ∈ C, nazýváme
složeným zobrazeńım. Zobrazeńı ϕ nazýváme jeho vnitřńı složkou a zobrazeńı
f nazýváme jeho vněǰśı složkou. Ṕı̌seme y = F (x). Viz obr. 2.3.

x ϕ(x) f(ϕ(x))
A

B

Hϕ
Cϕ f

F

Obrázek 2.3: Složené zobrazeńı

Př́ıklad 2.5. Necht’ A = {a, b, c}, B = {α, β, γ}, C = {1, 2, 3}. Necht’

zobrazeńı ϕ množiny A do množiny B je dáno tabulkou

x a b c
u = ϕ(x) α β α

zobrazeńı f množiny Hϕ do množiny C je dáno tabulkou

u α β
y = f(u) 1 2

Zřejmě Hϕ = {α, β}.
Potom složené zobrazeńı F = f(ϕ(x)) zobrazuje A do C takto :

F (a) = f(ϕ(a)) = f(α) = 1, (2.1)

F (b) = f(ϕ(b)) = f(β) = 2, (2.2)

F (c) = f(ϕ(c)) = f(α) = 1. (2.3)

Toto složené zobrazeńı F můžeme popsat následuj́ıćı tabulkou:

x a b c
y 1 2 1

Poznamenejme, že ϕ je vnitřńı složkou a f je vněǰśı složkou zobrazeńı F .
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Pojem

funkce

Pojem funkce. Uved’me si nyńı některé speciálńı pojmy zobrazeńı.

V př́ıpadě, že v dř́ıve uvedené definici zobrazeńı F je množina B množina
č́ısel, budeme většinou mı́sto pojmu zobrazeńı použ́ıvat pojem funkce. Řada
pojmů svázaných s pojmem zobrazeńı se přenáš́ı na pojem funkce. Např.
mı́sto obor hodnot zobrazeńı se použ́ıvá obor hodnot funkce, nebo mı́sto
pojmu prosté zobrazeńı se použ́ıvá pojem prostá funkce.

Je-li v definici zobrazeńı F množina B množina reálných č́ısel, mluv́ıme o
reálné funkci, je-li množina B množina komplexńıch č́ısel, mluv́ıme o kom-
plexńı funkci.

Př́ıklad 2.6. Jako př́ıklad si uved’me funkci, která vyjadřuje výsledky vo-
leb do poslanecké sněmovny. Necht’ čtyři politická seskupeńı, označme je
a, b, c, d, źıskala křesla v poslanecké sněmovně, a to postupně v počtech 70,
50, 60, 20. Potom přǐrazeńı, označme je f , kterým ke každému z politických
seskupeńı a, b, c, d přǐrad́ıme počet křesel, která ve volbách źıskalo, je reálnou
funkćı. Je tedy f(a) = 70, f(b) = 50, f(c) = 60, f(d) = 20. Označ́ıme-li
A = {a, b, c, d }, B = {20, 50, 60, 70}, potom A je neodvislý obor funkce f a
B je odvislý obor funkce f . Funkce f zobrazuje A na B. Funkce je prostá.

Jestliže v definici zobrazeńı jsou množiny A, B množiny reálných č́ısel, mlu-
v́ıme o reálné funkci reálné proměnné. Jestliže v definici zobrazeńı je
množina A množinou uspořádanách skupin o n-reálných č́ıslech (tedy A ⊆
Rn), B je množina reálných č́ısel, potom zobrazeńı F množiny A do B
nazýváme reálnou funkćı n-proměnných.

Tato závislost může být dána nejr̊uzněǰśım zp̊usobem. Nejjednodušš́ı zp̊usob
jej́ıho zadáńı je zadáńı výrazem. Př́ıkladem je funkce y = x2 + 1, pro x ∈
(−∞, ∞).

Jako daľśı př́ıklad reálné funkce reálné proměnné uved’me úlohu, s kterou se
setkáváme v bankovnictv́ı. Jde o spojité úročeńı. Při tomto úročeńı vzroste
základńı kapitál, označme jej P , (P ≥ 0) za dobu t, poč́ıtanou v roćıch, při
nominálńı úrokové mı́̌re j (ročńı úroková mı́ra, j ≥ 0) na splatnou částku S
podle vztahu

S = P · ej·t. (2.4)

Zde t znač́ı neodvisle proměnnou a podle jej́ıho významu je t ∈ 〈0, ∞) a
S ∈ 〈0, ∞). Na vztah (2.4) se lze d́ıvat též jako na funkci proměnných
P, j, t. Při sledováńı závislosti splatné částky na čase t považujeme veličiny
P, j za parametry a funkci S považujeme pro každé dva parametry jako funkci
proměnné t.

V některých př́ıpadech je funkce f zadána pouze předpisem
y = f(x) bez udáńı definičńıho oboru. V takovémto př́ıpadě
se j́ım rozumı́ množina všech těch x, pro něž má předpis f
smysl.

65



2. Funkce a jejich vlastnosti

Např., je-li reálná funkce zadaná předpisem y =
√

1 − x2, rozumı́ se de-
finičńım oborem této funkce interval 〈−1, 1〉, nebot’ druhá odmocnina je de-
finovaná jen z nezáporných č́ısel a 1 − x2 je nezáporné č́ıslo jen pro č́ısla
x ∈ 〈−1, 1〉. Pro jiná x nemá výraz

√
1 − x2 v reálném oboru smysl.

Graf reálné funkce reálné proměnné. Představu o reálné funkci reálné
proměnné a o jejich vlastnostech nám často dobře poskytne jej́ı grafické
znázorněńı, neboli graf funkce. V rovině zvoĺıme např. pravoúhlý souřadný
systém Oxy, kde O je počátkem a x, y jsou souřadné osy (označeńı neńı
závazné). Jsou to dvě navzájem kolmé č́ıselné osy se společným bodem O,
který nazýváme počátkem. Osu x budeme volit v horizontálńı poloze a osu
y ve vertikálńı poloze. (Dohoda.) Kladnou orientaci osy x budeme volit
zleva doprava, kladnou orientaci osy y budeme volit zdola nahoru. Měř́ıtka
na souřadných osách mohou být obecně odlǐsná. Jsou-li stejná, mluv́ıme
o kartézském souřadném systému. Každému bodu v rovině odpov́ıdá
uspořádaná dvojice reálných č́ısel. Prvńımu z nich ř́ıkáme x-ová souřadnice
a druhému ř́ıkáme y-ová souřadnice a naopak, každé uspořádané dvojici
reálných č́ısel odpov́ıdá bod v rovině v daném souřadném systému. (obr.2.4).

y

x

y0

x0O

P [x0, y0]

Obrázek 2.4: Souřadnice bodu

Na následuj́ıćım obr.2.5 je znázorněn graf funkce y = x2 definované na inter-
valu 〈−2, 2〉.

0−2 −1 1 2

1

2

3

4

y

x

Obrázek 2.5: Graf paraboly y = x2

Je-li množina B množina komplexńıch č́ısel, mluv́ıme o komplexńı funkci.
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Jestliže v definici zobrazeńı jsou množiny A, B množiny komplexńıch č́ısel,
mluv́ıme o komplexńı funkci komplexńı proměnné. Jako př́ıklad uved’-
me funkci

ω = z2 − z + 1,

kde z, ω ∈ C, (C je množina komplexńıch č́ısel).

Č́ıselná

posloupnost

Posloupnost reálných č́ısel. Reálnou funkci f , jej́ıž ne-
odvislý obor je množina přirozených č́ısel, nazýváme po-
sloupnost́ı. Je tedy posloupnost pravidlo, jimž je ke kažému
přirozenému č́ıslu n přǐrazen prvek z nějeké množiny B. Je-li
B množina reálných č́ısel, mluv́ıme o posloupnosti reálných
č́ısel.

V této části budeme mluvit jen o posloupnostech reálných č́ısel. Č́ıslu n je
přǐrazeno č́ıslo f(n), n = 1, 2, . . .. Mı́sto f(n) je u posloupnost́ı zvykem psát
fn. Č́ıslo fn nazýváme n-tým členem posloupnosti. Tuto posloupnost bývá
zvykem zapisovat též symbolem {fn}∞n=1, nebo stručněji {fn}∞1 , resp.

f1, f2, . . . (2.5)

Př́ıklad 2.7. Jako př́ıklad si uved’me posloupnost {1/n}∞1 . Tedy např. 5.
člen této posloupnosti je roven 1/5. Na následuj́ıćım obrázku obr.2.6 je zná-
zorněno prvńıch pět člen̊u posloupnosti {1/n}∞1 .

y

x

1

1 2 3 4 5

Obrázek 2.6: Posloupnost {1/n}∞1

Často se znázorňuj́ı pouze hodnoty f1, f2, f3, . . . na č́ıselné ose, která se
kresĺı ve vodorovné poloze. Např. na obr.2.7 je znázorněno několik člen̊u
posloupnosti {fn}∞1 .

f5f4f3f2f1

Obrázek 2.7: Posloupnost {1/n}∞1

Jestliže množina A je množina uspořádaných dvojic reálných č́ısel a B je
množina reálných č́ısel, potom zobrazeńı f množiny A do množiny B na-
zýváme reálnou funkćı dvou reálných proměnných. Označ́ıme-li tyto
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2. Funkce a jejich vlastnosti

proměnné symboly x, y, potom uspořádaná dvojice symbol̊u [x, y] je symbol
pro označeńı proměnné definičńıho oboru A funkce f .

Jako př́ıklad uved’me reálnou funkci f dvou reálných proměnných x, y defi-
novanou vztahem

z =
√

1 − x2 − y2.

Poněvadž definičńı obor této funkce neńı uveden, rozumı́me jim množinu
všech těch uspořádaných dvojic reálných č́ısel [x, y], pro něž má předpis,
jimž je funkce definovaná, smysl. Zřejmě 1 − x2 − y2 má smysl pro všechny
body [x, y] ∈ R2. Avšak druhá odmocnina je v reálném oboru definovaná jen
z nezáporných č́ısel, proto

√
1 − x2 − y2 má v reálném oboru smysl pouze

pro ty body [x, y], pro něž je výraz pod odmocninou nezáporný, to znamená
pro ty body, pro něž je 1 − x2 − y2 ≥ 0. Rovnice 1 − x2 − y2 = 0 je rovnice
kružnice se středem v počátku o poloměru 1. Tato kružnice rozděluje rovinu
xy na dvě části. Body v jedné části vyhovuj́ı nerovnici 1−x2−y2 > 0 a body
v druhé části vyhovuj́ı nerovnici 1 − x2 − y2 < 0. Poněvadž pro bod [0, 0]
plat́ı 1−x2 −y2 > 0, vyhovuj́ı nerovnici 1−x2 −y2 ≥ 0 všechny body uvnitř
kruhu se středem v počátku o poloměru 1 a na jeho obvodu a body vně
tohoto kruhu nerovnici nevyhovuj́ı. Na obr.2.8 je znázorněn definičńı obor
diskutované funkce

z =
√

1 − x2 − y2.

y

xO

Obrázek 2.8: Definičńı obor funkce z =
√

1 − x2 − y2

Kontrolnı́ ot ázky

1. Co je to zobrazeńı F množiny A do množiny B? Co je to definičńı obor
zobrazeńı, co je to obor zobrazeńı?

2. Vysvětlete, co je to prosté zobrazeńı A na B.

3. Co je to inverzńı zobrazeńı?

4. Co je to funkce jedné proměnné? Co je to funkce v́ıce proměnných?
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2.2 Reáln á funkce re áln é prom ěnné Pojem

reálné

funkce
Předpokládejme, že A,B jsou neprázdné množiny reálných č́ısel. Potom před-
pis f , jimž ke každému prvku x ∈ A je přǐrazen právě jeden prvek y ∈ B,
nazýváme reálnou funkćı reálné proměnné. Pokud nemůže doj́ıt k omylu,
budeme v daľśım zkráceně mluvit jen o funkci . Tuto funkci budeme většinou
zapisovat takto

y = f(x), x ∈ A. (2.6)

Množinu A nazýváme neodvislým oborem, proměnnou x s oborem hodnot
A nazýváme neodvisle proměnnou. Množinu B nazýváme odvislým oborem.
Je nutno si uvědomit, že v B mohou existovat č́ısla, která nejsou přǐrazena
žádnému č́ıslu x ∈ A. Množinu všech těch č́ısel y ∈ B, která jsou přǐrazena
ke všem č́ısl̊um x ∈ A, nazýváme oborem funkce f . Neodvislý obor funkce
f nazýváme též definičńım oborem, budeme jej značit D(f), resp. Df . Obor
funkce budeme značit H(f), resp. Hf . Zřejmě Hf ⊆ B. Bude-li funkce f
zadaná předpisem bez udáńı definičńıho oboru, rozumı́ se j́ım množina všech
těch č́ısel, pro něž má předpis přǐrazeńı význam. Jestlǐze M ⊆ Df , potom
množinu {f(x) : x ∈M} lze označit jako f(M).

Uved’me si několik př́ıklad̊u.

Př́ıklad 2.8. Položme

y = 2x + 1, x ∈ 〈1, 4〉. (2.7)

Ke každému č́ıslu x ∈ 〈1, 4〉 se přǐrazuje vztahem (2.7) právě jedno č́ıslo,
totiž č́ıslo 2x + 1. Je tedy 2x + 1 funkce definovaná na intervalu 〈1, 4〉. Pro
pohodlněǰśı zápis si např́ıklad označme tuto funkci jako g(x), takže

g(x) = 2x + 1.

Např. k č́ıslu 3 je touto funkćı přǐrazeno č́ıslo 2·3+1, to jest č́ıslo 7. Mı́sto rčeńı

”
k č́ıslu 3 je přǐrazeno č́ıslo 7“ můžeme též ř́ıci, že funkce g nabývá v bodě

(č́ısle) 3 hodnotu 7. Ṕı̌seme pak g(3) = 7. Podobně g(1,5) = 2 ·1, 5+1, to jest
g(1,5) = 4. Lehce nahlédneme, že oborem funkce g je interval 〈3, 9〉. Ṕı̌seme
též g(〈1, 4〉) = 〈3, 9〉
Př́ıklad 2.9. Položme

y =
√

2x + 1. (2.8)

Předpisem (2.8) je definovaná funkce. Poněvadž neńı uveden jej́ı definičńı
obor, rozumı́ se j́ım množina všech těch č́ısel x, pro něž má předpis

√
2x+ 1

význam. Tedy D(f) = {x ∈ R : 2x+ 1 ≥ 0}. Tedy

D(f) =

〈
−1

2
,∞
)
.

Př́ıklad 2.10. Označme h funkci

h(x) =
√
x2 − 1
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2. Funkce a jejich vlastnosti

s definičńım oborem A = (−∞,−1〉∪〈1,∞). Tuto funkci lze zapsat též takto

h : (−∞,−1〉 ∪ 〈1,∞) → R,

x →
√
x2 − 1.

Grafem funkce f : A → B, A ⊂ R, B ⊂ R v pravoúhlém
souřadném systému 0xy rozumı́me množinu všech bod̊u
[x, f(x)], x ∈ A.

Grafy většiny funkćı, které se vyskytuj́ı v ekonomických aplikaćıch, odpov́ı-
daj́ı intuitivńımu chápáńı křivky v rovině. Jako př́ıklad si uved’me graf funkce

y = x2, x ∈ 〈−2, 2〉
uvedený na obr. 2.9

x

y

−2 −1 1 2

1

2

3

4

0

y = x2

Obrázek 2.9: Graf funkce y = x2.

Grafy některých funkćı si nedovedeme vykreslit. Př́ıkladem je funkce

f : R → {− 1, 1}

x →
{

1, je-li x racionálńı,
−1, je-li x iracionálńı.

K vytvořeńı si hrubé představy o grafu vyšetřované funkce f : A → B
si v množině A můžeme zvolit body x0 < x1 < x2 < · · · < xn a v nich
vypoč́ıtat funkčńı hodnoty f(x0), f(x1), f(x2), . . . , f(xn). Jestliže pro nějaké
i je 〈xi, xi+1〉 ⊂ A, spoj́ıme body [xi, f(xi)], [xi+1, f(xi+1)] úsečkou. Pro

”
slušné“ funkce, nejsou-li vzdálebosti bod̊u xi, xi+1 velké, nám tyto úsečky

daj́ı dobrou představu o grafu funkce. T́ımto zp̊usobem se provád́ı i vykres-
lováńı graf̊u funkćı užit́ım poč́ıtače pro jemné děleńı intervalu, v němž graf
vyšetřujeme. Na obr. 2.10 je schematický náčrtek grafu funkce

y =

{
tg x, pro x ∈

〈
0, π

2

)
∪
(

π
2
, π
〉
,

0, pro x = π
2
.

(2.9)
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x0 ππ
2

Obrázek 2.10: Graf funkce definované vztahem (2.9).

x0 π

π
2

Obrázek 2.11: Pokus o vykresleńı funkce y = tg(x)

Na obr. 2.11 je graficky
”
znázorněna“ funkce (2.9) propojeńım bod̊u

[xk, tg(xk)], kde xk = k · 0, 2, k = 0, · · · , 31.

Porovnáńım obr. 2.11 s obr. 2.10 vid́ıme, že došlo ke značnému zkresleńı.
Daná funkce neńı

”
slušná“. Je v bodě π

2
nespojitá. Pojem nespojitosti funkce

si vysvětĺıme později, zat́ım poznamenejme alespoň to, že hodnoty této
funkce se v bodech bĺızkých k č́ıslu π

2
značně lǐśı od hodnoty této funkce

v bodě 0, tj. od č́ısla 0.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Obdržený výsledek ukazuje, že výše uvedený postup
”
znázorněńı funkce“ neńı

postačuj́ıćı, je nutno jej kombinovat s vyšetřeńım některých vlastnost́ı funkce.

V ekonomických rozvahách se bez pojmu funkce neobejdeme. Jako př́ıklad
funkce, která se v ekonomických aplikaćıch vyšetřuje, je funkce C(x), která
vyjadřuje vztah mezi výrobou x jednotek produkce a celkovými náklady na
jejich výrobu. Tyto výrobńı náklady jsou součtem fixńıch náklad̊u a náklad̊u
variabilńıch, závislých na počtu x jednotek produkce. Funkce C(x)

x
se pak

nazývá funkćı pr̊uměrných náklad̊u. Uved’me si tento př́ıklad.

Př́ıklad. Při kalkulaci náklad̊u se odhadnou fixńı náklady na 300 p.j. (peněž-
ńıch jednotek). Jsou to náklady, které vznikaj́ı, at’ se vyráb́ı nebo ne. Kromě
toho se zjist́ı, že na výrobu x jednotek je zapotřeb́ı 4x p.j. Tedy variabilńı
náklady jsou 4x. Celkové náklady jsou tedy

C(x) = 300 + 4x.

Tuto funkci lze pak použ́ıt k daľśım úvahám, např. ke stanoveńı pr̊uměrných
náklad̊u AC

AC = 4 +
300

x
.

Funkce C(x) ovšem nemuśı být lineárńı. Dále v praktických úlohách nemůže
x přesáhnout jistou hodnotu K. Tedy 1 ≤ x ≤ K.

Poznamenejme, že x v uvedeném př́ıkladě znač́ı počet jednotek produkce.
Tedy x může být v konrétńım př́ıpadě jen přirozené č́ıslo. Kv̊uli zjednodušeńı
zkoumané ekonomické problematiky se často použ́ıvá model s proměnou x,
která nabývá všech hodnot jistého intervalu reálných č́ısel. Tı́m m̊užeme do-
stat zkreslené výsledky.

Funkce monot ónnı́, funkce sud á a funkce lich áFunkce

rostoućı,

funkce

klesaj́ıćı
Uved’me si nyńı některé význačné tř́ıdy funkćı, to jest funkćı s některými
tř́ıdě charakteristickými vlastnostmi. Začněme s monotónńımi funkcemi.

Definice 2.2.

Necht’ f : A ⊆ R → R. Řekneme, že f je na množině A
rostoućı (neklesaj́ıćı), jestliže

∀x1, x2 ∈ A, x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2), (f(x1) ≤ f(x2)).
(2.10)

Definice 2.3.

Necht’ f : A ⊆ R → R. Řekneme, že f je na množině A
klesaj́ıćı (nerostoućı), jestliže
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∀x1, x2 ∈ A, x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2), (f(x1) ≥ f(x2)).
(2.11)

Na obr. 2.12 je uveden př́ıklad grafu funkce rostoućı a na obr. 2.13 je uveden
př́ıklad grafu funkce neklesaj́ıćı na intervalu I .

x

y

f(x1)

f(x2)

x2x1 I0

Obrázek 2.12: Graf rostoućı funkce.

x

y

f(x1) = f(x2)

x2x1 I0

Obrázek 2.13: Graf neklesaj́ıćı funkce.

Funkce na obr. 2.10 je na intervalu
〈
0, π

2

)
rostoućı, je rovněž rostoućı na

intervalu
(

π
2
, π
〉
. Neńı rostoućı ani na intervalu

〈
0, π

2

〉
ani na intervalu

〈
π
2
, π
〉
.

Neńı ani rostoućı na intervalu (0, π). Zd̊uvodněte!

Poznámka. Uved’me si, kdy funkce f neńı na množině A, na ńıž je defino-
vaná, rostoućı. Negujme tedy (2.10) v definici 2.2. Dostáváme:

Funkce f : A ⊆ R → R neńı na A rostoućı, jestliže existuj́ı taková č́ısla
x1, x2 ∈ A, že x1 < x2 a f(x1) ≥ f(x2).

Podobně vyjádřete, že f neńı na množině A neklesaj́ıćı, resp. klesaj́ıćı, resp.
nerostoućı. Funkce nerostoućı a funkce neklesaj́ıćı na dané množině nazýváme
společným názvem funkce monotónńı. Funkce rostoućı a funkce klesaj́ıćı na
dané množině nazýváme společným názvem funkce ryze monotónńı. Je-li
funkce ryze monotónńı, je i monotónńı. Opak nemuśı platit.

Funkce

prostá

Funkce prostá. Daľśım d̊uležitým pojmem je funkce
prostá. Necht’ f : A ⊆ R → R. Funkci f nazveme pros-
tou na A, jestliže f má tuto vlastnost

∀x1, x2 ∈ A, x1 6= x2 je f(x1) 6= f(x2). (2.12)

Př́ıklad 2.11. Necht’ funkce y = f(x) je dána tabulkou

x 1 3 3,5 4 5
y 3 1 0 2 4

Tedy např. f(3) = 1, f(4) = 2 atd. Tato funkce je prostá. Neńı však ani
rostoućı ani klesaj́ıćı.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Př́ıklad 2.12. Funkce y = x2 neńı na intervalu 〈−2, 2〉 prostá. Označme
f(x) = x2. Zvolme např. x1 = −1, x2 = 1. Je tedy x1 6= x2, avšak
f(x1) = f(x2) = 1. Viz obr. 2.14.

x

y

−2 −1 1 2

1

2

3

4

0

y = x2

Obrázek 2.14: Funkce y = x2 definovaná na intervalu 〈−2, 2〉.
Funkce y = x2 je na intervalu 〈0, 2〉 prostá. Viz obr. 2.15

x

y

20 x1 x2 2

f(x1)

f(x2)

Obrázek 2.15: Funkce y = x2 je na intervalu 〈0, 2〉 prostá.

Porovnáńım definićı rostoućı funkce, klesaj́ıćı funkce a prosté funkce dospě-
jeme k tomuto závěru:

Funkce ryze monotónńı na A ⊆ R je na A též prostá.

Existuje však funkce prostá, která neńı ryze monotónńı (viz
př́ıklad 2.11).

Funkce sudá,

funkce lichá
Definice 2.4.

Řekneme, že funkce y = f(x) je sudá (lichá), má-li tuto
vlastnost: Je-li definovaná v bodě x, je definovaná i v bodě
(−x) a plat́ı f(−x) = f(x), (f(−x) = −f(x)).
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Z definice je tedy patrno, že graf sudé funkce je symetrický vzhledem k ose
y a graf liché funkce je symetrický vzhledem k počátku.

Př́ıkladem sudé funkce je funkce y = x2. Skutečně, tato funkce je definovaná
pro všechna x a plat́ı (−x)2 = x2. Př́ıkladem liché funkce je funkce y = x3.
Skutečne, tato funkce je definovaná pro všechna x a plat́ı (−x)3 = −x3.

Kontrolnı́ ot ázky

1. Necht’ f(x) = 3x+1
x−1

. Vypoč́ıtejte

a) f(2) [7]

b) f(〈0, 3〉) [nelze, v bodě 1 ∈ 〈0, 3〉 neńı f(x) definováno]

c) f(〈5, 6〉) [〈 17
5
, 4〉]

2. Určete definičńı obor funkce f(x) = 3x+1
x2−1

.
[Df = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,∞)]

3. Zjistěte, zda funkce jsou sudé, resp. liché:

a) f(x) = x2

x4−1
[sudá]

b) g(x) = x
x3+2

[neńı ani sudá, ani lichá]

c) h(x) = x
x2+1

[lichá]

d) u(x) = x2+1
x

[lichá]

4. Co je to funkce rostoućı, klesaj́ıćı, monotonńı?

5. Načrtněte grafy funkćı

a) y = 2x− 1

b) y = x3 + 1

c) y = 3x+1
x−2

2.3 Spojitost funkce Spojitost

funkce

v bodě
Začněme s grafem funkce f : A ⊆ R → R (obr. 2.16) a s grafem funkce g :
A ⊆ R → R (obr. 2.17) a všimněme si, jak se tyto funkce chovaj́ı v

”
bĺızkosti“

bodu x = a ∈ A.

Funkce f se v č́ıslech x bĺızkých k č́ıslu a málo lǐśı od hodnoty f(a). Naproti
tomu funkce g se v č́ıslech x bĺızkých k č́ıslu a hodně lǐśı od hodnoty g(a).
Tuto charakteristickou vlastnost funkce f lze volně popsat tak, že řekneme, že
graf funkce f je v bodě a

”
nepřetržitý“. Podobně uvedenou charakteristickou

vlastnost funkce g lze volně popsat tak, že řekneme, že graf funkce g je v bodě
a

”
přetržitý“.

Použitá rčeńı
”
x je bĺızko k č́ıslu a“,

”
f(x) se málo lǐśı od f(a)“ a

”
g(x)

se hodně lǐśı od g(a)“, graf je
”
přetržitý“ je nutno upřesnit. Upřesńıme je

v následuj́ıćı definici.

Definice 2.5. (Spojitost funkce.)

Necht’ funkce f(x) je definovaná na intervalu I. Necht’ a
je vnitřńım bodem intervalu I. Řekneme, že funkce f(x) je

75



2. Funkce a jejich vlastnosti

v bodě a spojitá, jestliže k libovolnému č́ıslu ε > 0 existuje
takové δ > 0, že

1. Uδ(a) ⊂ I,

2. |f(x) − f(a)| < ε pro x ∈ Uδ(a).

x

y

0

f(a)

a

f(x)

Obrázek 2.16:
Funkce spojitá v bodě x = a.

x

y

0 aA

g(x)
g(a)

Obrázek 2.17:
Funkce nespojitá v bodě x = a.

Vztah |f(x) − f(a)| < ε v definici vyjadřuje, že hodnota funkce f v bodě x
se lǐśı od f(a) o méně než ε. Č́ıslo ε může znamenat libovolné kladné č́ıslo.
Okolnost, že x ∈ Uδ(a) znamená, že

a− δ < x < a+ δ, (2.13)

tedy, že bod x je od bodu a vzdálen o méně než δ. Funkce f(x) znázorněna

x

y

0 a − δ a a + δ

f(a)

f(a) + ε

f(a) − ε

f(x)

I

Obrázek 2.18: Funkce spojitá v bodě a.

na obrázku 2.18 je v bodě a spojitá. K libovolně zvolenému č́ıslu ε existuje
takové č́ıslo δ > 0, že pro x ∈ (a− δ, a+ δ) lež́ı graf funkce v pásu omezeném
př́ımkami y = f(a)− ε, y = f(a)+ ε. Č́ıslo ε je zvoleno libovolně, č́ıslo δ > 0
se určuje k zvolenému ε > 0.

Význam definice 2.5 je graficky znázorněn na obr. 2.19 pro funkci g, která
neńı v bodě a spojitá.
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x

y

0 aI

g

g(a)

g(a) − ε

g(a) + ε

Obrázek 2.19: Graf nespojité funkce.

Na grafu 2.19 je patrno, že lze zvolit takové č́ıslo ε > 0, že k němu neexistuje
č́ıslo δ > 0 tak, aby graf funkce g prob́ıhal v intervalu (a − δ, a + δ) ⊂ I
v pásu omezeném př́ımkami y = g(a) − ε, y = g(a) + ε. Tedy funkce g neńı
spojitá v bodě a.

Př́ıklad 2.13. Funkce f(x) = c, x ∈ R je spojitá v každém bodě a ∈ R.

Skutečně. Zvolme ε > 0. Potom pro každé δ > 0 plat́ı

Uδ(a) ⊂ R,

|f(x) − f(a)| = |c− c| = 0 < ε, x ∈ Uδ(a).

Je tedy funkce f(x) spojitá v každém bodě a ∈ R.

Př́ıklad 2.14. Funkce f(x) = x, x ∈ R je spojitá v každém bodě a ∈ R.

Skutečně. Zvolme ε > 0. Položme δ = ε. Pak

Uδ(a) = Uε(a) = {x : a− ε < x < a+ ε} ⊂ R

|f(x) − f(a)| = |x− a| < ε, x ∈ Uδ(a).

Je tedy funkce f(x) spojitá v každém bodě a ∈ R.

Podobně definujeme spojitost zprava a spojitost zleva funkce f(x).

Definice 2.6. (Spojitost funkce zleva a zprava.)

Necht’ funkce f(x) je definovaná na intervalu I. Necht’ a ∈ I

je levým (pravým) koncovým bodem intervalu I. Řekneme,
že funkce f(x) je v bodě a spojitá zprava (zleva), jestliže
k libovolnému č́ıslu ε > 0 existuje takové δ > 0, že

1. U+
δ (a) ⊂ I (U−

δ (a) ⊂ I),
2. |f(x) − f(a)| < ε pro x ∈ U+

δ (a) (x ∈ U−
δ (a)).

Poznámka. Z definic 2.5, 2.6 vyplývá toto tvrzeńı:
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Necht’ funkce f(x) je definovaná na intervalu I a necht’ a je
jeho vnitřńım bodem. Potom funkce f(x) je spojitá v bodě
a právě tehdy, když je v bodě a spojitá zprava i zleva.

Zodpovězme si nyńı otázku, zda funkce F (x), která vznikne z funkćı f(x),
g(x) spojitých v bodě a sečteńım, resp. odečteńım, resp. násobeńım, resp.
děleńım, je rovněž v bodě a spojitá. Plat́ı tato věta. (Analogická věta plat́ı
pro spojitost zleva (zprava) a v bodě a.)

Věta 2.1.

Necht’ funkce f(x), g(x) jsou definovány v intervalu I a
necht’ jsou spojité v jeho vnitřńım bodě a. Potom i funkce
f(x) ± g(x), f(x) · g(x) jsou spojité v bodě a. Je-li nav́ıc

g(a) 6= 0, je i funkce f(x)
g(x) spojitá v bodě a.

Důkaz:

a) Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž f(x) je spojitá v bodě a,
existuje δ1 > 0 tak, že Uδ1(a) ⊂ I a pro x ∈ Uδ1(a) plat́ı

|f(x) − f(a)| < ε

2
. (2.14)

Podobně, poněvadž g(x) je spojitá v bodě a, existuje δ2 > 0 tak, že
Uδ2(a) ⊂ I a pro x ∈ Uδ2(a) plat́ı

|g(x) − g(a)| < ε

2
. (2.15)

Položme δ = min(δ1, δ2). Potom pro x ∈ Uδ(a) dostáváme

|(f(x)±g(x))−(f(a)±g(a))| ≤ |f(x)−f(a)|+|g(x)−g(a)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

(2.16)
Jsou tedy funkce f(x) ± g(x) spojité v bodě a.

b) Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Položme

ε1 =
ε

|f(a)| + |g(a)| + 1
,

takže ε1 > 0. Existuje tedy δ1 > 0 tak, že funkce f(x), g(x) jsou
definovány v Uδ1(a) a pro x ∈ Uδ1(a) plat́ı

|f(x) − f(a)| < ε1, |g(x) − g(a)| < ε1. (2.17)

Dále existuje takové δ2 > 0 tak, že pro x ∈ Uδ2(a) plat́ı |f(x)− f(a)| <
1. Je tedy

|f(x)| = |f(a) + (f(x) − f(a))| ≤ |f(a)| + |f(x) − f(a)| < |f(a)| + 1.
(2.18)
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Položme
δ = min(δ1, δ2).

Potom pro x ∈ Uδ(a) ⊂ I plat́ı

|f(x)g(x) − f(a)g(a)| = |f(x)(g(x) − g(a)) + g(a)(f(x) − f(a))|,

to jest

|f(x)g(x) − f(a)g(a)| ≤ |f(x)| · |g(x) − g(a)| + |g(a)| · |f(x) − f(a)|.

Úpravou s ohledem na (2.17), (2.18)

|f(x)g(x) − f(a)g(a)| ≤ (|f(a)| + 1)ε1 + |g(a)|ε1 = ε. (2.19)

Je tedy funkce f(x)g(x) spojitá v bodě a.

c) Důkaz posledńıho vztahu pro spojitost funkce f(x)
g(x)

v bodě a se provád́ı
podobně. Přenechávám jej čtenáři.

Důsledek 1. Poněvadž funkce g(x) = c pro x ∈ R je spojitá, dostáváme
z věty 2.1 tento závěr:

Necht’ funkce f(x) je definovaná na intervalu I a necht’ a je jeho vnitřńı bod.
Potom funkce cf(x) je spojitá v a.

Toto tvrzeńı lze zobecnit:

Necht’ funkce f1(x), f2(x), . . . , fn(x) jsou definované na in-
tervalu I a jsou spojité v jeho vnitřńım bodě a. Necht’

c1, c2, . . . , cn ∈ R. Potom funkce

c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + cnfn(x) (2.20)

f1(x)f2(x) . . . fn(x) (2.21)

jsou spojité v bodě a. (Dokažte!)
Slovy: Lineárńı kombinace funkćı spojitých v bodě a je opět spojitá
v bodě a.

Důsledek 2.

Necht’ funkce f(x) je definovaná na intervalu I a je spojitá
v jeho vnitřńım bodě a. Potom pro každé n ∈ N je funkce

fn(x) (2.22)

spojitá v bodě a. (Dokažte!)
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Spojitost reálného polynomu.

Necht’

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0, x ∈ R, an 6= 0,
(2.23)

kde a0, a1, . . . , an ∈ R. Potom funkce (2.23), zvaná reálný
polynom stupně n, je spojitá v každém bodě a ∈ R.

Důkaz: Podle př́ıkladu 2.14 je funkce y = x spojitá v bodě a a podle př́ıkladu
2.13 je funkce y = c spojitá v bodě x = a. Podle d̊usledku 2 jsou spojité i
funkce xm pro m = 1, 2, . . . , n. Podle d̊usledku 1 je v bodě a spojitá i funkce
(2.23).

Př́ıklad 2.15. Funkce f(x) = x + 1, g(x) = x2 + 1 jsou spojité v každém
bodě. Podle věty 2.1 je i funkce x+1

x2+1
jakožto pod́ıl dvou spojitých funkćı

spojitá v bodech, v nichž je x2 + 1 6= 0. Poněvadž x2 + 1 6= 0 pro všechna
x ∈ R, je daná funkce spojitá v každém bodě x ∈ I .

Př́ıklad 2.16. Funkce y = x−1
x2−1

neńı v bodě 1 spojitá, poněvadž v něm neńı
ani definovaná.

Př́ıklad 2.17. Funkce

F (x) =

{ x−1
x2−1

pro x 6= 1, x 6= −1
1
2

pro x = 1
(2.24)

je spojitá v bodě x = 1.

Skutečně. Pro x 6= 1 je
x− 1

x2 − 1
=

1

x+ 1
. (2.25)

Položme g(x) = 1
1+x

pro x ∈ R, x 6= −1. Funkce g(x) je v bodě 1 spojitá

podle věty 2.1, nebot’ g(x) je pod́ıl dvou funkćı spojitých v bodě 1. Tedy pro
libovolné ε > 0 existuje δ > tak, že Uδ(a) ⊂ Dg a plat́ı

∣∣∣∣g(x) −
1

2

∣∣∣∣ < ε pro x ∈ Uδ(a). (2.26)

Tedy

F (x) = g(x) pro x ∈ Uδ(a), (2.27)

F (1) = g(1) =
1

2
.

Je tedy funkce F (x) rovna spojité funkci g(x), x ∈ Uδ(a). Je tedy funkce
F (x) v bodě a spojitá.

Funkce spojité na intervalu. Vrat’me se znovu k pojmu spojitosti funkce.
Některé funkce, např. funkce y = x2 + 3x + 1, jsou spojité v každém bodě
x ∈ (−∞,∞). Zavedeme si nyńı pojem spojitosti funkce na intervalu. Při-
pomeňme si napřed, že bod a ∈ I je vnitřńım bodem intervalu I , neńı-li jeho
krajńım bodem.
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Funkce

spojitá na

intervalu

– vlastnosti

Definice 2.7. (Funkce spojitá na intervalu)

Budeme ř́ıkat, že funkce f(x) je spojitá na intervalu I,
jestliže

i) je spojitá v každém vnitřńım bodě intervalu I,
ii) je-li a levým (pravým) koncovým bodem intervalu I, a

a ∈ I, potom f(x) je v bodě a spojitá zprava (zleva).

Př́ıklad 2.18. Funkce F (x) = 1
x

je spojitá na intervalu 〈2, 3〉.
Skutečně. Funkce f(x) = 1, g(x) = x jsou spojité na intervalu (−∞,∞) a

g(x) 6= 0 pro x 6= 0. Podle věty 2.1 je funkce F (x) = f(x)
g(x)

spojitá v každém

bodě intervalu (2, 3). Dále f(x) je spojitá též zprava (zleva) v bodě a = 2
(b = 3). Odtud dostáváme, že F (x) je spojitá na 〈2, 3〉.

Uved’me si několik d̊uležitých vlastnost́ı funkćı spojitých na intervalu I .

Věta 2.2. (Zobrazeńı intervalu)

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu I. Potom zobra-
zuje interval I bud’to na jednobodovou množinu, nebo na
interval.

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Př́ıklad 2.19. Funkce f(x) = 3, x ∈ 〈1, 2〉 zobrazuje interval 〈1, 2〉 na
množinu {3}. Funkce g(x) = 3x + 2 zobrazuje interval 〈5, 7) na interval
〈17, 23). Načrtněte grafy obou funkćı a na obrázku zd̊uvodněte toto tvrzeńı.

Věta 2.3. (Existence maxima a minima funkce)

Necht’ funkce f(x) je spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉.
Potom v něm nabývá své maximálńı i minimálńı hodnoty
alespoň v jednom bodě.

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Př́ıklad 2.20. Funkce f(x) = x2, x ∈ 〈−1, 3〉 nabývá své minimálńı hodnoty
v bodě x = 0 a maximálńı hodnoty v bodě x = 3.

Př́ıklad 2.21. Funkce f(x) = 1
x
, x ∈ (0, 3〉 nabývá v intervalu (0, 3〉 své

minimálńı hodnoty v bodě 3, maximálńı hodnoty nenabývá. Funkce F (x) je
spojitá na intervalu (0, 3〉, v bodě 0 neńı definovaná. Viz obr. 2.20.

Znamenı́ spojit é funkce Znameńı

funkce

Nulový bod funkce. Č́ıslo α nazýváme nulovým bodem funkce f , jestliže
f(α) = 0.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

x

y

1 2 30

y = 1

x

Obrázek 2.20: Funkce y = 1
x

definovaná na intervalu (0, 3〉

co je to

znameńı

funkce

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu I. Určit znameńı
funkce f(x) znamená určit jej́ı nulové body a intervaly,
v nichž funkce f nabývá jen kladné hodnoty a intervaly,
v nichž nabývá jen záporné hodnoty.

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu I , jehož levý (pravý) koncový bod
je a ∈ R∗ (b ∈ R∗). Necht’ x1, . . . , xn jsou nulové body funkce f(x), které jsou
vnitřńımi body intervalu I . Položme x0 = a, xn+1 = b. Potom funkce f(x) je
na každém intervalu (xi, xi+1), i = 0, 1, . . . , n kladná nebo záporná.

Př́ıklad 2.22. Určete znameńı funkce f(x) = 2x− 1.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá na intervalu (−∞,∞). Má jediný kořen x =
1
2
, který dostaneme řešeńım rovnice f(x) = 0, tj. rovnice 2x−1 = 0. Položme
x1 = 1

2
. Poněvadž např. pro x = 0 ∈ (−∞, 1

2
) je f(0) = −1 < 0, je f(x) < 0

na intervalu (−∞, 1
2
). Podobně, poněvadž např. pro x = 1 je f(1) = 1 > 0,

je f(x) > 0 na intervalu (1
2
,∞). Graficky znázorńıme znameńı této funkce

takto:
+−

1

2

Kontrolnı́ ot ázky

1. Vysvětlete pojem spojitosti funkce v bodě.

2. Uved’te, zda funkce je spojitá v daném bodě a.

a) y = x2 + 1, a = 2 [je spojitá]

b) y = 1
x−1

, a = 1 [neńı spojitá]

3. Necht’ f(x) = −x + 2. Určete f(〈0, 2〉). [〈0, 2〉]
4. Určete znameńı funkćı

a) y = 4x+ 1 [
+−

− 1

4

]

b) y = 1
x−1

[
+−

1
]

82



2.4 Polynom a racion álnı́ lomen á funkce
Polynom

Př́ıkladem komplexńı funkce komplexńı proměnné je polynom.

Necht’ an, an−1, . . . , a1, a0 jsou komplexńı č́ısla. Jestliže ke
každému komplexńımu č́ıslu x ∈ C přǐrad́ıme č́ıslo f(x)
vztahem

f(x) = anx
n + · · · + a1x+ a0, (2.28)

je j́ım definována komplexńı funkce na množině všech kom-
plexńıch č́ısel C. Tato funkce se nazývá polynom. Č́ısla
an, . . . , a0 nazýváme koeficienty polynomu f(x). Č́ıslo a0

nazýváme absolutńım členem polynomu f(x). Jestliže an 6=
0, polynom f(x) nazýváme polynomem n-tého stupně.

Např. f(x) = x2 + 1 je polynom 2. stupně. Podle definice stupně neńı poly-
nomu f(x) = 0 přǐrazen žádný stupeň. Nazýváme jej nulovým polynomem.

Č́ıslo α nazýváme kořenem (nulovým bodem) polynomu
f(x), jestliže

f(α) = 0.

Např. polynom
P (x) = x3 + x (2.29)

má kořeny 0, i,−i, nebot’ P (0) = 0, P (i) = i3 + i = 0. Podobně P (−i) =
(−i)3 + (−i) = 0.

Jestliže P (x) je polynom a α je jeho kořen, potom polynom prvńıho stupně
x− α se nazývá kořenovým činitelem odpov́ıdaj́ıćımu kořenu α.

O polynomu plat́ı tyto věty:

Věta 2.4.

Necht’ α je kořenem polynomu f(x) stupně n ≥ 1. Potom
existuje takový polynom g(x) stupně n − 1, že pro každé
komplexńı č́ıslo x plat́ı

f(x) = (x− α) · g(x).

x− α nazýváme kořenovým činitelem polynomu f(x).
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Důkaz: Poněvadž f(α) = 0 lze polynom f(x) zapsat jako

f(x) = f(x) − f(α) = (anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0) −
−(anα

n + an−1α
n−1 + · · · + a1α+ a0).

Úpravou dostáváme

f(x) = an(xn − αn) + an−1(x
n−1 − α−1) + · · · + a1(x− α).

Poněvadž

xk − αk = (x− α)(xk−1 + αxk−2 + · · · + αk−1), pro k = 1, 2, . . . , n,

lze psát
f(x) = (x− α) · [an(xn−1 + · · · + αn−1) + · · · + a1],

to jest
f(x) = (x− α)g(x),

což jsme chtěli dokázat.

Př́ıkladem je polynom
f(x) = x2 − x− 2,

který má č́ıslo 2 za sv̊uj kořen, nebot’ f(2) = 0. Existuje tedy polynom g(x)
stupně 2 tak, že

f(x) = (x− 2)g(x).

Děleńım polynomu f(x) kořenovým činitelem x− 2 dostáváme

( x2 − x− 2 ) : (x− 2) = x+ 1
±x2 ∓ 2x

x− 2
± x∓ 2

0

tj.
(x2 − x− 2) : (x− 2) = x+ 1,

takže
f(x) = (x− 2)(x+ 1).

Zat́ım jsme pouze zavedli pojem kořene polynomu, ale nezabývali jsme se
problémem existence kořene polynomu. O tom vypov́ıdá následuj́ıćı věta:Kǒreny

polynomu

Věta 2.5. (Fundamentálńı věta algebry)

Každý polynom stupně n ≥ 1 má v oboru komplexńıch č́ısel
kořen.
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Důkaz: Bez d̊ukazu.

Definice 2.8.

Ř́ıkáme, že č́ıslo α je k–násobným kořenem polynomu f(x),
jestliže pro každé komplexńı č́ıslo x plat́ı

f(x) = (x− α)kg(x),

kde g(x) je takový polynom, že g(α) 6= 0.

Př́ıklad 2.23. Polynom x3 − 3x2 + 4 lze zapsat ve tvaru

x3 − 3x2 + 4 = (x− 2)2(x+ 1).

Je tedy x = 2 dvojnásobným a x = −1 jednoduchým kořenem polynomu
x3 − 3x2 + 4.

Důsledek. Polynom n–tého stupně, n ≥ 1,

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0, an 6= 0

má právě n kořen̊u, poč́ıtáme-li k–násobný kořen za k kořen̊u.

Důkaz: Jestliže n = 0, a0 6= 0, je tvrzeńı zřejmé. Necht’ tedy f(x) je polynom
stupně 1. Potom f(x) = a1x + a0, kde a1 6= 0. Potom f(x) = a1(x + a0

a1
),

takže f(x) = (x− α)a1, kde α = −a0

a1
.

Předpokládejme, že věta plat́ı pro polynomy stupně n− 1 a dokažme, že pak
věta plat́ı také pro polynomy stupně n. Necht’ tedy

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0, an 6= 0.

Podle fundamentálńı věty algebry má polynom f(x) kořen v oboru kom-
plexńıch č́ısel, označme jej α. Tedy

f(x) = (x− α)g(x),

kde g(x) je polynom stupně n−1, který má podle předpokladu n−1 kořen̊u.
Poněvadž α je kořenem polynomu f(x), má f(x) právě n kořen̊u.

Př́ıklad 2.24. Poněvadž

x4 + 4x3 − 16x− 16 = (x+ 2)3(x− 2),

je x = 2 jednoduchým a x = −2 trojnásobným kořenem tohoto polynomu.
Má tedy daný polynom 4 kořeny.

Důsledek. Jestliže polynom f(x) je roven nule v nekonečně mnoha č́ıslech,
pak je to polynom nulový.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Důkaz: Kdyby polynom byl stupně n ≥ 1, byl by roven nule nejvýše v n
navzájem r̊uzných č́ıslech. To je spor, takže polynom má všechny koeficienty
nulové. Pro n = 0 je věta zřejmá.

Důsledek. Jestliže dva polynomy f(x), g(x) nabývaj́ı stejné hodnoty v ne-
konečně mnoha č́ıslech, pak maj́ı stejné koeficienty u stejných mocnin x.

Důkaz: Označme
h(x) = f(x) − g(x).

Polynom h(x) má nulovou hodnotu v nekonečně mnoha č́ıslech, takže všechny
jeho koeficienty jsou nulové. Odtud snadno plyne tvrzeńı.

Reálný polynom

Polynom s reálnými koeficienty budeme nazývat reálným
polynomem.

Věta 2.6.

Je-li α + iβ, β 6= 0 jednoduchým kořenem reálného poly-
nomu

f(x) = anx
n + an−1x

n+1 + · · · + a1x+ a0, an 6= 0, (2.30)

je též č́ıslo α− iβ jeho kořenem.

Důkaz: Dosazeńım x = α+ iβ do (2.30) dostáváme

f(α+ iβ) = an(α+ iβ)n + an−1(α+ iβ)n−1 + · · · + a1(α+ iβ) + a0

= A+ iB,

kde A = Re(f(α+iβ)), B = Im(f(α+iβ)). Poněvadž f(α+iβ) = A+iB = 0,
je A = 0, B = 0. Poněvadž (α − iβ)r je č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu
(α+ iβ)r pro r = 1, 2, . . . , n, plat́ı

f(α− iβ) = an(α − iβ)n + an−1(α− iβ)n−1 + · · · + a1(α− iβ) + a0

= A− iB.

Poněvadž A = B = 0, je f(α − iβ) = 0, takže α − iβ je kořenem polynomu
(2.30).

Je tedy polynom (2.30) dělitelný součinem kořenových činitel̊u

(x− (α+ iβ)) · (x− (α− iβ)) = (x− α)2 + β2,

tedy reálným polynomem druhého stupně. Je tedy

f(x) = [(x− α)2 + β2]f1(x), (2.31)

86



kde f1(x) je reálný polynom stupně n− 2. Kdyby α+ iβ byl dvojnásobným
kořenem reálného polynomu f(x), byl by α + iβ jednoduchým kořenem
reálného polynomu f1(x), určeného vztahem (2.31). Tedy α− iβ by byl podle
věty 2.6 též jeho kořenem. Bylo by tedy možné psát

f1(x) = [(x− α)2 + β2]f2(x), (2.32)

kde f2(x) je reálný polynom stupně n− 4. Tedy

f(x) = [(x− α)2 + β2]2f2(x).

T́ımto jsme dospěli k tomuto závěru

Je-li α+iβ, β 6= 0, k–násobným kořenem reálného polynomu
f(x), je i α− iβ k–násobným kořenem polynomu f(x).

Poznámka. Jestliže polynom neńı reálný, tvrzeńı věty nemuśı být splněno.
Např. polynom f(x) = x2 + x(1 − i) − i má č́ıslo i za sv̊uj kořen, avšak −i
neńı jeho kořenem.

Z toho, co jsme o kořenech polynomu uvedli, lze dospět k tomuto tvrzeńı.

Rozklad

reálného

polynomu

Necht’ f(x) je reálný polynom. Necht’ α, β, . . . , γ jsou
všechny jeho navzájem r̊uzné reálné kořeny a to α

k–násobný, β l–násobný, . . . , γ m–násobný. Necht’

a ± ib, . . . , c ± id jsou všechny jeho navzájem r̊uzné dvo-
jice nereálných komplexně sdružených kořen̊u. Necht’ a+ ib

je p–násobný,. . . , c+ id je q–násobný kořen. Potom plat́ı

f(x) = an · (x− α)k · (x− β)l · · · · · (x− γ)m ·
·[(x− a)2 + b2]p · · · · · [(x− c)2 + d2]q. (2.33)

pro každé komplexńı č́ıslo x.
Polynom f(x) zapsaný ve tvaru (2.33) nazýváme rozkladem
reálného polynomu v reálném oboru.

Hledáńı

kǒrenů

polynomů

Hledáńı kořen̊u polynomů. Vyslovili jsme sice větu o existenci kořen̊u
polynomů, avšak neuvedli jsme zat́ım nic o zp̊usobu jejich hledáńı. Tato pro-
blematika je značně rozsáhlá a jej́ı výklad v plném rozsahu je nad rámec
tohoto textu. Uvedeme zde alespoň několik úvodńıch poznámek k této pro-
blematice.

Hledáńı kořen̊u polynomů 1. a 2. stupně by Vám mělo být všem dobře známo.
Některým z Vás možná neńı znám př́ıpad, kdy kořeny kvadratické rovnice
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2. Funkce a jejich vlastnosti

jsou komplexńı. Proto si uvedeme i př́ıpad hledáńı kořen̊u polynomů 1. a
2. stupně. Zde neńı uvedeno podrobné odvozováńı. Výklad týkaj́ıćı se poly-
nomů 2. stupně je nutno chápat jen jako připomenut́ı poznatk̊u z matematiky
v dř́ıvěǰśım studiu. Ukážeme si i metody na hledáńı kořen̊u polynomů 3. a 4.
stupně, jimž tyto kořeny urč́ıme z jejich koeficient̊u konečným počtem arit-
metických operaćı a odmocňováńım. Je dokázáno, že neexistuje výpočtový po-
stup, kterým by bylo možno v obecném př́ıpadě určit kořeny každého polynomu
stupně věťśıho než 4 z jeho koeficient̊u provedeńım konečného počtu aritme-
tických operaćı a odmocňováńı. Výpočtové postupy, kterými by bylo možné
určit kořeny každého polynomu 3. a 4. stupně z jeho koeficient̊u konečným
počtem aritmetických operaćı a odmocňováńı, které uvedeme, dávaj́ı někdy
výsledky v nepřehledném tvaru, takže se dává často přednost numerickým
postup̊um, které jsou použitelné pro hledáńı kořen̊u polynomů stupň̊u větš́ıch
než 2.

Hledáńı kořen̊u polynomu

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0, (2.34)

kde an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ C, an 6= 0, vede na řešeńı algebraické rovnice

anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0 = 0. (2.35)

Č́ıslo α je kořenem polynomu (2.34), když a jenom když je řešeńım rovnice
(2.35).

Kořeny polynomu 1. stupně. Pro n = 1 dostáváme z (2.34) polynom

P1(x) = a1x+ a0, a1 6= 0. (2.36)

Př́ıslušnou algebraickou rovnici

a1x + a0 = 0, a1 6= 0, (2.37)

nazýváme lineárńı rovnićı. Má jediný kořen, označ́ıme jej x1, kde

x1 = −a0

a1

. (2.38)

Polynom P1(x) = a1x + a0, a1 6= 0, má jediný kořen x1 =
−a0

a1
. Grafem reálného polynomu 1. stupně (2.36) je př́ımka

y = a1x+ a0, (2.39)

která prot́ıná osu x v bodě x1 = −a0

a1
. (Viz obr. 2.21.)
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xx1

y = a1x + a0

Obrázek 2.21: Graf lineárńı funkce (2.39).

Př́ıklad 2.25. Např. polynom

P1(x) = 2x+ 3 (2.40)

má právě jeden kořen x1, který je kořenem rovnice

2x + 3 = 0.

T́ımto kořenem je č́ıslo x1 = −3
2
. (Nakreslete si jeho graf.)

Kořeny polynomu 2. stupně. Pro n = 2 dostáváme z (2.34) polynom

P2(x) = a2x
2 + a1x + a0, a2 6= 0. (2.41)

Kořeny tohoto polynomu jsou řešeńım kvadratické rovnice

a2x
2 + a1x+ a0 = 0, a2 6= 0. (2.42)

Řešeńı

kvadratické

rovnice

Kořeny x1, x2 (ve stručném zápisu x1,2) polynomu (2.41),
tedy řešeńı kvadratické rovnice (2.42), lze určit podle vztahu

x1,2 =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a2a0

2a2
. (2.43)

(Vztah (2.43) plat́ı i pro polynomy, které nejsou reálné.)

Č́ıslo
D = a2

1 − 4a2a0 (2.44)

se nazývá diskriminant kvadratické rovnice (2.42).

Diskuze – reálný polynom 2. stupně. Necht’

P2(x) = a2x
2 + a1x+ a0, (2.45)

kde a2, a1, a0 ∈ R, a2 6= 0, je reálný polynom 2. stupně. Mohou nastat tyto
př́ıpady.

a) D = 0. V tomto př́ıpadě dostáváme z (2.43)

x1,2 = − a1

2a2

. (2.46)

b) D > 0. V tomto př́ıpadě je
√
D reálné č́ıslo a z (2.43) dostáváme

x1 =
−a1 −

√
D

2a2

, x2 =
−a1 +

√
D

2a2

. (2.47)
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2. Funkce a jejich vlastnosti

c) D < 0. V tomto př́ıpadě dostáváme z (2.43)

x1 =
−a1 − i

√
|D|

2a2

, x2 =
−a1 + i

√
|D|

2a2

. (2.48)

Př́ıklad 2.26. Určete kořeny polynomů

a) f(x) = 2x2 − 3x,
b) g(x) = x2 − 5x + 6,
c) h(x) = x2 + x+ 1.

Řešeńı.

a) Kořeny polynomu f(x) jsou kořeny rovnice

2x2 − 3x = 0. (2.49)

Poněvadž rovnice nemá absolutńı člen, neńı nutno k jej́ımu řešeńı použ́ıt
vztah (2.43). Rovnici (2.49) přeṕı̌seme na tvar

x(2x− 3) = 0. (2.50)

Poněvadž součin dvou výraz̊u je roven 0, když alespoň jeden z nich je
roven 0, z (2.50) vyplývá x = 0 nebo 2x− 3 = 0. Odtud

x1 = 0, x2 =
3

2
.

b) Kořeny polynomu g(x) dostaneme řešeńım kvadratické rovnice

x2 − 5x + 6 = 0.

Diskriminant D této rovnice poč́ıtáme podle (2.44). Dostáváme D =
52 − 4 · 1 · 6, tedy D = 1. Podle (2.47) dostáváme

x1 =
5 −

√
1

2
, x2 =

5 +
√

1

2
,

tedy
x1 = 2, x2 = 3.

c) Kořeny polynomu h(x) dostaneme řešeńım kvadratické rovnice

x2 + x+ 1 = 0.

Diskriminant této rovnice poč́ıtáme podle (2.44). Dostáváme

D = 1 − 4 · 1 · 1, takže D = −3.

Podle (2.48) dostáváme

x1 =
−1 − i

√
3

2
, x2 =

−1 + i
√

3

2
.
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Graf

polynomu

2. stupně

Grafem reálného polynomu 2. stupně (2.41)

y = a2x
2 + a1x+ a0, a2 6= 0,

je parabola, která je pro a2 > 0 otevřena ve směru kladné
osy y a pro a2 < 0 je otevřena ve směru záporné osy y.

Označ́ıme D = a2
1−4a2a0. Je-li D > 0, parabola prot́ıná osu

x ve dvou r̊uzných bodech x1, x2 daných vztahem (2.47). Je-
li D = 0, parabola se dotýká osy x v bodě x1 = x2 daném
vztahem (2.46). Je-li D < 0, parabola neprot́ıná osu x. Viz
obr. 2.22—2.27.

xx1 x2

Obrázek 2.22:
a2 > 0, D > 0

xx1,2

Obrázek 2.23:
a2 > 0, D = 0

x

Obrázek 2.24:
a2 > 0, D < 0

xx1 x2

Obrázek 2.25:
a2 < 0, D > 0

xx1,2

Obrázek 2.26:
a2 < 0, D = 0

x

Obrázek 2.27:
a2 < 0, D < 0

Řešeńı

rovnice

3. stupně –

informativně

Kořeny polynomu 3. stupně. Pro n = 3 dostáváme z (2.34) polynom

P3(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0, (2.51)

kde a3, a2, a1, a0 ∈ C, a3 6= 0. Tento polynom má podle d̊usledku věty 2.5 právě tři kořeny,
poč́ıtáme-li k–násobný kořen za k kořen̊u. Tyto kořeny nalezneme řešeńım kubické rovnice

a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = 0, a3 6= 0.

Následuj́ıćı výklad je stručný, je uveden pro Vaši představu o postupu řešeńı. Děleńım této
rovnice č́ıslem a3 dostáváme rovnici, kterou zapǐsme jako

x3 + b2x
2 + b1x + b0 = 0. (2.52)

Existuje řada metod na řešeńı rovnice (2.52). Naznačme stručně jednu z nich. Mı́sto
proměnné x zaved’me proměnnou y vztahem

x = y − 1

3
b2. (2.53)
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Jej́ım dosazeńım do (2.52) dostáváme

(
y − 1

3
b2

)3

+ b2

(
y − 1

3
b2

)2

+ b1

(
y − 1

3
b2

)
+ b0 = 0.

Úpravou této rovnice obdrž́ıme
y3 + py + q = 0, (2.54)

kde jsme položili

p = b1 −
1

3
b2
2, q = b0 −

1

3
b2b1 +

2

27
b3
2.

Pro p = 0 by rovnice (2.54) přešla ve tvar

y3 + q = 0.

Jej́ım řešeńım je
y1,2,3 = 3

√−q.

Zde chápeme 3
√· v komplexńım oboru jako trojznačnou.

Necht’ p 6= 0. Mı́sto neznámé y zavedeme dvě neznámé vztahem

y = u + v (2.55)

a zvoĺıme mezi nimi takový vztah, že celý problém se zjednoduš́ı. Dosazeńım (2.55) do
(2.54) dostáváme

(u + v)3 + p(u + v) + q = 0. (2.56)

Úpravou (2.56) obdrž́ıme

u3 + v3 + (3uv + p)(u + v) + q = 0. (2.57)

Zmı́něný vztah mezi u, v zvolme takto:

3uv = −p. (2.58)

T́ım se rovnice (2.57) převede na tvar

u3 + v3 = −q. (2.59)

Z rovnic (2.58) a (2.59) obdrž́ıme

u3 = −1

2
q −

√
q2

4
+

p3

27
, v3 = −1

2
q +

√
q2

4
+

p3

27
.

Odtud dostáváme

u =
3

√

−1

2
q −

√
q2

4
+

p3

27
, v =

3

√

−1

2
q +

√
q2

4
+

p3

27
, (2.60)

kde každá veličina u, v je trojznačná. Máme tedy celkem 9 jejich kombinaćı. Uvažujme
ta u, v, která vyhovuj́ı rovnićım (2.58), (2.59). Jejich výběrem a dosazeńım do (2.55)
dostáváme

y1 =
3

√

−1

2
q −

√
q2

4
+

p3

27
+

3

√

−1

2
q +

√
q2

4
+

p3

27
,

y2 = ε
3

√

−1

2
q −

√
q2

4
+

p3

27
+ ε2

3

√

−1

2
q +

√
q2

4
+

p3

27
, (2.61)

y3 = ε2
3

√

−1

2
q −

√
q2

4
+

p3

27
+ ε

3

√

−1

2
q +

√
q2

4
+

p3

27
,
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kde

ε =
−1 + i

√
3

2
, ε2 =

−1 − i
√

3

2
.

Závěr: Postup hledáńı kořen̊u polynomu

P3(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0,

kde a3, a2, a1, a0 ∈ C, a3 6= 0, urč́ıme v těchto kroćıch:

a) Položme

b2 =
a2

a3

, b1 =
a1

a3

, b0 =
a0

a3

. (2.62)

b) Položme

p = b1 −
1

3
b2
2, q = b0 −

1

3
b2b1 +

2

27
b3
2. (2.63)

c) Vypoč́ıtejme y1, y2, y3 podle (2.61).
d) Položme

xi = yi −
1

3
b2, i = 1, 2, 3. (2.64)

Př́ıklad 2.27. Nalezněte kořeny polynomu

P3(y) = y3 − 9y − 28. (2.65)

Řešeńı. V našem př́ıpadě je

b2 = 0, b1 = −1, b0 = −28.

Podle (2.63) dostáváme
p = −9, q = −28.

Dosazeńım do (2.61) dostáváme

y1 =
3

√

−1

2
(−28) +

√
282

4
− 93

27
+

3

√

−1

2
(−28) −

√
282

4
− 93

27
.

Úpravou
y1 = 3 + 1, tedy y1 = 4.

Dále

y2 =
−1 + i

√
3

2
· 3 +

−1 − i
√

3

2
· 1,

y3 =
−1− i

√
3

2
· 3 +

−1 + i
√

3

2
· 1.

Úpravou
y2 = −2 + i

√
3, y3 = −2 − i

√
3.

Př́ıklad 2.28. Nalezněte kořeny polynomu

P3 = y3 − 5y + 4. (2.66)

Řešeńı. Je zřejmé, že y1 = 1 je kořenem P3(y). (Přesvědč́ıme se dosazeńım.) Děleńım
y3 − 5y + 4 kořenovým činitelem y − 1 dostáváme

y3 − 5y + 4 = (y − 1) · (y2 + y − 4).
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Řešeńım rovnice
y2 + y − 4 = 0

dostáváme daľśı kořeny

y2,3 =
−1 ±

√
17

2
.

Tedy

y1 = 1, y2 =
−1−

√
17

2
, y3 =

−1 +
√

17

2

jsou kořeny polynomu P3(x).

Hledejme kořeny daného polnomu P3(x) výše uvedeným postupem. V tomto př́ıpadě je

b2 = 0, b1 = −5, b0 = 4.

Podle (2.63) dostáváme

p = −5− 1

3
· 0, q = 4 − 1

3
· 0 · (−5) +

2

27
· 03.

Úpravou
p = −5, q = 4.

Podle (2.61) dostáváme

y1 =
3

√

−1

2
· 4 +

√
16

4
+

(−5)3

27
+

3

√

−1

2
· 4 −

√
16

4
+

(−5)3

27
.

Úpravou

y1 =
3

√

−2 +
1

3

√
−17

3
+

3

√

−2 − 1

3

√
−17

3
,

y2 =
−1 + i

√
3

2

3

√

−2 +
1

3

√
−17

3
+

−1− i
√

3

2

3

√

−2 − 1

3

√
−17

3
,

y3 =
−1 − i

√
3

2

3

√

−2 +
1

3

√
−17

3
+

−1 + i
√

3

2

3

√

−2 − 1

3

√
−17

3
.

Řešeńı

rovnice

4. stupně –

informativně

Kořeny polynomu 4. stupně. Pro n = 4 dostáváme z (2.34) polynom

P4(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0, (2.67)

kde a4, a3, a2, a1, a0 ∈ C, a4 6= 0. Tento polynom má podle d̊usledku věty 2.5 právě čtyři
kořeny. Tyto kořeny nalezneme řešeńım algebraické rovnice 4. stupně

a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 = 0, a4 6= 0. (2.68)

K řešeńı této rovnice je známa řada metod. Uvedeme jeden ze známých výpočtových
postup̊u.

Postup hledáńı kořen̊u polynomu

a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 = 0, a4 6= 0.

a) Položme

b3 =
a3

a4

, b2 =
a2

a4

, b1 =
a1

a4

, b0 =
a0

a4

.
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T́ım rovnici (2.68) převedeme na rovnici

x4 + b3x
3 + b2x

2 + b1x + b0 = 0. (2.69)

Substitućı

x = y − b3

4
(2.70)

do rovnice (2.69) dostaneme rovnici

y4 + py2 + qy + r = 0, (2.71)

kde
p = b2 − 3

8
b3,

q = b1 − 1

2
b3b2 + 1

8
b3
3,

r = b0 − 1

4
b3b1 + 1

16
b2
3b2 − 3

256
b4
3.

(2.72)

b) Řešme kubickou rovnici

t3 + 2pt2 + (p2 − 4r)t − q2 = 0. (2.73)

Označme t1, t2, t3 jej́ı kořeny.
c) Určeme kořeny y1, y2, y3, y4 rovnice (2.71) podle vztah̊u

2y1 =
√

t1 +
√

t2 +
√

t3,
2y2 =

√
t1 −

√
t2 −

√
t3,

2y3 = −√
t1 +

√
t2 −

√
t3,

2y4 = −√
t1 −

√
t2 +

√
t3.

(2.74)

d) Kořeny x1, x2, x3, x4 polynomu P4(x) urč́ıme ze vztah̊u

xi = yi −
b3

4
, i = 1, 2, 3, 4. (2.75)

Určeńı kořen̊u polynomu 4. stupně je tedy převedeno na řešeńı kubické rovnice.

Shrňme si nyńı dosažené poznatky o hledáńı kořen̊u polynomů.

Kořeny polynomů 1. a 2. stupně se hledaj́ı výše uve-
deným zp̊usobem. Kořeny polynomů 3. a 4. stupně lze sice
řešit výše uvedenými postupy, resp. jinými algoritmy, avšak
výsledky bývaj́ı vyjádřeny často v komplikovaném tvaru.
Pro obecné polynomy stupň̊u větš́ıch než 4 je dokázáno,
že nelze nalézt postupy, jimiž by z jejich koeficient̊u bylo
možno v obecném př́ıpadě nalézt kořeny konečným počtem
aritmetických operaćı a odmocňováńı. To ovšem nezna-
mená, že kořeny některých speciálńıch polynomů nelze určit
konečným počtem zmı́něných operaćı. Je tomu např. pro
polynomy Pn(x) = xn − a0. K určeńı kořen̊u polynomů
stupň̊u větš́ıch než 2 se použ́ıvaj́ı numerické metody. Uce-
lený výklad těchto metod přesahuje rámec tohoto studijńıho
textu. V daľśım pojednáńı se k této problematice vrát́ıme.
V př́ıpadě potřeby je možno určit kořeny na poč́ıtači, pokud
jsou na něm zabudované vhodné programy.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Racion álnı́ lomen á funkce

Racionálńı lomenou funkćı nazýváme každou funkci tvaru

F (x) =
f(x)

g(x)
, g(x) 6≡ 0,

kde f(x) a g(x) jsou polynomy. Poněvadž polynom je de-
finován v každém komplexńım č́ısle, je racionálńı lomená
funkce definována ve všech komplexńıch č́ıslech v nichž je
g(x) 6= 0, tj. ve všech č́ıslech x, která nejsou kořeny funkce
g(x).

Př́ıklad 2.29. Funkce

F (x) =
2x+ 3

x3 + x

je racionálńı lomená funkce. Jmenovatel, funkce g(x) = x3 + x, lze psát ve
tvaru g(x) = x(x+ i)(x− i). Je tedy F (x) definovaná ve všech komplexńıch
č́ıslech r̊uzných od 0,−i, i.

Necht’ čitatel i jmenovatel racionálńı lomené funkce F (x) maj́ı společného
kořenového činitel x−α. Zkrát́ıme-li t́ımto společným kořenovým činitelem,
dostaneme novou racionálńı lomenou funkce, označme ji G(x). Funkce F (x),
G(x) maj́ı stejné hodnoty pro x 6= α. Může se ale stát, že funkce G(x) je
v α definována, zat́ımco F (x) neńı v č́ısle α definována. V daľśım budeme
předpokládat, že čitatel a jmenovatel racionálńı lomené funkce nemaj́ı žádný
stejný kořen.

Necht’ n je stupeň polynomu čitatele a m je stupeň polynomu jmenovatele
racionálńı lomené funkce F (x). Jestliže je n < m, funkci F (x) nazýváme ryze
lomenou, jestliže n ≥ m, nazýváme funkci F (x) neryze lomenou.

Necht’

F (x) =
f(x)

g(x)

je neryze lomená funkce. Děleńım funkce f(x) funkćı g(x) dostaneme

f(x) = P (x) · g(x) +Q(x),

kde P (x), Q(x) jsou polynomy. Polynom Q(x) je zbytek po děleńı, jeho
stupeň je menš́ı než stupeň polynomu g(x). Je tedy

F (x) = P (x) +
Q(x)

g(x)
.

Funkce Q(x)
g(x)

je ryze lomená racionálńı funkce.

Slovy: Neryze lomenou racionálńı funkci lze napsat jako
součet polynomu a ryze lomené racionálńı funkce.
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Př́ıklad 2.30. Funkce

R(x) =
3x4 − 2x3 + 1

x2 + 1

je neryze lomená. V čitateli je polynom stupně 4, ve jmenovateli je polynom
stupně 2. Děleńım dostáváme

(3x4 −2x3 +1 ) : (x2 + 1) = 3x2 − 2x− 3 + 2x+4
x2+1

±3x4 ±3x2

−2x3 −3x2 +1
∓2x3 ∓2x

−3x2 +2x+1
∓3x2 ∓3

2x+4

Kontrolnı́ úlohy

1. V kterých bodech je funkce f(x) = 3x−2
x2−4

spojitá? Zd̊uvodněte.
[ve všech bodech r̊uzných od ±2]

2. Určete kořeny polynomu

a) x2 − 7x + 12 [3, 4]

b) x2 + x+ 1 [−1
2
± i

√
3

2
]

c) x3 + 1 [−1, 1±i
√

3
2

]
3. Rozložte na kořenové činitele polynom

x4 − x3 + 12x2 − 13x + 45

v́ıte-li, že má kořen 1+2i. [(x−1+2i)(x−1−2i)(x− −1+i
√

35
2

)(x− −1−i
√

35
2

)]

4. Dokažte, že polynom

x4 − 5x3 + 6x2 − 9x+ 27

má dvojnásobný kořen 3.

5. Řešte rovnici

x5 − 7x4 + 9x3 − x2 + 7x− 9 = 0

v́ıte-li, že má za kořeny všechny třet́ı odmocniny z jedné. [1, −1±i
√

3
2

, 7±
√

13
2

]

6. Rozložte v reálném oboru polynom x4 + 1.
[Návod: x4 + 1 = (x4 + 2x2 + 1) − 2x2, x4 + 1 = (x2 + 1)2 − 2x2. Odtud
(x2 + x

√
2 + 1)(x2 − x

√
2 + 1).]

7. Rozložte na součet polynomu a ryze lomenné racionálńı funkce:

x4 + 6x2 + x− 2

x4 − 2x3
[1 + 2x3+6x2+x−2

x4−2x3 ]
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2. Funkce a jejich vlastnosti

8. Určete znameńı funkćı

a) (x3 + 27)3(x− 5)2 [
−3 5

− + +
]

b)
(x2 − 1)2

x+ 3
[

−3 −1 1

− + + +
]

c)
(2x+ 1)3(x2 − 3)3

x(x− 2)
[

−
√

3 − 1

2
0

√
3 2

− + − + − +
]

2.5 Funkce složen á a funkce inverznı́. Element árnı́ fun-
kce

Složená

funkce

Složená funkce. Necht’ A je neodvislý obor funkce u =
ϕ(x). Označme B = ϕ(A) odvislý obor funkce ϕ. Necht’

f(u) je funkce definovaná na množině B. Ke každému č́ıslu
x ∈ A přǐrad’me č́ıslo F (x) vztahem

F (x) = f(ϕ(x)), (2.76)

to jest hodnotu funkce f v č́ısle u = ϕ(x) ∈ B. Funkci f
nazýváme vněǰśı složkou a funkci ϕ vnitřńı složkou funkce
F .

Př́ıklad 2.31. Funkci

y = (x2 + 1)7, x ∈ (−∞,∞)

můžeme chápat jako složenou funkci. Položme

A = (−∞,∞),

u = ϕ(x), kde ϕ(x) = x2 + 1, x ∈ A.

Označme
B = ϕ(A), tedy B = 〈1,∞).

Položme
y = f(u), kde f(u) = u7, u ∈ B.

Potom ke každému x ∈ A je funkćı ϕ přǐrazeno u = ϕ(x) ∈ B. K tomuto
č́ıslu u je funkćı f přǐrazeno č́ıslo y = f(u). Tedy y = f(ϕ(x)).

Je tedy f(u) = u7 vněǰśı a u = x2 + 1 vnitřńı složkou funkce y = (x2 + 1)7.

Poznámka. Složená funkce m̊uže být v́ıcenásobně složená. Např. jestliže f
je jej́ı vněǰśı složkou a ϕ je jej́ı vnitřńı složkou, potom vnitřńı složka ϕ může
být opět složenou.

O spojitosi složené funkce plat́ı tato věta.
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Věta 2.7. (Spojitost složené funkce)

Necht’ funkce ϕ(x) je spojitá na intervalu I. Necht’ ϕ(I)
je interval J , na němž je funkce y = f(u) spojitá. Potom
složená funkce f(ϕ(x)) je spojitá na intervalu I.

Důkaz: Je nutno dokázat, že věta o spojitosti plat́ı v libovolném bodě a ∈ I .
Omeźıme se na př́ıpad, že a je vnitřńı bod intervalu I a α = ϕ(a) je vnitřńı
bod intervalu J . Sami si promyslete jiné př́ıpady.

Necht’ tedy a je vnitřńım bodem intervalu I a α = ϕ(a) je vnitřńım bodem
intervalu J . Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž f(u) je funkce spojitá
v bodě α, existuje κ > 0 tak, že pro u ∈ (α−κ, α+κ) je f definovaná a plat́ı
zde

|f(u) − f(α)| < ε. (2.77)

Poněvadž ϕ(x) je funkce spojitá v bodě a, k č́ıslu κ existuje takové č́ıslo
δ > 0, že pro x ∈ (a− δ, a + δ) je funkce ϕ definovaná a plat́ı zde

|ϕ(x) − ϕ(a)| < κ, tj. |ϕ(x) − α| < κ.

Tedy pro x ∈ (a − δ, a + δ) je funkce f(ϕ(x)) definovaná a plat́ı zde podle
(2.77)

|f(ϕ(x)) − f(ϕ(a))| < ε.

Př́ıklad 2.32. Funkce u = ϕ(x) = x2 + 1 je spojitá na intervalu I =
(−∞,∞). Funkce y = f(u) = u7 je spojitá na intervalu K = (−∞,∞). Dále
J = ϕ(I) = 〈1,∞) ⊂ K, takže funkce f je spojitá na intervalu J . Je tedy
složená funkce y = (x2 + 1)7 spojitá na intervalu I .

Inverznı́ funkce.

Zavedeńı

inverzńı

funkce

Necht’ funkce y = f(x) je definovaná na množině A a je na
ńı prostá. To znamená, že pro každá dvě č́ısla x1, x2 ∈ A,
x1 6= x2 je f(x1) 6= f(x2). Označme B = f(A). Ke každému
y ∈ B přǐrad’me to č́ıslo x ∈ A, pro nějž je f(x) = y. T́ım
jsme zavedli pravidlo, jimž ke každému y ∈ B je přǐrazeno
x ∈ A. Je tak definovaná nová funkce, označme ji f−1,
jej́ımž neodvislým oborem je množina B a odvislým obo-
rem je množina A. Ponecháme-li označeńı y pro proměnnou
s oborem B a x pro proměnnou s oborem A, ṕı̌seme

x = f−1(y), y ∈ B, x ∈ A.

V definici inverzńı funkce je podstatný předpoklad, že f je na svém definičńım
oboru prostá. Takovými funkcemi jsou např. funkce ryze monotónńı na svém
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2. Funkce a jejich vlastnosti

definičńı oboru.

Na obr. 2.28 je znázorněn graf funkce y = f(x) rostoućı na intervalu A =
D(f), tedy graf funkce prosté. Graf funkce x = f−1(y) je totožný s grafem
funkce y = f(x), pokud bychom proti zvyklostem znázornili neodvislý obor
na ose y a odvislý obor na ose x.

x

y

A

B

0

y = f(x), x = f−1(y)

Obrázek 2.28: Graf funkćı y = f(x), x = f−1(y).

Z definice inverzńı funkce vyplývá

je-li a ∈ D(f), potom a = f−1(f(a)), (2.78)

je-li α ∈ D(f−1), potom α = f(f−1(α)). (2.79)

Označ́ıme-li x neodvisle proměnnou jak pro funkci f , tak i pro funkci f−1,
zaṕı̌seme obě funkce takto

y = f(x), x ∈ A, y ∈ B, y = f−1(x), x ∈ B, y ∈ A. (2.80)

Jestliže jejich neodvislé obory vyznač́ıme na vodorovné ose, jsou grafy funkćı
(2.80) symetrické s osou symetrie y = x, viz. obr. 2.29. Graf inverzńı funkce
f−1(x) jsme dostali překlopeńım grafu f(x) kolem př́ımky y = x.

x

y

A

B

B

A

0

y = f(x)

y = f−1(x)

Obrázek 2.29: Graf funkćı y = f(x), y = f−1(x).

Poznámka. Je-li prostá funkce daná rovnićı

y = f(x), (2.81)

dostaneme k ńı funkci inverzńı tak, že z rovnice (2.81) vypoč́ıtáme x pomoćı
y. Pojem inverzńı funkce vede k zavedeńı nových funkćı, jak později uvid́ıme.
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Př́ıklad 2.33. K funkci y = 2x + 1, x ∈ 〈1, 3〉 určete funkci inverzńı.

Řešeńı. Označme f(x) = 2x+ 1, I = 〈1, 3〉. Označme J = f(I). Dostáváme
J = 〈3, 7〉. Z rovnice y = 2x+ 1 vypoč́ıtáme x. Dostáváme x = 1

2
y− 1

2
. Tedy

funkce x = 1
2
y − 1

2
je inverzńı k zadané funkci f , je definovaná na intervalu

J . Změnou označeńı pro neodvisle a odvisle proměnnou dostáváme hledanou
inverzńı funkci

y =
1

2
x− 1

2
, x ∈ J, y ∈ I.

Grafy zadané funkce a funkce k ńı inverzńı jsou na obrázku 2.30.

x

y

1 3 7

1

3

7

0

y = 2x + 1

y = 1

2
x − 1

2

Obrázek 2.30: Graf funkćı z př́ıkladu 2.33.

Následuj́ıćı věta vypov́ıdá o vzájemném vztahu mezi spojitosti funkce f(x)
a k ńı inverzńı funkce f−1(x).

Věta 2.8. (Inverzńı funkce)

Necht’ funkce f(x) je spojitá a rostoućı (klesaj́ıćı) na inter-
valu I = D(f). Označme jej́ı odvislý obor (je j́ım interval)
J = f(I). K funkci f existuje funkce inverzńı f−1, jej́ım
neodvislým oborem je interval J a odvislým oborem je in-
terval I. Funkce f−1 je na svém definičńım oboru J spojitá
a rostoućı (klesaj́ıćı).

Důkaz: Důkaz provedeme pro funkce f rostoućı na inervalu I . Pro funkce
klesaj́ıćı je d̊ukaz analogický. Předpokládejme tedy, že f(x) je na intervalu I
spojitá a rostoućı.

Dokažme, že funkce f−1(x) je rostoućı na intervalu J . Necht’ x1, x2 ∈ J ,
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2. Funkce a jejich vlastnosti

x1 < x2. Kdyby bylo f−1(x1) ≥ f−1(x2), platilo by

f(f−1(x1)) ≥ f(f−1(x2)), (2.82)

nebot’ f je rostoućı na I . Podle (2.79) dostáváme z (2.82) x1 ≥ x2, což je
spor s předpokladem, že x1 < x2. Je tedy funkce f−1(x) rostoućı na intervalu
J .

Dokažme dále, že funkce f−1(x) je spojitá na J . Necht’ a ∈ J je libovolný
bod, který neńı jeho pravým koncovým bodem. Necht’ ε > 0 je libovolné
č́ıslo. Potom f−1(a) ∈ I a neńı to pravý koncový bod intervalu I . Jestliže
f−1(a) + ε /∈ I , označme b libovolný bod z J , pro nějž je b > a. Jestliže
f−1(a) + ε ∈ I , položme b = f(f−1(a) + ε) ∈ J . Pak pro všechna x ∈ 〈a, b)
je f−1(x) definována. Zároveň z monotónie této funkce plyne

f−1(a) ≤ f−1(x) < f−1(a) + ε,

to jest
|f−1(x) − f−1(a)| < ε.

Tedy f−1(x) je v bodě a spojitá zprava. Podobně se dokáže, že funkce f−1(x)
je spojitá zleva v každém bodě a ∈ J , který neńı levým koncovým bodem
intervalu J . Je tedy f−1(x) funkce spojitá v J .

Funkce n
√
x

Uvažujme funkci y = xn, kde n je přirozené. Tato funkce je
zřejmě definovaná na intervalu (−∞,∞).
Pro n liché je tato funkce na svém definičńım oboru
I = (−∞,∞) spojitá a rostoućı. Označme J = (−∞,∞)
obor hodnot této funkce. Proto k ńı existuje funkce inverzńı
na intervalu J . Podle věty 2.8 je tato inverzńı funkce ros-
toućı a spojitá na J . Označ́ıme ji n

√
x. Funkce n

√
x pro n

liché je lichá.
Pro n sudé je sice funkce xn rovněž definovaná na intervalu
(−∞,∞), avšak neńı na něm prostá. Např. (−2)n = 2n pro
každé sudé n. Budeme proto uvažovat jej́ı zúžeńı na interval
I = 〈0,∞) na němž je tato zúžená funkce y = xn rostoućı
a spojitá, tedy prostá. Obor hodnot této zúžené funkce je
interval J = 〈0,∞). Proto k ńı existuje funkce inverzńı,
definovaná na intervalu J . Podle věty 2.8 je tato inverzńı
funkce rostoućı a spojitá. Označ́ıme ji n

√
x.

Na obr. 2.31 jsou narýsovány grafy funkćı y = x2 a y =
√
x, x ∈ 〈0,∞) a na

obr. 2.32 jsou narýsovány grafy funkćı y = x3, y = 3
√
x.
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x

y

1

1

y =
√

x

y = x2

Obrázek 2.31: Grafy funkćı x2 a
√
x.

x

y

1

1

−1

−1

y =
√

x3

y = x3

Obrázek 2.32: Grafy funkćı x3 a 3
√
x.

Poznámka. Uvažme dva př́ıpady.
a) n sudé. Potom n

√
x je definována jen pro x ≥ 0. Je tedy

n
√
an = |a|, n sudé, a ∈ R.

Např.
√

(−2)2 = | − 2| = 2.
b) n liché. Potom n

√
x je definována pro všechna x ∈ R a

plat́ı
je-li x < 0, potom n

√
x = − n

√
−x.

Pravidla pro poč́ıtáńı s odmocninami. Vzhledem k uvedené poznámce
stač́ı se omezit na odmocniny s nezápornými argumenty.

Věta 2.9. (Odmocniny – pravidla)

Necht’ x, y ∈ R, x ≥ 0, y ≥ 0, m,n ∈ N. Potom plat́ı

( n
√
x)m = n

√
xm (2.83)

n
√
x · n

√
y = n

√
x · y (2.84)

n
√
x

n
√
y

= n

√
x

y
, pokud y 6= 0. (2.85)

m

√
n
√
x = mn

√
x (2.86)

n
√
x = nm

√
xm (2.87)

Důkaz: Dokažme jen vztah (2.83). Uvědomte si, že z existence n
√
x vyplývá
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2. Funkce a jejich vlastnosti

existence n
√
xm. Položme

n
√
x = y, n

√
xm = u (2.88)

kde y a u jsou taková reálná č́ısla, že

yn = x un = xm (2.89)

Ze vztah̊u (2.89) vyplývá
ynm = xm = un.

To znamená, že
(ym)n = un.

Odtud
ym = u.

Vzhledem k (2.88) dostáváme dokazovaný vztah

( n
√
x)m = n

√
xm.

Dokažte daľśı pravidla!

Př́ıklady na procvičeńı odmocnin

a)
√

125 ·
√

5 =
√

125 · 5 =
√

54 = 52 = 25

b)

√
125√
5

=

√
125

5
=

√
25 = 5

c) 3

√
−81

3
= 3

√
−27 = − 3

√
27 = −3

d)
3
√

32
√

2 =
3
√√

322 · 2 =
3
√√

210 · 2 =
3
√√

211 = 2
6
√

25

e)
(

3
√
−8
)2

= (− 3
√

8)2 = ( 3
√

8)2 = 22 = 4

f)
(√

9
)4

=
(√

32
)4

= 34 = 81

g)
3
√

4
√

27 =
12
√

33 = 4
√

3

h) 3
√√

−4 neexistuje v R

i)
√

8 +
√

72 =
√

22 · 2 +
√

62 · 2 = 2
√

2 + 6
√

2 = 8
√

2.

j)

(√
x+

1√
x

)2

=

(
x + 1√

x

)2

=
x2 + 2x+ 1

x
pro x > 0

k)

(√
x− 1

3
√
x

)2

=

(√
x 3
√
x− 1

3
√
x

)2

=

(
6
√
x3 6
√
x2 − 1

3
√
x

)2

=

=

(
6
√
x5 − 1

3
√
x

)2

=
3
√
x5 − 2

6
√
x5 + 1

3
√
x2

=
3
√
x3−2 6

√
x+

1
3
√
x2

=

= x−2 6
√
x+

1
3
√
x2

= x−2 6
√
x+

3
√
x

x
pro x > 0
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nebo(√
x− 1

3
√
x

)2

= x−2
√
x

1
3
√
x
+

1
3
√
x2

= x−2
6
√
x3

1
6
√
x2

+
3
√
x

3
√
x2 3
√
x

=

x−2 6
√
x+

3
√
x

x
pro x > 0

Mocniny s racion álnı́m exponentem

V kapitole 1 byly zavedeny celoč́ıselné mocniny reálných č́ısel a zavedeny
operace jejich násobeńı a umocňováńı. Byly prezentovány Vám dobře známé
jejich vlastnosti. Mocniny reálných č́ısel nyńı rozš́ı̌ŕıme i pro racionálńı moc-
nitele, a to tak, že zachováme základńı vlastnosti mocnin s celoč́ıselným moc-
nitelem. Vlastnosti odmocnin reálných č́ısel uvedené ve větě 2.9 nás vedou
k rozš́ı̌reńı celoč́ıselných mocnin reálných č́ısel na mocniny reálných č́ısel s ra-
cionálńım exponentem.

Definice 2.9.

Necht’ p ∈ Z, q ∈ N a necht’ x je kladné reálné č́ıslo. Defi-
nujme x

p
q vztahem

x
p
q = q

√
xp. (2.90)

Pro x = 0, p, q ∈ N položme x
p
q = 0.

Pro x > 0 je při této definici splněn nezbytný požadavek platnosti vztahu

xr = xs,

kde r, s jsou odlǐsné zápisy téhož racionálńıho č́ısla. Necht’ tedy r = pk

qk
, pro

k ∈ N, je odlǐsné vyjádřeńı téhož racionálńıho č́ısla p

q
. Potom podle (2.90) je

x
pk

qk =
qk
√
xpk.

Avšak
qk
√
xpk = qk

√
(xp)k a podle (2.83) je qk

√
(xp)k = q

√
xp. Je tedy

x
p

q = x
pk

qk pro k ∈ N. (2.91)

Odvozeńı

vztahů –

informativně

Ukažme si nyńı následuj́ıćı vlastnosti takto zavedených mocnin reálných č́ısel
s racionálńım exponentem. Předevš́ım si všimněme, že pro q = 1 je x

p

q =
xp, tedy mocnina s celoč́ıselným exponentem. Každé pravidlo pro poč́ıtáńı
s mocninami s racionálńım exponentem plat́ı tedy i pro celoč́ıselné mocniny.

1) Necht’ x > 0, r = p

q
, s = u

v
, kde p, u ∈ Z, q, v ∈ N. Potom plat́ı

xr · xs = xr+s,
xr

xs
= xr−s.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Skutečně, postupně dostáváme

xr · xs = x
p

q · xu
v = x

pv

qv · x
qu

qv = qv
√
xpv · qv

√
xqu

Podle (2.84) je tedy
xr · xs = qv

√
xpv · xqu.

Poněvadž pv, uq ∈ Z, lze psát

xr · xs =
qv
√
xpv+qu.

Užit́ım (2.90) je tedy

xr · xs = x
pv+qu

qv ,

tj.
xr · xs = x

pv

qv
+ qu

qv .

Dospěli jsme ke vztahu
xr · xs = xr+s.

Vztah xr

xs = xr−s se dokazuje obdobně.

2) Necht’ x > 0, r = p

q
, s = u

v
, kde p, u ∈ Z, q, v ∈ N. Potom plat́ı

(xr)s = xrs.

Skutečně. postupně dostáváme

(xr)s = (x
p

q )
u
v = v

√(
x

p

q

)u

= v

√(
q
√
xp

)u

.

Podle (2.83) dostáváme odtud

(xr)s =
v

√
q
√
xpu.

Podle (2.86) dostáváme odtud

(xr)s = vq
√
xpu,

takže užit́ım (2.90)

(xr)s = x
pu

vq = x
p

q
·u
v = xr·s.

3) Necht’ r, s ∈ Q, r < s. Necht’ x > 1. Ukažme, že

xr < xs.

Necht’ r = p

q
, s = u

v
, kde p, u ∈ Z, q, v ∈ N. Potom

xr = q
√
xp, xs = v

√
xu.

Podle (2.91) lze zapsat xr, xs ve tvaru

xr = qv
√
xpv, xs = qv

√
xqu.
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Poněvadž r < s, tj. p

q
< u

v
, je

pv < qu.

poněvadž x > 1, je xpv < xqu. Poněvadž qv–tá odmocnina je funkce
rostoućı, je

xr = qv
√
xpv < qv

√
xqu = xs.

Podobně plat́ı: Necht’ r, s ∈ Q, r < s, 0 < x < 1, potom

xr > xs.

Obdržené výsledky shrneme do následuj́ıćı věty.

Věta 2.10. Mocninami s racionálńım exponentem

Necht’ r, s ∈ Q, x > 0. Potom plat́ı

xr · xs = xr+s,

xr

xs
= xr−s,

(xr)s = xrs,

Je-li x > 1 a r < s je xr < xs.

Je-li 0 < x < 1 a r < s je xr > xs.

Poznámka. Rozvažte př́ıpad x = 0.

Mocniny s re álným exponentem

Zavedeme si nyńı mocniny kladných reálných č́ısel s reálným exponentem jako
rozš́ı̌reńı mocnin kladných reálných č́ısel s racionálńım exponentem. Jeden
z možných zp̊usob̊u tohoto rozš́ı̌reńı je uveden v následuj́ıćı definici.

Definice 2.10. (Zavedeńı xγ, γ ∈ R)

Necht’ x > 0. Označme

D = {xα : α ∈ Q, α ≤ γ}.

a) Necht’ x > 1. Položme

xγ = supD.

b) Necht’ 0 < x < 1. Položme
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2. Funkce a jejich vlastnosti

xγ = infD.

c) Necht’ x = 1. Položme

xγ = 1.

d) Necht’ x = 0, γ > 0. Položme 0γ = 0.
e) 00 neńı definováno.

Odvozeńı

vlastnost́ı –

informativně

Ukažme, že takto zavedené č́ıslo xγ má tuto vlastnost.

Necht’ x > 0, γ ∈ R. Označme

H = {xβ : β ∈ Q, β > γ}.

Potom plat́ı
ã) Necht’ x > 1. Potom plat́ı

xγ = infH.

b̃) Necht’ 0 < x < 1. Potom plat́ı

xγ = supH.

Dokažme ã).

Zvolme libovolné ε > 0 a k němu určeme n ∈ N tak, že

n >
xγ(x− 1)

ε
.

Zvolme α, β tak, že α < γ < β, 0 < β − α < 1
n
. Potom plat́ı

1 < xβ−α < x
1

n = 1 + δ. (2.92)

Tedy
xβ−α − 1 < δ.

Z (2.92) dostáváme x = (1 + δ)n > 1 + nδ. Odtud

δ <
x− 1

n
.

Ukažme nyńı, že xβ − xα < ε.

xβ − xα = xα(xβ−α − 1) < xα · δ < xαx− 1

n
< xγ x− 1

n
< ε.

Poněvadž xβ − xγ < xβ − xα pro všechna α, dostáváme

xβ − xγ < ε.
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K libovolnému ε > 0 lze tedy nalézt β tak, že xβ−xγ < ε. Je tedy infH = xγ.

Poznámka. Důlaz b̃) je analogický.

Pro mocniny reálných č́ısel s reálným exponentem se definuj́ı aritmetické
operace a operace umocňováńı pomoćı mocnin s racionálńım exponentem.
Tuto konstrukci zde nebudeme uvádět. Uvedeme si pouze vlastnosti mocnin
reálných č́ısel s reálným exponentem.

Na množině mocnin reálných č́ısel lze zavést aritmetické operace a jejich
umocňováńı reálnými č́ısly rozš́ı̌reńım odpov́ıdaj́ıćıch operaćı zavedených pro
racionálńı č́ısla. Pro tyto mocniny plat́ı tato pravidla.

Věta 2.11. Mocniny s reálným exponentem

Necht’ r, s ∈ R, x > 0. Potom plat́ı

xr · xs = xr+s,

xr

xs
= xr−s,

(xr)s = xrs,

Je-li x > 1 a r < s, je xr < xs.

Je-li 0 < x < 1 a r < s, je xr > xs.

Exponenci álnı́ funkce a logaritmus

Necht’ a > 0, a 6= 1. Definićı 2.10 jsme zavedli ax pro každé x ∈ R. Vztahem

y = ax, x ∈ R

je tedy pro a > 0, a 6= 1 definována funkce. Nazýváme ji exponenciálńı funkćı
o základu a. Oborem jejich funkčńıch hodnot je interval (0,∞).

Požadavek a > 0 je nutný, nebot’ ax je pro všechna x ∈ R definovaná jen pro
a > 0. Pro a = 1 je sice ax definováno pro všechna x, ale v tomto př́ıpadě je
1x = 1 pro všechna x ∈ R, tuto funkci neřad́ıme mezi exponenciálńı funkce.

Exponenciálńı funkci o základu a = 10 nazýváme dekadickou exponenciálńı
funkćı.

Z definice mocniny ax lehce vyplývá jej́ı spojitost v každém
bodě.
Pro a > 1 je funkce y = ax rostoućı, pro 0 < a < 1 je
funkce y = ax klesaj́ıćı. Existuje proto k ńı funkce inverzńı.
Označ́ıme ji y = loga x. Je tedy loga x pro x ∈ (0,∞) to
č́ıslo y ∈ (−∞,∞), pro něž ay = x.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Př́ıklad 2.34. log10 100 = 2, nebot’ 102 = 100, log10 0,01 = −2, nebot’

10−2 = 0,01.

Ukažme si některé vlastnosti funkce y = logax.

Necht’ a > 0, a 6= 1. Dále necht’ x1, x2 > 0, s ∈ R. Potom plat́ı

loga(x1x2) = loga x1 + loga x2, (2.93)

loga

x1

x2
= loga x1 − loga x2, (2.94)

loga x
s
1 = s loga x1. (2.95)

Dokažme např. (2.93). Položme

loga x1 = y1, loga x2 = y2, loga(x1x2) = y. (2.96)

Potom
x1 = ay1, x2 = ay2, x1x2 = ay. (2.97)

Odtud dostáváme
x1x2 = ay1 · ay2 = ay1+y2 = ay.

Tedy
y = y1 + y2.

Vzhledem k (2.96) dostáváme

loga(x1x2) = loga x1 + loga x2.

Vztahy (2.94), (2.95) se dokazuj́ı analogicky.

Ukažme ještě jednu vlastnost.

Necht’ a > 0, a 6= 1, x > 0. Potom

x = aloga x.

Skutečně. Položme
loga x = y. (2.98)

Je tedy x = ay. Dosad́ıme-li sem za y (2.98), dostáváme

x = aloga x.

Dosažené výsledky můžeme shrnout do následuj́ıćı věty.

Věta 2.12.

Funkce y = ax, kde a je kladná reálná konstanta r̊uzná od
jedné, je spojitá. Pro a > 1 je rostoućı na intervalu (−∞,∞)
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a pro 0 < a < 1 je klesaj́ıćı na intervalu (−∞,∞). Oborem
jejich hodnot je v obou př́ıpadech interval (0,∞). Nazývá
se exponenciálńı funkćı se základem a. Speciálńım př́ıpadem
je funkce y = ax pro a = 10, tedy funkce y = 10x. Nazývá
se dekadická exponenciálńı funkćı.

K funkci ax existuje funkce inverzńı, znač́ıme ji loga x (čteme
logaritmus x při základě a). Je definována na intervalu
(0,∞). Funkce loga x je pro a > 1 rostoućı a pro 0 < a < 1
klesaj́ıćı na intervalu (0,∞). Je v něm spojitá.
Jsou-li x1, x2 ∈ (0,∞), s ∈ R potom plat́ı

loga(x1 · x2) = loga x1 + loga x2, (2.99)

loga

x1

x2
= loga x1 − loga x2, (2.100)

loga x
s = s · loga x. (2.101)

Je-li b kladné reálné č́ıslo r̊uzné od 1 plat́ı

logb x = loga x · logb a.

Funkci y = log10 x nazýváme dekadickým logaritmem a
většinou ji zkráceně zapisujeme jako y = log x.

Na obr. 2.33 jsou grafy funkćı y = ax, y = loga x pro a > 1. Na obr. 2.34 jsou
grafy funkćı y = ax, y = loga x pro 0 < a < 1.

Zavedeńı

Eulerova

č́ısla

Eulerovo č́ıslo. Velký význam má exponenciálńı funkce se základem ira-
cionálńıho č́ısla, zvaného Eulerovo č́ıslo. Znač́ı se e. Toto č́ıslo lze definovat
jako

e = supA, kde A =

{(
1 +

1

n

)n

, n ∈ N

}
.

Označ́ıme-li B = {(1 + 1
n−1

)n, n ∈ N}, plat́ı inf B = e. Dále plat́ı

(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n− 1

)n

, n = 2, 3, . . .

Lze ukázat, že

e
.
= 2,7182818284590452354 . . .
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2. Funkce a jejich vlastnosti

y

x1

1

y = ax

y = loga x

Obrázek 2.33: Graf funkce ax a loga x pro a > 1.

y

x1

1
y = ax

y = loga x

Obrázek 2.34: Graf obecné exponenciálńı a logaritmické funkce, 0 < a < 1.
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Funkce
y = ex, (−∞,∞),

je tedy speciálńım př́ıpadem funkce y = ax pro a > 1. Jej́ım
definičńım oborem je (−∞,∞). Oborem jej́ıch funkčńıch
hodnot je interval (0,∞). Nazývá se přirozenou expo-
nenciálńı funkćı.
K funkci y = ex existuje funkce inverzńı. Mı́sto y = loge x

se většinou ṕı̌se

y = lnx, x ∈ (0,∞).

Nazývá se přirozenou logaritmickou funkćı.

Obecná mocnina. Funkci

y = xs, s ∈ R

definujeme vztahem
xs =

(
eln x

)s
= es lnx.

Odtud je vidět, že je to funkce spojitá na intervalu (0,∞).

Trigonometrick é funkce

Dř́ıve než začneme s vlastńım výkladem, zopakujme si některé Vám dobře
známé pojmy.

periodická

funkceFunkci f(x) nazýváme periodickou, jestliže má tuto vlast-
nost: Existuje takové č́ıslo ω, zvané perioda funkce f(x), že
plat́ı: Je-li funkce f(x) definovaná v č́ısle x, je definovaná ve
všech č́ıslech x+ kω, k ∈ Z a plat́ı

f(x + kω) = f(x), k ∈ Z. (2.102)

Nejmenš́ı č́ıslo ω pro něž plat́ı (2.102) se nazývá základńı
periodou.

Úhly měř́ıme jak ve stupńıch tak i v mı́̌re obloukové. Necht’ AV B je libovolný
úhel.

Oblouková mı́ra úhl̊u. Sestrojme v rovině AV B jedotkovou kružnici (to
jest kružnici o poloměru 1 ) se středem v bodě V , viz obr. 2.35. Označme
A1 (B1) jej́ı pr̊useč́ık s př́ımkou V A (V B). Potom velikost́ı úhlu AV B v ob-
loukové mı́̌re rozumı́me délku x kruhového oblouku A1B1 vyznačeného na
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2. Funkce a jejich vlastnosti

obrázku (2.35). Jedotkový úhel obloukové mı́ry se nazývá radián. Označuje
se rad. Je tedy 1 rad velikost úhlu, který na jednotkové kružnici se středem ve
vrcholu úhlu vyt́ıná oblouk jednotkové délky. Při označováńı velikosti úhlu
se většinou vynechává označeńı rad. Tedy např. pravý úhel v obloukové mı́̌re
je roven π

2
rad, zkráceně zapsáno π

2
.

V

B1

A1

B

A

x

Obrázek 2.35: Úhel v obloukové mı́̌re.

Stupňová velikost úhl̊u. Jednotkový stupeň úhlové mı́ry, zvaný (úhlový)
stupeň je roven 1

90
pravého úhlu. Jako menš́ı jednotky stupňové velikosti úhlu

se použ́ıvaj́ı minuty a vteřiny. Stupně, minuty a vteřiny vyznačujeme jako

”
◦, ′, ′′“. Plat́ı 1◦ = 60′, 1′ = 60′′. Je tedy

1◦ = 60′ = 3600′′.

Velikost úhlu AV B ve stupňové mı́̌re nazýváme nezáporné č́ıslo, které vy-
jadřuje kolikrát je úhel AV B větš́ı (menš́ı) než jeden stupeň (mı́něno úhlový
stupeň).

Vztah mezi velikosti úhlu v obloukové mı́̌re a velikosti úhlu v mı́̌re
stupňové. Úhlu 360◦ ve stupňové mı́̌re odpov́ıdá úhel 2π v obloukové mı́̌re.
Tedy mezi velikosti úhlu α ve stupňové mı́̌re a velikosti x téhož úhlu v ob-
loukové mı́̌re plat́ı vztah

α : x = 180 : π.

(Viz obr. 2.36.) Odtud dostáváme např. x = π
180
α. Např. pro úhel α = 90◦

dostáváme x = π
2
.

α

V

B1

A1

B

A

x

r = 1

Obrázek 2.36: Vztah mezi velikosti úhlu ve stupńıch a v obloukové mı́̌re.
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úhel
ve stupńıch

0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 180◦ 270◦ 360◦

úhel
v radiánech

0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3

2
π 2π

Tabulka 2.1: Vztah mezi velikostmi úhl̊u ve stupńıch a v radiánech.

V následuj́ıćı tabulce 2.1 je vyznačen vztah mezi velikosti úhl̊u v mı́̌re stup-
ňové a v mı́̌re obloukové pro některé význačné úhly.

Orientovaný úhel. Orientovaným úhlem v rovině rozumı́me uspořádanou
dvojici polopř́ımek se společným počátkem. V této dvojici prvńı polopř́ımku
nazýváme počátečńım ramenem a druhou koncovým ramenem orientovaného
úhlu. Společný počátek těchto polopř́ımek nazýváme vrcholem úhlu. Orien-
tovaný úhel s počátečńım ramenem V A a koncovým ramenem V B budeme

označovat ÂV B.

Uvažujme orientovaný úhel ÂV B. Jeho velikost́ı v obloukové mı́̌re rozumı́me
každé č́ıslo tvaru (viz.(2.36))

α+ 2kπ (2.103)

kde k ∈ Z a α urč́ıme takto:

a) Jestliže V A = V B, je α = 0.

b) Jestliže V A 6= V B je α velikost neorientovaného úhlu, který vznikne
otočeńım počátečńıho ramene V A do polohy koncového ramene V B v klad-
ném smyslu, to jest proti pohybu hodinových ručiček. Je tedy 0 ≤ α < 2π.
Takto definované č́ıslo α se nazývá základńı velikost́ı orientovaného úhlu.

Součet a rozd́ıl orientovaných úhl̊u. Necht’ ÂV B, B̂V C jsou orientované
úhly. Koncové rameno prvńıho z nich je počátečńım ramenem druhého z nich.

Jejich součtem se nazývá orientovaný úhel ÂV C. Jestliže velikost prvńıho
z nich je α+2k1π a velikost druhého je β+2k2π, kde k1, k2 ∈ Z, potom jejich

sučtem je úhel α + β + 2kπ, kde k = k1 + k2. Jestliže úhel ÂV C je součtem

úhl̊u ÂV B a B̂V C, pak úhel B̂V C nazýváme rozd́ılem úhl̊u ÂV C a ÂV B.

α
β

α + β

V

B

A

C

r = 1

Obrázek 2.37: Součet úhl̊u ÂV B a B̂V C.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Zavedenı́ funkcı́ sinx, cos x, tg x, cotg x

Zabývejme se nyńı trigonometrickými funkcemi, zvanými někdy též funkce
goniometrické. Omeźıme se na funkce sin x, cos x, tg x, cotg x. V pravoúhlém
souřadném systému sestrojme kružnici o jednotkovém poloměru se středem
v počátku. Zvolme libovolně x a sestrojme polopaprsek vycházej́ıćı z počátku,
který sv́ırá s kladnou osou úhel x. Tento polopaprsek protne kružnici v jed-
nom bodě. Jeho souřadnice označme cos x, sin x (viz obr. 2.38). Tyto souřad-
nice záviśı na x, takže cos x a sin x jsou funkce definované pro každé reálné
x.

Pomoćı funkćı sin x a cosx definujeme daľśı trigonometrické funkce

tg x =
sin x

cos x
, cotg x =

cos x

sin x

pro ty úhly x, pro něž je jmenovatel r̊uzný od 0.

x

−x

r =
1

[cos x, sin x]

0
cos x =

= cos(−x)

si
n

x
si

n
(−

x
)

1

A

Dcotg x

tg
x

cotg (−x)

tg
(−

x
)

C

B

Obrázek 2.38: Zavedeńı funkćı sinx, cos x, tg x a cotg x.

Trigonometrické funkce jsou dostatečně známy ze středńı školy a proto zde
jen zopakujeme jejich základńı vlastnosti.

Z definice a z konstrukce je vidět, že sin 0 = 0, sin π
2

= 1, sin π = 0,
sin 3π

2
= −1, sin 2π = 0, cos 0 = 1, cos π

2
= 0, cos π = −1, cos 3π

2
= 0,

cos(−2π) = 1. Z definice je vidět, že obě funkce jsou periodické s periodou
2π a že sin(−x) = − sin x, cos(−x) = cos x. Pro x ∈ 〈π

2
, π〉 nabude sin x

všech hodnot z intervalu 〈0, 1〉 a cos x všech hodnot z intervalu 〈−1, 0〉. Pro
x ∈ 〈π, 3π

2
〉 nabude sin x všech hodnot z intervalu 〈−1, 0〉, cos x všech hod-

not z intervalu 〈−1, 0〉; konečně pro x ∈ 〈 3π
2
, 2π〉 nabude sin x všech hodnot

z intervalu 〈−1, 0〉 a cos x všech hodnot z intervalu 〈0, 1〉.
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Funkce sinx je kladná pro úhly v prvńım a ve druhém kvad-
rantu a záporná pro úhly ve třet́ım a ve čtvrtém kvadrantu.
Funkce cos x je kladná pro úhly v prvńım a ve čtvrtém kvad-
rantu a je záporná pro úhly ve druhém a ve třet́ım kvad-
rantu. Obě tyto funkce jsou periodické s periodou 2π.

Funkce tg x je definována pro všechna x r̊uzná od lichých
násobk̊u π

2 , funkce cotg x je definována pro x r̊uzná od
násobk̊u π. Funkce tg x a cotg x jsou kladné pro úhly pro x
v prvńım a ve třet́ım kvadrantu v němž jsou definovány a
záporné pro úhly ve druhém a ve třet́ım kvadrantu v němž
jsou definovány. Tyto funkce jsou periodické s periodou π.

Ze středńı školy jsou známy součtové vzorce:

sin(x1 ± x2) = sinx1 · cos x2 ± sinx2 · cosx1, (2.104)

cos(x1 ± x2) = cosx1 · cosx2 ∓ sinx1 · sinx2. (2.105)

Z těchto vzorc̊u lze lehce odvodit řadu daľśıch velice užitečńıch vztah̊u.

Klademe-li v těchto vzorćıch x1 = x2 = x, dostaneme z (2.104)

sin 2x = 2 · sinx · cosx, cos 2x = cos2 x− sin2 x.

Dosad́ıme-li x1 = x2 = x do vzorce pro kosinus rozd́ılu do (2.105), dostáváme

sin2 x+ cos2 x = 1.

Tento vzorec se vzorcem pro cos 2x dává:

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1 − cos 2x

2
.

Ze vzorc̊u pro sin(x1 ± x2) a cos(x1 ± x2) snadno dostaneme:

sin x1 + sin x2 = 2 · sin x1 + x2

2
· cos x1 − x2

2
,

sin x1 − sin x2 = 2 · cos x1 + x2

2
· sin x1 − x2

2
,
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2. Funkce a jejich vlastnosti

cos x1 + cos x2 = 2 · cos x1 + x2

2
· cos x1 − x2

2
,

cos x1 − cos x2 = −2 · sin x1 + x2

2
· sin x1 − x2

2
.

1

−1

0
1

2
π π 3

2
π 2π

y = sin x

x

y

Obrázek 2.39: Graf funkce sin x.

Pro x1, x2 ∈ 〈−π
2
, π

2
〉, je (x1 +x2)/2 ∈ 〈−π

2
, π

2
〉; je-li x1 > x2, je 0 < x1 −x2 <

π
2

+ π
2

= π, takže (x1 − x2)/2 ∈ 〈0, π
2
〉. Z periodičnosti funkce cos x plyne,

že pro x ∈ 〈−π
2
, 0〉 má kosinus takové hodnoty, jako v intervalu 〈 3π

2
, 2π〉,

tj. ≥ 0. Je tedy za daných předpoklad̊u cos[(x1 + x2)/2] > 0 a podobně
sin[(x1 − x2)/2] > 0. Je tedy sin x1 − sin x2 > 0, sin x1 > sin x2, takže funkce
sin x v intervalu 〈−π

2
, π

2
〉 roste. Podobně lze ukázat, že sin x v intervalu 〈π

2
, 3π

2
〉

klesá, cos x v intervalu 〈0, π〉 klesá a v intervalu 〈π, 2π〉 roste. Na základě
těchto úvah lze narýsovat grafy funkćı sin x (viz obr. 2.39) a cos x (viz obr.
2.40).

1

−1

0
1

2
π π 3

2
π 2π

y = cos x
1

x

y

Obrázek 2.40: Graf funkce cos x.

Podobným zp̊usobem jako u funkćı sin x a cos x lze ukázat, že funkce tg x stále
roste v intervalu (−π

2
, π

2
) a nabude všech reálných hodnot. Podobně funkce

cotg x stále klesá v intervalu (0, π) a nabývá zde všech reálných hodnot.

Grafy funkćı sin x, cos x, tg x, cotg x jsou na obrázćıch 2.39 až 2.42.
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π π− 1

2
π
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y = tg x
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Obrázek 2.41: Graf funkce tg x.

1

2
π π

− 1

2
π

−π

y = cotg x

0 x

y

Obrázek 2.42: Graf funkce cotg x.

Spojitost funkćı sin x a cos x.

Věta 2.13. Funkce sin x je v č́ısle 0 spojitá.

Důkaz: (Sleduj obr. 2.38.) Bud’ x ∈ (0, π
2
). Z definice a konstrukce je patrno,

že zde plat́ı 0 < sin x < x. Zvolme 0 < ε < π
2

libovolně a položme δ = ε.
V U+

δ (0) je funkce sin x definována a plat́ı | sin x− 0| = | sin x| = sin x < x <
ε, takže funkce sin x je v 0 zprava spojitá. Poněvadž funkce sinx je lichá,
lehce nahlédneme, že funkce sin x je v č́ısle 0 také zleva spojitá a proto je
v č́ısle 0 spojitá.

Věta 2.14. Funkce cos x je v č́ısle 0 spojitá.

Důkaz: Bud’ ε > 0. Zvolme č́ıslo δ =
√

2ε > 0. Pak v okoĺı U+
δ (0) je funkce

cos x definována a je v tomto okoĺı

| cosx− 1| = |1 − cos x| = 2 · sin2 x

2
< 2 ·

(x
2

)2

=
x2

2
<
δ2

2
= ε.

Je tedy funkce cos x v č́ısle 0 zprava spojitá. Poněvadž

cos(x) = cos(−x),
je funkce cos x i zleva spojitá a proto je i spojitá v bodě 0.

Věta 2.15. Funkce sin x je spojitá ve všech bodech.

Důkaz: Necht’ a je libovolné č́ıslo. Dokažme, že je v něm funkce sin x spojitá.
Z definice spojitosti funkce vyplývá, že funkce sin x je spojitá v bodě a když a
jenom když funkce sin(a+h) je spojitá v bodě h = 0. Podle (2.104) dostáváme

sin(a+ h) = sin a cosh+ cos a sin h. (2.106)

Poněvadž funkce sinh, cos h jsou funkce spojité v bodě h = 0, dostáváme
odtud, že pravá strana v (2.106) je spojitá v bodě h = 0, takže funkce sin x
je spojitá v bodě a.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Věta 2.16. Funkce cos x je spojitá ve všech bodech.

Důkaz: Skutečně. Spojitost funkci cos x vyplývá ze vztahu cos x = sin(π
2
−x)

a z věty o spojitosti složené funkce.

Věta 2.17. Trigonometrické funkce jsou spojité ve všech č́ıslech, ve kterých
jsou definovány.

Důkaz: Důkaz vycháźı z věty o spojitosti pod́ılu a z vět předcházej́ıćıch.

Funkce cyklometrick é

V předcházej́ıćım výkladu jsme zjistili, že funkce sin x je v intervalu 〈−π
2
, π

2
〉

spojitá a rostoućı a nabývá všech hodnot z intervalu 〈−1, 1〉. Tedy k ńı exis-
tuje funkce inverzńı, definovaná v intervalu 〈−1, 1〉. Tuto funkci označujeme
arcsin x. Podle věty 2.8 je tato funkce spojitá v intervalu 〈−1, 1〉 a je v něm
rostoućı. Nabývá všech hodnot z intervalu 〈−π

2
, π

2
〉. Jej́ı graf se dostane

překlopeńım grafu funkce

f(x) = sin x, x ∈
〈
−π

2
,
π

2

〉

okolo př́ımky y = x (viz obr. 2.43). Geometrický význam funkce arcsin je
tento:

”
arcsin x je ten úhel z intervalu 〈−π

2
, π

2
〉, jehož sinus má hodnotu x.“

1

-1

π
2

−π
2

x

y

y = arcsinx

Obrázek 2.43: Graf funkce arcsin x.

1-1

π
2

π

x

y

y = arccosx

Obrázek 2.44: Graf funkce arccos x.

Funkce cos x je v intervalu 〈0, π〉 spojitá a klesaj́ıćı a nabývá všech hodnot
z intervalu 〈−1, 1〉. Tedy k ńı existuje funkce inverzńı definovaná v intervalu
〈−1, 1〉. Tuto funkci označujeme arccos x. Podle věty 2.8 je to funkce spojitá
v intervalu 〈−1, 1〉 a je v něm klesaj́ıćı. Nabývá všech hodnot z intervalu
〈0, π〉. Jej́ı graf se dostane překlopeńım grafu funkce f(x) = cos x, x ∈ 〈0, π〉
okolo př́ımky y = x (viz obr. 2.44). Geometrický význam funkce arccos x je
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tento:

”
arccos x je ten úhel z intervalu 〈0, π〉, jehož kosinus má hodnotu x.“

Funkce tg x je v intervalu (−π
2
, π

2
) spojitá a rostoućı a nabývá zde všech

hodnot z intervalu (−∞,∞). Tedy k ńı existuje funkce inverzńı definovaná
na intervalu (−∞,∞). Tuto funkci označujeme arctg x. Podle věty 2.8 je
to funkce spojitá v intervalu (−∞,∞) a je v něm rostoućı. Nabývá všech
hodnot z intervalu (−π

2
, π

2
). Jej́ı graf se dostane překlopeńım grafu funkce

f(x) = tg x, x ∈ (−π
2
, π

2
) okolo př́ımky y = x (viz obr. 2.45). Geometrický

význam funkce arctg x je tento:

”
arctg x je ten úhel z intervalu (−π

2
, π

2
), jehož tangens má hodnotu x.“

x

y

−π
2

π
2

0

y = arctg x

Obrázek 2.45: Graf funkce arctg x.

Funkce cotg x je v intervalu (0, π) spojitá a klesaj́ıćı a nabývá v něm všech
hodnot z intervalu (−∞,∞). Tedy k ńı existuje funkce inverzńı definovaná
v intervalu (−∞,∞). Tuto funkci označujeme arccotg x. Podle věty 2.8 je to
funkce spojitá v intervalu (−∞,∞) a je v něm klesaj́ıćı. Nabývá všech hodnot
z intervalu (0, π). Jej́ı graf se dostane překlopeńım grafu funkce f(x) = cotg x,
x ∈ (0, π) okolo př́ımky y = x (viz obr. 2.46). Geometrický význam funkce
arccotg x je tento:

”
arccotg x je ten úhel z intervalu (0, π), jehož kotangens má hodnotu x.“

Funkce arcsin x, arccos x, arctg x a arccotg x se nazývaj́ı funkce cyklometrické.
Dosavadńı výsledky o spojitosti lze shrnout takto:

Věta 2.18. Funkce cyklometrické jsou spojité na svém definičńım oboru.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

x

y

π

π
2

0

y = arccotg x

Obrázek 2.46: Graf funkce arccotg x.

Kontrolnı́ úlohy

1. Necht’ f(x) = (x3 + 2x+ 1)2. Určete jej́ı vnitřńı a vněǰśı složku.
[vnitřńı složka u = x3 + 2x+ 1, vněǰśı složka y = u2.]

2. K funkci y = 3x− 1 určete funkci inverzńı a nakreslete jejich grafy.

3. Určete funkci inverzńı k daným funkćım a nakreslete jejich grafy.

a) y = x4

b) y = x5

c) y = x2 + 1

d) y = x3 − 1

e) y = 3x+1
x−2

[e) Položme f(x) = 3x+1
x−2

. Funkce f je prostá na Df = (−∞, 2) ∪ (2,∞).

Hf = (−∞, 3) ∪ (3,∞), f−1(x) = 1+2x
x−3

, x ∈ Hf .]

4. Nakreslete grafy funkćı

a) log(x− 2)

b) log0,1(3x + 2)

5. Řešte rovnice

a) log x = −1
2

[x = 1√
10

]

b) ln x = 3
2

[x = e
3

2 ]

6. Řešte nerovnice

a) log x < 3 [x ∈ (0, 103)]

b) log0,1 x < 2 [x ∈ (0,01,∞)]

7. Určete nejmenš́ı periodu funkce y = sin 2x.

8. Vyjádřete následuj́ıćı úhly v obloukové mı́̌re
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a) α = 30◦

b) β = 120◦

c) γ = −315◦

9. Vyjádřete následuj́ıćı úhly ve stupńıch (použijte kalkulačku)

a) α = 3

b) β = −2

c) γ = 2,3

10. Nakreslete grafy funkćı

a) y = sin(x+ π
4
)

b) y = tg(x− π
4
)

c) y = cos 2x

d) y = cotg(x− π
3
)
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