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Pojem
zobrazeni

Cil kapitoly

Zopakovat si pojem zobrazeni, pojem funkce.

Zopakovat si pojem spojitosti funkce.

Zopakovat si vlastnosti funkce spojité na intervalu.

Zopakovat pojem polynomu a rozklad redlného polynomu.

Podrobnéji se seznamit s pojmem slozené funkce a s pojmem funkce
inverzni.

Zopakovat si elementérni funkce: /x, mocniny s racionalnim exponen-
tem, funkce exponencialni, logaritmické a obecnou mocninu.

Casov a zatéz

10 hodin samostudia. Casova zatéz silné zavisi na znalostech s nimiz pficha-
zite studovat.

2.1 Zavedeni pojmu zobrazeni a pojmu funkce

Zopakujme si dulezity pojem ,zobrazeni“. S timto pojmem se v dennim
7ivoté neustale ,setkdvdme*, aniz bychom jej vyslovovali. Uvedme piiklad
,prirazeni“ — prirazeni se specifickymi vlastnostmi se pak nazyva zobrazenim.
Zvlastnim pripadem zobrazeni je pak realna funkce realné proménné.

Datum narozeni zijiciho ¢lovéka lze vyjadrit jako usporadanou trojici redl-
nych ¢isel, oznacme ji (r, m, d), kde r znaéi rok, m mésic a d den narozeni.

Ozna¢me B mnozinu vsech dat narozeni pro r > 1800 do dnes$niho dne.
Ozna¢me y proménnou s oborem B. (Tedy y zastupuje kterékoliv datum

z B.)

vees

stupuje kteréhokoliv clovéka z uvedené mnoziny A lidi. (Tedy x je proménnd
s oborem A).
Oznacme dale D pravidlo, jimz ke kazdému ¢lovéku x z mnoziny A pritadime
usporadanou trojici y redlnych ¢isel z mnoziny B podle data jeho narozeni.
Budeme psat

y = D(z) proz € A.
Tento zapis vyjadiuje okolnost, ze ke kazdému x € A se pravidlem D (tj.
podle data narozeni clovéka z), prifazuje usporadand trojice cisel z B.)
Uvedené ptitazeni ma dulezitou vlastnost — ke kazdému = € A je pfifazeno
praveé jedno y € B. Takovéto pritazeni nazyvame zobrazenim.

Uved'me si nyn{ definici zobrazeni.

Definice 2.1.
- Necht A, B jsou neprdzdné mnoziny. Pravidlo F, jimz ke

kazdému prvku x € A je prirazen pravé jeden prvek y € B,



nazyvame zobrazenim mnoziny A do mnoziny B. Oznacime-
li x proménnou s oborem A a y proménnou s oborem B,
piSeme

y = F(z).

O prvku y pritazenému k prvku x fikame, ze je obrazem prvku z, a o prvku
x tikame, Ze je vzorem prvku y.

Mnozinu A (to jest mnozinu prvku, k nimz v zobrazeni F' pfifazujeme prvky
z B), nazyvame definicnim oborem nebo téZ neodvislym oborem zobrazeni F.
Znacime jej ¢asto D, resp. D(F) a mnozinu B nazyvame odvislijm oborem
zobrazeni F.

Podmnozinu mnoziny B, ktera obsahuje vSechny ty prvky y € B, ktera jsou
v zobrazeni F prifazana k prvkum x z mnozin A, nazyvame oborem zobrazeni
F. Znac¢ime ji H(F), resp. Hp.

Jestlize Hr C B, potom fikame, ze zobrazeni F' je zobrazenim mnoZiny A do
B.

Jestlize Hr = B, potom fikame, ze zobrazeni F' je zobrazenim mnozZiny A na

B.

Jestlize B C A, potom fikdme, ze zobrazeni F' je zobrazenim mnoZiny A do
sebe.

Jestlize Hrp = A, tikame, ze zobrazeni F' je zobrazenim na sebe.

Proménnou s oborem hodnot A nazyvame neodvisle proménnou a proménnou
s oborem hodnot B nazyvame zdvisle proménnou. V této definici jsme pouzili
symbol x pro neodvisle proménnou a symbol y pro odvisle proménnou.

Na obrazku 2.1 je znazornéno zobrazeni F' mnoziny A do mnoziny B, rovnéz
je znézornén obor zobrazeni F, to jest mnozina H(F'). Je zde zndzornén téz
prvek u € B, ktery nepatii do H(F'). Neni tedy obrazem zadného prvku
x € A

Obrazek 2.1: Zobrazeni A do B

V nékterych pripadech je mozno pritazeni G, v némz je ke kazdému prvku
z mnoziny A pritazen prvek z mnoziny B, popsat tabulkou utvorenou takto:
V prvnim radku tabulky se uvadéji prvky z mnoziny A a v druhém radku jsou
pod nimi uvedeny k nim pfitazené prvky z mnoziny B . Ne kazdé pravidlo,
jimz je ke kazdému prvku x € A prifazen prvek z B, je zobrazenim. Toto
prifazeni je zobrazenim A do B pouze tehdy, jestlize ke kazdému x € A je
pritazen praveé jeden prvek y € B.
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Zobrazeni
prosté

4

Priklad 2.1. Necht A je mnoZina uré¢ité skupiny studentii, B mnoZina
redlnych nezédpornych ¢isel. Ozna¢me x proménnou mnoziny A, (to jest x
je symbol, ktery zastupuje kteréhokoliv studenta ze skupiny A). Oznac¢me
nyni y proménnou s oborem hodnot B. Ke kazdému x € A (to jest, ke
kazdému studentovi z A), prifadme jeho aktualni télesnou vysku v centi-
metrech, tedy ¢islo y z mnoziny B. (Tedy préaveé jedno ¢islo.) Toto pravidlo
pritazeni oznacime V. Ke kazdému x € A jsme tedy prifadili pravé jedno ¢islo
y z mnoziny B. Je tedy V' zobrazenim mnoziny A do mnoziny B podle nahote
uvedené definice. Zobrazeni V' neni zobrazenim mnoziny A na mnozinu B,
ponévadz existuji ¢isla v B, ktera nejsou pfitazena v zobrazeni V k zadnému
prvku z z mnoziny A. (To vyplyva napf. z toho, ze A je koneénd mnozina a
B obsahuje nekoneéné mnoho ¢isel.)

Jako konkrétni piifazeni uvedme toto. Piedpoklddejme, Ze A je skupina
studentu, které si pro nas tucel oznacime a, b, ¢. Ke kazdému studentovi
pritadme jeho télesnou vysku. Toto prifazeni oznacme V. Necht je V(a) =
175, V(b) = 175, V(c) = 180. Toto pfifazeni lze znazornit nasledujici tabul-
kou.

xHa‘b‘c

175 | 175 | 180

Uvedené prifazeni V' je zobrazenim mnoziny A do mnoziny R, ponévadz
ke kazdému prvku z € A je piifazen pravé jeden prvek y z mnoziny R.
Toto zobrazeni vsak neni zobrazenim mnoziny A na mnozinu R, ponévadz
napf. ¢islo 190 neni pfifazeno zadnému prvku z A. (V uvazované skupiné ti{
studentu neni zadny student s télesnou vyskou 190 cm.) Toto zobrazeni je
v8ak zobrazenim mnoziny A na mnozinu C' = {175, 180 }. Ziejmé C' = Hy .

Priklad 2.2. Uvazujme tii matky, ozna¢me je a, b, c. Nechf matka a m4
syna, ozna¢me ho s;, matka b ma syna, oznacme ho s, a matka ¢ ma dva
syny, oznacme je s3 a s4. Ozna¢me A mnozinu matek, tedy A ={a, b, c} a B
mnozinu synu, tedy B = {s1, S2, S3, S4 }. Oznaé¢me nyni D pfifazeni, kterym
ke kazdé matce piifadime kazdého =z jejich synt. Tedy necht
D(a) = s1, D(b) = s9, D(c) = s3, D(c) = s4. Toto ptitazeni D znizornéme
tabulkou

Toto prifazeni neni zobrazenim mnoziny A do mnoZiny B, nebot k prvku c
z mnoziny A jsou pritazeny dva prvky z mnoziny B, totiz prvky ss, s4.

Zaved' me si nékolik pojmu souvisejicich se zobrazenim.

mnoziny B. Toto zobrazeni nazyvame prostym, jestlize
ma tuto vlastnost: Jestlize x,y € A a x # y, potom

I Zobrazeni prosté. Necht F je zobrazeni mnoZiny A do
F(z) # F(y).




Priklad 2.3. Necht A = {a,b,c} a B = {a,3,7}. Zobrazeni F' dané nésle-
dujici tabulkou je prostym zobrazenim A na B.

H b | ¢
y | o | 8 [ ~

Inverzni zobrazeni. Necht F je prosté zobrazeni mnozZiny
A na mnozinu B. Potom existuje zobrazeni, nazveme ho in-
verznim zobrazenim mnoziny B na mnozinu A a oznacime
je F~' kterym ke kazdému y € B prifadime ten prvek
xr € A, pro néjz plati F(z) =y. (Viz obr.2.2)

Oznaceni. Symbolem F~! jsme oznacili inverzni zobrazeni k zobrazeni F,
nejednd se o umocnéni zobrazeni F' na ¢islo (—1).

Obrazek 2.2: Inverzni zobrazeni

Priklad 2.4. Necht zobrazeni F mmnoziny A = {1,2,3,4} na mnozinu
B ={¢,¢,x, ¥} je dano tabulkou :

v v 2 [ 3 | 4
y I o | o [ x | ¥
Tedy F(1) = ¢, F'(2) = ¢, F(3) = x, F(4) = 1. Toto zobrazeni je prosté
zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Existuje proto k nému inverzni zob-

razeni, oznacme je F'~'. V tomto zobrazeni plati F~'(¢) = 1, F(p) =
2, F7Y(x) = 3, F*(¢)) = 4. Toto inverzni zobrazen{ lze popsat tabulkou.

y | o | ¢ | x | ¥
1 2 3 1

V inverznim zobrazeni je mnozina B neodvislym oborem a mnozina A je
odvislym oborem.

Vsimnéte si, ze v tabulce popisujici inverzni zobrazeni, je neodvisle proménnd
oznacena y (zastupuje kterykoliv prvek z B) a zavisle proménnd je oznacena
x (zastupuje kterykoliv prvek mnoziny A). Ponévadz jsme zvykli oznacovat
symbolem x neodvisle proménnou a y odvisle proménnou, muzeme pro in-
verzni zobrazeni zavést

>

Inverzni
zobrazeni
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SloZené

zobrazeni

m symbol z pro neodvisle proménnou (symbol z muze zastupovat ktery-
koliv prvek neodvislého oboru, to jest mnoziny B)

m symbol y pro odvisle proménnou (symbol y muze zastupovat kterykoliv
prvek odvislého oboru, to jest mnoziny A)

Tabulka pro toto inverzni zobrazeni ma pak tvar

z o | e | x| ¥
vy v 2 ] 3 [ 4
Slozené zobrazeni. Necht ¢ je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Necht
funkce f zobrazuje mnozinu H, do mnoziny C. Potom zobrazeni, oznacujeme
je F', kterym ke kazdému z € A je pritazen prvek z = f(p(x)) € C, nazyvame
slozenym zobrazenim. Zobrazeni ¢ nazyvame jeho vnitini slozkou a zobrazeni
f nazyvame jeho vnéjsi slozkou. Piseme y = F'(x). Viz obr. 2.3.

Obrazek 2.3: Slozené zobrazeni

Priklad 2.5. Necht A = {a, b, ¢}, B = {a, 8, v}, C = {1, 2, 3}. Necht
zobrazeni ¢ mnoziny A do mnoziny B je dano tabulkou

x a‘b‘c

|
A e [ 8 | a

zobrazeni f mnoziny H, do mnoziny C' je dano tabulkou

u | o | B
1T
Ziejmé H, = {a, (}.
Potom slozené zobrazeni F' = f(¢(x)) zobrazuje A do C' takto :

F(a) = f(pla)) = fla) = (2.1)
F(b) = f(e(b) = f(B) = 2 2.2
F(c) = f(plc) = fla) = (2.3)

Toto slozené zobrazeni F' muzeme popsat nasledujici tabulkou:

ajHa‘b
vy 1] 2

c
1

Poznamenejme, ze ¢ je vnitini slozkou a f je vnéjsi slozkou zobrazeni F'.



Pojem funkce. Uved'me si nyni nékteré specidlni pojmy zobrazeni.

V pripadé, ze v diive uvedené definici zobrazeni F' je mnozina B mnozina
¢isel, budeme vétsinou misto pojmu zobrazeni pouzivat pojem funkce. Rada
pojmu svazanych s pojmem zobrazeni se prenasi na pojem funkce. Napft.
misto obor hodnot zobrazeni se pouziva obor hodnot funkce, nebo misto
pojmu prosté zobrazeni se pouziva pojem prosta funkce.

Je-li v definici zobrazeni F' mnozina B mnozina realnych cisel, mluvime o
realné funkci, je-li mnozina B mnozina komplexnich ¢isel, mluvime o kom-
plexni funkci.

Priklad 2.6. Jako piifklad si uvedme funkei, ktera vyjadiuje vysledky vo-
leb do poslanecké snémovny. Necht étyii politickd seskupeni, oznaéme je
a, b, ¢, d, ziskala kiesla v poslanecké snémovné, a to postupné v poctech 70,
50, 60, 20. Potom prifazeni, oznac¢me je f, kterym ke kazdému z politickych
seskupeni a, b, ¢, d pfitadime pocet kiesel, ktera ve volbéach ziskalo, je realnou
funkei. Je tedy f(a) = 70, f(b) = 50, f(c¢) = 60, f(d) = 20. Oznacime-li
A={a, b, c,d},B=1{20,50,60,70}, potom A je neodvisly obor funkce f a
B je odvisly obor funkce f. Funkce f zobrazuje A na B. Funkce je prosta.

Jestlize v definici zobrazeni jsou mnoziny A, B mnoziny realnych ¢isel, mlu-
vime o realné funkci realné promeénné. Jestlize v definici zobrazeni je
mnozina A mnozinou usporadandch skupin o n-redlnych ¢cislech (tedy A C
R™), B je mnozina redlnych ¢isel, potom zobrazeni F' mnoziny A do B
nazyvame realnou funkci n-proménnych.

Tato zavislost muze byt dana nejruznéjsim zpusobem. Nejjednodussi zpusob
jejtho zadéani je zaddni vyrazem. Pifkladem je funkce y = 2% + 1, pro = €
(—00, 00).

Jako dalsf pifklad redlné funkce realné proménné uvedme tilohu, s kterou se
setkavame v bankovnictvi. Jde o spojité troceni. Pti tomto uroceni vzroste
zékladni kapital, oznacme jej P, (P > 0) za dobu ¢, po¢itanou v rocich, pii
nominalni drokové mite j (roéni drokova mira, j > 0) na splatnou castku S
podle vztahu

S=P.e" (2.4)

Zde t zna¢i neodvisle proménnou a podle jejtho vyznamu je t € (0, co) a
S € (0, 00). Na vztah (2.4) se lze divat téz jako na funkci proménnych
P, j, t. Pii sledovani zavislosti splatné ¢astky na case t povazujeme veliciny
P, j za parametry a funkci S povazujeme pro kazdé dva parametry jako funkci
promeénné t.

V nékterych pripadech je funkce f zadana pouze predpisem
y = f(x) bez udani defini¢niho oboru. V takovémto piipadé
se jim rozumi mnozina vSech téch x, pro néz ma predpis f
smysl.

Pojem
funkce
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Napft., je-li redlnd funkce zadana predpisem y = /1 — 22, rozumi se de-
finiénim oborem této funkce interval (—1, 1), nebot druhd odmocnina je de-
finovand jen z nezdpornych éisel a 1 — 2% je nezaporné &slo jen pro &isla
x € (—1, 1). Pro jind z neméd vyraz v/1 — 22 v redlném oboru smysl.

Graf realné funkce realné proménné. Predstavu o realné funkci realné
proménné a o jejich vlastnostech nam c¢asto dobte poskytne jeji grafické
znazornéni, neboli graf funkce. V roviné zvolime napt. pravoihly soutadny
systém Ozy, kde O je pocatkem a z, y jsou soutradné osy (oznaceni neni
zédvazné). Jsou to dvé navzajem kolmé ciselné osy se spoleénym bodem O,
ktery nazyvame pocatkem. Osu x budeme volit v horizontalni poloze a osu
y ve vertikdlni poloze. (Dohoda.) Kladnou orientaci osy x budeme volit
zleva doprava, kladnou orientaci osy y budeme volit zdola nahoru. Méritka
na soufadnych osdch mohou byt obecné odlisna. Jsou-li stejnd, mluvime
o kartézském souradném systému. Kazdému bodu v roviné odpovida
usporadand dvojice realnych ¢isel. Prvnimu z nich fikame z-ova soutfadnice
a druhému fikame y-ova soufadnice a naopak, kazdé uspofadané dvojici
realnych ¢isel odpovidd bod v roviné v daném soufadném systému. (obr.2.4).

)
Plzo, yo]
yO ................ ,
0) .l:() T

Obréazek 2.4: Souradnice bodu

Na nésledujicim obr.2.5 je zndzornén graf funkce y = 2% definované na inter-
valu (-2, 2).

<

4

40 1 2 7

Obrézek 2.5: Graf paraboly y = 22

Je-li mnozina B mnozina komplexnich ¢isel, mluvime o komplexni funkci.



Jestlize v definici zobrazeni jsou mnoziny A, B mnoziny komplexnich ¢isel,
mluvime o komplexni funkci komplexni proménné. Jako pifklad uved-
me funkci

w:ZQ

—z4+1,

kde z,w € C, (C je mnozina komplexnich ¢isel).

Posloupnost realnych cisel. Realnou funkci f, jejiz ne-
odvisly obor je mnozina prirozenych c¢isel, nazyvame po-
sloupnosti. Je tedy posloupnost pravidlo, jimz je ke kazému
prirozenému ¢islu n prirazen prvek z néjeké mnoziny B. Je-li
B mnozina realnych cisel, mluvime o posloupnosti realnych
cisel.

V této ¢asti budeme mluvit jen o posloupnostech redlnych ésel. Cislu n je
pritazeno ¢islo f(n), n =1, 2, .... Misto f(n) je u posloupnosti zvykem psét
fn. Cislo f, nazyvame n-tym clenem posloupnosti. Tuto posloupnost byva
zvykem zapisovat téz symbolem {f,}22 ,, nebo struénéji { f,,}3°, resp.

fi, fay - (2.5)

Priklad 2.7. Jako pifklad si uvedme posloupnost {1/n}5°. Tedy napt. 5.
¢len této posloupnosti je roven 1/5. Na néasledujicim obrézku obr.2.6 je zné-
zornéno prvnich pét ¢lenu posloupnosti {1/n}7°.

Y

1 °

Obrazek 2.6: Posloupnost {1/n}$°

Casto se znazornuji pouze hodnoty fi, fa, f3, ... na ¢éiselné ose, kterd se
kresli ve vodorovné poloze. Napt. na obr.2.7 je znazornéno nékolik c¢lent

posloupnosti { f,, }5°.

——0 00— 06—

filfa s Ja fs
Obrazek 2.7: Posloupnost {1/n}$°
Jestlize mnozina A je mnozina uspotradanych dvojic redlnych cisel a B je

mnozina realnych ¢isel, potom zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B na-
zyvame realnou funkci dvou realnych proménnych. Oznacime-li tyto

=

Ciselna
posloupnost
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proménné symboly x, y, potom usporadand dvojice symbolu [z, y] je symbol
pro oznaceni proménné definicniho oboru A funkce f.

Jako ptiklad uvedme redlnou funkei f dvou redlnych proménnych z, y defi-

novanou vztahem
z=+/1—22—19>

Ponévadz definiécni obor této funkce neni uveden, rozumime jim mnozinu
vSech téch usporadanych dvojic redlnych ¢isel [z, y|, pro néz ma predpis,
jimZ je funkce definovand, smysl. Ziejmé 1 — 22 — y? m4d smysl pro vsechny
body [z, y] € R% Avsak druhd odmocnina je v redlném oboru definovand jen
z nezapornych ¢isel, proto /1 — 22 — y? ma v realném oboru smysl pouze
pro ty body [z, y], pro néz je vyraz pod odmocninou nezaporny, to znamena
pro ty body, pro néz je 1 — 22 — y*> > 0. Rovnice 1 — 22 — 3? = 0 je rovnice
kruznice se stifedem v poc¢atku o poloméru 1. Tato kruznice rozdéluje rovinu
2y na dveé ¢dsti. Body v jedné ¢ésti vyhovuji nerovnici 1 — 2% —y? > 0 a body
v druhé ¢dsti vyhovuji nerovnici 1 — 22 — y* < 0. Ponévadz pro bod [0, 0]
plati 1 — 22 —y? > 0, vyhovuji nerovnici 1 — 22 — y? > 0 vSechny body uvnitf
kruhu se stfedem v pocatku o poloméru 1 a na jeho obvodu a body vné
tohoto kruhu nerovnici nevyhovuji. Na obr.2.8 je znazornén defini¢ni obor

diskutované funkce
z=+/1—22—y%

Obrazek 2.8: Defini¢ni obor funkce z = /1 — 22 — y?

Kontrolni ot azky

1. Co je to zobrazeni F' mnoziny A do mnoziny B? Co je to defini¢ni obor
zobrazeni, co je to obor zobrazeni?

2. Vysvétlete, co je to prosté zobrazeni A na B.
3. Co je to inverzni zobrazeni?

4. Co je to funkce jedné proménné? Co je to funkce vice proménnych?



2.2 Realna funkce re alné prom énné

Predpokladejme, ze A, B jsou neprazdné mnoziny realnych cisel. Potom pred-
pis f, jimz ke kazdému prvku x € A je prifazen praveé jeden prvek y € B,
nazyvame realnou funkci realné proménné. Pokud nemuze dojit k omylu,
budeme v dalsim zkracené mluvit jen o funkci. Tuto funkci budeme vétsinou
zapisovat takto

y = f(x), x € A. (2.6)

Mnozinu A nazyvame neodvislym oborem, proménnou z s oborem hodnot
A nazyvame neodvisle proménnou. Mnozinu B nazyvame odvislym oborem.
Je nutno si uvédomit, ze v B mohou existovat ¢isla, ktera nejsou pritazena
zadnému cislu x € A. Mnozinu vsech téch cisel y € B, kterd jsou pritazena
ke vSem ¢islim x € A, nazyvame oborem funkce f. Neodvisly obor funkce
f nazyvame téz definicnim oborem, budeme jej znacit D(f), resp. Dy. Obor
funkce budeme znacit H(f), resp. Hy. Ziejmé H; C B. Bude-li funkce f
zadana predpisem bez udani definiéniho oboru, rozumi se jim mnozina vsech
téch cisel, pro néz ma predpis piifazeni vyznam. Jestlize M C Dy, potom
mnozinu {f(x) : x € M} lze oznacit jako f(M).

Uved'me si nékolik pifkladi.
Piiklad 2.8. Polozme

y=2x+1, x € (1,4). (2.7)

Ke kazdému ¢islu x € (1,4) se pfifazuje vztahem (2.7) pravé jedno ¢islo,
totiz ¢islo 2x 4+ 1. Je tedy 2z + 1 funkce definovand na intervalu (1,4). Pro
pohodlInéjsi zépis si napiiklad oznaé¢me tuto funkci jako g(z), takze

g(x) =2z + 1.

Napft. k ¢islu 3 je touto funkci ptitazeno ¢islo 2-3+1, to jest ¢islo 7. Misto réeni
,k ¢islu 3 je prifazeno ¢islo 7¢ muzeme téz tici, ze funkce g nabyva v bodé
(¢isle) 3 hodnotu 7. Piseme pak ¢(3) = 7. Podobné g(1,5) = 2-1,5+1, to jest
g(1,5) = 4. Lehce nahlédneme, ze oborem funkce ¢ je interval (3,9). Piseme
téz g((1,4)) = (3,9)
Priklad 2.9. Polozme

y=+v2ux+ 1 (2.8)

Predpisem (2.8) je definovand funkce. Ponévadz neni uveden jeji definicni
obor, rozumi se jim mnozina vsech téch ¢isel x, pro néz ma predpis v2z + 1
vyznam. Tedy D(f) ={zx € R:2x +1 > 0}. Tedy

Pojem
realné
funkce
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s defini¢nim oborem A = (—o0, —1)U(1, 00). Tuto funkci lze zapsat téz takto

h:(—oo,—1)U(l,00) — R,
r — Va?-—1.

Grafem funkce f : A — B, A C R, B C R v pravoiihlém
souradném systému Oxy rozumime mnozinu vsSech bodiu

[z, f(z)], z € A.

Grafy vétsiny funkci, které se vyskytuji v ekonomickych aplikacich, odpovi-
dajf intuitivnimu chdpani kiivky v roviné. Jako pifklad si uved'me graf funkce

y = 2, x € (—2,2)

uvedeny na obr. 2.9

Obrézek 2.9: Graf funkce y = 2.

Grafy nékterych funkei si nedovedeme vykreslit. Prikladem je funkce
f ‘R — { -1, 1}

1, je-li x raciondlni,
r — e
—1, je-li x iracionalni.

K vytvoreni si hrubé predstavy o grafu vysSetfované funkce f : A — B
si v mnoziné A muzeme zvolit body rop < 71 < x93 < --- < x, a v nich
vypocitat funkéni hodnoty f(zo), f(z1), f(x2),..., f(x,). Jestlize pro néjaké
i je (xj,xip1) C A, spojime body [x;, f(x;)], [Tit1, f(ziy1)] useckou. Pro
,slusné“ funkce, nejsou-li vzdalebosti bodu z;, z;11 velké, nam tyto usecky
daji dobrou predstavu o grafu funkce. Timto zpusobem se provadi i vykres-
lovani grafu funkci uzitim pocitace pro jemné déleni intervalu, v némz graf
vysSetfujeme. Na obr. 2.10 je schematicky nacrtek grafu funkce

| tgx, pr0$€<O,E)U(E,7r>,
y—{ 0, pro x = 7. i ’ (2.9)



O_
(NIE]
3
8

Obrazek 2.10: Graf funkce definované vztahem (2.9).

’/\ us
1 2 L

Obrézek 2.11: Pokus o vykresleni funkce y = tg(x)

Na obr. 2.11 je graficky ,znazornéna“ funkce (2.9) propojenim bodu
[k, tg(xy)], kdexy=4k-0,2, k=0,---,31.

Porovnanim obr. 2.11 s obr. 2.10 vidime, Ze doslo ke znacnému zkresleni.
Dana funkce nenf ,slusna*®. Je v bodé 7 nespojitd. Pojem nespojitosti funkce
si vysvétlime pozdéji, zatim poznamenejme alespon to, ze hodnoty této

funkce se v bodech blizkych k ¢islu 7 znacné lisi od hodnoty této funkce
v bodé 0, tj. od ¢isla 0.
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Funkce

rostouci,

funkce
klesajici

Obdrzeny vysledek ukazuje, ze vyse uvedeny postup ,znazornéni funkce “ neni
postacujict, je nutno jej kombinovat s vysetrenim nekterych vlastnosti funkce.

V' ekonomickych rozvahach se bez pojmu funkce neobejdeme. Jako priklad
funkce, ktera se v ekonomickych aplikacich vysetiuje, je funkce C(z), ktera
vyjadiuje vztah mezi vyrobou z jednotek produkce a celkovymi nédklady na
jejich vyrobu. Tyto vyrobni ndklady jsou souc¢tem fixnich nédkladu a nédkladu
variabilnich, zavislych na poctu x jednotek produkce. Funkce @ se pak
nazyva funkei prumérnych nékladi. Uvedme si tento piiklad.

Piiklad. Pri kalkulaci ndkladu se odhadnou fixni ndklady na 300 p.j. (penéz-
nich jednotek). Jsou to néklady, které vznikaji, at se vyrabi nebo ne. Kromé
toho se zjisti, Zze na vyrobu x jednotek je zapotiebi 4z p.j. Tedy variabilni
néklady jsou 4x. Celkové naklady jsou tedy

C(z) =300 + 4x.

Tuto funkei lze pak pouzit k dalsim uvaham, napr. ke stanoveni prumeérnych

nakladu AC 300
AC =4+ —.

X

Funkce C'(x) ovsem nemusi byt linedrni. Déle v praktickych tlohdch nemuze
x presdhnout jistou hodnotu K. Tedy 1 <z < K.

Poznamenejme, ze x v uvedeném piikladé znaci pocet jednotek produkce.
Tedy x muze byt v konrétnim piipadé jen ptirozené Cislo. Kvuli zjednodusent
zkoumané ekonomické problematiky se ¢asto pouZivd model s promeénou x,
kterd nabyvd véech hodnot jistého intervalu redlnijch ¢isel. Tim muzeme do-
stat zkreslené wvysledky.

Funkce monot 6nni, funkce sud & a funkce lich &

Uved'me si nyni nékteré vyznacné tiidy funkei, to jest funkci s nékterymi
tiidé charakteristickymi vlastnostmi. Za¢néme s monotonnimi funkcemi.

Definice 2.2.

Necht f: A € R — R. Rekneme, Ze f je na mnoziné A
rostouci (neklesajici), jestlize

Vo, mp € A, w1 <z9 = f(z1) < f(22),  (f(21) < f(22)).

Definice 2.3.

Necht f : A € R — R. Rekneme, Ze f je na mnoziné A
klesajici (nerostouci), jestlize




Voo € A, v <3y = f(z1) > f(22), (f(21) = f(22)).
(2.11)

Na obr. 2.12 je uveden priklad grafu funkce rostouci a na obr. 2.13 je uveden
priklad grafu funkce neklesajici na intervalu 1.

Yy Yy
f(x2)
fa) f(x1) = f(22)
0 rnoop o 22 x 0 I T1 X2 I T

Obrazek 2.12: Graf rostouci funkce. Obrazek 2.13: Graf neklesajfci funkce.
Funkce na obr. 2.10 je na intervalu <0, g) rostouci, je rovnéz rostouci na
intervalu (g, 7T>. Neni rostouci ani na intervalu <O7 %> ani na intervalu <§7 7T>.
Nenf ani rostouci na intervalu (0, 7). Zduvodnéte!

Pozndmka. Uvedme si, kdy funkce f nenf na mnoziné A, na niz je defino-
vand, rostouci. Negujme tedy (2.10) v definici 2.2. Dostavame:

Funkce f : A C R — R neni na A rostouci, jestlize existuji takova ¢isla
x1,x9 € A, 76 11 < x9 & f(x1) > f(22).

Podobné vyjadiete, ze f neni na mnoziné A neklesajici, resp. klesajici, resp.
nerostouci. Funkce nerostouci a funkce neklesajici na dané mnoziné nazyvame
spoletnym nazvem funkce monotonni. Funkce rostouci a funkce klesajici na
dané mnoziné nazyvame spoletnym nazvem funkce ryze monotonni. Je-li
funkce ryze monoténni, je i monoténni. Opak nemusi platit.

Funkce prosta. Dalsim dulezitym pojmem je funkce
prostd. Necht f : A C R — R. Funkci f nazveme pros-
tou na A, jestlize f ma tuto vlastnost

Vay, xg € Ay # 29 je f(xr) # f(xg). (2.12)
Priklad 2.11. Necht funkce y = f(z) je ddna tabulkou
z| 1 3 35 45
y| 31 0 2 4

Tedy napt. f(3) = 1, f(4) = 2 atd. Tato funkce je prosta. Neni vsak ani
rostouci ani klesajici.

Funkce
prosta
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Priklad 2.12. Funkce y = x? nenf na intervalu (—2,2) prostd. Oznatme
f(x) = 2% Zvolme napi. ;1 = —1, zo = 1. Je tedy z1 # xo, aviak
f(z1) = f(z2) = 1. Viz obr. 2.14.

[uiy

-2 -1 0 1 2 x

Obrézek 2.14: Funkce y = 2 definovand na intervalu (—2,2).

Funkce y = 22 je na intervalu (0, 2) prosta. Viz obr. 2.15

)

f(22)

f(x1)

xT

0 1 T2 2

Obréazek 2.15: Funkce y = 2 je na intervalu (0,2) prosta.

Porovnanim definici rostouci funkce, klesajici funkce a prosté funkce dospé-
jeme k tomuto zaveéru:

Funkce ryze monoténni na A C R je na A téz prosta.

Existuje vSak funkce prostd, kterda neni ryze monoténni (viz
priklad 2.11).

Funkce suda :
unkee suda, Definice 2.4.
funkce licha

Rekneme, ze funkce y = f(x) je sudd (lichd), ma-li tuto
vlastnost: Je-li definovand v bodé x, je definovana i v bodé

(=) aplati f(=z) = f(x), (f(=2) = —f(z)).
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Z definice je tedy patrno, ze graf sudé funkce je symetricky vzhledem k ose
y a graf liché funkce je symetricky vzhledem k pocatku.

Piikladem sudé funkce je funkce y = 2. Skutecné, tato funkce je definovand

pro vSechna z a plati (—x)? = 2. Piikladem liché funkce je funkce y = 3.

Skutecne, tato funkce je definovana pro vsechna x a plati (—z)% = —x3.
Kontrolni ot azky
1. Necht f(z) = 2L Vypocitejte
a) f(2) [7]
b) f({0,3)) [nelze, v bodé 1 € (0,3) neni f(z) definovino]
c) f((5,6)) (. 4)]
2. Urcete definiéni obor funkee f(z) = 33+

[Dy = (=00, =) U(=1,1) U (1, 00)]

3. Zjistéte, zda funkce jsou sudé, resp. liché:

a) f(z) = -~ [sudd]
b) g9(z) = =t neni ani suda, ani lichd]
¢) h(z) = ' lichd]
d) u(z) = “’2;1 [lich4]

4. Co je to funkce rostouci, klesajici, monotonni?

5. Nacrtnéte grafy funkel

a) y=2r—1
b) y=a%+1
) y=73%

2.3 Spojitost funkce

Zacnéme s grafem funkce f : A C R — R (obr. 2.16) a s grafem funkce g :
A CR — R (obr. 2.17) a vSimnéme si, jak se tyto funkce chovaji v , blizkosti“
bodu x =a € A.

Funkce f se v ¢islech x blizkych k ¢islu a mélo 1isi od hodnoty f(a). Naproti
tomu funkce g se v ¢islech x blizkych k éislu a hodné 1isi od hodnoty g(a).
Tuto charakteristickou vlastnost funkce f 1ze volné popsat tak, ze rekneme, ze
graf funkce f je v bodé a ,,nepretrzity “. Podobné uvedenou charakteristickou
vlastnost funkce g 1ze volné popsat tak, ze fekneme, ze graf funkce g je v bodé
a ,pretrzity “.

Pouzita réeni ,x je blizko k éislu a®, , f(x) se mélo lis{ od f(a)“ a ,g(z)
se hodneé lisi od g(a)*, graf je ,pretrzity“ je nutno upfesnit. Upfesnime je
v nasledujici definici.

Definice 2.5. (Spojitost funkce.)

Necht funkce f(x) je definovand na intervalu I. Necht a
je vnitinim bodem intervalu I. Rekneme, ze funkce f(x) je

Spojitost
funkce
v bodé&
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v bodé a spojita, jestlize k libovolnému ¢islu € > 0 existuje

takové 6 > 0, ze
1. Us(a) C I,

2. |f(x) — fla)] <e prox e Us(a).

y f(x) y
f(a) o 4%@)
0 ' a T 0 A a Lo
Obrazek 2.16: Obrazek 2.17:
Funkce spojitd v bodé x = a. Funkce nespojita v bodé x = a.

Vztah |f(x) — f(a)|] < e v definici vyjadiuje, ze hodnota funkce f v bodé x
se lisf od f(a) o méné nez e. Cislo € muze znamenat libovolné kladné éislo.
Okolnost, ze = € Us(a) znamena, ze

a—d6<zx<a+d, (2.13)

tedy, ze bod x je od bodu a vzdélen o méné nez 0. Funkce f(x) zndzornéna

Yy
f(x)
fla)+¢
f(a) \
fa)—e \
0 I a—6 a a+§6 x

Obrézek 2.18: Funkce spojita v bodé a.

na obrazku 2.18 je v bodé a spojitda. K libovolné zvolenému ¢islu ¢ existuje
takové ¢islo 0 > 0, ze pro x € (a — 6§, a+ J) lezi graf funkce v pasu omezeném
pifmkami y = f(a) — ¢, y = f(a) +¢. Cislo € je zvoleno libovolné, ¢islo § > 0
se urcuje k zvolenému ¢ > 0.

Vyznam definice 2.5 je graficky znédzornén na obr. 2.19 pro funkci g, kterd
neni v bodé a spojita.



y
gla)+¢ \\(
g(a) .
gla) —¢
Y
0 T a z

Obréazek 2.19: Graf nespojité funkce.

Na grafu 2.19 je patrno, ze lze zvolit takové ¢islo € > 0, ze k nému neexistuje
¢islo § > 0 tak, aby graf funkce g probihal v intervalu (a — d,a +0) C [
v pasu omezeném pifmkami y = g(a) — ¢, y = g(a) + . Tedy funkce g neni
spojita v bodé a.

Piiklad 2.13. Funkce f(z) = ¢, z € R je spojitd v kazdém bodé a € R.
Skutecné. Zvolme € > 0. Potom pro kazdé ¢ > 0 plati

Ug(a) C R,
|[f(z) = fla)| =|c—c|=0<c¢, x € Us(a).
Je tedy funkce f(x) spojita v kazdém bodé a € R.

Piiklad 2.14. Funkce f(z) =z, x € R je spojitd v kazdém bodé a € R.

Skute¢né. Zvolme € > 0. Polozme § = . Pak
Us(a) =U.(a) ={r:a—e<z<a+e} CR
|f(x) = fla)| = |z —a| <e,  z€Us(a)

Je tedy funkce f(x) spojita v kazdém bodé a € R.

Podobné definujeme spojitost zprava a spojitost zleva funkce f(z).

Definice 2.6. (Spojitost funkce zleva a zprava.) -

Necht funkce f(x) je definované na intervalu I. Necht a € T
je levym (pravym) koncovym bodem intervalu I. Rekneme,
ze funkce f(x) je v bodé a spojita zprava (zleva), jestlize
k libovolnému ¢islu € > 0 existuje takové 6 > 0, ze

1. Uf(a) C I (Us (a) C I,
2. |f(z) — f(a)] <e prox e U (a) (z € Uy (a)).

Poznamka. 7 definic 2.5, 2.6 vyplyva toto tvrzeni:
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jeho vnitinim bodem. Potom funkce f(x) je spojita v bodé
a praveé tehdy, kdyz je v bodé a spojita zprava i zleva.

gl I Necht funkce f(x) je definovand na intervalu I a necht a je

Zodpovézme si nyni otdzku, zda funkce F'(z), kterd vznikne z funkei f(x),
g(x) spojitych v bodé a sectenim, resp. odeCtenim, resp. ndsobenim, resp.
délenim, je rovnéz v bodé a spojitd. Plati tato véta. (Analogickd véta plati
pro spojitost zleva (zprava) a v bodé a.)

Necht funkce f(z), g(x) jsou definovdny v intervalu I a
necht jsou spojité v jeho vnitinim bodé a. Potom i funkce
f(z) £ g(x), f(z) - g(x) jsou spojité v bodé a. Je-li navic
g(a) # 0, je i funkce % spojitda v bodé a.

Dukaz:
a) Necht € > 0 je libovolné ¢islo. Ponévadz f(x) je spojitd v bodé a,
existuje 0; > 0 tak, ze Us,(a) C I a pro x € Uy, (a) plati
€

|[f(z) = fla)] < 5. (2.14)

Podobné, ponévadz g(x) je spojitd v bodé a, existuje do > 0 tak, ze
Us,(a) C I a pro z € Us,(a) plati
€
9() — gla)| < 5 (2.15)

Polozme § = min(dy, d3). Potom pro x € Us(a) dostavame
(f@)29(@) = (f(@)£g(a)] < [(2)=F(@)|+lg(@) —gla)| < 5+5 = =.

Jsou tedy funkce f(z) £ g(x) spojité v bodé a.
b) Necht & > 0 je libovolné ¢islo. Polozme
B 5
~f(@)] +gla)] + 17

takze €; > 0. Existuje tedy d; > 0 tak, ze funkce f(x), g(z) jsou
definovany v Uy, (a) a pro = € Us, (a) plati

€1

[f(z) = fla)] < e, [g(z) —gla)| < e (2.17)

Déle existuje takové d, > 0 tak, ze pro x € Us,(a) plati |f(z) — f(a)| <
1. Je tedy

[f (@) = |f(a) + (f(z) = fla)] < [f(a)] + |f(z) = fa)] < [f(a)[ + 1.

(2.18)
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Polozme

0= min(él, (52)
Potom pro = € Us(a) C I plati

to jest

[f(2)g(z) = fla)g(a)] < |f (@) - 9(z) = g(a)| + [g(a)] - [f(x) = f(a)].
Upravou s ohledem na (2.17), (2.18)

[f(x)g(x) = fla)g(a)| < ([f(a)l + 1)er + |g(a)ler = &. (2.19)

Je tedy funkce f(x)g(z) spojitd v bodé a.

¢) Dukaz posledniho vztahu pro spojitost funkce % v bodé a se provadi

podobné. Prenechavam jej ¢tenari. 0

Diusledek 1. Ponévadz funkce g(z) = ¢ pro x € R je spojitd, dostavdme
z véty 2.1 tento zaver:

Necht funkce f(x) je definovana na intervalu I a necht a je jeho vnitini bod.
Potom funkce cf(z) je spojita v a.

Toto tvrzeni Ize zobecnit:

Necht funkce fi(x), fo(z), ..., fo(x) jsou definované na in-
tervalu I a jsou spojité v jeho vnitinim bodé a. Necht

c1,C2,...,c, € R. Potom funkce
cfi(z) +ceafalz) + -+ cnfu(x) (2.20)
fi(z) folz) ... fu(x) (2.21)

jsou spojité v bodé a. (Dokazte!)

Slovy: Linearni kombinace funkei spojitych v bodé a je opét spojité
v bodé a.

Dusledek 2.

Necht funkce f(z) je definovand na intervalu I a je spojitd
v jeho vnitinim bodé a. Potom pro kazdé n € N je funkce

f(z) (2.22)
spojita v bodé a. (Dokazte!)
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Spojitost realného polynomu. _

Necht

f(x) = a2 +ap 12" '+ - +ar+ay, vER, a,#0,

(2.23)

kde ag,ay,...,a, € R. Potom funkce (2.23), zvana redlny
polynom stupné n, je spojita v kazdém bodé a € R.

Dikaz: Podle prikladu 2.14 je funkce y = x spojita v bodé a a podle prikladu

2.13 je funkce y = ¢ spojita v bodé x = a. Podle dusledku 2 jsou spojité i

funkce ™ prom = 1,2, ..., n. Podle dusledku 1 je v bodé a spojité i funkce
(2.23). O

Priklad 2.15. Funkce f(z) = 2+ 1, g(z) = 2% + 1 jsou spojité v kazdém
bodé. Podle véty 2.1 je i funkce ;;111 jakozto podil dvou spojitych funkei
spojitd v bodech, v nichZ je 2% + 1 # 0. Ponévadz z? + 1 # 0 pro vsechna

x € R, je dana funkce spojitd v kazdém bodé x € I.

Piiklad 2.16. Funkce y = f{_ll neni v bodé 1 spojitd, ponévadz v ném neni
ani definovana.

Priklad 2.17. Funkce

r 1 0 1, —1
F(z) = { sr-1 PIOT 7 Le (2.24)
3 proz =1
je spojitd v bodé z = 1.
Skuteéné. Pro x # 1 je
z—1 1
= i 2.25
»?—-1 x+1 (2:25)

Polozme g(x) = 1%1 pro z € R,z # —1. Funkce g(x) je v bodé 1 spojita
podle véty 2.1, nebot g(z) je podil dvou funkef spojitych v bodé 1. Tedy pro
libovolné £ > 0 existuje § > tak, ze Us(a) C Dg a plati

‘g(x) — %‘ <e  prozx € Us(a). (2.26)
Tedy
F(z) = g(x) pro x € Us(a), (2.27)

F(1) =9(1) =

Je tedy funkce F(x) rovna spojité funkci g(z), x € Us(a). Je tedy funkce
F(z) v bodé a spojita.

Funkce spojité na intervalu. Vratme se znovu k pojmu spojitosti funkce.
Nékteré funkce, napi. funkce y = 2% + 3x + 1, jsou spojité v kazdém bodée
x € (—00,00). Zavedeme si nyni pojem spojitosti funkce na intervalu. Pfi-
pomenme si napred, ze bod a € I je vnitrnim bodem intervalu I, neni-li jeho
krajnim bodem.



Definice 2.7. (Funkce spojita na intervalu) -

Budeme fikat, ze funkce f(x) je spojitd na intervalu I,
jestlize
i) je spojitda v kazdém vnitinim bodé intervalu I,
ii) je-li a levym (pravym) koncovym bodem intervalu I, a
a € I, potom f(z) je v bodé a spojita zprava (zleva).

Priklad 2.18. Funkce F(z) = 1 je spojitd na intervalu (2, 3).

Skutecné. Funkce f(z) = 1, g(x) = x jsou spojité na intervalu (—oo,c0) a
g(x) # 0 pro = # 0. Podle véty 2.1 je funkce F(x) = % spojita v kazdém
bodeé intervalu (2,3). Déale f(x) je spojita téz zprava (zleva) v bodé a = 2

(b = 3). Odtud dostavéame, ze F(x) je spojita na (2,3).

Uved'me si nékolik dilezitych vlastnosti funkef spojitych na intervalu I.

Véta 2.2. (Zobrazeni intervalu)

Necht funkce f(z) je spojitd na intervalu I. Potom zobra-
zuje interval I budto na jednobodovou mnoZinu, nebo na
interval.

Dikaz: Bez dukazu. 0

Priiklad 2.19. Funkce f(z) = 3, z € (1,2) zobrazuje interval (1,2) na
mnozinu {3}. Funkce g(z) = 3z + 2 zobrazuje interval (5,7) na interval
(17,23). Nacrtnéte grafy obou funkef a na obrazku zduvodnéte toto tvrzeni.

Véta 2.3. (Existence maxima a minima funkce)

Necht funkce f(z) je spojitd na uzavieném intervalu {a, b).
Potom v ném nabyva své maximalni i minimalni hodnoty
alespon v jednom bodeé.

Dukaz: Bez dukazu. 0

Priklad 2.20. Funkce f(x) = 22, x € (—1, 3) nabyva své minimdln{ hodnoty
v bodé z = 0 a maximalni hodnoty v bodé x = 3.

Piiklad 2.21. Funkce f(z) = %, x € (0,3) nabyva v intervalu (0,3) své
minimélni hodnoty v bodé 3, maximalni hodnoty nenabyvé. Funkce F(zx) je
spojita na intervalu (0, 3), v bodé 0 neni definovand. Viz obr. 2.20.

Znameni spojit é funkce

Nulovy bod funkce. Cislo o nazyvéame nulovym bodem funkce f, jestlize

fl@)=0.
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co je to
znameni
funkce

0 1 2 3 z

Obrézek 2.20: Funkce y = < definovand na intervalu (0, 3)

Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu I. Urcit znameni
funkce f(z) znamend urcit jeji nulové body a intervaly,
v nichz funkce f nabyva jen kladné hodnoty a intervaly,
v nichz nabyva jen zaporné hodnoty.

Necht funkce f(z) je spojita na intervalu I, jehoz levy (pravy) koncovy bod
je a € R* (b € R*). Necht z1, ..., z, jsou nulové body funkce f(z), které jsou
vnitinimi body intervalu 7. Polozme zy = a, x,,+1 = b. Potom funkce f(x) je
na kazdém intervalu (z;,z;11), i =0, 1,...,n kladnd nebo zaporna.

Piiklad 2.22. Urcete znameni funkce f(x) =2z — 1.

Reseni. Funkce f(z) je spojitd na intervalu (—oo, 00). M4 jediny koten x =
%, ktery dostaneme fesenim rovnice f(x) = 0, tj. rovnice 2z —1 = 0. Polozme
z1 = 5. Ponévadz napt. proz =0 € (—o0,1) je f(0) = =1 <0, je f(z) <0
na intervalu (—oo, %) Podobné, ponévadz napt. pro z = 1 je f(1) =1 > 0,
je f(z) > 0 na intervalu (%,00). Graficky zndzornfme znameni této funkce

29
takto:
— -

N @

Kontrolni ot azky

1. Vysvetlete pojem spojitosti funkce v bodé.

2. Uved'te, zda funkce je spojitd v daném bodé a.

a) y=a+1,a=2 je spojitd]

b)y=-—"5,a=1 [neni spojitd]
3. Necht f(z) = —x + 2. Urcete f((0,2)). [(0,2)]
4. Urcete znameni funkei

- +
a) y=4dr+1 [ . ]
1
b)y=:5 [ ° ]



2.4 Polynom aracion alni lomen a funkce
Polynom

Prikladem komplexni funkce komplexni proménné je polynom.

Necht ay,, p_1,...,a1,ag jsou komplexni &isla. Jestlize ke
kazdému komplexnimu ¢islu x € C priradime cislo f(z)
vztahem

flz) = apx" + - + a1 + ay, (2.28)

je jim definovana komplexni funkce na mnoziné vsech kom-
plexnich ¢isel C. Tato funkce se nazyva polynom. Cisla
Qn, ..., a9 nazyvame koeficienty polynomu f(x). Cislo ag
nazyvame absolutnim ¢lenem polynomu f(x). Jestlize a,, #
0, polynom f(x) nazyvame polynomem n-tého stupné.

Napi. f(z) = 2% + 1 je polynom 2. stupné. Podle definice stupné neni poly-
nomu f(x) = 0 prifazen zadny stupen. Nazyvame jej nulovgm polynomem.

Cislo o nazyvdme kofenem (nulovym bodem) polynomu
f(x), jestlize
fla) = 0.

Napt. polynom
Pz)=2"+z (2.29)

ma koteny 0,7, —i, nebot P(0) = 0, P(i) = > + i = 0. Podobné P(—i) =
(=i)* + (—i) = 0.
Jestlize P(z) je polynom a « je jeho kofen, potom polynom prvniho stupné

r — a se nazyva korenovym cinitelem odpovidajicimu korenu c.

O polynomu plati tyto véty:

Necht « je korenem polynomu f(x) stupné n > 1. Potom
existuje takovy polynom g(x) stupné n — 1, ze pro kazdé
komplexni ¢islo x plati

f(z) = (x —a)-g(z).

r — a nazyvame korenovym ¢initelem polynomu f(x).

83




2. Funkce a jejich vlastnosti

84

Kofeny
polynomu

Dukaz: Ponévadz f(a) = 0 lze polynom f(z) zapsat jako

f(.%’) = f(l') - f(Od) = (anmn + anflxni1 + -+ ar+ Clo) —

—(ana™ + p Q" P+ a4 ap).
Upravou dostavame
f@)=an(z" —a™) +ap 1 (2" —a )+ -+ ai(r — a).
Ponévadz

F—of =@ —a) @ a4 MY, prok=1,2,....n,

lze psat
f@) = (z—a)-lan(@ "+ +a" ) + -+ al,
to jest
fla) = (z —a)g(@),
coz jsme chteli dokdzat. 0

Priikladem je polynom
f($):$2—$—2,

ktery m4 ¢islo 2 za svuj koren, nebot f(2) = 0. Existuje tedy polynom g(z)
stupné 2 tak, ze

fx) = (x = 2)g(z).

Délenim polynomu f(z) kofenovym c¢initelem x — 2 dostdvame

( 22— 2-2):(z—-2)=2+1

+22 72
r—2
+ zF2
0
tj.
(22 —2—-2): (z—2) =2+ 1,
takze

f(z)=(x—2)(x+1).

Zatim jsme pouze zavedli pojem kofene polynomu, ale nezabyvali jsme se
problémem existence kotene polynomu. O tom vypovida nasledujici véta:

Véta 2.5. (Fundamentalni véta algebry)

koren.

\w! \ I Kazdy polynom stupné n > 1 ma v oboru komplexnich cisel




Diukaz: Bez dukazu. 0

Rikdme, ze &slo a je k-—ndsobngm kofenem polynomu f(x),
jestlize pro kazdé komplexni ¢islo z plati

f(a) = (z — a)fg(x),
kde g(x) je takovy polynom, ze g(«) # 0.

Piiklad 2.23. Polynom 2% — 322 + 4 lze zapsat ve tvaru
=3t +4=(z—-2>%x+1).

Je tedy © = 2 dvojnasobnym a x = —1 jednoduchym kotenem polynomu
x® — 3x% + 4.

Dusledek. Polynom n—tého stupné, n > 1,
f(x) = ana™ + 12" N+ +ag,  ap #0

ma pravé n korenu, pocitame-li k—nasobny koren za k korenti.

Dikaz: Jestlize n = 0, ag # 0, je tvrzen{ ziejmé. Necht tedy f(z) je polynom
stupné 1. Potom f(z) = a1z + ao, kde a1 # 0. Potom f(z) = ai(z + &),
takze f(x) = (x — a)ay, kde v = — 22,

ay

Predpokladejme, ze véta plati pro polynomy stupné n — 1 a dokazme, ze pak
véta plati také pro polynomy stupné n. Necht tedy
f(z) = apz" + ap_12" ' 4+ - Farx +ag, a, #0.

Podle fundamentélni véty algebry mé polynom f(x) kofen v oboru kom-
plexnich cisel, ozna¢me jej o. Tedy

f(x) = (z = a)g(x),

kde g(x) je polynom stupné n— 1, ktery ma podle predpokladu n— 1 kofenu.
Ponévadz « je korenem polynomu f(z), ma f(x) pravé n kofrenu. O

Piiklad 2.24. Ponévadz
ot 4+ 42 — 160 — 16 = (2 + 2)3(z — 2),

je x = 2 jednoduchym a x = —2 trojnasobnym korenem tohoto polynomu.
M4 tedy dany polynom 4 kofeny.

Dusledek. Jestlize polynom f(x) je roven nule v nekonecné mnoha ¢islech,
pak je to polynom nulovy.
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Dikaz: Kdyby polynom byl stupné n > 1, byl by roven nule nejvyse v n
navzajem ruznych cislech. To je spor, takze polynom ma vSechny koeficienty
nulové. Pro n = 0 je véta ziejma. 0

Dusledek. Jestlize dva polynomy f(x), g(x) nabyvaji stejné hodnoty v ne-
konecné mnoha cislech, pak maji stejné koeficienty u stejnych mocnin x.
Dukaz: Oznac¢me

h(z) = f(x) — g(z).

Polynom A(x) ma nulovou hodnotu v nekoneéné mnoha ¢islech, takze viechny
jeho koeficienty jsou nulové. Odtud snadno plyne tvrzeni. 0

Realny polynom
[ Polynom s realnymi koeficienty budeme nazyvat realnym

polynomem.

Je-li a + 13, B # 0 jednoduchym korenem realného poly-
nomu

f(@) = apz" + ap1 2" - a4 ag,  a, #0, (2.30)

je téz cislo o — i3 jeho korenem.

Duikaz: Dosazenim x = a + i3 do (2.30) dostavame

f(Oé‘FZﬁ) = an(a‘i‘iﬁ)n"’_anfl(O‘—}_iﬂ)nil+”'+a1(a+iﬁ)+ao
= A+iB,

kde A = Re(f(a+if)), B =Im(f(a+if)). Ponévadz f(a+iff) = A+iB =0,
je A =0, B = 0. Ponévadz (o — i3)" je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu
(a+1iB)" pror=1,2,...,n, plati

fla—iB) = anla—iB)" +ap1(a—iB)" '+ +a(a—if) +ag
A—1iB.

Ponévadz A = B =0, je f(a — i) = 0, takze a — i3 je kofenem polynomu
(2.30). 0

Je tedy polynom (2.30) délitelny souc¢inem korenovych ¢initela

(= (a+1iB)) - (v — (e —if)) = (x — a)* + 3,
tedy realnym polynomem druhého stupné. Je tedy

f@) = [z =)’ + Ffulx), (2.31)
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kde fi(z) je redlny polynom stupné n — 2. Kdyby « + i3 byl dvojndsobnym
kofenem redlného polynomu f(z), byl by a + i jednoduchym kofenem
redlného polynomu f;(z), uréeného vztahem (2.31). Tedy o —1i( by byl podle
véty 2.6 téz jeho kotenem. Bylo by tedy mozné psat

fi(@) = [(z — a)* + 57 fo(2), (2.32)

kde f5(x) je redlny polynom stupné n — 4. Tedy
fx) = [(x — a)* + B fo(2).

Timto jsme dospéli k tomuto zavéru

Je-li a+i(3, B # 0, k—nasobnym korenem realného polynomu
(x), je i a — i3 k—ndasobnym kofenem polynomu f(x).

Poznamka. Jestlize polynom neni redlny, tvrzeni véty nemusi byt splnéno.
Napi. polynom f(z) = 2* + z(1 —4) — i m4 ¢islo @ za svuj koren, avSak —i
neni jeho kotenem.

7 toho, co jsme o kofenech polynomu uvedli, 1ze dospét k tomuto tvrzeni.

Necht f(x) je redlny polynom. Necht «,f3,...,~v jsou
vSechny jeho navzajem ruzné realné koreny a to «

k-ndsobny, [ l-ndsobny, ... , ~ m-ndsobny. Necht
a +£1b,...,c £ id jsou vSechny jeho navzajem rizné dvo-

jice nerealnych komplexné sdruzenych korenii. Necht a + ib
je p—nasobny,. .., ¢+ id je g—nasobny koren. Potom plati

f&) = ap (=) (= B) ey
[z —a)? + 03P - [(x — )* 4+ d?]9. (2.33)

pro kazdé komplexni ¢islo x.
Polynom f(x) zapsany ve tvaru (2.33) nazyvame rozkladem
realného polynomu v realném oboru.

Hledani kofent polynomiui. Vyslovili jsme sice vétu o existenci korenu
polynomu, avSak neuvedli jsme zatim nic o zpusobu jejich hledani. Tato pro-
blematika je znacné rozsdhla a jeji vyklad v plném rozsahu je nad ramec
tohoto textu. Uvedeme zde alespon nékolik tvodnich poznamek k této pro-
blematice.

Hledani kotfenu polynomu 1. a 2. stupné by Vam mélo byt vsem dobfe znamo.
Neékterym z Vas mozna neni znam pfipad, kdy kofeny kvadratické rovnice

=

Rozklad
redlného
polynomu

Hledani
kofen(i
polynomti
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jsou komplexni. Proto si uvedeme i piipad hledani kofenu polynomu 1. a
2. stupné. Zde neni uvedeno podrobné odvozovani. Vyklad tykajici se poly-
nomu 2. stupné je nutno chapat jen jako pripomenuti poznatku z matematiky
v drivéjsim studiu. Ukézeme si i metody na hledani kotenu polynomu 3. a 4.
stupné, jimz tyto kofeny urcime z jejich koeficientu konec¢nym poctem arit-
metickych operaci a odmocnovanim. Je dokazano, ze neezistuje vypoctovy po-
stup, kterym by bylo mozno v obecném pripadé urcit koteny kaZdého polynomu
stupné veétsiho nez 4 z jeho koeficienti provedenim koneéného poctu aritme-
tickych operaci a odmocnovani. Vypoctové postupy, kterymi by bylo mozné
urcit koteny kazdého polynomu 3. a 4. stupné z jeho koeficienti koneénym
poctem aritmetickych operaci a odmocnovani, které uvedeme, davaji nekdy
vysledky v neptehledném tvaru, takze se dava casto prednost numerickym
postupum, které jsou pouzitelné pro hledani korent polynomu stupnu vétsich
nez 2.

Hledéani kofenu polynomu

P(z) = apz™ + ap 12"+ 4+ a1 + ag, (2.34)
kde ay,an_1,...,a1,a9 € C, a, # 0, vede na feSeni algebraické rovnice
An" + ap12" P4+ a1z +ag = 0. (2.35)

Cislo « je kofenem polynomu (2.34), kdyz a jenom kdyz je feSenim rovnice

(2.35).
Kofeny polynomu 1. stupné. Pro n = 1 dostdvame z (2.34) polynom
Pi(z) = a1x 4+ ap, a1 #0. (2.36)
Ptislusnou algebraickou rovnici
ar+ap=0, a; #0, (2.37)

nazyvame linedrni rovnici. Mé jediny kofen, oznacime jej xy, kde

Qg

= (2.38)
Polynom Pi(x) = a1x + ag, a1 # 0, ma jediny kofen z1 =
gl —Z—T. Grafem redalného polynomu 1. stupné (2.36) je piimka
Yy = a1 + ay, (2.39)
kterd protind osu x v bodé vy = —2¢. (Viz obr. 2.21.)
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Obrazek 2.21: Graf linedrni funkce (2.39).

Piiklad 2.25. Napt. polynom
P(x)=2x+3 (2.40)
ma pravé jeden kofen x1, ktery je kofenem rovnice
204+ 3=0.

Timto kofenem je éfslo ; = —2. (Nakreslete si jeho graf.)
Kofeny polynomu 2. stupné. Pro n = 2 dostavame z (2.34) polynom

Py(z) = agx® + a1v + ag, ag # 0. (2.41)
Kofeny tohoto polynomu jsou fesenim kvadratické rovnice

ast® +ax+ag =0, ay#D0. (2.42)

Koreny w1, x9 (ve strucném zapisu x12) polynomu (2.41),
tedy reseni kvadratické rovnice (2.42), Ize urcit podle vztahu

 —ap £+/a] - 4a2a0. (2.43)

(Vztah (2.43) plati i pro polynomy, které nejsou realné.)
Cislo
D = a} — 4asay (2.44)

se nazyva diskriminant kvadratické rovnice (2.42).

Diskuze — redlny polynom 2. stupné. Necht
Py(x) = asx® + ayx + aq, (2.45)
kde as,ay1,a9 € R, as # 0, je redlny polynom 2. stupné. Mohou nastat tyto
pripady.
a) D =0.V tomto pripadé dostavame z (2.43)

ai
= ——. 2.46
T2 = o (2.46)
b) D > 0. V tomto piipadé je v D redlné ¢islo a z (2.43) dostavame
—ar— VD —ay+ VD
g = UTVE T TVE (2.47)

2a4 2a,

=

Reseni
kvadratické
rovnice
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c)

D < 0.V tomto piipadé dostavame z (2.43)

—a—i/[D] _ —a+iy/[D) 2.45)

€Ty = )
2@2 2@2

Priklad 2.26. Urcete kofeny polynomu

)
b)

c)

f(x) =22* — 3z,
g(r) = 2* — 52 +6,
h(z) =2+ z + 1.

ResSeni.

a)

Kofeny polynomu f(x) jsou koteny rovnice
27% — 31 = 0. (2.49)

Ponévadz rovnice nema absolutni clen, neni nutno k jejimu feSeni pouzit
vztah (2.43). Rovnici (2.49) pfepiSeme na tvar

z(2x —3) =0. (2.50)

Ponévadz soucin dvou vyrazu je roven 0, kdyz alespon jeden z nich je
roven 0, z (2.50) vyplyva z = 0 nebo 2z — 3 = 0. Odtud

ZL‘1:0, To = —.

2
Koreny polynomu g(z) dostaneme fesenim kvadratické rovnice
2* —5x+6=0.

Diskriminant D této rovnice pocitame podle (2.44). Dostavame D =
52 —4-1-6, tedy D = 1. Podle (2.47) dostdvéme

5-V1 5+ V1
= 9 ) Tog = 9 )

Ty

tedy
I = 2, To = 3.

Kofeny polynomu h(z) dostaneme fesenim kvadratické rovnice
P +r+1=0.
Diskriminant této rovnice pocitdme podle (2.44). Dostdvame
D=1—-4-1-1, takze D = —3.
Podle (2.48) dostavame

e N AVE]
= —

143
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Grafem redlného polynomu 2. stupné (2.41)
Y = asx® + a1z +ag, as # 0,

je parabola, ktera je pro as > 0 oteviena ve sméru kladné
oSy y a pro as < 0 je oteviena ve smeéru zaporné osy .

Oznacime D = a3 —4asay. Je-li D > 0, parabola protind osu
x ve dvou ruznych bodech x1, xo danych vztahem (2.47). Je-
li D = 0, parabola se dotyka osy x v bodé x1 = x5 daném
vztahem (2.46). Je-li D < 0, parabola neprotina osu x. Viz
obr. 2.22—2.27.

I
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
I
|
|
|
|
I
|
I
|
|
| \
T T
I T2 x Z1,2 z x
\

T R

Obrazek 2.22: Obrazek 2.23: Obrazek 2.24:
as>0,D >0 as>0,D=0 as >0, D <0
T : T2 x 33172 x T
Obrazek 2.25: Obrazek 2.26: Obrazek 2.27:

as <0,D >0 as <0, D=0 as <0, D <0

Kofeny polynomu 3. stupné. Pro n = 3 dostdvame z (2.34) polynom
P3(z) = asx® + agx® + arx + ao, (2.51)

kde as, a2, a1,a9 € C,a3 # 0. Tento polynom ma podle dusledku véty 2.5 praveé tii kofeny,
pocitame-li k—nasobny koren za k kofenu. Tyto kofeny nalezneme feSenim kubické rovnice

asx® + asx® + a1z +ag =0, as#0.

Nasledujict vyklad je strucng, je uveden pro Vasi predstavu o postupu reseni. Délenim této
rovnice ¢islem a3 dostavame rovnici, kterou zapisme jako

23 4 byx? + by + by = 0. (2.52)

Existuje fada metod na Feseni rovnice (2.52). Nazna¢me strucné jednu z nich. Misto
proménné x zavedme proménnou y vztahem

1
r=y— gbg. (2.53)

>

Graf
polynomu
2. stupné

Regeni
rovnice

3. stupné —
informativné
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Jejim dosazenim do (2.52) dostavame

1b 3+b 1b 2+b 1b +bp=0
Yy 32 2| Y 32 1|y 32 o =U.

Upravou této rovnice obdrzime
v’ +py+q=0, (2.54)
kde jsme polozili

1 2
> = by bob b3.
3% q 321+27

Pro p = 0 by rovnice (2.54) presla ve tvar

p=>b —

Y’ +q=0.
Jejim feSenim je
Y123 = V/—q.

Zde chédpeme &/- v komplexnim oboru jako trojznacnou.
Necht p # 0. Misto nezndmé y zavedeme dvé neznamé vztahem

y=u+v (2.55)

a zvolime mezi nimi takovy vztah, ze cely problém se zjednodusi. Dosazenim (2.55) do
(2.54) dostéavame
(u+v)* +plu+v)+q=0. (2.56)

Upravou (2.56) obdrzime
ud + v + (3uv 4 p)(u+v) +q = 0. (2.57)

Zminény vztah mezi u,v zvolme takto:

3uv = —p. (2.58)
Tim se rovnice (2.57) pfevede na tvar
ud 03 = —q. (2.59)
Z rovnic (2.58) a (2.59) obdrzime
1 ¢ P 1
3_ 1 Jg¢  p° 3_ _1 e
CETRITN T Ty VTt Ty

IS

I
ﬂ
|

N =
)

|
|

sl 1 2 P
=V —cg+ /L 2.
v \/ 59T\ +27, (2.60)

kde kazda veli¢ina u,v je trojzna¢na. Mame tedy celkem 9 jejich kombinaci. Uvazujme
ta w,v, kterd vyhovuji rovnicim (2.58), (2.59). Jejich vybérem a dosazenim do (2.55)
dostavame

1 ' 1 ' p
Y~ KI - KI 2.61
2= 5\/ 21\ T 7 \/ 21tV T (2:61)

ey e v

277V 7 24TV T T
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kde

5_—1+¢\/§ 82_—1—1‘\/5
2 2
Zavér: Postup hledani koienti polynomu

P3(x) = azx® + asx® + ayx + ao,

kde as,as,a1,a0 € C,as # 0, uré¢ime v téchto krocich:
a) Polozme

by =2 p = =20 (2.62)
as as as

b) Polozme

— by - g2 — by — Sboby + 248 (2.63)
p=h 32 q=bo 37201 T 55l .
¢) Vypocitejme y1,ys2,ys podle (2.61).
d) Polozme
1
Priklad 2.27. Naleznéte koteny polynomu

Ps(y) = y* — 9y — 28. (2.65)

ReSeni. V nasem piipadé je
ba =0, by = —1, by = —28.

Podle (2.63) dostavame

Dosazenim do (2.61) dostdvdme

s/ 1 282 93 3/ 1 282 93
yl—\/§<28)+ Tz_7+\/§(28) T

Upravou
y1 =3+ 1, tedy y1 = 4.
Déle
—1+1V3 —1—14v3
Y2 = \/_~3+ Z\/_-l,
2 2
—1—14vV3 —1+1iv3
ys = ACIP AEY
2 2
Upravou

Yo =—24iV3,  y3=-2-1iV3.

Priklad 2.28. Naleznéte koteny polynomu

Py =33 — 5y +4. (2.66)

Reseni. Je ziejmé, 7e y; = 1 je kotenem P3(y). (Pfesvédéime se dosazenim.) Délenim
y3 — By + 4 kofenovym ¢initelem y — 1 dostdvame

Y —by+4=(y—1)- (¥ +y—4).

93




2. Funkce a jejich vlastnosti

Resenim rovnice
Y +y—-4=0

dostavame dalsi koteny

1+ 17

Y23 = B)
Tedy
—1—v17 -1+ V17
y1:1, yZZfa ySZf

jsou kofeny polynomu Ps(x).

Hledejme koreny daného polnomu Ps(z) vyse uvedenym postupem. V tomto piipadé je
by =0, by = =5, by = 4.

Podle (2.63) dostdvdme

1 .
=-5-—--0, =4—=-0-(=5)+—-0°
P 30 a 3 0-(=5)+ 5

Upravou

Podle (2.61) dostavame

Upravou

—1—1 1 17 =141 1 17
2 3 3 2 3 3
RBegen( Kofeny polynomu 4. stupné. Pro n = 4 dostavdme z (2.34) polynom
rovnice . Py(x) = agx* + azz® + apx® + a12 + ao, (2.67)
4. stupné —

informativn& kde ay4,as,as,a1,a9 € C, aqy # 0. Tento polynom ma podle dusledku véty 2.5 prave étyti

koteny. Tyto kofeny nalezneme feSenim algebraické rovnice 4. stupné
asz* + aszd + asx® +arx + a9 =0, ag#0. (2.68)

K teSeni této rovnice je znama fada metod. Uvedeme jeden ze znamych vypoctovych
postupu.

Postup hledani kofeni polynomu

asx* + aszd + asa® iz +ag =0, ag #0.

a) Polozme
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Tim rovnici (2.68) prevedeme na rovnici

1’4 + b3I3 + b21’2 + bll’ + bo = 0. (269)
Substituci
b3
r=y— - (2.70)

do rovnice (2.69) dostaneme rovnici

y' +py’ +ay+r =0, (2.71)
kde 5
p= b2 - gbf’)a
q = bl — %bgbg + %bg, (272)

T = bo — %bgbl + %b%bg — %bé’l

b) Resme kubickou rovnici

t3 4 2pt? + (p? — 4r)t — ¢* = 0. (2.73)

Oznacme t1,t2,ts jeji kofeny.
¢) Urceme kofeny 1,2, Y3, y4 rovnice (2.71) podle vztahu

21 = Vh+vViz+ Vi,

2ys = —vt + Vi — Vi,
2ys = —vVti — V2 + Vis.

d) Koreny w1, T3, %3, x4 polynomu Py(x) uréime ze vztahu

b3

T =Y o 1=1,2,3,4. (2.75)
Urceni kotfentu polynomu 4. stupné je tedy prevedeno na feseni kubické rovnice.

Shrime si nyni dosazené poznatky o hledani kofenu polynomu.

Kofeny polynomu 1. a 2. stupné se hledaji vysSe uve-
denym zpusobem. Kofeny polynomu 3. a 4. stupné lze sice
resit vyse uvedenymi postupy, resp. jinymi algoritmy, avsak
vysledky byvaji vyjadieny casto v komplikovaném tvaru.
Pro obecné polynomy stupnu vétsich nez 4 je dokézano,
ze nelze nalézt postupy, jimiz by z jejich koeficientu bylo
mozno v obecném piipadé nalézt kofeny koneénym poctem
aritmetickych operaci a odmocnovani. To ovSem nezna-
mena, ze kofeny nékterych specidlnich polynomu nelze urcit
koneénym poctem zminénych operaci. Je tomu napi. pro
polynomy P, (z) = 2" — ag. K urceni kofenu polynomu
stupnu vétsich nez 2 se pouzivaji numerické metody. Uce-
leny vyklad téchto metod presahuje ramec tohoto studijniho
textu. V dalsim pojednani se k této problematice vratime.
V pripadé potieby je mozno urcit koreny na pocitaci, pokud
jsou na ném zabudované vhodné programy.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Racion alni lomen & funkce

Racionalni lomenou funkci nazyvame kazdou funkci tvaru

>

F(z) === g(z) #0,

kde f(x) a g(x) jsou polynomy. Ponévadz polynom je de-
finovan v kazdém komplexnim cisle, je racionalni lomena
funkce definovana ve vsech komplexnich ¢islech v nichz je
g(z) # 0, tj. ve vSech cislech x, ktera nejsou koreny funkce

g(x).

Priklad 2.29. Funkce
2z + 3

3+
je racionalni lomend funkce. Jmenovatel, funkce g(z) = 23 + z, lze psét ve

tvaru g(x) = x(z +4)(z —1). Je tedy F(x) definovand ve vsech komplexnich
¢islech ruznych od 0, —1, 4

F(x) =

Necht citatel i jmenovatel raciondlni lomené funkce F(z) maji spolecného
kotfenového cinitel z — c. Zkratime-li timto spoleénym kofenovym ¢initelem,
dostaneme novou racionalni lomenou funkce, oznac¢me ji G(x). Funkce F(x),
G(z) maji stejné hodnoty pro x # a. Muze se ale stéat, ze funkce G(x) je
v « definovana, zatimco F(x) neni v ¢isle a definovana. V dalsim budeme
predpokladat, ze citatel a jmenovatel racionalni lomené funkce nemaji zadny
stejny koten.

Necht n je stupen polynomu ¢itatele a m je stupen polynomu jmenovatele
raciondlni lomené funkce F(x). Jestlize je n < m, funkci F'(x) nazyvame ryze
lomenou, jestlize n > m, nazyvame funkeci F'(x) neryze lomenou.

Necht

g(x)

je neryze lomend funkce. Délenim funkce f(z) funkei g(z) dostaneme

f(z) = P(x) - g(x) + Q(),

kde P(z), Q(x) jsou polynomy. Polynom Q(z) je zbytek po déleni, jeho
stupen je mensi nez stupen polynomu g(z). Je tedy

)

Funkce je ryze lomenad racionalni funkce.

Slovy: Neryze lomenou racionalni funkci lze napsat jako
soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce.

96



Priklad 2.30. Funkce

_3$4—2x3+1
N 2+ 1

R(x)

je neryze lomena. V citateli je polynom stupné 4, ve jmenovateli je polynom
stupné 2. Délenim dostavame
(3z* —2a° +1): (2% +1)=32% — 20 — 3+ 4
+32* +322
—2x3 —3a? +1
F223 T2
—3z% 42z +1
T3z T3
2x +4

Kontrolni tlohy

1. V kterych bodech je funkce f(z) = 2%2=2 spojita? Zduvodnéte.

z2—4
[ve vSech bodech ruznych od +2]

2. Urcete kofeny polynomu

a) x? —Tx +12 3, 4]
b) 2% +z+1 (1 £33
c) 23 +1 -1, liéﬁ}

3. Rozlozte na kotenové cinitele polynom

ot — 2% + 1222 — 132 + 45

vite-li, ze md kofen 1+ 2i. [(x — 14 20)(z — 1 — 2i) (w — 1E35) (5 — =1-1V/35))
4. Dokazte, ze polynom
xt — 5a® + 62% — 9 + 27
ma dvojnasobny kofen 3.
5. Reste rovnici
2® —T2' 4+ 92° —2® + Tz —9 =0
vite-li, ze ma za kofeny vSechny tfeti odmocniny z jedné. [1, %“/37 HET‘/B}

6. Rozlozte v redlném oboru polynom z* + 1.
[Ndvod: 2% +1 = (2% + 222 + 1) — 222, 2 + 1 = (2% + 1) — 22%. Odtud
(22 +2v2 4+ 1)(2% — 2v2+1)]

7. Rozlozte na soucet polynomu a ryze lomenné racionalni funkce:

4 2 .
54+ 6x° +x—2 1+ 2234622 +a—2
4 3 x4 —223
x4 — 2x
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>

SloZend
funkce

8. Urcete znameni funkei

) (2 + 27z = 5)° ]
(22 — 1) - +  + 4
VT S E— )
C) (2:[ + 1)3(:[2 _ 3)3 [ - . + . + — + ]
r(x —2) V3 10 V3 2

2.5 Funkce sloZzen &a a funkce inverzni. Element arni fun-
kce

Slozena funkce. Necht A je neodvisly obor funkce u =
¢(x). Oznacme B = p(A) odvisly obor funkce ¢. Necht
f(u) je funkce definovana na mnoziné B. Ke kazdému c¢islu
x € A pritadme ¢islo F(x) vztahem

F(x) = f(e(2)), (2.76)

to jest hodnotu funkce f v ¢isle u = ¢(x) € B. Funkci f
nazyvame vnéjsi slozkou a funkci ¢ vnitini slozkou funkce

F.

Priklad 2.31. Funkci
y=(2*+1)", € (—00,00)
muzeme chapat jako slozenou funkci. Polozme
A = (—o00,00),

u=(r), kde op(x)=2>+1, z€A

Oznacme
B = p(A), tedy B = (1,00).

Polozme

y=f(u), kde f(u):u77 u € B.

Potom ke kazdému x € A je funkei ¢ pritazeno u = p(z) € B. K tomuto
¢islu u je funkei f prirazeno ¢islo y = f(u). Tedy y = f(¢(x)).

Je tedy f(u) = u” vnéjsi a u = 2% + 1 vnitin{ slozkou funkce y = (2? 4+ 1)".

Poznamka. Slozend funkce muze bijt vicendsobné sloZend. Napfi. jestlize f
je jeji vnéjsi slozkou a ¢ je jeji vnitini slozkou, potom vnitini slozka ¢ muze
byt opét slozenou.

O spojitosi slozené funkce plati tato véta.



Véta 2.7. (Spojitost slozené funkce)

Necht funkce ¢(x) je spojitd na intervalu I. Necht o(I)
je interval J, na némz je funkce y = f(u) spojita. Potom
slozena funkce f(p(x)) je spojita na intervalu I.

Dtikaz: Je nutno dokazat, ze véta o spojitosti plati v libovolném bodé a € 1.
Omezime se na pripad, Ze a je vnitini bod intervalu I a o = ¢(a) je vnitini
bod intervalu J. Sami si promyslete jiné pripady.

Necht tedy a je vnitinim bodem intervalu I a o = p(a) je vnitinim bodem
intervalu J. Necht & > 0 je libovolné ¢islo. Ponévadz f(u) je funkce spojitd
v bodé «, existuje k > 0 tak, ze prou € (o« — k,a+ k) je f definovand a plati
zde

() — fla)] <= (2.77)

Ponévadz ¢(x) je funkce spojitd v bodé a, k ¢islu k existuje takové cislo
d >0, ze pro x € (a — d,a + J) je funkee ¢ definovand a plati zde

lo(z) — p(a)| < K, tj. |ex)—al <k

Tedy pro z € (a — d,a + 9) je funkee f(p(z)) definovand a plati zde podle
(2.77)

[f (o) = flela)] <e. O

Priklad 2.32. Funkce u = op(z) = 2? + 1 je spojitd na intervalu I =
(—00, 00). Funkee y = f(u) = u” je spojitd na intervalu K = (—o0, c0). Déle
J =¢(I) = (1,0) C K, takze funkce f je spojitd na intervalu J. Je tedy
slozend funkce y = (22 4+ 1)7 spojitd na intervalu /.

Inverzni funkce.

Necht funkce y = f(x) je definovand na mnoziné A a je na
ni prosta. To znamena, ze pro kazda dvé cisla x1,19 € A,
xr1 # x9 je f(x1) # f(xs). Oznacme B = f(A). Ke kazdému
y € B piitadme to ¢islo z € A, pro ngjz je f(x) = y. Tim
jsme zavedli pravidlo, jimz ke kazdému y € B je prirazeno
v € A. Je tak definovand nova funkce, oznacme ji f~1,
jejimz neodvislym oborem je mnozina B a odvislym obo-
rem je mnozina A. Ponechame-li oznaceni y pro proménnou
s oborem B a x pro proménnou s oborem A, piSeme
= f"(y), ye B, e A

V definici inverzni funkce je podstatny predpoklad, Ze f je na svém defini¢nim
oboru prosta. Takovymi funkcemi jsou napf. funkce ryze monoténni na svém

=

Zavedeni
inverzn{
funkce
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definiéni oboru.

Na obr. 2.28 je znézornén graf funkce y = f(x) rostouci na intervalu A =
D(f), tedy graf funkce prosté. Graf funkce x = f~!(y) je totozny s grafem
funkce y = f(x), pokud bychom proti zvyklostem znazornili neodvisly obor
na ose y a odvisly obor na ose x.

Yy y=f(z), 2= f"'(y)
_/
-/
B _/
/
g4
i -/
-/

0 .

a A T

Obrézek 2.28: Graf funkel y = f(z), z = f~(y).

7 definice inverzni funkce vyplyva
B jelia € D(f), potoma= f'(f(a)), (2.78)
B jeliae D(f), potoma= f(f(a)). (2.79)

Oznaéime-li x neodvisle proménnou jak pro funkci f, tak i pro funkei f—!,
zapiseme obé funkce takto

y=f(x), z€A, yeB, y=f1Y2), z€B, ycA (2.80)

Jestlize jejich neodvislé obory vyznacime na vodorovné ose, jsou grafy funkei
(2.80) symetrické s osou symetrie y = x, viz. obr. 2.29. Graf inverzni funkce
f~Y(x) jsme dostali preklopenim grafu f(z) kolem pifmky y = .

Y y = f(x)
_/
B y=f""(2)
A,
0 .
/- z

Obrézek 2.29: Graf funkel y = f(x), y = f~!(x).

Poznamka. Je-li prosta funkce dand rovnici

y = f(x), (2.81)

dostaneme k ni funkci inverzni tak, ze z rovnice (2.81) vypocitame x pomoci
y. Pojem inverzni funkce vede k zavedeni novych funkci, jak pozdéji uvidime.



Piiklad 2.33. K funkci y =2z + 1, = € (1, 3) urcete funkei inverzni.

Reseni. Oznaéme f(z) = 2z 4+ 1,1 = (1,3). Oznac¢me .J = f(I). Dostavame
J = (3,7). Z rovnice y = 2z + 1 vypocitame x. Dostavame = = %y — % Tedy
funkce z = %y — % je inverzni k zadané funkci f, je definovana na intervalu
J. Zménou oznaceni pro neodvisle a odvisle proménnou dostavame hledanou

inverzni funkci
1 1
= - — -,
Y=o
Grafy zadané funkce a funkce k ni inverzni jsou na obrazku 2.30.

xed wyel.

y y=2z+1 Ve
7 /
/
/
/
/
Ve
Ve
/
3 ~ y=3r—3
e
e
1 4
/
ol ”
ya 1 3 7T

Obrazek 2.30: Graf funkci z prikladu 2.33.

Nésledujici véta vypovida o vzdjemném vztahu mezi spojitosti funkce f(x)
a k nf inverzn{ funkce f~*(z).

Véta 2.8. (Inverzni funkce) _

Necht funkce f(x) je spojitd a rostouci (klesajici) na inter-
valu I = D(f). Oznacme jeji odvisly obor (je jim interval)
J = f(I). K funkci f existuje funkce inverzni f~!, jejim
neodvislym oborem je interval J a odvislym oborem je in-
terval I. Funkce f~! je na svém definiénim oboru J spojita
a rostouci (klesajici).

Dukaz: Dukaz provedeme pro funkce f rostouci na inervalu I. Pro funkce
klesajici je dukaz analogicky. Predpokladejme tedy, ze f(x) je na intervalu [
spojita a rostouci.

Dokazme, 7e funkce f~'(z) je rostouci na intervalu J. Necht xy,2o € J,
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11 < 9. Kdyby bylo f~(zy) > f~(z2), platilo by

FUF @) 2 £ (22), (2.82)

nebot f je rostouci na I. Podle (2.79) dostdvdme z (2.82) z1 > x9, coZ je
spor s predpokladem, Ze 11 < xo. Je tedy funkce f~'(z) rostouci na intervalu

J.

Dokazme dale, ze funkce f~'(z) je spojitd na J. Necht a € J je libovolny
bod, ktery neni jeho pravym koncovym bodem. Nechf ¢ > 0 je libovolné
¢islo. Potom f~'(a) € I a neni to pravy koncovy bod intervalu I. Jestlize
f~Ya) +¢€ ¢ I, oznacme b libovolny bod z J, pro néjz je b > a. Jestlize
f~'(a) +e €I, polozme b = f(f*(a)+¢) € J. Pak pro viechna x € (a,b)
je f71(z) definovéna. Zdroveri z monoténie této funkce plyne

fHa) < (@) < fHa) +e,
to jest
[f @) = fHa)] <e.

Tedy f~!(x) je v bodé a spojitd zprava. Podobné se dokdze, ze funkce f~!(x)
je spojita zleva v kazdém bodé a € J, ktery neni levym koncovym bodem
intervalu J. Je tedy f~!(x) funkce spojitd v J. O

Funkce /z

Uvazujme funkci y = 2", kde n je prirozené. Tato funkce je
ziejmé definovana na intervalu (—oo, 00).

Pro n liché je tato funkce na svém definicnim oboru
I = (—o00,00) spojita a rostouci. Oznacme J = (—o00,00)
obor hodnot této funkce. Proto k ni existuje funkce inverzni
na intervalu J. Podle véty 2.8 je tato inverzni funkce ros-
touci a spojitd na J. Oznacime ji /x. Funkce /x pro n
liché je licha.

Pro n sudé je sice funkce x" rovnéz definovana na intervalu
(—o0,00), avsak neni na ném prosta. Napr. (—2)" = 2" pro
kazdé sudé n. Budeme proto uvazovat jeji zuzeni na interval
I = (0,00) na némz je tato zuzena funkce y = " rostouct
a spojita, tedy prosta. Obor hodnot této ziizené funkce je
interval J = (0,00). Proto k ni existuje funkce inverzni,
definovana na intervalu J. Podle véty 2.8 je tato inverzni
funkce rostouci a spojita. Oznacime ji {/x.

Na obr. 2.31 jsou narysovany grafy funkcel y = 2% a y = \/z, x € (0,0) a na
obr. 2.32 jsou narysovany grafy funkef y = 23, y = /.



o

Obréazek 2.31: Grafy funkci 22 a /.

1 T

Obrézek 2.32: Grafy funkel 23 a /.

Poznamka. Uvazme dva pripady.
a) n sudé. Potom /x je definovdana jen pro x > 0. Je tedy

W: ‘CL‘,
Napr. \/(=2)2 =] —-2| =2.

b) n liché. Potom {/x je definovana pro vsechna x € R a
plati

n sudé, a € R.

je-liz < 0, potom /x = —/—ux.

Pravidla pro pocitani s odmocninami. Vzhledem k uvedené poznamce

staci se omezit na odmocniny s nezdpornymi argumenty.

Véta 2.9. (Odmocniny — pravidla)

Necht z,y € R, 2 >0, y > 0, m,n € N. Potom plat{

(V)"

n

xm

" f, pokud y # 0.
Y

m{z/%

nm

xm

Dukaz: Dokazme jen vztah (2.83). Uvédomte si, ze z existence {/x vyplyva
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2. Funkce a jejich vlastnosti

existence /a™. Polozme

kde y a u jsou takova redlna cisla, ze
Yy =z u"=a" (2.89)
Ze vztahtu (2.89) vyplyva
To znamena, ze
Odtud
y" =u

Vzhledem k (2.88) dostavame dokazovany vztah

( n m)m [ :L,yn.

Dokazte dalsi pravidla! 0

Piiklady na procviéeni odmocnin

a) V1255 =+125-5=+54=52=25

V5 5
c) 3—%:\‘*/——:—32 = -3
V3222 = V2102 = V21T = 2V/25

d)  V32v2=
) (V78) = (-8 =(¥RpP=22=4

n o (V9)'=(ve) =3t =si

g) V2= V3F=3

h)  </\/—1 neexistuje v R

) VBHVT2=v22 24+ V62 2=2V2+6V2=8V2

i) (ﬁJr%)?:(xj;)?:xMixﬂ br0@ > 0

0 (i) - (5 - (=)
:<m55—1) :%_;;\ZEHZ@_Q%*%—Q:
:x—z{*/ﬂ\;ﬁ:::;—2\6/54%/E proz >0
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nebo

3
x—2%+ﬁ proz > 0
x

Mocniny s racion alnim exponentem

V kapitole 1 byly zavedeny celo¢iselné mocniny redlnych cisel a zavedeny
operace jejich nasobeni a umocnovani. Byly prezentovany Vam dobie zndmé
jejich vlastnosti. Mocniny realnych ¢isel nyni rozsitime i pro racionalni moc-
nitele, a to tak, ze zachovame zakladni vlastnosti mocnin s celoc¢iselnym moc-
nitelem. Vlastnosti odmocnin realnych ¢isel uvedené ve vété 2.9 nas vedou
k rozsiteni celoc¢iselnych mocnin realnych ¢isel na mocniny realnych cisel s ra-
cionalnim exponentem.

Necht p € Z, ¢ € N a necht z je kladné redlné ¢islo. Defi-
nujme z4 vztahem

q

b
€Ta

Pro x =0, p,q € N polozme zi =0,

Pro x > 0 je pfi této definici splnén nezbytny pozadavek platnosti vztahu

kde 7, s jsou odlisné zdpisy téhoz racionalniho ¢&isla. Necht tedy r = Z—Z, pro
k € N, je odlisné vyjadieni téhoz racionédlniho éisla g. Potom podle (2.90) je

pk
gk = NPk,

Avsak Vark = %&/(xP)F a podle (2.83) je </ (xP)k = /2P, Je tedy

>~

P pr
q

xra =g pro k € N. (2.91)

Ukazme si nyni nasledujici vlastnosti takto zavedenych mocnin realnych ¢isel
s racionalnim exponentem. Pfedev§im si vSimnéme, ze pro ¢ = 1 je T =
2P, tedy mocnina s celo¢iselnym exponentem. Kazdé pravidlo pro pocitani
s mocninami s racionalnim exponentem plati tedy i pro celoc¢iselné mocniny.

'U’

1) Necht x >0, r = g, s =2 kde p,u € Z, q,v € N. Potom plati

Odvozeni
vztaht —
informativné
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Skutecné, postupné dostavame

pv

TS =g - xa

r -Tr =T

S}
SIS

X

Podle (2.84) je tedy
' at = Yary - pa,

Ponévadz pv,uq € Z, 1ze psat
" xt = Vvt

Uzitim (2.90) je tedy

tj.

Dospéli jsme ke vztahu

mr X .T]S — $r+s
T . ~
Vztah =5 = 2""* se dokazuje obdobné.

2) Necht z >0, r = L s=1% kdep,u € Z, q,v € N. Potom plati

Podle (2.86) dostavame odtud
@) = Yo,
takze uzitim (2.90)

pbu pou
q v

(xT)S — v = T"S.

=z
3) Necht r,s € Q, r < s. Necht z > 1. Ukazme, ze
x" < xt.
Necht r = L s=1% kdep,u€Z, qveN. Potom
TP, z° = xv.

Podle (2.91) lze zapsat z", x° ve tvaru

:L,T:q

' = Yarv, r’ = Yo,
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Ponévadz r < s, tj. § <% je

pv < qu.
ponévadz x > 1, je 2P’ < z9*. Ponévadz qu-ta odmocnina je funkce
rostouci, je
= Narr < Y = x°.
Podobné plati: Necht r,s € Q, r < 5,0 < z < 1, potom

" > af.

Obdrzené vysledky shrneme do nasledujici véty.

Véta 2.10. Mocninami s racionalnim exponentem . 'i l
Necht r,s € Q, x > 0. Potom plat{

xr . xs — xr—l—s)

xs

(xr)S:xT'S’
Je-lizx>1ar<sjea" <a’
Je-li0<zx<lar<sjex >zx°

Poznamka. Rozvazte ptipad z = 0.

Mocniny s re alnym exponentem

Zavedeme si nyni mocniny kladnych realnych ¢isel s redlnym exponentem jako
rozsiteni mocnin kladnych realnych ¢isel s raciondlnim exponentem. Jeden
z moznych zpusobu tohoto rozsiteni je uveden v nasledujici definici.

Definice 2.10. (Zavedeni z7, v € R) _ \M

Necht z > 0. Oznaé¢me

D={z": aecQ, a <~}
a) Necht x > 1. Polozme
x’ =supD.

b) Necht 0 < z < 1. Polozme
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2. Funkce a jejich vlastnosti

7 =inf D.

c) Necht z = 1. Polozme
x’ = 1.

d) Necht z =0, v > 0. Polozme 07 = 0.
e) 0° neni definovano.

Odvozeni Ukazme, ze takto zavedené ¢islo 7 ma tuto vlastnost.
vlastnosti —
informativné

Necht = > 0, v € R. Oznacme

H={a":5eQ,f>n7}

Potom plati
a) Necht z > 1. Potom plat{

x7 =inf H.
b) Necht 0 < z < 1. Potom plati
x7 =sup H.

Dokazme a).

Zvolme libovolné € > 0 a k nému urceme n € N tak, ze

2 (x — 1).

n >

Zvolme o, tak, ze a <y < (3, 0< f—a < % Potom plati
1<% <agn =144 (2.92)

Tedy
P 1 <6
Z (2.92) dostavame = = (1 +6)" > 1 + nd. Odtud

x—1

<

n
Ukazme nyni, ze 2° — 2% < e.

r—1 r—1
27— =22 1) < 2% 5 < 2 <’ <e.
n n

Ponévadz o’ — 27 < 2% — 2 pro véechna «, dostavame

2P — 2 < e
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K libovolnému € > 0 lze tedy nalézt 3 tak, ze 2° —27 < e. Je tedy inf H = 27.

Poznamka. Diilaz b) je analogicky.

Pro mocniny redlnych ¢isel s realnym exponentem se definuji aritmetické
operace a operace umocnovani pomoci mocnin s raciondlnim exponentem.
Tuto konstrukci zde nebudeme uvadeéet. Uvedeme si pouze vlastnosti mocnin
realnych ¢isel s redlnym exponentem.

Na mnoziné mocnin realnych ¢éisel lze zavést aritmetické operace a jejich
umocnovani realnymi ¢isly rozsitenim odpovidajicich operaci zavedenych pro
racionalni ¢isla. Pro tyto mocniny plati tato pravidla.

Véta 2.11. Mocniny s realnym exponentem -
Necht r,s € R, x > 0. Potom plat{

xr . .CUS — xr—l—s)
xr

— =X ,
s

(x’l")S:x’l"S’
Je-lixz>1ar<s, jex" <z’
Je-li0<x<lar<s,jex" >ua°.

Exponenci alni funkce a logaritmus

Necht a > 0, a # 1. Definici 2.10 jsme zavedli a® pro kazdé x € R. Vztahem

y=a", reR
jetedy pro a > 0, a # 1 definovéna funkce. Nazyvame ji exponencidlni funkci
0 zdkladu a. Oborem jejich funkénich hodnot je interval (0, 00).

Pozadavek a > 0 je nutny, nebot a® je pro véechna x € R definovana jen pro
a > 0. Pro a =1 je sice a” definovano pro vsechna x, ale v tomto pripadé je
1% =1 pro vsechna x € R, tuto funkci netfadime mezi exponencialni funkce.

Exponencidlni funkci o zdkladu a = 10 nazyvdme dekadickou exponencidlni
funkct.

Z definice mocniny a® lehce vyplyva jeji spojitost v kazdém
bodé.

Pro a > 1 je funkce y = a” rostouci, pro 0 < a < 1 je
funkce y = a” klesajici. Existuje proto k ni funkce inverzni.
Oznacime ji y = log,x. Je tedy log,z pro x € (0,00) to
c¢islo y € (—o00, ), pro néz a¥ = x.
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Priklad 2.34. log,,100 = 2, nebot 10> = 100, log,,0,01 = —2, nebot
1072 = 0,01.

Ukazme si nékteré vlastnosti funkce y = log,x.

Necht a > 0, a # 1. Dale necht 1,25 > 0, s € R. Potom plati

log, (z122) = log, x1 + log, =2, (2.93)

log, e log, x1 — log,, x2, (2.94)
o)

log, x] = slog, x1. (2.95)

Dokazme napt. (2.93). Polozme

log, z1 =vy1, log,xs =1y, log,(x129)=1y. (2.96)

Potom
x1=a’, x9=a"® 1119 = a". (2.97)

Odtud dostavame
T1To = a¥l . q¥2 = gtV = Y.

Tedy
Y=v+Y.
Vzhledem k (2.96) dostavame

log,(x129) = log, x1 + log, xa.

Vztahy (2.94), (2.95) se dokazuji analogicky.

Ukazme jesté jednu vlastnost.

Necht a > 0, a # 1, x > 0. Potom

T = %%

Skutecné. Polozme
log, = =v. (2.98)

Je tedy x = a¥. Dosadime-li sem za y (2.98), dostdvame

T =a'%”®,

Dosazené vysledky muzeme shrnout do néasledujici véty.

\w; \ | Funkce y = a*, kde a je kladna realna konstanta ruzna od

jedné, je spojita. Pro a > 1 je rostouci na intervalu (—oo, 00)
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apro 0 < a <1 je klesajici na intervalu (—oo, 00). Oborem
jejich hodnot je v obou pripadech interval (0,00). Nazyva
se exponencialni funkci se zakladem a. Specialnim pripadem
je funkce y = a” pro a = 10, tedy funkce y = 10”. Nazyva
se dekadicka exponencialni funkeci.

K funkci a® existuje funkce inverzni, znac¢ime jilog, x (Cteme
logaritmus x pii zdkladé a). Je definovana na intervalu
(0, 00). Funkce log, x je pro a > 1 rostouci a pro0 < a < 1
klesajici na intervalu (0,00). Je v ném spojita.

Jsou-li x1, 29 € (0,00), s € R potom plati

log,(z1 - x2) = log, r1 + log, xo, (2.99)
log, o log, 1 — log, 22, (2.100)

4p)
log,z® = s-log,x. (2.101)

Je-li b kladné realné cislo riizné od 1 plati
log, * = log, - logy, a.

Funkci y = log;yx nazyvame dekadickym logaritmem a
vétsinou ji zkracené zapisujeme jako y = log x.

Na obr. 2.33 jsou grafy funkci y = a”, y = log, x pro a > 1. Na obr. 2.34 jsou
grafy funkei y = a”, y = log, x pro 0 < a < 1.

Eulerovo cislo. Velky vyznam mé& exponencialni funkce se zakladem ira-
cionéalniho ¢isla, zvaného Eulerovo cislo. Znadci se e. Toto ¢islo 1ze definovat
jako

1 n
e=supA, kdeAz{(l—k—) ,nEN}.
n

Oznacime-li B = {(1 + —2)", n € N}, plat{ inf B = e. Déle plati

n—1

1\" 1 "
(1+—) <e<<1+ ) , n=23,...
n n—1

Lze ukazat, ze

e = 2,7182818284590452354 . ..

Zavedeni
Eulerova
&isla
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2. Funkce a jejich vlastnosti

Obrazek 2.33: Graf funkce a” a log, x pro a > 1.

Obrazek 2.34: Graf obecné exponencialni a logaritmické funkce, 0 < a < 1.
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Funkce

Y= e’, (_00700)7 \M

je tedy specialnim pripadem funkce y = a” pro a > 1. Jejim
definicnim oborem je (—oo,00). Oborem jejich funkcnich
hodnot je interval (0,00). Nazyva se pfirozenou expo-
nencialni funkci.
K funkci y = e existuje funkce inverzni. Misto y = log, =
se vétsinou pise

y=Inx, x € (0,00).

Nazyva se prirozenou logaritmickou funkci.

Obecna mocnina. Funkci

deﬁnuj eme v Ztahem
s
s (elnx) eslnx.

Odtud je vidét, ze je to funkce spojita na intervalu (0, c0).
Trigonometrick é funkce

Diive nez zacneme s vlastnim vykladem, zopakujme si nékteré Vam dobfte
znamé pojmy.

Funkci f(z) nazyvame periodickou, jestlize ma tuto vlast- ?jr:ﬁimké
nost: Existuje takové ¢islo w, zvané perioda funkce f(x), ze

plati: Je-li funkce f(x) definovand v cisle x, je definovana ve

vSech cislech x + kw,k € 7Z a plati \M

flz +kw) = f(x),k € Z. (2.102)

Nejmensi ¢islo w pro néz plati (2.102) se nazyva zékladni
periodou.

Uhly méifme jak ve stupnich tak i v mife obloukové. Necht AV B je libovolny
thel.

Obloukova mira dhla. Sestrojme v roviné AV B jedotkovou kruznici (to
jest kruznici o poloméru 1 ) se stredem v bodé V', viz obr. 2.35. Ozna¢me
Ay (By) jeji prusecik s primkou VA (V B). Potom velikosti ihlu AV B v ob-
loukové mitre rozumime délku x kruhového oblouku A;B; vyznac¢eného na
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obrazku (2.35). Jedotkovy tihel obloukové miry se nazyvé radidn. Oznacuje
se rad. Je tedy 1 rad velikost ihlu, ktery na jednotkové kruznici se sttedem ve
vrcholu ihlu vytind oblouk jednotkové délky. Pii oznacovani velikosti tthlu
se vétsinou vynechava oznaceni rad. Tedy napt. pravy thel v obloukové mite
je roven grad, zkracené zapsano 3.

Obrazek 2.35: Uhel v obloukové miie.

Stupnova velikost dhla. Jednotkovy stupen tihlové miry, zvany (ihlovy)
stupen je roven % pravého thlu. Jako mensi jednotky stupnové velikosti ihlu
se pouzivaji minuty a vtefiny. Stupné, minuty a vtefiny vyznacujeme jako
L, e Plati 1° = 607,17 = 607, Je tedy

1° = 60" = 3600".

Velikost tithlu AV B ve stupnové mifre nazyvame nezaporné cislo, které vy-
jadiuje kolikrat je tihel AV B vétsi (mensi) nez jeden stupen (minéno thlovy
stupen).

Vztah mezi velikosti ihlu v obloukové mire a velikosti tihlu v mire
stupnové. Uhlu 360° ve stupnové mitre odpovida hel 27 v obloukové mite.
Tedy mezi velikosti thlu o ve stupnové mite a velikosti x téhoz 1hlu v ob-
loukové mite plati vztah

a:x =180 : 7.

(Viz obr. 2.36.) Odtud dostdvame napi. x = -Z-«. Napft. pro tdhel o = 90°

v 180
dostavame x = g

Obrazek 2.36: Vztah mezi velikosti ihlu ve stupnich a v obloukové mite.



thel
ve stupnich

tihel ™ ™ ™ ™ _ 3 o
v radidnech 6 4 3 2 o

0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 270° | 360°

Tabulka 2.1: Vztah mezi velikostmi uhlu ve stupnich a v radianech.

V nasledujici tabulce 2.1 je vyznacen vztah mezi velikosti ihli v mite stup-
nové a v mite obloukové pro nékteré vyznacné 1ihly.

Orientovany uhel. Orientovanym ihlem v roviné rozumime usporadanou
dvojici poloptimek se spolecnym pocatkem. V této dvojici prvni polopiimku
nazyvame pocatecnim ramenem a druhou koncovym ramenem orientovaného
uhlu. Spoleény pocatek téchto polopiimek nazyvame vrcholem tihlu. Orien-
tovany thel s poc¢atecnim ramenem V' A a koncovym ramenem V' B budeme
oznacovat 14/‘/\B .

Uvazujme orientovany uhel AV B. Jeho velikost{ v obloukové mife rozumime
kazdé cislo tvaru (viz.(2.36))

o+ 2kn (2.103)

kde k € Z a o uréime takto:
a)  Jestlize VA=VDB, jea=0.

b) Jestlize VA # VB je a velikost neorientovaného thlu, ktery vznikne
otoCenim pocatecniho ramene V' A do polohy koncového ramene V' B v klad-
ném smyslu, to jest proti pohybu hodinovych rucicek. Je tedy 0 < a0 < 27.
Takto definované ¢islo a se nazyva zakladni velikosti orientovaného 1hlu.

Soucet a rozdil orientovanych tihla. Necht AVB , BVC jsou orientované
thly. Koncové rameno prvniho z nich je pocateénim ramenem druhého z nich.
Jejich souctem se nazyva orientovany tuhel AVC. Jestlize velikost prvniho
z nich je a+ 2k a velikost druhého je 3+ 2kom, kde k1, ky € Z, potom jejich
suctem je uhel a + ( + 2kmw, kde k = ki + ks. Jestlize tihel AVC je souctem
Ghla AVB a BVC, pak tthel BVC nazgvéme rozdilem thla AVC a AV B.

Obrézek 2.37: Soucet Ghla AVB a BVC.
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Zavedeni funkci sinx, cosx, tgx, cotgx

Zabyvejme se nyni trigonometrickymi funkcemi, zvanymi nékdy téz funkce
goniometrické. Omezime se na funkce sin z, cos z, tg x, cotg z. V pravouhlém
souradném systému sestrojme kruznici o jednotkovém poloméru se stredem
v pocatku. Zvolme libovolné x a sestrojme polopaprsek vychazejici z pocatku,
ktery svira s kladnou osou tihel x. Tento polopaprsek protne kruznici v jed-
nom bodé. Jeho souradnice ozna¢me cos x,sin x (viz obr. 2.38). Tyto soufrad-
nice zavisi na x, takze cosz a sin x jsou funkce definované pro kazdé realné
x.

Pomoci funkei sinx a cosz definujeme dalsi trigonometrické funkce

CcoS T sin &

C
cotgx D
\é [C05I7sinz]
T s
2 8
D) =t A
7 1 ‘B
cosT =
0 = cos(—x): B
N
N = II:A
N N S B
AN :E / :l/
\ 1 wn )
NS e
N4 :
\ |
D ]
________ N
|
cotg (—z)
]

Obréazek 2.38: Zavedeni funkei sinz, cosz, tgz a cotgx.

Trigonometrické funkce jsou dostatecné znamy ze stfedni skoly a proto zde
jen zopakujeme jejich zdkladni vlastnosti.

Z definice a z konstrukce je vidét, Ze sin0 = 0, sing = 1, sinm = 0,
sin%7r = —1, sin2r = 0, cos0 = 1, cos§ = 0, cosm = —1, cos%7r = 0,
cos(—2m) = 1. Z definice je vidét, ze obé funkce jsou periodické s periodou
21 a ze sin(—x) = —sinz, cos(—x) = cosw. Pro x € (3, ) nabude sinz
vSech hodnot z intervalu (0, 1) a cosz vSech hodnot z intervalu (—1,0). Pro

z € (m,2) nabude sinz vSech hodnot z intervalu (—1,0), cosz viech hod-

not z intervalu (—1,0); koneéné pro = € (3%, 27) nabude sinz vSech hodnot
z intervalu (—1,0) a cosx vSech hodnot z intervalu (0, 1).



Funkce sin z je kladna pro tthly v prvnim a ve druhém kvad-
rantu a zaporna pro uhly ve tretim a ve ¢tvrtém kvadrantu.
Funkce cos x je kladna pro tihly v prvnim a ve ¢tvrtém kvad-
rantu a je zaporna pro uhly ve druhém a ve tretim kvad-
rantu. Obé tyto funkce jsou periodické s periodou 2.

Funkce tgx je definovana pro vsechna x rizna od lichych
ndsobku 7, funkce cotgz je definovdna pro x ruzna od
nasobkt w. Funkce tgx a cotg x jsou kladné pro thly pro x
v prvnim a ve tretim kvadrantu v némz jsou definovany a
zaporné pro uhly ve druhém a ve tretim kvadrantu v némz
jsou definovany. Tyto funkce jsou periodické s periodou .

Ze stiedni skoly jsou znamy souctové vzorce:

sin(xy; + x9) = sinxy - cos xg £ sinxy - cosxy, (2.104)

cos(xy + x2) = cosxy - COS Ty F sinxy - sinxe. (2.105)

7 téchto vzorcu lze lehce odvodit fadu dalsich velice uzitecnich vztahu.

Klademe-li v téchto vzorcich x; = xo = x, dostaneme z (2.104)

2 2

Tr — sin” x.

I sin2x = 2-sinx - cos x, cOs 2T = COs

Dosadime-li 1 = x5 = x do vzorce pro kosinus rozdilu do (2.105), dostavame

I sin?z + cos®z = 1.

Tento vzorec se vzorcem pro cos 2z dava:

9 1+ cos2x . 9 1 — cos2x
COs" T = —— —, sin“x = ——

Ze vzorcu pro sin(zy £ x9) a cos(x; + x5) snadno dostaneme:

. . . T+ X T — T2
sinxy 4+ sinxy = 2 - sin - COS ,
2 2
) . T+ T2 . X1 — X2
sinr; — sinxy = 2 - cos 5 - sin 5

a

a

a

e |&

a
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1+ X2 T1 — X9
- COS

cosx1 + cosxy = 2 - cos

2 2
. 1+ T2 . X — T
COS X1 — COS Ty = —2-8in - sin
2 2
Y
1-- I
! y =sinx
I /
I
0 I
1 ™ 13 2T
27'r :271' x
I
|
I
14

Obréazek 2.39: Graf funkce sin .

Pro zy,25 € (=Z,Z),je (z1+x2)/2 € (—Z,5);je-lixy > a9, je 0 < 21 —x9 <

272 202
5+ 5 = m, takze (v1 — 22)/2 € (0,5). Z periodi¢nosti funkce cosz plyne,
ze pro x € (—%,0) md kosinus takové hodnoty, jako v intervalu (%, 2r),

tj. > 0. Je tedy za danych predpokladu cos[(z; + x2)/2] > 0 a podobné
sin[(x; — x2)/2] > 0. Je tedy sinz; —sinxg > 0, sinz; > sin xs, takze funkce
sin z v intervalu (—Z, ) roste. Podobné lze ukézat, Ze sin z v intervalu (Z, 27)
klesd, cosz v intervalu (0,7) klesd a v intervalu (m,27) roste. Na zdklade
téchto ivah lze narysovat grafy funkei sinx (viz obr. 2.39) a cosx (viz obr.

2.40).

Yy =COST

Obrézek 2.40: Graf funkce cos z.

Podobnym zpusobem jako u funkei sin z a cos x lze ukéazat, ze funkce tg x stale

roste v intervalu (—%, %) a nabude vSech redlnych hodnot. Podobné funkce

cotg x stéle klesa v intervalu (0, 7) a nabyva zde vsech realnych hodnot.

Grafy funkei sin z, cosx, tgz, cotg x jsou na obrazcich 2.39 az 2.42.
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y = cotgx
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Obréazek 2.41: Graf funkce tgx. Obrazek 2.42: Graf funkce cotg x.

Spojitost funkci sinx a cosz.

Veéta 2.13. Funkce sinz je v c¢isle 0 spojita.

Dukaz: (Sleduj obr. 2.38.) Bud = € (0, 7). Z definice a konstrukce je patrno,
ze zde plati 0 < sinz < z. Zvolme 0 < ¢ < 7 libovolné a polozme 6 = ¢.
V U (0) je funkee sin x definovéna a plati [sinz — 0| = |sinz| =sinz < z <
e, takze funkce sinz je v 0 zprava spojita. Ponévadz funkce sinz je licha,
lehce nahlédneme, ze funkce sinz je v cisle 0 také zleva spojita a proto je
v cisle 0 spojita. 0
Véta 2.14. Funkce cosx je v cisle 0 spojita.

Diikaz: Bud' € > 0. Zvolme &fslo § = v/2¢ > 0. Pak v okol{ U (0) je funkce
cos z definovana a je v tomto okoli

2 2 52
|cosx—1|:|1—cosx|:2-sin23<2-(%) :%<§:5.

Je tedy funkce cosz v ¢isle 0 zprava spojita. Ponévadz

cos(x) = cos(—x),
je funkce cosx i zleva spojita a proto je i spojita v bodé 0. 0
Véta 2.15. Funkce sinz je spojita ve vSech bodech.

Diikaz: Necht a je libovolné éislo. Dokazme, Ze je v ném funkce sin o spojit4.
Z definice spojitosti funkce vyplyva, ze funkce sin z je spojita v bodé a kdyz a
jenom kdyz funkce sin(a+h) je spojita v bodé h = 0. Podle (2.104) dostavame

sin(a + h) = sin a cos h + cos a sin h. (2.106)

Ponévadz funkce sin h, cos h jsou funkce spojité v bodé h = 0, dostavame
odtud, ze prava strana v (2.106) je spojitd v bodé h = 0, takze funkce sin x
je spojita v bodé a. 0
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Véta 2.16. Funkce cosx je spojita ve vsech bodech.

Diikaz: Skutecné. Spojitost funkci cos z vyplyva ze vztahu cos z = sin(§ —x)
a z véty o spojitosti slozené funkce. 0

Véta 2.17. 'Trigonometrické funkce jsou spojité ve vSech cislech, ve kterych
jsou definovany.

Diikaz: Dukaz vychazi z véty o spojitosti podilu a z vét predchazejicich.

Funkce cyklometrick é

V piedchazejicim vykladu jsme zjistili, Ze funkce sin x je v intervalu (-7, %)
spojité a rostouci a nabyva vsech hodnot z intervalu (—1,1). Tedy k ni exis-
tuje funkce inverzni, definovand v intervalu (—1,1). Tuto funkci oznacujeme
arcsin z. Podle véty 2.8 je tato funkce spojitd v intervalu (—1,1) a je v ném
rostouci. Nabyva vSech hodnot z intervalu <—§, g) Jeji graf se dostane
preklopenim grafu funkce

oy
r)=sinz, x€ <——, —>
okolo piimky y = x (viz obr. 2.43). Geometricky vyznam funkce arcsin je
tento:

l Larcsin x je ten uihel z intervalu <—%, g), jehoz sinus ma hodnotu x. “

INE IRV
N

Yy = arcsinx m

ol

Yy = arccosx

[NIE]

-1 1 T

Obrazek 2.43: Graf funkce arcsin z. Obrazek 2.44: Graf funkce arccos z.

Funkce cosx je v intervalu (0, 7) spojita a klesajici a nabyva vsech hodnot
z intervalu (—1,1). Tedy k nf existuje funkce inverzni definovana v intervalu
(—1,1). Tuto funkci oznacujeme arccos x. Podle véty 2.8 je to funkce spojita
v intervalu (—1,1) a je v ném klesajici. Nabyva vsech hodnot z intervalu
(0, 7). Jejt graf se dostane preklopenim grafu funkce f(z) = cosz, x € (0,7)
okolo ptimky y = x (viz obr. 2.44). Geometricky vyznam funkce arccosz je



tento:

I sarccos = je ten iihel z intervalu (0, ), jehoz kosinus ma hodnotu x. ¢

Funkce tgz je v intervalu (—%, %) spojitd a rostouci a nabyva zde vsech
hodnot z intervalu (—oo,00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovana
na intervalu (—oo,00). Tuto funkci oznacujeme arctgxz. Podle véty 2.8 je
to funkce spojitd v intervalu (—oo,00) a je v ném rostouci. Nabyvé vsech

hodnot z intervalu (=7, 7). Jeji graf se dostane pieklopenim grafu funkce
f(z) = tgx, v € (—%, %) okolo pifmky y = x (viz obr. 2.45). Geometricky

vyznam funkce arctg z je tento:

l ,arctg w je ten tihel z intervalu (—73, 7), jehoz tangens ma hodnotu x. “

<

INIE]

y = arctgx

NIE

Obrazek 2.45: Graf funkce arctg x.

Funkce cotgx je v intervalu (0, 7) spojitda a klesajici a nabyva v ném vsech
hodnot z intervalu (—oo,00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovand
v intervalu (—o0, 00). Tuto funkei oznacujeme arccotg x. Podle véty 2.8 je to
funkce spojitd v intervalu (—oo, 00) a je v ném klesajici. Nabyva vsech hodnot
z intervalu (0, 7). Jeji graf se dostane preklopenim grafu funkce f(x) = cotgx,
x € (0,7) okolo ptimky y = = (viz obr. 2.46). Geometricky vyznam funkce
arccotg x je tento:

I sarccotg x je ten tihel z intervalu (0, ), jehoz kotangens ma hodnotu x. “

Funkce arcsin x, arccos x, arctg x a arccotg x se nazyvaji funkce cyklometrické.
Dosavadni vysledky o spojitosti 1ze shrnout takto:

Veéta 2.18. Funkce cyklometrické jsou spojité na svém definicnim oboru.

ey
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NI

Yy = arccotg x

0 T

Obréazek 2.46: Graf funkce arccotg z.

Kontrolni tlohy

1. Necht f(z) = (z* + 2z + 1)?. Urcete jeji vnitini a vné&jsi slozku.
[vnitin{ slozka u = 2 + 22 + 1, vngjsi slozka y = u?]

2. K funkci y = 3x — 1 urcete funkci inverzni a nakreslete jejich grafy.

3. Urcete funkci inverzni k danym funkcim a nakreslete jejich grafy.

a) y=uat
b) y=2°
c) y=z2*+1
d) y=2>-1
e) y=735
le) Polozme f(z) = 22 Funkce f je prostd na Dy = (—o0,2) U (2,00).
H; = (—00,3)U(3,00), f(z) = 1;_2‘;’3, x € Hy!l
4. Nakreslete grafy funkci
a)  log(z —2)
b)  logy,(3x +2)
5. Reste rovnice
a)  logz = —3 [x:\/%_o]
b) Inz=32 [z = e?]
6. Reste nerovnice
a) logx <3 [z € (0,10%)]
b)  logy, <2 [z € (0,01, 00)]

7. Urcete nejmensi periodu funkce y = sin 2.

8. Vyjadrete nasledujici thly v obloukové mite



a) a=30°
b) B =120°
c) v = —315°

9. Vyjadrete nasledujici 1ihly ve stupnich (pouzijte kalkulacku)

a) a=3
b) [f=-2
c) v=2,3

10. Nakreslete grafy funkci

a) y=sin(z+7)
b) y=telz—7)
c) Yy = cos 2w

oL

) y=cotg(z — %)
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