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Pojem
matice

>

Cil kapitoly

Cilem studia této kapitoly je

B 0svojit si provadéni téchto operaci s maticemi: ndsobeni matice ¢islem,
secitani dvou matic, nasobeni dvou matic

B osvojit si pojmy: relace , <, >, <, >, =" mezi maticemi

B osvojit si pojmy: jednotkova matice, nulova matice, diagonalni matice,
horni a dolni trojihelnikova matice, horni schodovitd matice

B naucit se zapsat systém linearnich rovnic uzitim maticové notace a umét
rozhodnout, zda néjaky vektor je nebo neni fesenim daného systému
linearnich algebraickych rovnic

Casov a zatéz
® 15 hodin

3.1 Uvod do maticov ého po &tu

V dennim zivoté se cCasto setkavame s ruznymi tabulkami ¢isel. Jedna se
vlastné o skupinu ¢isel zapsanych do nékolika radku a nékolika (tteba jiného
poctu) sloupcu.

Prikladem je napt. tabulka, v niz je uvedena spotieba surovin, oznacme je Si,
..., Sm, pottebna pri vyrobé vyrobku, které oznacime Vi,...,V,. Spotieba
je uvedena v néjakych v tloze specifikovanych jednotkéch.

Nasledujici tabulka charakterizuje vyrobu v ¢okoladovné pii vyrobé 5 druhu
vyrobku, oznacenych jako Vi, Vs, V3, Vi, V5. V nasem piikladé se uvadi spotie-
ba surovin Sy, Sy, S3, to jest po fadé tuku, kakaa a cukru v kg na 1 kg kazdého
z vyrobku Vi, ..., V5. Napft. pti vyrobé 1kg vyrobku V5 spotiebujeme 0, 4 kg
tuku.

Vi Va Vs Vi Vs
tuk 0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
kakao 0,05 0,2 0,1 0,1 0,0
cukr 0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

Tabulka 3.1: Tabulka pro vyrobu v ¢okoladovné

Vynechame-li zahlavi v tabulce, jednd se o usporadanou skupinu 15 cisel,
zapsanych do tif radku a péti sloupcu. Pro takové usporadané skupiny cisel
si zavedeme nasledujici definici pojem matice.

Definice 3.1.

Matici typu (m,n) budeme rozumét kazdou uspordadanou
skupinu m - n realnych ¢isel zapsanych do m tadku a n
sloupcu. Kazdé z téchto cisel budeme nazyvat prvkem ma-




tice. Abychom vyznacili, ze tato Cisla vytvareji matici, bu-
deme tuto skupinu ¢isel davat do kulatych zavorek.

Matice typu (m, 1) je tedy usporddand skupina m redlnych
¢isel zapsanych do jednoho sloupce. Budeme ji nazyvat
sloupcovym vektorem. Prvky této matice nazyvame téz
slozkami vektoru.

Matice typu (1,n) je tedy usporddana skupina n realnych
¢isel zapsanych do jednoho fadku. Budeme ji nazyvat
radkovym vektorem. Prvky této matice nazyvame téz
slozkami vektoru.

Rédky matice typu (m,n) jsou fadkovymi vektory a sloupce
matice jsou sloupcovymi vektory.

Oznacovani. Matice budeme oznacovat vétsinou velkymi tuéné vytisténymi

pismeny, napi. A. Prvek matice , umistény v jejim i—tém tadku a v j— \u
tém sloupci, budeme vétsinou oznacovat malym pismenem, odpovidajicimu

oznaceni matice, s indexy 7, 7, umisténymi u jeho dolniho pravého rohu. Tedy

a; j bude znacit prvek matice A v jejim i—tém radku a v j-tém sloupci. Pokud

nemuze dojit k chybé, 1ze ¢arku mezi indexy vynechat.

Piiklad 3.1. Vyse uvedenou tabulku vyznacime tedy jako matici typu (3, 5)
nasledovneé:

0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
A= 005 02 01 0,1 0,0 |. (3.1)
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

Piiklad 3.2. V nasledujicim piikladé je A matici typu (2,3), vektor b je
radkovy vektor se 4 slozkami, ¢ je sloupcovy vektor se 4 slozkami.

1

15 3 —2
A:( )7b:(16 5 4), c=

457 3

5

Je tedy napt. as3 = 7.

Oznacovani. Matici A typu (m,n) muzeme tedy zapsat takto

a1 a2 ... Ary ... Qip—1 Qip
A= Q41 ;2 ... Qi ... Aip—1 Ain . (32)
m,1 am2 .. Qmj ... (Gmnpn-1 amn
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Jestlize matice A je typu (1,n) , to jest, jestlize
A= ((I171 aro ... (an), (33)

potom ji nazyvame téz radkovym vektorem, jak bylo jiz uvedeno. Budeme
jej vétsinou oznacovat tucné vytisténym malym pismenem. Ponévadz u vSech
prvki je prvni index stejny, roven 1, 1ze jej vétsinou vypoustét. Misto nahote
uvedené matice (3.3) muzeme tedy psét

a=(aay ... ap).

Podobné, jestlize matice A je typu (m,1) , to jest, jestlize

am,l

potom ji muzeme nazyvat téz sloupcovym vektorem, jak jiz bylo uvedeno. Bu-
deme jej vétsinou oznacovat tucéné vytisténym malym pismenem. Ponévadz
u vSech prvku je druhy index stejny, roven 1, budeme jej vétsinou vypoustét.
Misto (3.4), muzeme tedy psat

ai

a2

am

Priklad 3.3. Matice
10 4 23 16 6
A= 5 7 19 3 0 (3.6)
2 20 22 14 18

je typu (3,5)

Piiklad 3.4. Oznacme Dy, Dy mista, z nichz se provadi rozvoz do mist
Z1, Za, Z3. Oznacme c;; ndklady v Ké na dopravu 1 tuny zbozi z mista D; do
mista Z; proi=1,2; j=1,2,3. Z cisel ¢;; utvoiime matici, napf.

2000 1500 1800
C:( ) 57

800 50000 1000

Jde o matici typu (2,3). V této matici je napt. ¢;3 = 1800, to znamend, zZe
néklady na dopravu jedné tuny zbozi z mista D; do mista Z3 jsou 1800 K¢.
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Priklad 3.5. Uved'me matici popisujici cenu v $ tif druht zbozi Vi, Vs, V3
ve ¢tytech ruznych zemich 73, Z,, Z3, Z4.

230 450 100
200 420 90

C= (3.8)
210 430 80
235 435 95

Zde c¢;; znaci cenu zbozi V; v § v zemi Z;. Ponévadz cp3 = 90, je cena zbozi
Vs v zemi Z, rovna 90 $.

Uved'me jesté pifklady matic, které obsahujf jenom jeden Fadek, tedy pitklady
radkovych vektoru.

Piiklad 3.6. Uvazujme vyrobni zavod, v jehoz dvou provozovnach se
vyrabéji stejné ctytri ruzné vyrobky, oznacme je Vi, Vs, V3, V. Oznacme q;
pocet vyrobku V;, které se maji denné vyrobit v prvni provozovné a b; pocet
vyrobku V;, které se maji denné vyrobit v druhé provozovné. Potom vektor
a = (a; ay ag ay4) charakterizuje denni vyrobni plan prvni provozovny a
vektor b = (by by b by) charakterizuje denni vyrobni plan druhé provozovny.
Je-li tedy naprt.

a=(1586), b=(4612), (3.9)

potom napft. as = 5 znamend, ze prvni provozovna ma denné vyrobit podle
planu 5 vyrobku V5. Druha provozovna ma podle planu vyrobit téchto vy-
robku by = 6.

Zatim jsme pouze uvedli zpusob zapisu usporadané skupiny cisel, se kterymi
je vhodné v dalsim pracovat jako s celkem. V dalsim budeme vétsinou odhlizet

od vécného vyznamu jednotlivych prvku matic a ukdzeme moznosti, jak lze
s maticemi pracovat.

3.1.1 Relace mezi maticemi

Mezi maticemi tého? typu si zavedeme ndsledujici relace. Necht A, B jsou
matice téhoz typu (m,n).

Rekneme, ze matice A je mensi nebo rovna matici B, a piseme A < B,
jestlize a;; < b;; pro vSechna ¢ =1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Rekneme, 7e matice A je mensi nez matici B, a piseme A < B, jestlize
a;j < bjj provsechna¢=1,2,...,m, j=1,2,... ,n.

Rekneme, 7e matice A je vétsi nebo rovna matici B, a piseme A > B,
jestlize a;; > b;; pro véechna i =1,2,...,m, j=1,2,... n.

Rekneme, Ze matice A je vétsi nez matice B, a piseme A > B, jestlize
a;j > by provsechnai=1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Rekneme, ze matice A je rovna matici B, a piseme A = B, jestlize a;j = bij
pro vSechnai=1,2,...,m, 7=1,2,..., n.
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Soudet
matic

Piiklad 3.7. Necht

12 -3 8 2 -2
A=|20 3|, B=|30 3
2 2 -5 2.2 0

Presvédcte se, ze A < B.

Piiklad 3.8. Presvédcte se, ze mezi maticemi A, B , kde

12 -3 2 0 -3
A=|20 3|, B=]2s8 3
2 2 -5 00 0

neplati zadna z relaci <, <, >, >, =.

3.1.2 Zakladni operace s maticemi

Zaved'me si tyto operace s maticemi.

Sec¢itani dvou matic. Za¢néme s nékolika motivaénimi piiklady. Nahote
v piikladé 3.6 jsme uvazovali vektory a a b, dané vztahy (3.9). Vektor
a predstavuje denni vyrobni plan prvni provozovny a b predstavuje denni
vyrobni plan druhé provozovny. Jestlize se ve vyrobnim zavodé vyrabéji uve-
dené vyrobky pouze v téchto dvou provozovnach, pak denni plan vyroby
vyrobku Vi, Vs, V3, V) celého zédvodu je ziejmé

c=(51198),

kde ¢; = a; + b;, proi =1, 2, 3, 4. Jevi se proto uzitecnym oznacit vektor ¢
jako soucet vektoru a a b.

Piiklad 3.9. Nechf podnik vyrabi vyrobky Vi, Vs, V5 ve dvou provozovnach.
Plan vyroby vyrobku Vi, V5, V3 v prvni provozovné podniku je pro jednotlivé
kvartaly charakterizovan matici A a vyroba ve druhé provozovné je pro jed-
notlivé kvartaly charakterizovdna matici B. Obé matice jsou typu (4, 3).
Necht prvek a; ; matice A udava pldnovany pocet vyrobku V; v i—tém kvar-
talu v prvni provozovné. Analogicky vyznam ma prvek b; ; matice B. Tedy

11 Q12 Q13 51,1 b1,2 b1,3

21 G22 23 bz,l 52,2 52,3
A= , B=

agi agz2 aggs3 53,1 b3,2 b3,3

(g1 Q42 Q43 b4,1 b4,2 b4,3

Pokud zavod vyrabi uvedené vyrobky pouze v téchto dvou provozovnach, lze
charakterizovat plan vyroby vyrobku Vi, V5, V3 celého podniku pro jednotlivé



kvartaly matici C, jejiz prvek ¢; ; = a; j+b; j predstavuje pldn vyroby vyrobku
V; v i-tém kvartalu celého podniku. Tedy

arg+biy aig+bia aiz+bis

agq +ba1 ago+bao asz+bag

aszy+0bs1 azp+bza aszz+bs3

g1 +bay aso+bio szt baz

Z téchto prikladu je patrno, ze ma smysl definovat soucet dvou matic A, B
téhoz typu podle néasledujici definice.

Definice 3.2. (Soucet dvou matic)

Necht matice A, B jsou téhoz typu (m,n). Souctem matic
A a B budeme rozumét matici C typu (m,n), pro jejiz
prvky ¢ j, i =1,...,m, j=1,...,n, plati

Cij = Qij + bij.

Pro operaci se¢itani matic budeme pouzivat symbolu ,,+“.
Piseme pak C = A + B.

Priklad 3.10. Necht A, B jsou matice typu (3, 3)

10 -3 72 -1
A= 6 1 3 B=1|35 0
-2 0 -3 15 2
Potom matice C = A + B je
1 0 =3 7T 2 —1 8§ 2 —4
C = 6 1 3|+ 35 0 = 9 6 3
-2 0 -3 1 5 2 -1 5 -1

Nasobeni matice c¢islem. V piiklade 3.5 jsme uvedli matici C. Cislo Cij
v nf zna¢i cenu v § vyrobku V; v zemi Z;. Chceme-li vyjadrit cenu jed-
notlivych vyrobku v uvazovanych zemich v K¢, staéi ndsobit kazdy prvek
matice C' stejnym cislem, danym kurzem dolaru. Vzniklou matici oznacime
D. Pocitdme-li 35 K¢ za jeden $, dostdvame matici
8050 15750 3500
7000 14700 3150
D = (3.10)
7350 15050 2800

8225 15225 3325

Nasobeni
matice
&islem
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Matice
nasobend
&islem

Soudin
dvou matic
— motivace

udavajici cenu jednotlivych vyrobku v uvazovanych zemich v K¢.

To nés motivuje k zavedeni definice souc¢inu ¢isla a matice takto:

Definice 3.3. (Soucin ¢isla a matice)

Necht A je matice typu (m,n) a a je realné ¢islo. Potom
souc¢inem matice A a ¢isla a rozumime matici C, pro jejiz
prvky c¢; ; plati

cGj=oa-a;; pro i=1,....m, j=1,...,n

Pro néasobeni matice ¢islem budeme pouzivat symbol ,,-“.
Piseme pak C = «a - A. Symbol ,-“ 1ze vynechat.

Priklad 3.11. Necht a = 3 a necht A je matice typu (3,3)

1 0 -3
A= 6 1 3
-2 0 -3
Potom
1 0 =3 3 0 =9
C=a-A=3 6 1 3 = 18 3 9
-2 0 -3 —6 0 —9

Definice 3.4.

Necht A, B jsou matice téhoz typu. Potom definujme A—B
jako matici A + (—1) - B.

Soucin dvou matic. Zaved me si jesté definici sou¢inu dvou matic. Za¢neme
s piikladem. Uvazujme matici

0,00 0,4 0,3 0,6 0,6
A=1| 005 0,2 0,1 0,1 0,0 |. (3.11)
0,10 0,2 0,2 0,1 0,2

V ni a; j znaci spotiebu v kg ¢—té suroviny S; na vyrobu jednoho kilogramu
j—tého vyrobku V;, i = 1,2,3, j = 1,2, 3, 4,5 ZapiSme tuto matici
obecné.



11 G2 @13 Q14 Q15

A= Q21 G292 G23 Q24 Q25 . (312)
az1 az2 a3z Aaz4 A35

Ma-li se vyrobit z; kg vyrobku Vj}, spotiebuje se pfi jeho vyrobé a;; - x; kg
suroviny S;. Uvazujme pripad, ze chceme vyrobit vyrobky Vi, Vs, V3, Vy, Vs
v mnozstvich xq, xs, 23, x4, x5 v kg a ze chceme urcit spotiebu suroviny .S;
pro nékteré ¢ = 1, 2, 3. Oznacme ji y;. Potom y; je souctem cisel a;; - x;,
J=1,2, 3,4, 5 Tedy

Yi =01 T1+ Q2 To+ Qi3 T3+ Qg Ta+ Q5 Ts.

Oznacme tedy @ sloupcovy vektor o péti slozkach, v némz x; udavé pozadova-
né mnozstvi vyrobku V; v kg. Budeme jej nazyvat vektorem vyroby. Oznacme
y sloupcovy vektor o tfech slozkach, v némz y; vyjadiuje mnozstvi suro-
viny S; v kg potiebné k vyrobé vyrobku V;, j =1,2,3,4,5 v pozadovanych
mnozstvich x;. Nazveme jej vektorem spotieby. Tedy

T
T2 Y1
z=\| z3 |, y=1| v |- (3.13)
T4 Y3
Is

Oznacme
Yi = Qi1 -x1+a¢72 -x2+ai73 -m3+ai74-$4+ai75 + I, 1= 1,2,3. (314)
Budeme tikat, ze vektor y je souc¢inem matice A a vektoru & a budeme psat

y=A x.
Pro vektor vyroby
250
120
x =1 150
85
80

a matici
0,00 0,40 0,3 0,6 0,60

A=1| 0,05 0,20 0,10 0,10 0,00
0,10 0,20 0,20 0,10 0,20

dostavame
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Soudin matic
— definice

yi = 0,00-25040,4-120+0,3-150 + 0,6 - 85 + 0,6 - 80,
ys = 0,05-25040,2-120+0,1-150 + 0,185+ 0,0 - 80,
ys = 0,10-25040,2-120+0,2-150 + 0,1 -85+ 0,2 - 80.

Vyéislenim obdrzime y; = 192, y, = 60, ys = 103. Tedy

192.0
y=| 60.0
103.5

Uvazujme nyni obecnéjsi pripad. Hledejme vektory spotieby pro m ruznych
vektoru vyroby. Oznacme X matici typu (5,m), jejiz kazdy sloupec je vek-
torem vyroby. Necht matice X m4 tento tvar:

$1’1 $2’1 e xm,l
Ti2 22 - Tm2
X = $1’3 $2’3 e Z[m’3 . (315)
Ti4 T24 ... Tmad
Tis T25 ... Tmp

(Vsimnéte si, jak jsou oznaceny indexy prvku matice X.)

Ozna¢me Y matici, jejiz j—ty sloupec je vektor rovny souc¢inu matice A a j—
tého sloupce matice vyroby X, j =1, 2, ... m. Je tedy j—ty sloupec matice
Y vektorem spotfeby pro vektor vyroby umistény v j—tém sloupci matice
X. Piseme pak

Y=A X.

Matice Y je pak typu (3,m).

Tento priklad néas inspiruje k zavedeni pojmu soucinu dvou matic A, B touto
definici.

Definice 3.5. (Soucin matic)

Necht A je matice typu (m, k) a B je matice typu (k,n).
Potom souc¢inem matic A a B v tomto poradi je matice C
typu (m,n) pro jejiz prvky ¢, i =1,...,m, j=1,...,n,
plati

Cij = Q51 - blj -+ a9 - bgj e agg - bkj- (316)

Piseme pak

C=A B.




Poznamka 1. Ze vztahu (3.16) je patrno, ze pro vypocet prvku ¢;; matice C
(tj. prvku v i—tém tadku a v j—tém sloupci matice C' pouzivame ity radek

(@ig aip ... aig) (3.17)
matice A a j-ty sloupec matice B

b

bo
“ (3.18)

b, j

Rikéme, 7e ¢; j je skalarnim soucinem fadkového vektoru (3.17) a sloupcového
vektoru (3.18).

Poznamka 2. Vztah (3.16) lze zapsat takto

k
Cij = Y Qi by
r=1

k . e era e .
Zde symbol ) "_, znamend, ze se provadi secitani clent, které dostaneme
tak, ze do vyrazu za symbolem »  dosazujeme postupné r =1,..., k.

Poznamka 3. Pro soucin dvou matic budeme pouzivat opét symbolu ,,-*.
To neni na zdvadu, nebot ze souvislosti je vidy patrno o jaké ndsobeni se
jedna. Budeme tedy psat

C=AB.

Poznamka 4. Vsimnéme si, ze pocet sloupcu v matici A je stejny jako je
pocet tadku v matici B. Kdyby tomu tak nebylo, nebylo by mozno aplikovat
vzorec (3.16).

Priklad 3.12. Urcete matici C = A - B, jestlize

1 -3
123 4
2 -5
A=|0785 ]|, B=
8 3
4329
11

Ponévadz A je matice typu (3,4) a B je matice typu (4,2), lze vypocist
sou¢in C = A - B. Podle (3.16) dostavame

25 0
C=\| 73 -6
17 —12

Napf. prvek cy; dostaneme jako skalarni soucin druhého radku matice A, to
jest tadkového vektoru
(07 8 5)
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a prvniho sloupce matice B, to jest sloupcového vektoru

Vypoctem dostavame

Poznamka 5. Obecné matice A-B neni rovna matici B- A.
Dokonce miize nastat pripad, ze A- B existuje, avsak B - A
neexistuje. Jestlize pro néjaké matice A, B plati

A-B=B-A,

potom matice A, B se nazyvaji zaménitelné.

Piiklad 3.13. Je-li napt. matice A typu (3,4) a matice B je typu (4, 3),
potom A - B je matice typu (3,3). Avsak B - A je matice typu (4,4). Jsou
tedy matice A - B, B - A ruznych typu a tedy, aniz bychom jejich souciny
pocitali, vidime, ze jsou navzajem ruzné. Matice A, B nejsou tedy v tomto
piipadé zaménitelné.

Piiklad 3.14. Necht
1 2 -1 3
( 3 4 ) ( 1 0 )
1 3 8 10
 B-A- .
19 1 2

Vidime, ze A- B # B - A, takze tyto matice A, B nejsou zaménitelné.
Piiklad 3.15. Necht

A:<8 10> B:( 1/3 —5/3).
1 2 —1/6  4/3

Pro tyto matice plati
10
A-B=B A= :
01

Potom

A-B



Dané matice A, B jsou tedy zaménitelné.

Matice transponovana.

Definice 3.6. (Matice transponovana)

Necht A je matice typu (m,n). Potom matici, jejiz i—ty
radek je roven i—tému sloupci matice A, i = 1,2,...,m,
nazyvame matici transponovanou k matici A a budeme ji
znacit AT. Matice AT je tedy typu (n,m).

Piiklad 3.16. Necht

Potom

O transponované matici souc¢inu dvou matic plati tato véta.

Véta 3.1. (Transponovana matice sou¢inu matic) .

Necht A, B jsou takové matice, ze existuje A - B. Potom
plati
(A-B)T =BT. AT,

Dikaz: Dukaz prenechavam ¢tenari. 0

Submatice. Zaved'me si pojem submatice nasledujici definici.

Definice 3.7. (Submatice)

Necht A je matice typu (m,n) a necht w = (iy,...,1i,) je
takovy vektor, ze 1 < ¢ < iy < --- < 1, < m. Déle necht
v = (J1,-..,7r) je takovy vektor, ze 1 < j; < jo < -+ <
Jq < n. Potom matici, ktera vznikne z matice A vypusténim
radku s radkovymi indexy, které jsou slozkami vektoru u a
vypusténim sloupcu matice A se sloupcovymi indexy, které
jsou slozkami vektoru v, nazyvame submatici matice A a
znacime ji Ay ), resp. Aqy. Jestlize néktery z vektoru u, v
ma jenom jednu slozku, staci uvést tuto slozku bez zavorek.

E

Submatice
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Napiiklad, jestlize u = (i) a v = (j), lze zdvorky vypustit a
psat pouze A; ;. (Tedy A;; znaci submatici, kterd vznikne
z matice A vypusténim i—tého fadku a j—tého sloupce.)

Matice, ktera vznikne z matice A tak, ze z ni ponechame jen
radky s radkovymi indexy uvedenymi jako slozky vektoru
u a ponechame sloupce se sloupcovymi indexy uvedenymi
jako slozky vektoru w, je submatici matice A. Znacime ji
A(u,v). Jestlize u = (1,2,...,m), muzeme misto u psat
. Podobné, jestlize v = (1, 2, ..., n), muzeme misto v
psat ,,:“. Je tedy napt. A(2,:) submatice obsahujici druhy
radek matice A a vSechny jeji sloupce, tedy druhy radek
matice A.

Poznamka. Je nutno si uvédomit rozdilnost zapisu Ay, a
= A(w,v). Prvni z téchto submatic vznika vypusténim spe-

cifikovanych radku a specifikovanych sloupct z matice A,
druha submatice vznika vytvorenim submatice ze specifiko-
vanych radki a sloupcii matice A.

g Piiklad 3.17. Necht
1 2 4 5

A=| 57 2 -1
410 2

Polozme u = (2), v = (2,4). Potom vypusténim druhého fadku a druhého a
ctvrtého sloupce matice A dostaneme submatici B = Ay (3 4). Je tedy

a1

Submatici C, ktera obsahuje druhy radek a druhy a c¢tvrty sloupec matice
A, 1ze uzitim zavedeného oznaceni zapsat jako C = A(2,(2,4)). Je tedy

C=(7,-1).
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3.1.3 Specialni matice a pravidla pro po ¢itani s maticemi

Ctvercova matice. Matici A typu (n,n) budeme nazyvat ¢tvercovou matici
radu n. Misto ¢tvercova matice fadu n staci tikat matice fadu n, ponévadz
o fadu matice mluvime jen u ¢tvercovych matic.

Napf. matice
1 2 3

A=| 45 6
789

je ¢tvercova matice radu 3.

Nulova matice. Matici typu (m,n) budeme nazyvat nulovou matici typu
(m, n), jestlize vsechny jeji prvky jsou rovny nule. Budeme ji znacit O.

Priklad 3.18. Matice

0000
0= 0000
0000

je nulova matice typu (3,4).

Hlavni a vedlejsi diagonala v matici. Necht A je matice typu (m,n).
Budeme fikat, Ze jeji prvky a; lezi na hlavni diagonale a jeji prvky a;;, pro
néz je ¢ + j = n + 1, lezi na vedlejsi diagonale.

Piiklad 3.19. Necht

1 -2 31
A= 0 -3 8 5
-5 04 2

Potom prvky (1, —3,4) lezi na hlavni diagondle a prvky (1,8,0) lezi na ved-
lejsi diagonale.

Jednotkova matice. Rekneme, ze ¢tvercova matice E fadu n je jednotkova,
jestlize vSechny prvky na hlavni diagonale jsou rovny ¢islu 1 a vSechny ostatni
jeji prvky jsou rovny 0. Checeme-li zduraznit jeji tad n, oznacime ji E,,.

Priklad 3.20. Matice
1 00

010
001

je jednotkova matice radu 3.

Diagondlni matice. Rekneme, 7e ¢tvercovd matice A je diagondlni, jestlize
v8echny jeji nenulové prvky lezi na hlavni diagonale.

-

le]  |ode]

LIee

&
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Priklad 3.21. Matice
1 00

A = 020
00 3
je diagondlni matici.
Horni trojihelnikovd matice. Rekneme, 7e ¢tverové matice A fadu n

je horni trojuhelnikovou matici, jestlize vSechny jeji prvky pod hlavni dia-
gonalou jsou rovny 0.

Dolni trojihelnikovd matice. Rekneme, 7e ¢tvercové matice A fadu n
je dolni trojihelnikovou matici, jestlize vSechny jeji prvky nad hlavni dia-
gonalou jsou rovny 0.

Horni schodovitd matice. Nechf A je matice typu (m,n). Rekneme, ze
matice A je horni schodovita matice, jestlize existuje takové prirozené ¢islo
h <n, ze ke kazdému 7, i = 1,2,..., h, existuje nejmens{ s; tak, ze a;, # 0
as) < So <...<spazbyvajici tadky h+1,...,m jsou nulové.

Priklad 3.22. Matice

1234567
A=1 001 2 3 4 5
000O0O0O029

je horni schodovitou matici. V tomto ptikladé je ziejmé s; = 1,59 = 3,53 =

7.

Poznamka. Schodovitou matici muzeme definovat ekvivalentné takto. Ma-
tice A typu (m,n) je horni schodovitd matice, jestlize pro kazdé dva radkové
indexy p, ¢ matice A plati:
B Nechtf p-ty fddek matice A je nenulovy a ¢ty fddek matice A je nu-
lovy, potom p < gq.
m Necht p-ty a ¢-ty fddek matice A jsou nenulové a necht a,,, je prvni
nenulovy prvek matice A v p-tém tadku a a, s, je prvni nenulovy prvek
v ¢-tém tadku matice A. Jestlize p < ¢, potom je s, < s,.
® Ponévadz budeme mluvit jen o hornich schodovitych maticich, muzeme
slovo ,,horni* vynechavat.
Pravidla pro pocitani s maticemi. Pro zavedené operace s maticemi plati
vztahy uvedené v nasledujici véteé.

Necht A, B, C, 0 jsou matice téhoz typu, kde 0 je matice
nulovéd, a necht o, 3 € R. Potom plat{

A+B = B+ A, (3.19)

Véta 3.2. (Pocitani s maticemi)
(A+B)+C = A+ (B+0C), (3.20)




A+0 = A (3.21)
A-A =0 (3.22)
1.A = A (3.23)
a-(-A) = (a-0)- A, (3.24)
(a+p08)-A = a-A+[-A, (3.25)
a-(A+B) = a-A+a-B. (3.26)

Dukaz: Provedeme pouze dukaz vztahu (3.19). Ostatni vztahy se dokazuji
analogicky.

Prvek v i—tém tddku a j—tém sloupci matice na levé strané vztahu (3.19) je
roven a;; + b;; a prvek v i-tém rddku a j-tém sloupci matice na pravé strané
vztahu (3.19) je roven b;; + a;; pro vSechna i, j. Plati tedy (3.19). 0

Véta 3.3. (Pocitani s maticemi)

Necht typy matic A, B, C, 0 (nulovd matice), E (jednot-
kova ¢tvercova matice) jsou takové, ze operace ve vztazich
(3.27)—(3.32) mayji vyznam. Potom plati

0-A =0, A-0=0, (3.27)
E-A = A, (3.28)
A-E = A, (3.29)
(A-B)-C = A-(B-C), (3.30)
(A+B)-C = A-C+B-C, (3.31)
C- (A+B) = C-A+C-B. (3.32)

Poznamka. Jestlize pro matice A, B plati A - B = 0, nemusi byt zadna
z matic A, B nulovou matici. Napf.

(o) (a2)-(0n)

3.2 Systémy line arnich algebraickych rovnic, Gvod

Uvazujme vyrobu ¢tyt vyrobku Vi, Vo, Vs, Vy. K jejich vyrobé jsou potiebné
suroviny S7, Ss, S3. Jejich mnozstvi v kg potfebné pii vyrobé jednoho ki-
logramu kazdého z vyrobku Vi, Vs, V3, V4 je uvedeno v nasledujici tabulce.
Ve sloupci oznaceném pismenem Z jsou uvedena mnozstvi Zy, Zo, Z3 jed-
notlivych surovin Sy, Ss, S3, ktera se maji spotiebovat. Budeme se zabyvat
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tlohou urcit mnozstvi jednotlivych vyrobku Vi, Vs, Vs, Vy v kg tak, abychom
zcela spottebovali suroviny Sy, Ss, S3, jejichz mnozstvi jsou uvedena v tabulce
ve sloupci Z.

| | w v | % [ Vi | Zz |
S, 0,0 0,4 0,3 0,6 5
Sy 0,2 0,2 0,1 0,1 2
S, 0,1 0,2 0,2 0,1 3

Oznac¢me postupné x, xo, r3, 4 hledana mnozstvi v kg vyrobku Vi, V5, V3, V.
K jejich vyrobé by se potfebovalo

0,4.%’2 + 0,3.%’3 + 0,6.%’4
kg surovin 57,
0,221+ 0,229 +0,1234+ 0,124
kg surovin S a
0,121 4+0,229+0,2234+ 0,124
kg surovin Ss.
Jestli se maji suroviny Si, So, S3 plné spotiebovat, musi se vyrobky Vi, Vs, V3,
Vi vyrabét v mnozstvich x, xo, 3, 14, ktera spliuji tyto podminky:
0,4$2 + 0,3$3 + O,6ZL‘4 =
0,2$1+0,2$2+0,1$3+0,1$4 = 2 (333)
0,1z +0,22,+0,2234+ 0,124 =

Kazda z téchto podminek predstavuje rovnici pro neznamé veliciny x1, xo, T3,
x4. Kazdé z nich je tvaru

a1 -r1+as-ro+...4+a,-x, =>h (3.34)

V rovnici (3.34) x1, 9, ..., 2, jsou nezndmé a ai, as, ..., a, jsou (vétsinou)
znama cisla, nazyvame je koeficienty rovnice. Koeficient a; je koeficient u ne-
znémé ;. Cislo b nazyvame pravou stranou. Rovnici (3.34) nazyvame linedrni
algebraickou rovnici o neznamych xy,...,z,. Ponévadz v linearni algebte,
kterou probirame, pojednavame jenom o algebraickych rovnicich, budeme
uzivat zkraceného pojmenovani , linearni rovnice“.

Pii feSeni uloh vétsinou se pracuje s vice rovnicemi. Jestlize koeficienty
v téchto rovnicich jsou obecna ¢isla, muzeme je odlisit od sebe tak, ze v i—té
rovnici oznacime koeficient u x; napt. a; ;.

Potom systém (misto systém muzeme fikat téz soustava) m linearnich alge-

braickych rovnic o n neznamych x1, xo, ..., x, lze zapsat takto:
airr + aiprz + 0+ Qiar, = b
ax1r1 + a2 + -+ apT, = by
(3.35)
A, 171 + A 202 + -+ AmnTn = bm



Zde a;j, © = 1,...,m, j = 1,...,n, znaci koeficient u neznamé z; v i~
té rovnici (prvni index ¢ tedy znaci poradové ¢islo rovnice, druhy index j
oznacuje slozku nezndmého vektoru @). Cislo b; nazyvame pravou stranou
1—té rovnice.

Oznacme A matici

aini a2 Tt a1n
@21 29 s a2.n

A= . , ) (3.36)
Qm,1 Qm,2 e Am,n

Nazyvame ji matici soustavy systému (3.35). Vektor

nazyvame vektorem pravijch stran.

Lehce nahlédneme, Ze systém linearnich algebraickych rov-
nic (3.35) Ize zapsat uzitim tohoto oznaceni jako

A-x=b. (3.37)

Skute¢né, matice A je typu (m,n), x je typu (n,1), takze A - x je ma-
tice typu (m,1). Rovnice (3.37) znamend, ze kazdd slozka vektoru A - x je
rovna odpovidajici slozce vektoru b. Porovnanim i—tych slozek téchto vektoru
dostavéame i—tou rovnici systému (3.35).

Matice, ktera vznikne z matice A pridanim vektoru b jako dalsiho sloupce,
se nazyva rozsirenou matici systému rovnic (3.35). Znacime ji (A|b). Je tedy

ai ai2 cet ain | by

21 2.9 ce a2.n | by
(A|b) = .

am,l am,2 e am,n | bm
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Priklad 3.23. Uvazujme systém linearnich algebraickych rovnic

r1 + 3.7]2 — 3£E3 = —12,

Oznac¢me-li A matici soustavy tohoto systému rovnic, b vektor pravych stran
a x vektor neznamych tohoto systému rovnic, je

€1

1 3 =3 —12
A= , b= , T=| 2
4 5 2 —6

€3

Matice rozsitend je rovna

13 -3 | 12
(A’b):<4 52 | —6)'

Dany systém rovnic lze tedy zapsat jako

A-x=0>b.

Zavedme si nyni pojem FeSeni systému linedrnich rovnic.

Vektor Y%z nazveme fesenim systému linedrnich rovnic

A-x =0,

jestlize A-Yz = b. (To jest, jestlize vektor %z vyhovuje rovnici

A-x=0b).

Vratme se k pifkladu 3.23. Oznacme

3 0 3
= 4|, = 2|, =0
1 2 1

Ziejmeé
0
A-'z=b, A -’x=0b, A-3:B:<14>7éb

Jsou tedy vektory 'z, %x fesenim uvazovaného systému (3.38), avsak *r nenf
jeho TeSenim.



Lehce se presvédcéime, ze vektor

6—-3-c
r=| —6+2-c
c

je TeSenim uvazovaného systému rovnic (3.38) pro kazdé realné c.
Priklad 3.24. Uvazujme systém linearnich rovnic
T — 2[[‘2 = 3, (339)

Tento systém rovnic nemd feSeni. Skutecné, predpokladejme, ze «,( jsou
takova cisla, ze x1 = «, xo = (8 vyhovovuji prvni rovnici, tedy, ze plati

a—2-0=3.
Potom by bylo
2-a—4-5=6
ane2-«a—4-0 =25, takze 1 = a, w9 =  nevyhovuje druhé rovnici.

Poznamka. Pozdéji budeme fesit obecné otazku, kdy systém linearnich rov-
nic ma jedno feseni, kdy ma nekonecné mnoho teseni a kdy nema vubec
zadné Teseni.

3.3 Zavedeni pojmu inverzni matice

V linearni algebte ma velky vyznam pojem inverzni matice k dané matici.
Tento pojem si nyni zavedeme nésledujici definici. Pozdéji si fekneme néco
o existenci inverzni matice k dané matici a seznamime se s fadou vlastnosti
inverznich matic a nauc¢ime se nalézt k dané matici matici inverzni.

Definice 3.9. (Inverzni matice) _

Matice B se nazyva inverzni k matici A, jestlize

B-A=A -B=E. (3.41)

Matici inverzni k matici A budeme znacit AL

Véta 3.4. (Vlastnosti inverzni matice)

Necht je ddna matice A a necht k ni existuje matice inverzni
A~ Potom plat{
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Inverzni a) Matice A a matice A~' jsou étvercové matice téhoz
matice a jeji Fadu
vlastnosti

b) Inverzni matice A7l je jednoznacéné urcena.

¢) K matici A™' existuje matice inverzni a plati
(A H = A.

d) Jestlize A, B jsou ¢tvercové matice téhoz radu n a
jestli k nim existuji matice inverzni A~', B™!, potom k
matici A-B existuje matice inverzni a plati (A-B)™! =
B AL

Dukaz:
a) Toto tvrzeni je bezprostiednim dusledkem (3.41).
b) Necht B, C jsou inverzni k A. Potom

A-B=B-A=E, A-C=C-A=E.
Odtud
C=E-C=(B-A)-C=B-(A-C)=B-E=B.

Tedy B=C.
c¢) Toto tvrzeni je bezprostiednim dusledkem definice inverzni matice.
d) Podle veét 3.2, 3.3 plati

(B'A™).(AB)=B '(A'A)B.
Ponévadz A™'A = E, dostavame odtud
(B'A™").(AB)=B'-E-B=B 'B=E.
Podobné dokazeme, ze
(AB)- (B'A™) =E.

Je tedy B~" A" inverzni matici k matici AB. 0

Uved'me si zde vétu o fesitelnosti a jednoznacnosti feseni systému linedrnich
rovnic, za predpokladu, ze k matici soustavy existuje matice inverzni.

Véta 3.5. (ReSeni systému A - = b) _

Necht

A-x=b (3.42)

je systém n linearnich rovnic o n neznamych, kde A je
¢tvercova matice soustavy radu n a b je vektor pravych
stran typu (n,1). Necht k matici A existuje matice inverzni
A~'. Potom systém rovnic (3.42) ma pravé jedno feseni x
dané vztahem

x=A"b. (3.43)
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Dtkaz: Jak jiz bylo difve dokazano, inverzni matice A je urcena jedno-
znacné. Vynasobime-li (3.42) matici A~ zleva, dostdvame

Al (A z)=A"b (3.44)
Vzhledem k vété 3.3 plati
(A7 A).xz=A""b.

Ponévadz (A™'- A) = E a E - ¢ = x, dostdvame odtud (3.43).

Dokazme jesté jednoznacnost feseni. Predpokladejme, ze existuji dvé feseni
Lz 2 x systému (3.42). Potom

A-'lz=b, A-2z=0b
Odectenim téchto vztahu dostavame
A-(txz —?z)=0.
Vynasobenim tohoto vztahu matici A~' zleva dostdvame
e — %2 =0,

takze
e = 2.
Ma tedy systém A - x = b pravé jedno feseni. 0

Priklad 3.25. Naleznéte feSeni systému linearnich rovnic

A-x =0, (3.45)
jestlize
1 5 2 26
A=| 3 4 1|, b=] 39
01 4 78

a znate-1i k matici A matici inverzni

_5 6 L

13 13 13

-1 _ 4 _4 _ 5
AT = 13 39 39

11

Reseni. Podle predchézejici véty ma dany systém pravé jedno fesenf a to

_5 6 1
13 13 13 26

_ 4 _ 4 _ 5
€T = 13 39 39 39
1 1 11 78
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Vypoctem dostavame

V této kapitole popsany apardat maticového poctu pouzijeme nyni k mate-
matické formulaci nasledujici dlohy, kterd patii do tloh linedrniho progra-
movani. Tyto ulohy jsou velice vyznamnou aplikaci linearni algebry. Ulohy
tohoto typu se fesi vétsinou pomoci pocitacu a k jejich feseni jsou vypra-
covany specidlni programy. My se nebudeme zde zabyvat otazkou jak se tesi,
ale jenom otazkou, jak se da iloha matematicky formulovat a jak se pripravi
data pro vstupni hodnoty téchto programi.

Piiklad 3.26. Cokolddovna vyrabi 5 druht vyrobku. Jsou to vyrobky,
které oznacime Vi, Vo, V3, Vi, V5. K vyrobé potfebujeme suroviny tuk, kakao
a cukr. Tyto suroviny jsou k dispozici v omezenych mnozstvich, v uvedném
poradi 1500 kg, 300 kg, 450 kg na jeden den. Spotireba surovin v kilogramech
na 1kg vyrobku je dana tabulkou 3.1 na strané 126. Odbytové ceny jed-
notlivych vyrobku v uvedném poradi jsou 20 K¢, 120 K¢, 100 K¢, 140 K¢,
40 Ké. Ukolem je stanovit takovy denni vyrobni plan, aby hodnota vyroby
byla maximélni. Vyrobky jsou vyrabény technologicky nezavisle na sobé
navzajem. Vyroba se tedy uskutecnuje ve formé péti vyrobnich procesu, které
viak nejsou navzdjem zcela izolované, nebot spoleéné spotiebovavaji vyrobni
zdroje, jeden proces na tkor druhého.

Matematicka formulace tlohy. Pro tucely matematické formulace za-
vedme 5 nezdvisle proménnych: z; necht oznacuje mnozstvi vyrobku V;
v kg, jez bude vyrédbéno za den, kde j = 1,2, 3,4,5. Hledame tedy hodnoty
z; >0, j=1,2,3,4,5, vyhovujici nerovnostem

0,422 + 0,373 + 0,624 + 0,625 < 1500

0, 051’1 + 0, 2.%'2 + 0, 11’3 + 0, 1.%'4 < 300

0,10y + 0,222 + 0,223 + 0,1zy + 0,225 < 450
(3.46)

Vime, ze pii vyrobé z; vyrobku Vj, j = 1,2,3,4,5, bude odbytova cena
vyroby rovna

z = 20z + 12029 + 10023 + 14024 + 40x5. (3.47)

Nasi tilohu muzeme tedy formulovat takto : Naleznéte takova nezapornd cisla
xj, j =1,2,3,4,5, kterd vyhovuji nerovnostem (3.46) a pro néz funkce (3.47)
nabyva svého maxima.

Tato uloha je tedy popsana matici A, vektorem m mnozstvi surovin a vek-
torem b odbytovych cen vyrobku a vektorem x poctu vyrobku



20

0,00 0,4 0,3 0,6 0,6

1500 120
A= 005 02 01 0100 |, m=/[ 300, s7=] 100 |,
0,10 0.2 0,2 0,1 0,2 450 140
40
T
T2
r = T3
Ty
Ts
Potom (3.46) 1ze zapsat jako jako
Az <m (3.48)
a funkce (3.47) lze zapsat jako
z=b-x. (3.49)

Nasi tilohu muzeme vyslovit takto: Naleznéte vektor & > 0 vyhovujici (3.48),
ktery minimalizuje funkei (3.49).

Matice A, vektory m, b a pozadavek, ze vektor
x’ = (x1,22,23,34,75) > 0,
jsou vstupnimi udaji programu, kterym se vypocet realizuje. Dostavame

21 =0, 75 =0, x5 = 1000, 2, = 2000, x5 = 0.

3.4 Zakladni poznatky z kapitoly 3 a Ulohy k procvi  Ceni

Zavedeni pojmu matice, typ matice, znaceni prvku matic, prvky na
hlavni a na vedlejsi diagonadle.

Relace <, <, >, >, = mezi maticemi.

Operace s maticem : seCitani matic, nasobeni matice realnym ¢islem.
Souc¢in dvou matic.

Zameénitelné matice.

Matice transponovand. Matice transponovana soucinu dvou matic.
Submatice. Vytvareni submatic. Oznacovani submatic.

Specialni matice. Matice ¢tvercova, matice nulova, matice jednotkova,
horni a dolni trojuhelnikovd matice, horni schodovitd matice.
Pravidla pro poc¢itani s maticemi.

Zéapis systému linearnich rovnic v maticové notaci. Co je to matice
soustavy, co je to matice rozsitenda, co je to vektor pravych stran. Co
se rozumi pod pojmem Teseni systému linedrnich rovnic? Priklady, kdy
systém mé jedno feSeni, kdy nema zadné feseni, kdy ma vice feSeni.
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B Co je to inverzni matice? Vlastnosti inverznich matic.
B ReSeni systému linearnich rovnic, jestlize zname matici inverzni k ma-
tici soustavy.

Ulohy.
1. Necht A je matice
1 -3 2 4
A= 1 0o 7 =2
0 1 -2 5

Uréete a) jeji typ, b) matici k ni transponovanou A’ uréete matice

F=A A" D=A" A, ©c)zjistéte, zda matice A, AT jsou zaménitelné.
1 1 0 2 =3 9 2
) typ (3. 4), b) AT — -3 0 1 D_ -3 10 -8 =7
C 2 7 -2 | 9 -8 57 —16 |
4 -2 5 2 -7 =16 45
30 7 13
F = 7 54 =24 |, c¢) nejsou zaménitelné.]
13 =24 30

2. ZapiSte v maticové notaci systém linearnich rovnic

21’1"‘31’2—1’3 = 4,
3I1—5$2+ZL’3 = —1,
1’1—3$2+l’3 = —1.

Napiste matici soustavy a matici rozsitenou.

[Oznac¢me
2 3 -1 4
A=|3 =5 1], b=| 1|,
1 -3 1 —1
2 3 -1 | 4 1
(Ab)=| 3 =5 1 | —1 , =] X2
1 -3 1] -1 2

Potom dany systém rovnic lze psat v maticové notaci takto: A-x = b, A je
matice soustavy a (A|b) je matice rozsitena.]

3. Necht
1 2 3

A=1456
78 9



a necht Ej3 je jednotkovd matice a A je proménnd. Napiste matici

4. Zjistete, zda vektory

1 0
=111, =11
1 2
jsou feSenim systému linearnich rovnic z ulohy 2.
4 1
Az = -1 1, A - = -3 |, tedy 'z je a *r neni FeSenim
-1 -1
uvazovaného systému linedrnich rovnic.]
5. Necht
1 2 3 -1 2 3 0
A= 4 1 0|, B = 4 =7 —12 |, b= | 1
-2 01 -2 4 7 2

a) Dokazte, ze B- A =FE, A- B = E. Jak nazyvdme matici B?

b) Naleznéte feseni rovnice A-x = b uzitim matice B. (Obé¢ strany daného
systému rovnic nasobte zleva matici B.)

[a) B je inverzni k matici A, b) B-(A-x)=B-b, (B-A)-x = B-b, E-x =
B-b, takicw = B-b=(8 —31 18)"]

6. Zapiste nasledujici systém nerovnic uzitim maticové notace

1+ T2 S 3,
—I + ) S Oa
T2 > 0.

Znézornéte graficky mnozinu bodu [z, z5], které témto nerovnicim vyhovuji.

[Polozme
1 1 3
x
A= -1 1| =10l =)
o)
0 -1 0

Potom dany systém nerovnic lze zapsat takto: A - & < b. Hledand mnozina
je Sedd oblast na obr.3.1.]
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Obréazek 3.1: Hledand mnozina bodu

7. Urcete vektory f, @ tak, aby funkce
Yy =2x1 4+ 319 + 4dx3 + 24
se dala pomoci nich zapsat ve tvaru
frox.

[f = (273747 1)T7w = (x17x27$37$4)T}
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