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4. Line arni prostor

Cil kapitoly

Cilem studia této kapitoly je

B 0svojit si pojem linedrniho (vektorového) prostoru, zejména pak pojem
aritmetického vektorového prostoru V,

B porozumét pojmum: linedarni kombinace vektoru, linearni nezavislost
vektoru

B zvladnout pojmy: hodnost matice, baze vektorového prostoru, gene-
rovani vektorového prostoru

B zvladnout pojmy: skalarni soucin dvou vektoru, norma vektoru, vzda-
lenost

B umét vyhodnotit pfibliznost feseni systému linedrnich rovnic

B seznamit se se zaklady analytické geometrie v prostoru E,

Casov a zatéz
® 15 hodin

4.1 Line arni prostor, zavedeni pojmu

V tivodé do maticového poctu jsme se seznamili s pojmem matice a zavedli
jsme si operace s maticemi — sec¢itani dvou matic a nasobeni matic realnymi
¢isly. Ukazuje se tcelnym uvazovat obecnou mnozinu P, na niz jsou zave-
deny dvé operace, které nazveme rovnéz sec¢itanim prvku z P a nasobenim
prvku z P redlnymi ¢isly. Budeme pozadovat, aby tyto dvé operace mély jisté
vlastnosti (které budeme déle specifikovat). Jsou to vlastnosti (4.1)—(4.8),
které na mnoziné P matic téhoz typu splinuji operace sec¢itani dvou matic a
nasobeni matic cisly.

Definice 4.1. (Definice vektorového prostoru) -

Necht P je mnozina. Ozna¢me symbolem ,,+ “operaci, na-
zveme ji se¢itanim, kterou ke kazdym dvéma prvkum a, b €
P je pritazen prvek a+b € P . Dale oznacme symbolem ;-
operaci, nazveme ji nasobenim, kterou ke kazdému prvku
a € P a ke kazdému redlnému ¢islu a € R je prirazen prvek
a-a € P. Necht tyto operace maji nasledujici vliastnosti:
Jestlize a, b, c € P , potom

a+b = b+a, (4.1)
a+(b+c) = (a+b)+ec (4.2)

Existuje prvek 0 € P tak, ze pro vSsechna x € P plati

x+0==cx. (4.3)
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Ke kazdému x € P existuje (—x) € P tak

x+ (—x)=0. (4.4)

Pro vSechna @,y € P a pro vSechna «, § € R plati

le = x, (4.5)
a-(8-x) = (af) -, (4.6)
(a+p)- = = a-x+ (-, (4.7)
a-(x+y) = a-x+a-y. (4.8)

Potom mnozinu P s témito operacemi ,,+“ a ,,-“ nazyvame
linearnim, nebo téz vektorovym prostorem. Budeme jej
znacit P. Prvek 0 nazyvame jeho nulovym prvkem.

Poznamka. Symbol - pro nasobeni 1ze vynechat.
Oznaceni. Misto a € P lze psat a € P. Misto a + (—b) lze psat a — b.
Dusledek 1. Ze vztahu (4.1), (4.2) vyplyva, zZe

a+b+c)=a+(c+b)=b+(a+c)=b+(c+a)=
=c+(a+b)=c+(b+a)=(a+b)+c=(b+a)+c=
=(a+c)+b=(c+a)+b=(b+c)+a=(c+b)+a

Neni proto nutno psat zavorky a staci psat a + b + c.

Dokazme napi., ze a + (b+¢) = (b+a) + c. Podle (4.2) jea+ (b+¢) =
(a+b)+c Podle (4.1) jea+b=0b+a, takze (a+b)+c=(b+a)+c
Jetedya+ (b+c)=(b+a)+c.

Podobné budeme psat ¢; -z + ...+ ¢, - "¢ ,kde ‘z,....,"c € Pacy,...,c,
jsou libovolné konstanty, aniz bychom psali zédvorky.

4.1.1 Priklady line arnich prostord

Linedrni prostor M™". Ozna¢me M™" mnozinu vSech matic typu (m,n).
Symbolem ,,+“ ozna¢me soucet dvou prvku (matic) z M™" definovany v de-
finici 3.2 a symbolem ,,-“ ozna¢me soucin prvku (matice) z M™™ redlnym
¢islem, definovany v definici 3.3. Potom mnozina M"™"™ s témito operacemi
tvor{ linedrni prostor (vektorovy prostor). Budeme jej znacit M"™™.

Dukaz: Dukaz je snadny, prenechavam jej ¢tendfi. Staci provérit, ze jsou
splnény vztahy (4.1)—(4.8). 0
Poznamka. Prostor M™! je definovdn na mnoziné uspofddanych n-tic re-
alnych ¢isel, zapsanych do sloupcti a prostor M je definovdn na mnoziné
usporadanych n—tic redlnych ¢isel, zapsanych do radku.
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P¥iklad
vektorového
prostoru

Véta 4.1. (Aritmeticky vektorovy prostor V) -

Necht n € N a necht R" je mnoZina usporadanych n—
tic redalnych cisel (nezalezi na tom jak jsou zapsany, zda
do radki nebo do sloupcit), na niz jsou zavedeny operace
secitani ,+ “ a nasobeni ,,.“ takto:

Necht a = (ay,...,a,), b= (b,...,b,) € R" . Polozme

a-+b=c,

kde c = (c1,...,¢,) je takova usporadana skupina redlnych
cisel, ze
ci=a,+b, pro i=1,...n.

Necht a = (aq,...,a,) € R" a a je redlné ¢islo. Potom
a-a=d,

kded = (dy, . ..,d,) je takova usporadana skupina redlnych
cisel, ze

d;=aa; pro 1=1,...,n.
Potom mnozina R" s témito operacemi secitani ,+ “ a
nasobeni - “ je vektorovym prostorem. Budeme jej nazyvat
aritmetickym vektorovym prostorem a znacit V,,.

Diikaz: Dukaz si proved'te jako cviceni. Staci proveérit splnéni vlastnosti
operaci secitani a nasobeni uvedené v definici (4.1). O

Poznamka 1. Prvky tohoto prostoru budeme nazyvat aritmetické vektory,
strucné jen vektory a vétsinou je budeme oznacovat malymi tuéné zapsanymi
pismeny. Nulovy prvek prostoru V,, budeme nazyvat nulovym vektorem. Je-li
a=(ay,...,a,) € V,, budeme ¢isla ay, . .. , a, nazyvat jeho slozkami. Vektor
a € V, budeme téz nazyvat n-rozmérnym vektorem a.

Poznamka 2.Jestlize chceme zduraznit zpusob zapisu slozek vektoru do
fadku (sloupce), budeme mluvit o réddkovém (sloupcovém) vektoru.

Pozndmka 3. Je-li @ = (ay,as,...,a,), potom &slo \/a? +a3 + ... +a2
budeme nazyvat velikost vektoru a a znacit |a|

Poznamka 4. Kdybychom v definici prostoru V,, uvazovali misto mnoziny
R™ mnozinu usporadanych n—tic redlnych ¢isel, zapsanych do sloupcu, do-
stali bychom prostor M™!. Kdybychom v definici V,, uvazovali misto uspo-
rfadanych n—tic redlnych ¢isel mnozinu uspofadanych n—tic realnych cisel,



zapsanych do tadki, dostali bychom prostor M.

Poznamka 5. Komu obecna definice vektorového prostoru déla velké potize,
at si pod pojmem vektorového prostoru P predstavi vzdy aritmeticky vekto-
rovy prostor V,,.

Vektorovy prostor volnych vektori. V predchazejicim studiu na gym-
naziu jste pracovali s volnymi vektory. Zopakujme si napfed ve strucnosti
pojem volného vektoru a operace s volnymi vektory a to tak, jak se tyto
pojmy zavadéji na gymnéziich.

Definice 4.2. (Volné vektory) _

Mnozinu vSech nenulovych orientovanych usecek, které maji

stejny smér a stejnou velikost, nazveme nenulovym volnym
vektorem a mnozinu vSech nulovych orientovanych tsecek
nulovym volnym vektorem. Kazda orientovana tusecka je
pak umisténim piislusného volného vektoru a reprezentuje
jej. Volné Vektory budeme oznacovat pismenem se Sipkou
nahoie, napr @ . Nulovy volny vektor budeme oznacovat
symbolem 0. Délku kazdé orientované usecky, ktera repre-
zentuje volny vektor @, budeme nazyvat velikosti volného
vektoru @ a budeme ji znacit ||,

Véta 4.2. (Vektorovy prostor volnych vektori) - Priklad

vektorového

Necht U je mnozina volnych vektori. Oznacme symbo- prostoru
lem ,+ “ operaci, nazveme ji secitanim, kterou ke kazdym
. . o — 7. . .
dvéma volnym vektorum a’, b je prirazen volny vektor,
oznacme jej ¢ _l><ter)? dostaneme takto: Zvolme libovolny
bod A. Necht AB je orientovana tisecka, ktera reprezentuje
volny vektor @ a. Necht orientovand tisecka B C’ reprezentuje

volny vektor b , potom orientovana tisecka AC reprezentuje
volny vektor ¢ . Piseme pak @ + ? =7

Oznac¢me dale symbolem ,- “ operaci, nazveme ji nasobenim,
kterou ke kazdému volnému vektoru @ € U a libovolnému
zgélnému ¢islu a € R je prifazen volny vektor, oznacme ﬁ]}’
d , ktery dostaneme takto: Necht orientovana tsecka AB
reprezentuje volny vektor @ . Oznac¢me D takovy bod na

—
primce urcené body A, B , ze velikost )AD) orientované
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/ ~ % .
usecky AD je
—

] ‘AB‘
a smér AD je stejny jako smér @
a < 0.
Potom mnozina U s takto zavedenymi operacemi ,+ “ a ,,
tvori vektorovy prostor ve smyslu definice 4.1, to znamena,

ze jsou splnény vztahy (4.1)—(4.8). Budeme jej znacit U.

, je-li a > 0 a opacny, je-li

14

Dikaz: této véty nebudeme uvadeét. 0

Na obr. 4.1 je zndzornéno secitani dvou volnych vektort a, . Vektor @
je reprezentovany orientovanou useckou P—Cﬁ a volny vektor b je reprezento-
vany orientovanou useckou ]?S)' . Jejich souétem je volny vektor ¢ = @ + ?
reprezentovany orientovanou useckou R’ )

R S

Q C

A B

Obrazek 4.1: Sec¢itéani volnych vektoru

. 7 ~ , ’ ’ — 7 , v/
Na obr. 4.2 Je znazornéno nasobeni volného vektoru o redlnym cislem.
—
Volny vektor @ je reprezentovan orientovanou tseckou PQ Volny vektor

d = 2.5 - d je reprezentovan orientovanou tuseckou AB a volny vektor
N —
¢ =—2,5-d je reprezentovan orientovanou useckou C'D.
D ’ c
R ™
P Q
A ’ B

Obréazek 4.2: Nasobeni volného vektoru ¢islem

Volné vektory v kartézském souradném systému v roviné. V predcha-
zejici definici jsme uvazovali volné vektory nezavisle na souradném systému,
byly uvazovany v tzv. invariantnim tvaru.

Pojednejme nyni o prostoru Us wvolnijch vektoru v roviné, v niZ je zave-

den kartézsky souradny systém. Oznacme x1,xy soufadné osy kartézského
soufadného systémuv roviné.



Jak je dobte znamo, ke kazdému bodu P v kartézském souradném systému ro-
viny je prifazena usporadand dvojice redlnych ¢isel [py, pa). Cislo p, nazyvame
jeho prvni soutadnici a ¢islo py nazyvame jeho druhou soutadnici. Naopak,
kazdou usporadanou dvojici redlnych ¢isel [py, p2] 1ze povazovat za souradnice
praveé jednoho bodu P v roviné. Neni tedy nutno striktné rozliSovat mezi bo-
dem v roviné a uspotradanou dvojici redlnych ¢isel. Oznacme Us mnozinu
vSech volnych vektoru v této roviné s uvedenymi operacemi sec¢itani volnych
vektoru v roviné a nasobeni volnych vektoru v roviné redlnymi cisly.

—_— —
Uvazujme dvé orientované tsecky P, RU (viz. obr. 4.3), kde

P:P[plaPQ]a Q:Q[QMQZL R:R[Tlﬂ‘z]a U:U[U17U2]~

Kazda z téchto orientovanych tsecéek reprezentuje tentyz volny vektor
— o . ~
a € Uy, kdyz a jenom kdyz

1 —p1r=u — 71 N g2 — P2 = U — ra. (4.9)
X2

q2 Q

a2
b2 P
ug U

a2

T9 R

X1
a a
p1 ! q1 ™ ! ul

Obrézek 4.3: Zobrazeni V2 do R?

Vztah mezi prostorem V, a prostorem volnych vektort v roviné.

Zaved'me si nyni zobrazeni T prostoru Us do prostoru Vo takto: Necht volni
—

vektor ‘@ € V? je reprezentovdn orientovanou tseckou PQ), kde

P = P[p17p2]7 Q = Q[q17QQ]-
Oznacme
a1 = g1 —pP1, a2 = g2 — P2.

Potom definujme
T(ad)=a, kde a=(ay,as).

Toto zobrazeni nezavisi na volbé orientované tsecky, kterou je volny vektor
reprezentovan.
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Zobrazenim 7 se ke dvéma ruznym volnym vektorum z U, pfifadi dva ruzné
vektory z prostoru V,. Kazdy vektor z Vy je pfifazen k pravé jednomu
volnému vektoru z Us. Zobrazeni T je prosté zobrazeni vektorového prostoru
Uy na vektorovy prostor V. K zobrazeni 7T existuje tedy inverzni zobrazeni
7 1. Timto zobrazenim 7 ! se k vektoru a = (ai,as) € V, prifadi vek-
tor @ € U,, piseme 7 'a = @, piicemz vektor @ je reprezentovan napi.
orientovanou useckou OH/L kde A = Alay,as], O = 0[0,0].

Dokazeme, ze takto zavedené zobrazeni 7 prostoru Us do prostoru Vs, za-
chovava operace ,,+“ a ,,- .

Dokazme napied, Ze zobrazeni T zachovdvd secitdni. Nechf tedy Z, 7y €
U,. Necht volny vektor 7' je reprezentovan orientovanou tiseckou OX a
volny vektor ¥ je reprezentovan orientovanou tseckou O—>Y , kde O = [0, 0],
X = [z1,15), Y = [y1,10]. Potom volny vektor 2" 4+ ¥ je reprezentovan
orientovanou tuseckou O—Z>, kde Z = [x1 + y1, 22 + y2]. Viz obr. 4.4.

To + Y2
Y2 Y
1‘2%
0 Y1 1 1+ Y1
Obrazek 4.4: Zobrazeni zachovava secitani
Je tedy
T(7)==, kde = (z1,29) € Vy,
7(7) =y, kde y=(y1,42) € Vs,
— =
T(Z+7Y)=(x1+v1,22 + Yo).
Ponévadz
x+y=(x1+y1, 22+ y2),
plati

T(Z7+7Y)=x+y,
takze skutecné zobrazeni T zachovdvd secitdand.

-~ /o~ s s 7 , s, —
Dokazme nyni, Ze zobrazeni T zachovdvd ndsobeni. Necht o € U, a necht a
. - 3 ’ s 7 —_— - ’ .
je libovolné redlné cislo. Necht volny vektor @ je reprezentovén orientovanou

N Py ) , — .
useckou OX, kde O = [0,0], X = [z1,22] a necht volny vektor a - 2" je



ATy

Z2

0

T QT
Obréazek 4.5: Zobrazeni zachovava nésobeni

—
reprezentovan orientovanou tseckou OU, kde U = Ula - x1, a - x3]. Viz obr.

4.5,
Je tedy
T(?) = I, r = ($17$2),
T(a-7)=(a 2,0 19).
Ponévadz
(- 21,0 29) = (21,72) = - x,
je

T(a7)=a-x.

Tedy skutecné zobrazeni T zachovdvd ndsobent.

Vzhledem k vlastnostem zobrazeni 7 neni tedy nutno délat
striktni rozdil mezi vektorovym prostorem V, a vektorovym \M
prostorem Us.

Vektor a = (ay,as) si muzete predstavit jako mnozinu
I 9
vsech takovych orientovanych tsecek PQ, P = [p1, psl,

Q = [q1, ¢2|, v kartézském souradném systému v roviné, ze

G —p1=a1 N\ g2 — ps = as.

Volné vektory v kartézském souradném systému v tiirozmérném
prostoru. Uvazujme nyni prostor volnych vektoru Us ve trirozmeérném pro-
storu, v néemz je zaveden kartézsky souradny systém. Jak je dobtfe znamo, ke
kazdému bodu P je prifazena usporadand trojice redlnych éisel [py, pa, ps).
Cislo p; nazyvame jeho prvni soufadnici, ¢islo p, nazyvame jeho druhou
soufadnici a ¢islo p3 nazyvame jeho tfeti soutadnici. Naopak, kazdou uspoia-
danou trojici redlnych ¢isel [p1, p2, ps] 1ze povazovat za bod P o souradnicich
[p1, p2, p3] v nasem soufadném systému. Neni tedy nutno délat striktni rozdil
mezi pojmem bod v prostoru a usporadanou trojici realnych ¢isel. Uvazujme
dvé orientované usecky P—Q>, U—]{’, kde
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e e

Co je to
vektorovy
prostor

P:P[p17p2ap3]a Q:Q[qlanaQ3]7
U= U[u17u27u3]7 R= R[T17T27T3]-

Kazdé z téchto dvou orientovanych tusecek reprezentuje tentyz volny vektor
— o . -
a € Us, kdyz a jenom kdyz

Gu—p1=r1—ur N gg—p2=7"2— Uz N\ g3 —pP3=7T3— U3. (4.10)

Vztah mezi prostorem V3 a prostorem volnych vektort v triroz-

mérném prostoru. Zaved me si nyni zobrazeni T prostoru Us do prostoru
, — . ’ . R

V3 takto: Necht volny vektor ‘@ € Us je reprezentovan orientovanou tiseckou

—
PQ7 kde P = P[p17p27p3]7 Q = Q[q17QQaq3]' Oznaéme
ap =4q1 —p1, Qa2 =4qgz —pP2, a4z =4dqs — pPs3.

Polozme
a = (ay,as,a3) € V.

Definujme

T7(d) =a. (4.11)

Toto zobrazeni nezavisi na volbé orientované tsecky, kterou je volny vektor
reprezentovan. Existuje k nému inverzni zobrazeni. Analogicky jako pro ro-
vinny pripad se déd dokézat, ze toto zobrazeni 7 zachovava secitani vektoru
a nasobeni vektoru redlnymi ¢isly.

Neni proto nutno striktné rozliSovat mezi prostorem Ujz a
V3.

Vektor a = (ay,a9,a3) si muzete tedy predstavit jako
mnozinu vSech takovych orientovanych tsecek P(Q), kde
P = [p1,p2,p3], @ = [q1,q2,q3] v kartézském souradném
systému v prostoru, ze

G1—p1=a1 N @@ —p2=ax N q3— Pp3 = as.

S pojmem vektorového prostoru tzce souvisi pojem vektorového podpro-
storu. Uved'me si jeho definici.

Definice 4.3. (Vektorovy podprostor)

Necht P je vektorovy prostor definovany na mnoziné
P spoleéné s operacemi secitani ,,+“ dvou prvka z P a
nasobeni .-“ prvku z P redlnymi ¢isly. Necht M C P a



necht mnozina M spoleéné s témito operacemi ,,+, - tvoii
vektorovy prostor Ml. Potom vektorovy prostor Ml nazyvame
vektorovym podprostorem vektorového prostoru P.

Priklad 4.1. Necht M je takovd mnoZina uspoiddanych ¢tvefic realnych
cisel @ = (a1, as, as, ay), 7e as = ay. Ziejmé M C R*. Nechf a = (ay, ¢, a3, ¢),
b= (b,d,b3,d), kde ¢,d € R jsou pevné zvolend ¢isla a necht o € R. Potom
a,b € M. Polozme x = a+b = (a; + bj,c+d,as +bs,c+d), y=a-a=
(a-ay,a-c,a-ag,a-c). Zde operace ,,+ , - “ jsou operace secitani a ndsobent
v prostoru Vy. Je ziejmé, ze x, y patii do mnoziny M. Proto mnozina M
s témito operacemi ,,+“ , ,,-“ tvori vektorovy prostor M, ktery je vektorovym
podprostorem prostoru Vy.

Poznamka. Nase tivahy o volnych vektorech byly zalozeny na vice-méné
intuitivné chapaném pojmu orientované tusecky. Cilem pojednani nebyl ovsem
prostor volnych vektori. Cilem bylo pouze ukazat souvislosti mezi pojmem
volného vektoru, se kterym jste se seznamili na gymnéaziu a pojmem vektoru
z vektorového prostoru V,, pro n = 2, resp. n = 3.

4.2 Line arni kombinace vektory

Uvazujme systém linearnich algebraickych rovnic

ai71x1—|—...+ai7nmn:bi, 1= 1,...,TL. (412)

Pii jeho analyze je zapotiebi zjisfovat, zda
B nékterd z rovnic systému neni v rozporu s jinymi rovnicemi tohoto
systému
B zda kazda z rovnic dava nové pozadavky na hledany vektor zq, ..., x,,
B zda pozadavek, nékterou rovnici vyjadieny, je nebo neni jiz obsazen
v jinych rovnicich systému.
Tuto problematiku budeme tesit podrobné v kapitole 6.
Kazdé rovnici systému (4.12) pfifadime vektor (a;1,...,a;n,0;). K feSeni
nahotre uvedeného problému pouzijeme dale zavadéné pojmy: linearni kom-

binace vektoru, linedrni nezavislost a linearni zavislost vektoru. S témito
pojmy se setkdme i v jinych tvahach.

Definice 4.4. (Linearni kombinace vektori) -

Necht 'z, ..., " jsou vektory z vektorového prostoru P a
c1,...,Cy jsou realna cisla. Potom vektor

r=cz+...+c,"x

nazveme linedrni kombinact vektori 'z, ..., .

Linearni
kombinace
vektor

163




4. Line arni prostor

164

Linedrni
nezavislost
vektori

Piiklad 4.2. Necht
' =(2,3,-1), % = (5,2,6), & = (9,8,4)

jsou vektory z prostoru Vs. Ukazme, Ze vektor *z je linedrni kombinaci vek-

tort 'z, .

Ponévadz
2-x+=2-(2,3,-1)+(52,6) = (4,6, —2) + (5,2,6) = (9,8,4) ="z,

je vektor % skutecné linedrni kombinaci vektort z, %e.

Definice 4.5. (Lin. nezavislost a zavislost vektori) I

Necht 'z,...,"® jsou vektory z vektorovém prostoru P.
Rekneme, ze tyto vektory jsou linedrné nezavislé, jestlize

ax+.. . 4, "r=0 <= c=c=...=c¢,=0. (4.13)

Jestlize vektory ,...,"r nejsou linedrné nezdvislé, jsou

linearné zavislé.

Linedrni zavislost vektoru lze vyjadrit téz takto.

Poznamka. Vektory ., ..., "¢ z vektorovém prostoru PP jsou linedrné zavis-
1é, jestlize existuji takova cisla ¢y, ca, ..., c,, z nichz alespon jedno je ruzné
od0,zeci'c+...+¢c,"x=0.

Priklad 4.3. Ukazme, Ze vektory 'z = (1,4,—-4), & = (1,2,0),
%z = (1,5, —2) z prostoru V3 jsou linearné nezdvislé. Skutecné, ze vztahu

et tes-Pr=0
dostavame
c1- (1,4, —4) 4+ ¢+ (1,2,0) +¢3- (1,5,—2) = (0,0,0),
to jest
(c1+ co + ¢3,4c1 + 2¢9 + 5z, —4cy 4+ 0ca — 2¢3) = (0,0,0).

Aby rovnost mezi témito vektory platila, musi koeficienty ¢y, ¢o, ¢3 vyhovovat
systému linedrnich rovnic

C1 + Co + C3 = 0, (414)
401 -+ 202 -+ 503 = 0, (415)
—401 -+ 002 — 203 = 0. (416)

Jak se lehce presvédéime, ma systém rovnic (4.14)—(4.16) jediné feseni ¢; =
co = c3 = 0. Jsou tedy dané vektory linearné nezavislé.



Pozndmka. a) Vektor 0 je linedrné zavisly, nebot a0 = 0 pro kazdé
a e R.

b)  Vektory ,...."r, n > 1, jsou linedrné zavislé, kdyz a jenom kdyz
alespon jeden z nich lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich z nich.
(Dokazte!)

Piiklad 4.4. Vektory
(1,2,3), (—1,2,0), (1,6,6)
jsou linearné zavislé. Lehce nahlédneme, ze
2-(1,2,3) +(—1,2,0) = (1,6,6).

Vektor (1,6,6) jsme vyjadrili jako linearn{ kombinaci zbyvajicich dvou vek-
toru.

Zaved'me si nyni pojem hodnosti skupiny n vektort nasledujici definici. Hod-
nost skupiny vektoru ma zasadni vyznam pri vySetrovani resitelnosti systému
linearnich rovnic.

Definice 4.6. (Hodnost skupiny vektor)

Necht X = (z,...,"), je skupina n vektori z prostoru
P. Maximalni poc¢et linedarné nezavislych vektoru ve skupiné

X nazveme hodnosti skupiny vektoru X . Budeme ji znacit
h(X).

Poznamka. Necht A je matice typu (m,n). Na matici A se miZeme divat
jako na usporadanou m—tici radkovijch vektoru z vektorového prostoru V,,
resp. jako na uspordadanou n—tici sloupcovijch vektoru z vektorového prostoru
V. Aplikovanim definice hodnosti na radky matice dostavame radkovou
hodnost matice a aplikovanim definice hodnosti na sloupce matice dostavame
sloupcovou hodnost matice. Pozdéji ukdazeme, Ze pro kazZdou matici je sloup-
covd hodnost rovna jeji rddkové hodnosti. Pokud to nedokdzeme a vyslovné
nefekneme o jakou hodnost se jedna, budeme mit na mysli fadkovou hodnost.

Priklad 4.5. Urcete radkovou hodnost matice

12 3 4
A=| 56 7 8
6 8 10 12

Oznacme 'z, %, *r postupné prvni, druhy a tieti fddek matice A. Tedy

o= (123 4), (4.17)
T = (56 7 8), (4.18)
¢ = (6 8 10 12). (4.19)

Hodnost
skupiny
vektorl

Hodnost
matice
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Ziejmé vektor % je linedrné zavisly na vektorech 'z, %z, nebot

r ="z +
a vektory 'z, % jsou linedrné nezavislé. Skutecné, kdyby tyto vektory byly
linearné zavislé, byl by jeden z nich nasobkem druhého. To znamend, existo-
valo by takové ¢islo a, Ze by % = o'z to jest, platilo by

(567 8)=a(1 23 4).

Takové ¢islo a vSak evidentné neexistuje. Vektory &, %x jsou tedy linedrné
nezavislé. Tedy mezi vektory 'z, %x, *r jsou pravé dva linedrné nezavislé
vektory. Radkova hodnost matice A je tedy rovna 2.

Ukol. Dokazte si, ze horni schodovitd matice ma radkovou
hodnost rovnu poctu jejich nenulovych radku.

Poznamka. Hodnost matice budeme hledat pozdéji jejim pfevodem na horni
schodovitou matici o stejné hodnosti pomoci elementarnich transformaci,
o kterych ted pojedndme.

4.3 Element arni transformace

Uvodem zaénéme s nékolika priklady. Uvazujme mnozinu vS8ech matic typu
(3,4). Na kazdou matici z této mnoziny muzeme nahlizet jako na mnozinu
uspotrddanych vektori — fadkt. Necht napf.

1 2 3 4
A=|5 6 7 8[. (4.20)
9 10 11 12

Utvorme nyni matici B typu (3,4) tak, ze jeji druhy rddek je roven druhému
radku matice A nasobenému ¢islem (—3) a ostatni fadky matice B jsou
rovny odpovidajicim radkum matice A. Takto vznikla matice je matice

1 2 3 4
B=| —-15 —-18 —-21 —-24
9 10 11 12

Budeme fikat, ze matice B vznikla z matice A transformaci H1(2, —3). Bu-
deme psat B = H1(2,—3)A.

Obecné, nechf matice A je typu (m,n) a a je libovolné realné éislo, i je
libovolné prirozené ¢éislo 1 < ¢ < m. Oznaéme B tu matici typu (m,n), jejiz
ity Tddek je roven a-nadsobku i—tého rdadku matice A a jeji ostatni Tddky
jsou stejné jako odpovidajici Tadky matice A. Potom tekneme, Ze matice B



vznikla z matice A transformaci H1(i, ). Piseme pak

B = H1(i,a)A.
Necht tedy
aii Ce ain
@i—11 --- Ai—1n
A= a;1 e Ain
Ai+1,1 -+ Ait1n
Qm,1 s Qm,n

Potom B = H1(i,a) A je matice

ain . A1n
@ji—11 --- Ai—1n
B=| a-ap ... a-a;p
Ai+11  --- Gitln
am,l e am,n

Popisme nyni{ dalsi transformaci matice A typu (m,n). Vratme se opét k ma-
tici (4.20). Necht tedy

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 |. (4.21)
9 10 11 12

Utvorme nyni matici C' typu (3,4) tak, ze jeji treti fadek je roven souctu
prvniho a tretiho radku matice A a ostatni radky matice C' jsou rovny od-
povidajicim fadkum matice A. O takto vzniklé matici C fekneme, ze vznikla
transformaci H2(1,3) matice A. Budeme psat C = H2(1,3)A. Dostavame

1 2 3 4
C = 5 6 7 8
10 12 14 16

Obecné, necht matice A je typu (m,n) a i, j, i # j, jsou libovolnd prirozend
éisla 1 < i < m, 1 < j < m. Oznacme C tu matici typu (m,n), jejiz
j—ty radek je roven souctu i—tého a j—tého tddku matice A a ostatni radky
jsou stejné jako odpovidajici Tadky matice A. Potom fekneme, Ze matice C
vznikla z matice A transformaci H2(i, j). PiSeme pak

C = H2(i, j)A.
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Necht tedy
a1 ... Ain
CLi’l R ai,n
A=| :
@51 ajn
Q(m,1 Am,n
Potom C = H2(i, j) A je matice
CLl,l Ce alvn
ai,l e ai,n
C p—
CLj,1 + ai,l Ce CLj,n + CLi’n
am,l Ce CLm’n

Vratme se opét k matici (4.20) a vytvorme z ni matici transformaci slozenou
ze dvou transformaci H2(1,2), H1(2,—3). Necht tedy

1 2 3 4
A= 5 6 7 8
9 10 11 12
Ozna¢me F = H2(1,2)A. Dostdvame
1 2 3 4
F=|6 8 10 12
9 10 11 12

Na takto vzniklou matici F' aplikujme transformaci H1(2, —3). Polozme G =
H1(2,—3)F. Dostavame

1 2 3 4
G=| —-18 =24 -30 —-36
9 10 11 12

O matici G tekneme, ze vznikla postupnym aplikovanim transformaci
H2(1,2), H1(2,—3). (Jde o slozené zobrazeni).

Na matici typu (n, k) se muzeme divat jako na usporadanou skupinu n radku
— vektoru. V dalsim budeme uvazovat o usporadanych skupinach n vektoru
vektorovém prostoru P, ktery blize nespecifikujeme.

Zavedeme si transformace H1,H2 téchto usporadanch skupin vektoru ana-
logickym zpusobem, jak jsme to zavedli pro matice — usporadané skupiny
radku matic daného typu.



Poznamka. Komu dél4 potize tato abstrakce, at uvazuje fadky matic daného
typu.

Pozdéji si ukazeme jak vyuzit tyto transformace napt. pii feseni téchto tloh:

m Urcit hodnost matice.

m Vypocitat hodnotu determinantu matice.

m Resit systémy linearnich algebraickych rovnic.
Napted definujme zakladni elementarni transformace H1, H2. Transformace
H1, H2 a vSechny z nich slozené transformace budeme nazyvat elementarni-
mi.

Definice 4.7. (Zakladni elementarni transformace) ggj"n‘jie”'

Necht P je vektorovy prostor. Nechf X = (lz,..., ") je elementarnf
oy ’ . o . transformace

usporadana skupina n vektoru z P. Definujme transformace

(zobrazeni) H1(7, ), H2(1,j) takto:

Transformace H1(i, o). Transformaci

Y = Hl(i,0)X (4.22)

se k uspofddané skupiné vektori X = (‘z,...,"x) z P
piifadi uspotddand skupina vektorut Y = (y,...,"y) z P
takto:

=% pro k#i a y:=oa- . (4.23)
(To znamen4, 7e vektor ‘& nasobime ¢&fslem « a ostatni vek-
tory ponechdme bez zmény.)
Transformace H2(i, j). Transformaci

Y = H2(i, j) X (4.24)

se k uspofddané skupiné vektori X = (z,...,"x) z P
piifadi uspotddand skupina vektort Y = (y,...,"y) z P
takto:

=% pro k#j a Yy:=%r+'x

(To znamend, ze k j—tému vektoru ‘x se pficte i—ty vektor
'z a ostatni vektory se ponechaji bez zmény:.)
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Véta 4.3. (Odvozeni elementarni transformace)

Necht P je vektorovy prostor. Necht X = (‘z,...,"z)
je usporadnd skupina n vektoru z IP. Definujme transfor-
mace (zobrazeni) H3(i,j), H3(i,7), H4(i,a, 5, 0), i # j,
a # 0, 8 # 0 takto:

Transformace H3(i, j). Transformaci

Y = H3(i, /)X, i# ], (4.25)

se k uspoiddané skupiné vektori X = (lx,...,"z) z P

pritadi takovd uspoiddana skupina vektoru Y = (Yy,...,"y)
z P, Ze

k

hyo=lx, y.=—lx fy.=Fx pro k #i,j. (4.26)

(To znamena, ze skupina vektor1Y vznikne ze skupiny vek-
toru X vyndsobenim i—tého vektoru ¢islem (-1) a naslednou
vyménou i—tého a j—tého vektoru.)

Transformace H3(i, j). Transformaci
Y =H3(.5)X, i#] (4.27)

se k usporddané skupiné vektori X = (‘z,...,"x) z P
pritadi takovd uspoiddana skupina vektoru Y = (ly,...,"y)
z P, Ze

yo=lr Jy.='w, =" pro k #1i,j. (4.28)

(To znamena, ze skupina vektori1Y vznikne ze skupiny vek-
tort X vyménou i—tého a j—tého vektoru.)

Transformace H4(i,«, 7, 3), i # j, a # 0, §# 0. Trans-
formaci

Y = Ha(i, 0, )X, i#j, B#0 (4.29)

se k usporddané skupiné vektori X = (‘z,...,"x) z P
pritadi takovd uspoiddana skupina vektort Y = (ly,...,"y)
z P, Ze
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y=ar+ Bz, a fy="*e, k+#j.
(To znamena, ze skupina vektori1 Y vznikne ze skupiny vek-
toru X tak, ze k f—nasobku j—tého vektoru se pripocte a—
nasobek 1—tého vektoru a ostatni vektory se ponechaji bez
zmeny:.)
Potom transformace H3(i,j), ﬁ?)(i,j), HA(i, o, 7, B),
1 # j, a#0, B # 0 jsou elementarni.

Dukaz: Dokazme, Ze transformace H3(i,j) je elementdrni, to znamend, ze
je vytvorena postupnym aplikovanim elementarnich transformaci H1(i, o),
H2(i, 7).

V popisu budeme sledovat jenom vektory na i—té a na j—té pozici v uspota-
dané skupiné vektoru. Schematicky lze tento postup znazornit takto

e ‘T 4 I ‘T 4 I
i i g
e 4+ I e + I I
ip _iw _iw

Je tedy skutecne transformace H3(i,j) X elementarni.

Transformace ﬁ?)(i, Jj) vznikne postupnym aplikovanim transformaci H3(i, j)
a H1(j,—1). Je tedy elementarni.

Ukazme, Ze transformace H4(i, «, j, ) je elementdrni, to znamend, Ze se da
vytvorit postupnym aplikovanim transformaci H1(7, o), H2(z, 7). Skutecné,
polozme Y = H4(i,«, 5, 3)X. Skupina Y vznikne ze skupiny vektoru X
provedenim téchto postupnych elementarnich transformaci:

'Y = H1(i,0) X, %Y =HI1(j,8)'Y,

Y =H2(i,j)?Y, Y =HI(i,1/a)’Y.
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Hodnost
skupiny
vektort

Zabyvejme nyni se otazkou porovnani hodnosti skupiny vektoru X z P a
hodnosti skupiny vektoru Y z P, ktera vznikla ze skupiny vektoru X ele-
mentarnimi transformacemi. Ukdzeme, Ze tyto hodnosti jsou stejné.

Véta 4.4. Necht P je vektorovy prostor a X je usporddana skupina m
vektort z P
X =(=z,...,).

Oznacme 'Y usporadanou skupinu m vektoru z P, definovanou vztahem
Y =Hl(i,a)X, kde a€eR, a#0, 1<i<m.

Potom usporadané skupiny vektoru X, Y maji stejnou hodnost.

Dikaz: Ozna¢me h = h(X) hodnost usporddané skupiny vektoru X. Do-
kazme napted, ze h(Y') > h. Bez jmy na obecnosti muzeme predpoklddat,
ze ve skupiné X jsou vektory

(‘z,.... ") (4.30)
linedrné nezdvislé a ostatni vektory ("™, ... ™) jsou jejich linedrnimi kom-
binacemi. Predpokladejme, Ze

1<i<h.

Transformaci Y = H1(i,a) X se vektor *r transformuje na vektor *y, kde
i

=" prokazdé k#i, y=a 'z (4.31)

Polozme
-yt Y+ oy =0 (4.32)

Vzhledem k (4.31) lze tento vztah prepsat na tvar
I I U S B U I ) (4.33)
Ponévadz vektory (4.30) jsou linedrné nezavislé, je
c1=0,...,c;ca=0,...,¢, =0.
Ponévadz a # 0, dostavame odtud
=0 pro k=1,2,...,h,

takze vektory
1y72y7' A 7hy

jsou linedrné nezavislé. Je tedy hodnost h(Y) > h. Dospéli jsme k zavéru,
zeprol <i<hje

h(X) < h(H1(i,0)X) = h(Y). (4.34)



Predpokladejme nyni, ze

h<i<m.

Transformaci Y = H1(i, ) X se vektory (4.30) nemeéni, takze

hY) > h(X).

Dospéli tedy k dilécimu vysledku, ze
hMX) <h(Y)=h(H1(i,a) X, pro vSechna i, # 0. (4.35)

Ponévadz

X =HI1(i,1/a)Y,
je podle (4.35)

hMY) < h(H1(i,1/a)Y = h(X). (4.36)
Ze vztahu (4.35),(4.36) dostavame, ze
hX) = h(Y). 0

Véta 4.5. Necht P je vektorovy prostor a X je usporddand skupina m
vektort z P
X =(=z,...,").

Oznacme Z usporadanou skupinu vektori z P definovanou vztahem
Z = H2(i,j) X,

kde
i,j€{l,...,m}, i#].
Potom X, Z maji stejnou hodnost.

Dukaz: Oznacme h hodnost X, tedy h = h(X). Ponévadz hodnost X neni
zavisla na poradi vektoru, bez jmy na obecnosti budeme predpokladat, ze
ve skupiné X je prvnich h vektoru linearné nezavislych a zbyvajici vektory
jsou jejich linearnimi kombinacemi. Predpoklddame tedy, ze vektory

'z, x (4.37)
jsou linearné nezavislé a vektory
My M (4.38)

jsou jejich linearnimi kombinacemi.
Napred dokazeme, ze plati nerovnost

WX) < h(2). (4.39)

Ponévadz h(X) = h, nerovnost (4.39) bude dokdzana, nalezneme-li v Z h
linearné nezavislych vektoru. Budeme je hledat v nasledujicich piipadech pro
ruznd umisténi vektort ‘x,’x v uspoiddané skupiné X.
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10

20

Predpokladejme, ze
1<h, j<h. (4.40)

Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze i < j. Potom
X =z, = Jz. . " . ") (4.41)
Transformaci H2(7, 7) X se vektory (4.41) transformuji na vektory
Z =(z,. . .z, .. (c+x),. . x. . ") (4.42)
Dokazme, ze prvnich h vektort v Z je linearné nezavislych. Polozme
-zt derrt A (i) 4oy =00 (4.43)
Upravou dostavame
et () et e e "2 =00 (4.44)

Vzhledem k linedrni nezavislosti vektoru (4.37) dostdvame odtud sys-
tém rovnic

ci+c¢=0, =0 prok =1,...h, k#i. (4.45)

Odtud plyne zejména c¢; = 0. Ponévadz ¢; +¢; = 0 jei ¢ = 0. Je
tedy ¢; = 0,...,c, = 0, takze prvnich k vektoru v (4.42) je linedrné
nezavislych.
Predpokladejme, ze

1<7<h<u.

V tomto piipadé je
X =z, . Jzx,. . Jr. .. . ")

Tyto vektory se transformuji transformaci H2(7, j) X na systém vektoru

Z =(z,... e+, . x0T (4.46)
Polozme

a-z+. te-lrt)+. o =0. (4.47)
Vektor x je dle piedpokladu linedrni kombinaci vektori ‘'z, ..., ",

takze existuji takova ¢isla (3, ... Oy, ze

=0 -r+.. . +8 T+ + B (4.48)
Dosadme za ‘z do (4.47). Dostdvéame
et e (Bt B4+ B E) + 4o = 0.
Po tpraveé dostavame

(cl+cj-61)-1w+...+cj-(1+ﬁj)-jw+...+(ch+cj-ﬂh)-hw =0. (449)



30

Vzhledem k linedrni nezévislosti vektori ‘z, ..., "¢ je

Cl—f—Cjﬁl:O, 7CJ<1+ﬁJ):0,,(Ch+CJﬁh):O <450)

Mohou nastat dva piipady: a) §; # —1, b) ; = —1.

a) to jest B; # —1. Ze vztahu ¢; - (1 + ;) = 0 vyplyva, ze ¢;=0.
Z (4.50) tedy dostavame ¢y = 0 pro k = 1,...h. Jsou tedy vektory
(4.47) linedrné nezavislé, takze h(X) < h(Y).

b) Necht §; = —1. V tomto piipadé ze vztahu ¢;-(1+5;) = 0 vyplyvé,
ze ¢; muze byt libovolné ¢islo. Vektory (4.47) jsou tedy v tomto piipadé
linearné zavislé. Ukazeme, ze v tomto pripadé jsou vsak vektory

o T e I e e (4.51)

linearné nezavislé. Polozme
-zt e Tt eyt - =00 (4.52)
Dosadime-li sem za ‘z vztah (4.48) pro 3; = —1, dostdvame po upravé

(C1+Ci'ﬂ1)'1€B+...+(Cj71+0i'5j71)'j_1$+
et Bi) T+
oot (entci Bt 4. =i =0. (4.53)

Ponévadz vektory (4.37) jsou linedrné nezavislé, dostdvame z (4.53)
tento systém rovnic:

=0, c+g¢- Bk =0 (454)
prok=1,2,...,7—1,7+1,...,h. Odtud dostavame, ze
617027...,Cj_1,6j+1,...,Ch,Ci

jsou rovny nule. Jsou tedy vektory (4.51) skutecné linedrné nezavislé.

Necht j > h. V tomto pripadé se vektory (4.37) transformaci Z =
H2(i, 7) X nezménily, jsou tedy linedrné nezavislymi. Je tedy i v tomto
piipade h(Z) > h(X).

Zatim jsme dospéli k tomuto vysledku. Necht X je uspoiadand skupina
m vektortu. Potom uspotadana skupina m vektoru Y

Y =Hl(i,a)X, 1<i<m, a#0
ma stejnou hodnost jako X a uspotradana skupina vektoru Z
Z =H2(i,j) X

méa hodnost, pro niz plati h(Z) > h(X). Je-li tedy U usporddand
skupina vektoru, vytvorena postupnym aplikovanim téchto dvou tran-
formaci (elementdarnich transformaci), mé hodnost h(U) pro niz plati

h(X) < h(U). (4.55)
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Tohoto poznatku vyuzijeme k dikazu, ze h(Z) > h(U). Necht tedy
Z ="H2(i,j)X. Polozme

A=HI1(i, -1)Z, B=mH23, j)A, U=H1(i, -1)B.

Potom U = X. Tedy X jsme ziskali z Z elementarni transformaci,
takze podle toho co jsme uvedli, je

h(X) > h(Z). (4.56)

coz je vztah, ktery jsme chtéli dokazat. n

Necht P je vektorovy prostor a X je usporddand skupina
m vektoru z P

X =(z,...," ).

Oznacme Y usporadanou skupinu m vektoru z P, ktera
vznikla z X elementarni transformaci. Potom skupiny vek-
tort X, Y maji stejnou hodnost.

Dikaz: Ponévadz kazda elementarni transformace vznika postupnym apli-
kovanim zékladnich elementarnich transformaci, je tvrzeni véty bezprostied-
nim dusledkem vét (4.4), (4.6). 0

Na zakladé téchto vysledku muzeme vyslovit nasledujici vétu.

ié\ Véta 4.7. (O hodnosti matice) _

Necht A je matice typu (m,n). Potom
m Matice H1(i,a) A, kde a # 0 je matice, ktera vznikne

Elementarni z matice A tak, ze jeji i—ty radek vynasobime c¢islem o

transformace a ostatni radky ponechame beze zmény

matic m Matice H2(i,j) A je matice, kterd vznikne z matice A
tak, ze k jejimu j—tému radku pricteme jeji i—ty radek
a ostatni radky ponechame beze zmeény.
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m Matice H3(i,j)A je matice, ktera vznikne z matice A
tak, ze vzajemné vyménime jeji i—ty a j—ty radek a
po provedeni této vymény nasobime j—ty radek c¢islem
(—1) a ostatni radky ponechame beze zmeény.

m Matice H3(i, j)A je matice, kters vznikne z matice A
tak, ze vzajemné vyménime jeji 1—ty a j-ty radek a
ostatni radky ponechame beze zmény.

m Matice H4(i,«, j,5)A, kde B # 0 je matice, ktera
vznikne z matice A tak, Ze jeji j—ty radek nahradime
souctem (3— nasobku jejiho j—tého radku a a—nasobku
jejtho 1—tého radku a ostatni radky ponechame bez
Zmeny.

Postupnym aplikovanim téchto transformaci na matici A
dostaneme matici, ktera ma stejnou radkovou hodnost jako
matice A.

Sloupcovou hodnost matice ur¢ime podle analogické véty, ktera vznikne z veé-
ty 4.7 tak, ze v ni slova ,,fadek“ nahradime slovy ,sloupec*®.

4.4 Symbolika pouzit a pro popis n €kterych vypo ctovych
postupu

V popisu vypoctovych postupt budeme pouzivat jen konstant, nebudeme
pouzivat symbolu proménnych, jimz jesté nebyla prirazena hodnota z jejich
oboru.

Pro pritazeni budeme pouzivat symbol ,:=*. Jestlize tedy napt. x je promén-
néa s oborem realnych ¢isel, pak zapisem

r:=25

pritazujeme proménné x hodnotu ,5% V dalsim oznacuje x ¢islo 5 az do
doby, kdy této proménné x nepfitadime jinou hodnotu. Chceme-li hodnotu
proménné x zménit, napt. zvétsit o c¢islo 8, pouzijeme zapisu

r:=x+8. (4.57)

Tento zapis muzeme ¢ist napt. takto: K aktudlni hodnoté proménné z pii-
¢teme cislo 8 a tuto hodnotu prifadime proménné x. V nasem piipadé bude
mit potom proménnd x hodnotu ,,5+ 8¢, to jest hodnotu 13. Na vztah (4.57)
se neni mozno divat jako na rovnici. Napf. neni mozno na jeho obé strany
byla prifazena hodnota, muzeme ptiradit novou hodnotu. Tim jeji puvodni
hodnota zanikne.
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Hodnost
schodovité
matice

Uzitim proménnych, kterym jiz byly prifazeny hodnoty z jejich oboru, mu-
zeme vytvéaret vyrazy. Pifkladem vyrazu je napf. prava strana v (4.57).
hodnot vsech matic daného (stejného) typu a predpoklddejme, Ze proménnym
A, B byly jiz pritazeny konkrétni matice. Potom prifazenim

C:=2-A+3-B (4.58)

je proménné C' piifazena matice rovna souctu aktudlni hodnoty matice A
vynéasobené ¢islem 2 a aktualni hodnoty matice B vynasobené ¢islem 3. Zde
2-A+3- B je vyraz.

Byla-li jiz matici A pritazena hodnota z jejtho oboru, predpokladame, ze
timto pfifazenim je prifazena i hodnota symbolim oznacujicim jeji prvky a; ;,
resp. symbolum pro vektory A(i,:), A(:, j) pro aktudlni hodnoty proménnych
i,7. (Pfipomenme si, ze symbolem A(i,:) rozumime ity fadek matice A a
symbolem A(:, j) rozumime j—ty sloupec matice A.) Napf., jestlize se nékde
Vv popisu vyskytne ag 1, jednd se o aktualni hodnotu prvku matice A v jejim
druhém tadku a prvnim sloupci. Podobné, jestlize se v popisu pouzije symbol
A(2,:), rozumi se jim aktualni hodnota druhého Fadku matice A. Jako dalsi
piiklad pfifazeni si uvedme piifazeni

A(3,:) = A(1,:). (4.59)
Timto prirazenim byla zménéna matice A tak, ze jeji treti fadek byl nahrazen

aktualni hodnotou prvniho fadku matice A, aniz by se prvni fadek matice
A néjak zménil.

Poznamka. V popisu vypoctového postupu délame tedy rozdil mezi symbo-
lem ,,:=* a symbolem ,=%. Napf. proménné x prirazujeme ¢islo 5 piikazem
x =5, a zapisem y = 3 vyjadiujeme, zZe proménnd y ma hodnotu 3.

Mimo popis vypoctového postupu nebudeme ¢init rozdil mezi témito dvéma
ruznymi symboly a budeme pouzivat jen symbolu ,=*. Ze souvislosti je pa-
trny vyznam pouzitého symbolu ,,=*.

4.5 Urceni hodnosti matice

Ztejmé plati

Necht X je nenulovd schodovitd matice. Potom jeji hodnost
je rovna poctu jejich nenulovych radku.

Uvedli jsme si, ze matice Y, kterd vznikne z matice X elementarnimi trans-
formacemi, ma stejnou hodnost jako matice X . Popisme tedy vypoctovy po-
stup jak elementarnimi transformacemi transformovat danou matici X # 0
na horni schodovitou matici.



Transformace matice X na horni schodovitou matici

Necht X je nenulové matice typu (m,n), kterd nen{ ve schodovitém tvaru.
Jeji transformaci na matici schodovitého tvaru , oznac¢ime ji opét X, prove-

dem takto.
Zacatek
Polozme
B1. Budeme vytvéret i-ty fddek hledané matice schodovitého tvaru.

B2.

B3.

B4.

B5.

B6.

K cislu ¢ urcéime nejmensi poradové cislo sloupce matice X, v jehoz
fadcich 2,7 + 1,...,m je alespon jeden nenulovy prvek. Toto poradové
¢islo sloupce oznacme s;.

Zvolme p € {i,...,m}, pro nez je x,, # 0. (je-li takovych p vice,
zvolime jedno z nich). p-ty rddek matice X nazveme hlavnim tddkem.
Je-li p # 1, vyménime navzijem p-ty a i-ty radek metice X. Po této
vymeéneé je -ty radek hlavnim tadkem. Je-li p = i, je jiz i-ty tédek
hlavnim radkem.

Provedeme nyni takové elementarni “transformace, aby po jejich rea-
lizaci byly prvky @ii1,,. .., Zm,s, rovny 0. Toho dosahneme napi. ele-
mentarnimi transformacemi

X = HA(I, —%j s, Tis,) X

pro ty indexy j =i+ 1,...,m pro néz z;,, # 0.
Jestlize matice X neni jesté ve schodovitém tvaru, polozme

a prejdeme zpét na B1.
Je-li X ve schodovitém tvaru, je transformace ukoncena. Hodnost dané
matice je pak rovna poc¢tu nenulovych radku schodovité matice.

Priklad 4.6. Urcete rddkovou hodnost matice

013 2 3

0 6 4 1
X =

00 0 1 2

01 3 2 4

uzitim jeji transformace na horni schodovitou matici.

Reseni. Polozme

01323
0 26 41
X = , m: =4, n:=5
00012
013 2 4
V nasledujicim popisu vypoctového postupu bude oznaceni Bl-t,...,B6-2

znamenat tikony B1-B6 pro dané 1.
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B1-1
B2-1

B3-1

B4-1

B5-1

Zacatek
1:=1

Budeme vytvdret i-ty (proni) radek hledané schodovité matice.
K ¢islu i (to jest k ¢islu ¢ = 1) uréime nejmensi poradové ¢islo sloupce,
v jehoz fadcich 4,...,m (to jest v jehoz fadcich 1,2,3,4) je nenulovy
prvek. Je to druhy sloupec. Polozime tedy s; := 2 (51 = 2).
Zvolime hlavni tddek. V s;~tém sloupci (to jest ve 2. sloupci) jsou
nenulové prvky v fadcich 1,2,4. Z nich zvolime jeden. Jeho potadové
¢islo oznacime p. Rozhodneme se pro tadek p = 1, ktery zvolime jako
hlavni.
Ponévadz jsme zvolili za hlavni fadek p—ty fadek, kde p = 14, ne-
provadime vymeénu radku p s tfadkem .
Provedeme nyni takové elementarni tranformace matice X, aby po je-
jich realizaci byly v s;-tém sloupci (to jest ve druhém sloupci) v fadcich
i+1,...,m (tojest v fadcich 2, 3, 4) nulové prvky. (Prvky x99, 232, 242
eliminujeme). Toho doséhneme napi. elementarnimi transformacemi

X :=HA(, —xjs;, ], Tis;) X proj=i+1,...,m, jeliz;, #0.

Ponévadz i = 1, s; = 2, m = 4, eliminaci provedeme elementdarnimi
transformacemi

X =HA(l, —xj2,7,x12) X, pro j = 2,3, 4.
To znamend, ze prvek x;o pro kazdé j € {2,3,4} eliminujeme tak, ze
hlavni radek (to jest prvni fadek) vyndsobime ¢islem (—x;2) a pficteme
jej k j-tému radku vynasobeného ¢islem x4 5.
e Polozme j :=i+ 1 (tedy pro j = 2) dostdvame
X = H4(1, —az 2, 2, a172)X.
Po této transformaci je druhy radek matice X roven
X(2,:)=-2-(01323)+1-(02641)=(0000 —5)
a ostatni fadky matice X se neméni.

e Polozme j := j 4 1. Je tedy j = 3. Ponévadz x;, = 0, (to jest
r32 = 0), eliminaci neni tfeba provadét a prejdeme k dalsimu
radku.

e Polozme j := j + 1. Je tedy j = 4. Ponévadz z;,, = 1 # 0, (to
jest x4 # 0,) provedeme elementarni transformaci

X = H4(1, —a472, 4, a172)X.
Po této transformaci je ¢tvrty fadek matice X roven

X(4,:)=—-1-(01323)+1-(01324)=(0000 1).



B6-1

B1-2
B2-2

B3-2

B4-2

B5-2

B6-2

B1-3

Ostatni radky matice X se neméni.

01 3 2 3

00 0 0 =5
X —

00 01 2

00 00 1

Ponévadz obdrzend matice X jesté neni horni schodovitou matici, po-

lozime

a prejdeme na bod B1.

Je tedy i = 2. Budeme vytvaret druhy rddek horni schodovité matice.
K ¢islu 4 (to jest k ¢islu ¢ = 2) uréime nejmensi poradové ¢islo s; (to
jest s9) sloupce, v jehoz tédcich 4, ..., m (to jest v jehoz fadcich 2,3, 4)
je nenulovy prvek. Je to ¢tvrty sloupec. Polozime tedy s; := 4 (so = 4).
Zvolime hlavni fadek. V s;-tém sloupci (to jest ve 4. sloupci) je v fad-
cich 2, 3,4 nenulovy prvek jen v fadku 3. Jeho poradové ¢islo oznacime
p. Tento tadek zvolime za hlavni tadek. Je tedy p := 3.

Ponévadz jsme zvolili za hlavni tadek tadek p, kde p # ¢, provedeme
v matici X vyménu rddku p s fddkem i. (Tedy vyménu druhého a
tretiho fadku.) Dostavame tak matici

01 3 2 3

00 01 2
X —

0000 =5

0000 1

Provedeme nyni takové elementarni transformace matice X, aby po je-
jich realizaci byly v s;-tém sloupci (to jest ve ¢tvrtém sloupci) v fadcich
i+1,...,m (to jest v fddcich 3, 4) nulové prvky. (Prvky w34, 244 eli-
minujeme.) Avsak v tomto ptipadeé jsou prvky xs4, 244 rovny 0, takze
eliminaci neni tieba provadét. Je tedy vysledna matice v tomto kroku

01 3 2 3

00 01 2
X =

0000 =5

00 00 1

Obdrzena matice X jesté neni horni schodovitou matici, proto polozime

a pfejdeme na bod B1.
Je tedy ¢ = 3. To znamené, ze budeme vytvaret tieti fadek hledané
schodovité matice.

181




4. Line arni prostor

182

B2-3 K cislu i (to jest k ¢islu ¢ = 3) uréime nejmensi poradové ¢islo s; (to jest
s3), v jehoz fadcich 4,...,m (to jest v jehoz fadcich 3,4) je nenulovy
prvek. Je to paty sloupec. Polozme tedy s; :==5 (s3 = 5).

B3-3 Zvolime hlavni fadek. V s;-tém sloupci (to jest v 5. sloupci) jsou ne-
nulové prvky v fadcich 3, 4. Z nich zvolime jeden. Jeho poradové ¢islo
oznac¢ime p. Rozhodneme se pro fadek p = 4, ktery zvolime jako hlavni.

B4-3 Ponévadz jsme zvolili za hlavni fadek p-ty fadek, kde p # i, provadime
vyménu fadku p s fadkem 2. Po této vymeéneé je

01 3 2 3

0 0 01 2
X —

00 00 1

000 0 =5

B5-3 Provedeme nyni takové elementarni transformace matice X, aby po
jejich realizaci byly v s;-tém sloupci (to jest v patém sloupci) v fadcich
i+1,...,m (to jest v fadku 4) nulové prvky. (Prvek z4 5 eliminujeme.)
Toho 1ze dosahnout napt. elementarni transformaci

X = HA4A(3, —x45,4,235) X.
Vypoctem dostavame

X(4,)=5-(00001)+1-(0000 —5)=(00000).

Je tedy
013 2 3
00012
X —
00001
00000

B6-3 Ponévadz obdrzend matice je jiz horni schodovitou matici, je transfor-
mace dané matice na horni schodovitou matici jiz ukoncen.

Ponévadz obdrzena schodovitd matice ma celkem tii nenulové fadky, je jeji
hodnost a tedy i hodnost zadané matice rovna 3. Tedy h(X) = 3.

Priklad 4.7. Urcete hodnost skupiny vektoru

la=(10 —12), a=012 —1), a=(013 —6).

Reseni. Uloha je ekvivalentni s tlohou nalezeni fadkové hodnosti matice

10 -1 2
A= 01 2 -1
01 3 -6

Tuto hodnost hledejme transformaci matice A elementarnimi ransformacemi
na horni schodovitou matici postupem popsanym na str. 179.



B1-1
B2-1

B3-1

B4-1

B5-1

B6-1

B1-2
B2-2

B3-2

B4-2

B5-2

B6-2

Dané vektory ‘a,

Polozme

1:=1
Budeme vytvaret i-ty fadek (1. fadek) schodovité matice.
K ¢islu ¢ = 1 urcime nejmensi poradové cislo sloupce matice A, v jehoz
fadcich 1, 2, 3 je alespon jeden prvek ruzny od 0. Je to v prvnim sloupci.
Pokladame tedy s; := 1.
Hleddame nyni radek matice A, v jehoz sloupci s poradovym ¢islem
sy = 1 je nenulovy prvek. To jest, hledame p € {1,2,3}, pro néz je
aps, 7 0. Je to pro p = 1. Polozme tedy p := 1. Rédek p = 1 volime za
hlavni.
Ponévadz p = 1, neprovadime vyménu p-tého a i-tého tadku. Prvni
radek je hlavnim.
Ponévadz vSechny prvky v prvnim sloupci poéinaje druhym fadkem,
jsou nulové (tj. prvky a;; = 0 pro j = 2,3), prejdeme k B6-1.
Matice A neni horni schodovitou matici, proto polozime

a jdeme zpét k bodu B1.

Je tedy ¢ = 2. Budeme vytvaret 2. fadek schodovité matice.

K ¢islu 4 (tj. k ¢islu ¢ = 2) uréime nejmensi poradové ¢islo sloupce s;
(to jest s2), v jehoz tadcich 2, 3 je nenulovy prvek. Je to druhy sloupec.
Polozime tedy s9 := 2.

Zvolime hlavni fadek. Ve sloupci s poradovym ¢islem sy (tj. ve druhém
sloupci) hledame index j, j > i, tak, aby a;,, # 0. Je to pro j = 2 a
pro j = 3. Zvolme jedno z nich. Rozhodneme se pro j = 2. Polozime
p := 2. Bude tedy p-ty fadek hlavnim fadkem.

Ponévadz jsme zvolili za hlavni fadek p-ty tadek, kde p = ¢, nepro-
vadime vzdajemnou vyménu p-tého a i-tého tadku. Je tedy i-ty radek
hlavnim tadkem.

Provedeme nyni takové elementarni transformace, aby po jejich reali-
zaci byly v s;-tém sloupci (ve druhém sloupci) v fadcich i + 1,...,m
(to jest v fddku 3) nulové prvky. Toho doséhneme napft. elementarn{
transformaci

A= H4(27 —as 2, 3, CLQQ)A.

Vypoctem dostavame
A3,:))=-1012 —=1)4+1(013 —6)=(001 —5).

Celkem dostavame

10 -1 2
A=101 2 -1
00 1 =5

Dosazend matice A je horni schodovitd matice. Ponévadz ma tii nenu-
lové tadky, je jeji hodnost rovna 3, je tedy h(A) = 3.

%a,%a jsou linedrné nezavislé.
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Definice
baze

Priklad 4.8. Urcete hodnost matice

o o o
[T SO NC -
O T N O
o © W W

Reseni. V tomto piikladé naznacime pouze vysledky jednotlivych iprav bez

komentare.
02243 02243
00123 00123 02243
X:o2489N00246N<00123>'
00246 00246

M4 tedy matice X hodnost 2.

4.6 Baze vektorov €ho prostoru

Zavedme si nyni pojem béaze. V nékterych vektorovych prostorech existuji
vektory, které maji tu vlastnost, ze kazdy vektor tohoto prostoru lze vyjadrit
jako jejich vhodnou linearni kombinaci. To néas vede k této definici.

Definice 4.8. (Baze vektorového prostoru) -

Necht P je vektorovy prostor. ‘e, ..., " jsou vektory z P
s témito vlastnostmi:
1. jsou lineadrné nezavislé
2. kazdy vektor prostoru P se d& vyjadrit jako jejich
linearni kombinace, to jest, ke kazdému vektoru a € P
existuji takova ¢isla cq, ..., c,, ze

a=cle+...+¢c,".

Potom iikdme, Zze vektory e, ..., " z P tvoii jeho bézi.

Priklad 4.9. Dokazte ze vektory
'e = (1,0,0), % = (0,1,0), % = (0,0,1)

tvoti béazi vektorového prostoru Vs.

Dikaz. Dokazme predevsim, ze vektory



jsou linearné nezavislé. Abychom to dokézali, hledejme koeficienty ¢y, ¢, s,
pro néz je
6116—1-02264—6336 = O,

to jest, pro néz je
c1-(1,0,0) +¢2-(0,1,0) + ¢35 - (0,0,1) = (0,0,0).

To ziejmé plati kdyz a jenom kdyz ¢; = co = ¢3 = 0. Jsou tedy vektory
le = (1,0,0), % = (0,1,0), % = (0,0, 1) skutecné linedrné nezavislé.
Necht nyni @ = (ay, as, asz) je libovolny vektor z V3 a hledejme koeficienty

c1,Co, C3, Pro Néz je

e =a,

Clle+0226—|—63
to jest, pro néz plati
C1 - (170, O) + Co - (O7 1, O) + C3 (0, O7 1) = (al, CL27CL3).
Odtud dostavame ¢; = aq, ¢y = as, c3 = az. Vektory

'e = (1,0,0),% = (0,1,0),% = (0,0,1)

maji vlastnosti uvedené v definici 4.8, takze tvoii bazi vektorového prostoru
V3.

Priklad 4.10. Dokazte, ze vektory
'f=(1,1,0), ’f =(0,1,0), °f = (1,1,1)
tvori bazi vektorového prostoru Vs.
Budeme postupovat podobné jako v minulém piikladé. Napted dokézeme, ze
vektory
'fff
jsou linearné nezavislé. Hledejme koeficienty ¢y, co, c3, pro néz je
a'f +e’f +e’f =0,
to jest, pro néz je

¢1-(1,1,0) + 5+ (0,1,0) + ¢+ (1,1,1) = (0,0,0).

To zfejmé plati kdyz a jenom kdyz

c1 + 0- cy+c3 = 0, (460)
Cc1+C+c3 = 0, (461)
0- c1 + 0- cy+c3 = 0. (462)

Tento systém rovnic ma prave jedno feSeni a to ¢; = co = c3 = 0. Jsou tedy
vektory 'f = (1,1,0), 2f = (0,1,0), 3f = (1,1,1) linedrné nezavislé.

Abychom dokazali, ze tyto vektory tvoii bazi vektorového prostoru Vs, mu-
sime jesté dokazat, ze kazdy vektor a € V3 se da vyjadrit jako linearni
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kombinace vektori 'f, 2f, 3f. Necht tedy a € P. Hledejme nyni koeficienty
C1,Ca,C3, PTO N&Z je ¢1 'f + o *f + c33f = a, to jest, Ze

Cq - (17 1,0) + Co - (07 1,0) + C3 - (17 1, 1) = (a17a27a3).

To ztejmé plati kdyz a jenom kdyz

c1 + 0- co+c3 = ai, (463)
c1+e+c3 = as, (4.64)
0'01 +0'02+C3 = as. (465)

Odtud dostavame ¢, = a1 — az, co = as — a1, c3 = az. Vektory

'f=(1,1,0), % =(0,1,0), °f = (1,1, 1)

maji vlastnosti uvedené v definici 4.8, takze tvoii bazi vektorového prostoru
V3.

Vsimnémeé si blize obou téchto prikladu. V obou piikladech jsme uvazovali
tentyz vektorovy prostor. Ukazali jsme, ze jak vektory

'e = (1,0,0), %e = (0,1,0), e = (0,0,1)
tvori bazi vektorového prostoru Vs, tak i vektory

'f=(1,1,0), °f = (0,1,0), °f = (1, 1,1)

tvoti bazi vektorového prostoru Vs.

Baze vektorového prostoru Vs neni tedy urcena jednoznaéné. V nahote uve-
deném prikladé byl pocet vektoru tvoricich bazi téhoz vektorového prostoru
V3 v obou piipadech stejny. Naskyta se otazka, zda se jednd o nahodilost,
anebo zda se jedna o néjakou zakonitost. V piipadé, ze pocet vektoru tvoricich
bazi by byl stejny pro kazdou bazi, potom tento pocet by charakterizoval
piislusny vektorovy prostor. Uved me si tedy ndsledujici vétu, kterd odpovida
na tuto otazku.

Véta 4.8. Necht P je vektorovy prostor a e, ..., " je jeho bédze, tvorena n
vektory. Potom plati:
m Jestlize 'f,...,™f je skupina m vektori z P, kde m > n, potom v nf je
nejvyse n linearné nezavislych vektorii.
m Kazda skupina n linearné nezavislych vektoru z P je jeho baze.
m Cislo n nyzyvame dimenzi vektorového prostoru IP. Piseme dimP = n.
Dtikaz: Bez dukazu. 0

Dokazte si platnost tohoto tvrzeni

Aritmeticky vektorovy prostor V, ma dimenzi rovnu n, tj.
dimV,, = n. Jedna z jeho bazi je tvorena vektory

'e =(1,0,...,0), 2e=(0,1,...,0),..., "e=(0,0,...,1).




Uved'me si nyni pojem vektorového podprostoru vektorového prostoru P.

Definice 4.9. (Vektorovy podprostor)

Necht P je vektorovy prostor. Nechf @ C P a necht pro
kazdé dva prvky z,y € Q) je v +y € @ a pro kazdé x € Q)
a kazdé a € R je a-x € Q). Zde symboly ,+“ a ,,-“ jsou
operace secitani a nasobeni v prostoru P. Potom mnozina
() spole¢né s uvedenymi operacemi ,,+“ a ,,-“ je vektorovym

podprostorem vektorového prostoru P, znacime jej Q.

Uved'me si jesté pojem vektorového prostoru generovaného systémem vektori.

Definice 4.10. (Linearni obal mnoziny) _

Necht P je vektorovy prostor a necht M C P. Po-
tom mnozinu @ vSech linearnich kombinaci vektoru z M
nazyvame linearnim obalem mnoziny M. Mnozina Q s ope-
racemi ,,+“ a ,,-“ tvofi vektorovy podprostor Q prostoru P.
Rikdme, ze prostor Q je generovan mnozinou M.

Jestlize U je vektorovy podprostor prostoru P obsahujici M,
potom Q C U.

Piiklad 4.11. Necht @ je mnozina téch vektort z Vs, jejichz prvnf a tieti
slozka je stejna. Potom mnozina () s operacemi ,+“ a ,,-“ definovanymi
v prostoru Vs, je vektorovym podprostorem Q prostoru Vs. Vektory

(1,0,1,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1) (4.66)
tvori jeho bazi.
Skutecné. Necht
a = (s,as,S8,a4,a5), b= (r,by,7, by, b5)
a a,r,s jsou libovolnd ¢isla. Potom
a+b=(s+ras+bys+r a4+ by as+ bs),

takze prvni a tieti slozka tohoto souctu je stejna, takze tento soucet patii do
mnoziny ). Podobné

a-a=(a-s,a-ay a8, a-ay «-as),

takze prvni a treti slozka tohoto soucinu je stejnd, takze soucin « - a patii
do mnoziny ). Tato mnozina () s operacemi ,,+“ a ,,-“, definovanymi v Vi,
je vektorovym podprostorem Q prostoru Vs.

=

Vektorovy
podprostor
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Ukazme jesté, ze vektory (4.66) tvoii jeho bazi. Dokazme napted, ze jsou
linearné nezavislé. Skutecné, hledejme takova ¢y, ca, ¢3, ¢4 pro néz je

Cl.(1’ O’ 1’ O’ 0)+02.(O’ 1’ O’ 0’ O)+63(O7 0? O? 1) O)+C4(0) 07 0, 07 1) = (Og 07 0, 07 0)
Odtud dostavame
(c1,¢2,¢3,¢4) = (0,0,0,0).

Tento vztah je splnén zfejmé jenom v piipadé, ze
01202203204:0.

Jsou tedy vektory (4.66) linedarné nezavislé.

Necht nyni
a = (87 a2, S, a4, CL5)

je libovolny vektor z Q. Potom
s-(1,0,1,0,0) +as - (0,1,0,0,0) + ay - (0,0,0,1,0) + as - (0,0,0,0,1) =

= (s,az,s,a4,as)
Lze tedy vektor a = (s, as, s, as, as) vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru
(4.66). Tim je dukaz proveden.
Zaroven lze konstatovat, ze vektorovy prostor Q je generovan vektory (4.66).

Vratme se k systému rovnic (3.35)
Az —b, (4.67)

kde A je matice typu (m,n), b je vektor (m, 1) a neznamy vektor x je typu
(n,1).

Oznacme
a1 a2 ain
g — 21 7 % — (l2.72 7 7 ng (lz.,n ’
Am,1 Qm,2 Qm,n
b
.
an

Potom systém (3.35) lze zapsat jako

aini a2 ain by
21 @29 2. by

Iy . + To . + e + 7 . - )
Qm,1 Qm,2 Qm,n bm
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tj.

ra+ a4 -+ 1x,"a =0 (4.68)
Priiklad 4.12. Systém linearnich rovnic

ZL’1+3[L’1—3$3 = —12
4$1+5$2+2$3 = 6

lze zapsat jako
1 4 3 n -3\ [ —12
Tla)T2 s )T 2 )T 6

Poznamka. Pro kazdou uspotadanou n-tici realnych ¢isel je leva strana
(4.68), tj. vektor
rla+la+ - +z,"a

vektorem z vektorového prostoru G generovaného sloupcovymi vektory ma-
tice A, tj. vektory 'a,’a,...,"a. Systém rovnic Az = b ma feseni kdyz a
jenom kdyz b € G.

4.7 Skalarni sou ¢in, norma a vzd alenost ve vektorov ém
prostoru

Na gymnéziu se zavadi pojem skalarniho souc¢inu dvou volnych vektoru. Toto
zavedeni se motivovalo potiebami fyziky. Skalarni soucin jste vyuzivali nejen
ve fyzice, ale i v analytické geometrii a to jak v tlohach s piimkami, tak
i v dlohach s rovinami. Pojem skalarniho souc¢inu dvou volnych vektoru a
vypocet ithlu dvou nenulovych volnych vektoru nas bude motivovat k zave-
deni skalarniho souc¢inu a dhlu dvou vektoru v obecnych vektorovych pro-
storech. S témito pojmy se pak muzete setkat pri feseni ruznych aplika¢nich
uloh. Za¢néme tedy s volnymi vektory.

Definice 4.11. Uhlem volnych vektori @, ? rozumime tihel
¢ € (0,m),

—
o ktery je nutno otocit orientovanou tsecku AB, reprezentujici @, kolem
—
bodu A v roviné uréené body (A, B,C') do sméru orientované tsecky AC,
ﬁ
reprezentujici b, kde A je libovolny bod (viz obr 4.6).

—

’ , ~o ’ o — . 7
Skaldrni souéin dvou volnych vektoru. Necht @, b jsou dva volné
nenulové vektory. Potom jejich skaldrnim souc¢inem rozumime ¢islo (skaldr),

~ . — - 3
oznacme je (@, b ), definované vztahem
— —
(@, ) =@ ¥ cos() (4.69)
kde ¢ je thel ktery sviraji vektory a, ? Jestlize alespon jeden z vektoru a,

b je nulovy vektor, definujeme
é
@D

) = 0.

Skalarni
soudin
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A

Obrazek 4.6: Uhel dvou vektorii

Podivejme se nyni na pojem skalarniho soucinu dvou volnych vektoru v kar-
tézském souradném systému ve tiirozmérném prostoru. (Analogické tivahy je
mozno provést ve dvojrozmérném prostoru.) Uvazujme dva nenulové volné
vektory @, ? Necht volny vektor @ je reprezentovan orientovanou tseckou
O—./)4 a volny vektor ? je reprezentovan orientovanou useckou O—B> , kde O =
[0,0,0], A = [a1, as,a3], B = [by, by, b3]. Oznacme ¢ uhel, ktery sviraji orien-
tované usecky O—./>4, OB. Na trojuhelnik A(OAB) aplikujme kosinovou vétu.
Dostavame (viz obr.4.7)

€3

Z1

Obrézek 4.7: Odvozeni skalarniho souc¢inu dvou vektoru

e e I

Do tohoto vztahu dosad me

‘1@‘ = /(b1 —a1)2 + (by — a2)2 + (b3 — a3)?,

‘O—/X‘:«/(ﬁ—kag—ka%, ‘(ﬁ‘:w/b§+b§+b§.

Upravou dostaneme

— —
‘OA‘ . ‘OB‘ - cos(p) = arby + asby + asbs. (4.70)
- 't — =D - (2
Ponévadz OA‘ =l|d|a ‘OB‘ = ‘ b ‘, dostéavame odtud a z (4.69)
_, =
( a ., b ) = (llbl -+ agbg -+ (l3b3 (471)



Jsou-li volné vektory @, T nenulové, lze uzitim vztahu (4.69), (4.70) urcit
cos(p) vztahem

cos :@. 4.72
(%) 2 7] (4.72)

Uzitim (4.71) pak dostavame

. a161 + agbg + Cl3b3
Va2 +ad+ako b+ b3+ b2

cos() (4.73)

Uvazujme nyni zobrazeni 7 prostoru Us na prostor Vs (bylo jiz zavedeno
drive), definované vztahem

—
b

) = (by by bs) = b.

Vzhledem k vlastnostem zobrazeni 7 a vzhledem k (4.71) definujeme skalarni
soucin vektoru a, b v prostoru V3 vztahem (pozdéji definici skaldrniho sou-
¢inu zobecnime)

(a, b) = ((al, ao, ag), (bl, bg, bg)) = (llbl + agbg + (l3b3 (474)
a uhel ¢, ktery sviraji dva nenulové vektory a, b, vztahem

. a161 + agbg + Cl3b3
Va2 +ad+ako b+ b3+ b2

cos(p) (4.75)

Uvazime-li, ze |a| = y/a? + a3 + a3, |b| = \/b% + b3 + b3, lze (4.75) prepsat

takto

_ (a,b)
[al - o]

cos(p) (4.76)

Takto zavedeny pojem skaldrniho soucinu vektoru z V3 a pojem ihlu dvou
nenulovych vektori z Vs rozsirime i pro vektory z V,,. (Tyto pojmy v dalsim
jesté vice zobecnime.)
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Definice 4.12.

Necht a = (ay,...,a,), b= (by,...,b,) jsou vektory z vek-
torového prostoru V,,. Potom ¢islo, ozna¢me je (a,b), defi-
nované vztahem

(a, b) =a1by +...+a,b, (477)

nazveme skalarnim souc¢inem vektoru a, b.

Poznamka. Necht a, b € V,, jsou sloupcové vektory. Potom
skalarni soucin (a, b) definovany vztahem (4.77) lze zapsat
jako

(a,b) =a’ - b.

Lze dokazat, ze v prostoru V, ma skalarni soucin vektoru, definovany vzta-
hem (4.77), nasledujici vlastnosti:

Véta 4.9.

Necht 'V, je vektorovy prostor. Potom skaldrni souéin
v tomto prostoru, definovany vztahem (4.77), ma tyto vlast-

nosti: (a,b) = (b,a), (4.78)
(a+b,c) = (a,c)+ (b, c), (4.79)

(-a,b) = a-(a,b), (4.80)
a) (4.81)

(a,a) > 0, (a,a)=0 = a=0.

Dukaz: Omezime se na dukaz vztahu (4.79), ostatni vztahy se dokazuji ana-
logicky, jejich dukaz prenechdvam ctenafi. Aplikaci vztahu (4.77) na levou
stranu (4.79) dostavame

(a—l—b,c) :(a1+b1)-cl+...+(an+bn)'0n,

coz po upraveé dava

ap-ci+b-ei+ ...+ ay ¢+ by, = (a,c)+ (b,c). 0

Pojem skaldarniho soucinu dvou vektoriu rozsirime nyni i na vektorové prostory
P, definované na obecné mnoziné P. Uvazujme nyni vektorovy prostor PP,
definovany na néjaké neprazdné mnoziné P. V tomto vektorovém prostoru
budeme definovat skalarni soucin takto.



Definice 4.13. (Skalarni souc¢in dvou vektori) -

Necht P je dany linedrni prostor. Ke kazdym jeho dvéma

vektorum a, b € P je pritazeno redlné ¢islo (a, b) tak, ze pro
vektory a, b, c € P a pro kazdé realné cislo o plati

(a,b) b,a), (4.82)

(a+b,c) a,c)+(b,c), (4.83)

(aa,b) = ala,b), (4.84)

a) (4.85)

(a, > 0, (a,a)=0 = a=0.

Potom ¢islo (a, b) nazyvame skaldrnim soucinem prvku
a,becl.

Skaldrni soucin definovany v prostoru V,, vztahem (4.77)je jednim z moznych
zpusobu definovani skalarniho soucinu v prostoru V,,. V néasledujicim prikladé
si uvedeme jiny, rovnéz casto pouzivany skalarni soucin v prostoru V,,.

Piiklad 4.13. Nechf wy,...,w, jsou kladnd &fsla. Ke kazdym dvéma vek-
torim x,y € V,, piitadme redlné ¢islo (x,y), vztahem

(,Y)w = wim1y1 + ... + WnTYn. (4.86)

Potom (z,y), definuje skaldrni souc¢in na V,,.

Dikaz: Dukaz je snadny. Stacl proveérit, ze (x,y), spliuje vztahy (4.82—
4.85). Prenechavam jej ¢tendri. 0

Véta 4.10. Necht P je linedrni prostor se skaldrnim souc¢inem (x,y) pro
x,y € P. Potom pro libovolna x,y € P plati

(z.9)| < V(z.2) V(y.y). (4.87)

Dikaz: Necht y = 0. Potom pro vSechna x,z € P plati

(xz,y) = (x,0) = (x,0-2) =0 (x,2z) =0,

takze plati (4.87). Necht y # 0. Potom vzhledem k (4.85) je (y,y) > 0.
Polozme

F(oz):(m—l—oz-y,m—f—a-yL (488)
kde « je redlny parametr. Potom podle (4.85) je F'(«r) > 0 pro vSechna a € R.
Dosadfme-li do (4.88) o = — Y qostévame z (4.88)

YY)
(z,x) —2- (@) (x y)+<m’y)2-(y y) > 0. (4.89)
(yy) (y,y)? 77~
Upravou dostavame )
()
(®,2) (y.9) =0

>

Obecnd
definice
skalarniho
soudinu
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Normovany
vektorovy
prostor

A)

Odtud
(z, ) (y,9) > (z,y)%,

takze

[(z,9)] < /(z,2)-\/(y,9). 0

Jako dalsi dulezity pojem, ktery si zavedeme, je pojem normy v linearnim pro-
—

storu P. Normu pouzijeme pak k definovani vzdalenosti dvou prvku v tomto

prostoru.

Do 117 orm) [

Linearni prostor P nazyvame normovanym linearnim pro-

storem, jestlize ke kazdému x € [P je pritazeno takové
nezaporné realné cislo, oznacme je ||x||, ze pro vsechna
x,y € P a kazdé redlné cislo a plati

lz|| = 0 = =0, (4.90)
lz+yll < =+ ]yl (4.91)
o] = o |[=]]. (4.92)

V normovaném linearnim prostoru P plati nasledujici véta.

Véta 4.11. Necht P je normovany linedrni prostor. Je-li a # 0, potom plati
l|la|| > 0.

Ditkaz: Podle definice normy pro kazdé a € P je ||a|| > 0. Necht existuje
takové a # 0, ze ||a|| = 0. Podle (4.90) by bylo @ = 0, coz by byl spor
s predpokladem. Je tedy ||a|| > 0 pro kazdé a # 0. O

Uved'me si nyni néasledujici normy ve vektorovych prostorech V,,.

Véta 4.12. (Normy v prostoru V,) _

) Jestlize ke kazdému vektoru x € V,, prifadime ¢islo
|||, vztahem

x|, = |2z1] + |22 + ...+ |z0], (4.93)

potom ||x||, je tzv. oktaedricka norma ve vektorovém pro-
storu V,,.
B) Jestlize ke kazdému vektoru « € V,, pritadime ¢islo ||z||,
vztahem

llly = /a2 + 23 + ...+ a2, (4.94)

potom ||z||, je tzv. euklidovskd norma ve vektorovém pro-
storu V,,.




) Jestlize ke kazdému vektoru x € V,, priradime ¢islo ||x||,
vztahem

|z||; = max |z;|] proi=1,...,n, (4.95)

potom ||x||; je tzv.max-—norma ve vektorovém prostoru V.
(V literature se misto ||.||3 pise téZ ||.||max-)

Dukaz: o) Dokazme, ze ||z||, je normou.

a) Necht x € V,, je takovy vektor, ze |||, = 0. Pro tento vektor tedy plati
|z1| + |x2| + ... + |z, = 0. To je mozné jen v tom piipadé, ze z;, = xo =
... =z, = 0. Plat{ tedy (4.90).

b) Necht x,y € V,,. Potom

Nz +yll, = 21+l + o2+ el + .+ |20+ Yl
takze
Nz +yll, <] + 22|+ 4 Jxa] + 1] + vl + -+ |yal = 1], + [yl -

Plati tedy (4.91).
c) Necht a € R,z € V,,. Potom

l2lly = la -z +a - zof+. o x| = [al-(Jer|+wa|+. - Aza]) = [al-[2]]; .

Plati tedy (4.92).

B) Dikaz, ze ||x||, je normou v prostoru V, dokazeme pozdéji (str. 197)
pomoci skaldrntho sou¢inu definovaného vztahem (4.77).

~) Dokazme, ze ||x||; je normou ve vektorovém prostoru V,.

a) Necht pro € V, je [|z||; = 0. Potom mazx |z;| = 0, proi = 1,...,n,
takze z; = 0,4 = 1,...,n. Plati tedy (4.90).

b) Necht x,y € V,,. Potom podle definice normy (4.95) je

|z + y||, = max |z; + 3| proi=1,...,n.
Odtud dostavame
|z + yl[; = max(|z; + yi]) < max(|z]) + max(|y;[)  pro i=1,2,...,n

Tedy
llz +ylls <|lzll5 + [lyll;s-
Plati tedy (4.91).
¢) Necht « € V,, a necht a € R. Podle definice normy je [|a.z||; = max |a.z;]

proi=1,2,...,n. Odtud ||o - x||; = |a| max |z;| pro i = 1,2,...,n. Je tedy
|o - x||; = |a ||x||5. Plati tedy (4.92). a
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Véta 4.13. (Norma urcena ze skalarniho soucinu) .
g \ Necht P je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (x,y)

pro x,y € P. Potom vztahem (4.96)

l|lz|| =/ (x,2) pro x P (4.96)

je definovana norma na P.
Diukaz: a) Dokazme (4.90). Podle (4.85) je (@, x) > 0, takze ||z|| > 0. Necht
||z|| = 0. Potom podle (4.85) je (x,x) = 0, takze « = 0.

b) Dokazme (4.91). Podle (4.96) je

e+ 9l = (z +y. 2 +y).
Odtud dostdvame uzitim (4.83)

2 +yl|” = (z,2) +2- (2.9) + (y.9).
Odtud plyne
|2 +yl]* < (z,2) +2.|(z,9)| + (¥,9).
Uzitim (4.87) dostavame
& +yll” < ll2|* +2- (]| - [yl + [ly]*-
Odtud vyplyva
[l +yl* < (Il + [ly])?,

to jest
e+ yl < [l]| + [[yl]

¢) Dokazme nynf (4.92). Necht a € R,z € P. Potom podle (4.96) je

|a-z|| = (o -z, a- x).
Podle (4.84) je
la-z|| = Va2 - (z, ),

takze
oo~ z[| = | | - ||2]] -

S ohledem na definici normy je tedy vztahem (4.96) skuteéné definovana
norma na P. 0

Uvazujme nyn{ linedrni prostor P se skaldrnim soucinem (x, y), kde @,y € P.

Jestlize @ # 0, y # 0, potom ze vztahu (4.87) dostdvame
(z,y)|

4.97
\/(:L',fv)-\/(y,y)S o
Existuje tedy takovy thel p € (0,7) , Ze
cos(p) = (@y) . 4.98
= Jem Vo) o

Takto definovany 1hel ¢ nazyvame thlem vektoru x, y.



Definice 4.15. (Uhel dvou vektori) ﬁ

Necht P je linedrni prostor se skaldrnim soucinem (x,y),
kde x,y € P. Oznacme

||| = v/ (2, ®).

Potom pro nenulové vektory @ , y nazyvame thel ¢, defi-
novany vztahem

(z,y)
Cos(p) = T (4.99)
]l - [lyll’
uhlem vektoru «, y. Dva vektory @, y nazyvame navzajem
kolmymi, jestlize
(x,y)=0. (4.100)

Poznamka. Jestlize vektory x, y jsou nenulové, potom z (4.98) pro pravy
thel vyplyva (4.100).

Uved'me si dvé normy ve vektorovych prostorech V,,, definované pomoci
skalarntho soucinu uzitim vztahu(4.96).
Piiklad 4.14. Necht ve vektorovém prostoru V, je zaveden skaldrni soucin
vztahem

(T, y) = 21y + T2y2 + ... + TnYn-

||, = V(z, @) = \/ai+ ... + a2 (4.101)

je normou (euklidovskou) ve vektorovém prostoru V,. Je tedy takto defino-
vana norma ||z||, vektoru a rovna velikosti |x| vektoru @, jak byla zavedena

Potom

v definici vektorového prostoru V,,. Uhel © nenulovych vektoru x,y € V,, je
pak definovan vztahem (4.102)

()
<os(9) = 1zll, - Tl (4.102)

resp. po rozepsani

T1Y1 + ToYo + ... + TpYn

: (4.103)
Vo4t a3+ o+ 22 i+ 2

cos(p) =

Piiklad 4.15. Nechf wy,ws, ... ,w, jsou dana kladnd redlna éisla, x, y € V,,.
Necht ve vektorovém prostoru V,, je zaveden skaldrni soucin vztahem

(wa y)w = W1T1Y1 + Wal2Y2 + ...+ WnTnplYn-

P

|,
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Potom

|||, = V(z, ®). = \/wlx% ot wea? (4.104)

je k nému odpovidajici normou ve vektorovém prostoru V,,. Uhel ¢ nenu-
lovych vektoru x, y je urcen vztahem

cos(ip) = —TYo (4.105)

[l - [yl
Po rozepsani dostavame

COS(QO) _ WiT1Y1 + ...+ WpTpYn
Vwrr? + .ot wet? oy o+ w2

(4.106)

Metricky prostor. Difve nez zavedeme pojem metrického prostoru, uved-
me si tento priklad. Predpokladejme, ze podnik vyrabi vyrobky Vi,...,V, .
Necht p; znaci plan vyroby vyrobku Vj,i = 1,...,n. Necht vyrobni plén je
popsan vektorem p = (p1,...,p,). Predpokladejme, ze podnik se odklonil od
pldnované vyroby jednotlivych vyrobki. Necht realizovand vyroba je popsand
vektorem r = (rq,...,7,), kde r; znaci zrealizovanou vyrobu vyrobku Vi =
1,...,n. Je otazkou, jak ohodnotit odchylku realizace celé vyroby od planu
vyroby, to jest odchylky vektoru p, r. K tomu si zavedeme pojem vzdalenosti
dvou vektoru.

Pojem vzdalenosti zavedeme napted pro prvky libovolné mnoziny. Vzdalenost

dvou bodu jsme zvykli chapat jaksi intuitivné, bez jeho precizovani. Ozna-

¢ime-li M mnozinu bodu, potom v nasem intuitivnim pojeti ma vzdélenost

tyto vlastnosti:

M1. Vzdélenost dvou ruznych bodu je kladna, vzdélenost kazdého bodu od
sama sebe je nulova.

M2. Vzdélenost bodu, oznacme jej a € M, je od druhého bodu, oznac¢me
jej b € M, stejna, jako je vzdalenost bodu b od bodu a.

Ma3. Jsou-li a, b, ¢ tii body mnoziny M, potom vzdalenost bodu a, b je mensi
nebo rovna souctu vzdalenosti bodu a, ¢, a vzdalenosti bodu b, c. Této
vlastnosti fikdme trojihelnikova nerovnost. Je znazornéna na obr.4.8.

a

Obréazek 4.8: Trojuhelnikova nerovnost

Toto intuitivni chapani vzdalenosti nas inspiruje k zavedeni pojmu vzdélenost
na libovolné mnoziné M takto.



Definice 4.16. (Definice vzdalenosti) _

Necht M je dané neprazdnd mnozina a necht o je zobrazen,

kterym ke kazdym dvéma prvkum a,b € M je prifazeno
nezaporné ¢islo, ozna¢me je o(a,b), tak, ze pro a,b,c € M
plati

o(a,b) > 0, pricemz g(a,b) =0 < a = b,(4.107)
(a> b) - Q(ba a)? (4108)
o(a,b) < o(a,c)+ o(b,c). (4.109)

Potom o(a,b) nazyvame vzddlenosti prvki a,b a mnozinu
M s takto zavedenou vzddlenosti o nazyvame metrickym
prostorem.

Na jedné a téze mnoziné lze definovat vzdélenost ruznymi zpusoby. Jednou
z moznosti jejitho definovani ve vektorovém prostoru je pouziti normy.

Véta 4.14. (Vzdalenost uréend normou.)

Necht P je normovany vektorovy prostor. Necht x,y € P.
Potom vztahem

ple,y) =z —yll pro z,ycP

je definovana vzdalenost v P.

Dikaz: a) Dokazme (4.107). Podle definice normy je o(x,y) = ||z — y|| > 0,
pro viechna @,y € P, pricemz z (4.90) vyplyva

lz—yl[=0ez=y.

b) Vlastnost (4.108) vyplyvd bezprostiedné z (4.82).
c¢) Dokazme (4.109).Podle definice je o(x,y) = || — yl||. Upravou dostavame
o(x,y) = [|(x — 2) + (z — y)|. Uzitim (4.91) dostdvame

o(w,y) < [[(x - 2)[[ +[l(z —y)ll = o=, 2) + o(z, ).

Véta 4.15. (Euklidovska vzdalenost) _

Ve vektorovém prostoru V,, je vztahem

o(@,y) = /(21 —y)>+ ...+ (T0 — Yn)?

definovana (euklidovskd) vzdalenost vektori x, y.

Vzdalenost
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Dikaz: Véta je bezprosttednim dusledkem véty 4.14 uzitim euklidovské
normy. 0
Posouzeni piiblizného feSeni systému rovnic A - x = b.

Uvazujme systém linearnich rovnic
A-x=b>.

Ozna¢me x* jeho presné feSeni a T jeho priblizné reseni (feseni obdrzené
napf. vypoctem na pocitaci). Zavedme si dva vektory & a r vztahy

0=x" -, r=b- A -7 (4.110)

® Norma vektoru § vyjadiuje vzdalenost priblizného feseni od presného
feSeni. Tento vektor vSak vétsinou v realnach situacich nemuzeme urcit,
nebot nezndme piesné feseni. Existuji metody na odhad normy tohoto
vektoru. Vychazeji vSsak velice pesimisticky.
B Vektor r se nazyva rezidualnim vektorem. Vyjadiuje, jak dobfe pribliz-
né feseni vyhovuje danému systému rovnic.
Ukazme si dva priklady.

Priklad 4.16. Uvazujme systém linearnich rovnic

275ZL‘1 - 3,1$2 - Tr3 = 77317
—0,52, + 2,02y — 1,523 = —0,25, (4.111)
7, 2[[‘1 — 3, 1 T2 + 4, 1 Ty = 97 18.

Ptesné feseni tohoto systému je
¥y =17 a5=-0,6, 25=-12

Vypoctem jsme obdrzeli jeho pfiblizné feseni

T =1,683, T3=-0,571, 73 =—1,210.

V tomto piipadeé je

0,017 —2,5514
=1 -0,02 |, r=| 0,000 [. (4.112)
0,019 —0,2902

Vypoctem dostavame

||6||1 = InaX(|07017|7 |_07029|7 |07019|>
7], = max(] — 2,5514], [0,0950], | — 0,2002|),

to jest
||6]]y = 0,017, |||, = 2,5514.
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4.8 Uvod do analytick & geometrie v n-rozmé&rném pro-
storu E,,

Zavedeni n-rozm érného euklidovsk €ého prostoru

Necht n je libovolné piirozené éislo. Oznaéme R™ mnoZinu uspoiddanych
n—tic realnych ¢isel. Dale oznacme V,, aritmeticky vektorovy prostor defino-
vany na mnoziné R". Budeme piedpoladat, ze na vektorovém prostoru V,, je
definovan skaldrni soucin takto: Jestlize @ = (ay,... , a,), b= (by,... , by,)
jsou vektory z prostoru V,,, potom jejich skaldrni soucin je (a, b) = a1b; +
...+ ayb,. Pomoci tohoto skalarniho souc¢inu je pak definovana euklidovska

norma, totiz ||a|| = v/(a, a).

Oznacme E,, mnozinu R", jejiz kazdy prvek mé dvoji vyznam.

B Vyznam bodu. V toto piipadé uspofadanou n—tici realnych
¢isel dame do hranatych zavorek a piipadné oznacime symbo-
lem, vétsinou velkym pismenem, napi. A = [a;, ... ,a,]. Cisla
a;,i =1, ...,n, se nazyvaji souradnicemi bodu A.

B Vyznam aritmetického vektoru z prostoru V,,, takze usporadana
n—tice redlnych ¢isel predstavuje aritmeticky vektor. V tomto
pripadé ji davame do kulatych zavorek a pripadné oznacime sym-
bolem, vétsinou malym tuéné napsanym pismenem, napi. a =

(a1, ..., ap). Cisla a;,4 = 1, ...,n, nazfvame slozkami vektoru
a.
Vztah mezi body z E, a vektory z V, je definovan nasledujicim
zpusobem.

Necht P = [p1,...,pn] € E,, 8 = (s1,...,8,) € V,. Oznacme
X = [x1,...,x,] € E,, pro néjz plati

Ti=pi+s;, kde i=1 ... n. (4.113)

Tento vztah budeme zapisovat téz jako

X=P+s. (4.114)

Tento prostor [E, nazveme n—rozmérnym euklidovskym prostorem.

Poznamka 1. Zépis (4.114) vyjadfuje operace, které se maji provést se
souradnicmi bodu a se slozkami vektoru.

Poznamka 2. Z rovnice (4.114) lze vypocist jednoznacné kterykoliv ¢len
pomoci zbyvajicich dvou ¢lenu. Napf.

s=X-P. (4.115)
Tento vztah zapiseme téz takto

—
s=X-P=XP.
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Budeme ftikat, ze usporadand dvojice bodu P, X tvori umisténi vektoru s.
Bod P nazyvame pocatecnim a bod X nazyvame koncovym bodem umisténi
vektoru s.

Poznamka 3. Prostory E,, E,, E3, jste probirali na gymnaziich a dovedte
si je predstavit. Smyslova predstava prostoru E, pro n > 3 konéi a
musime tyto prostory uvazovat jen ve smyslu definice.

Priklad 4.17. Necht A =[1,-2,3,0], B =7,1,2,3|. Potom

—
s=AB=1[7,1,2,3] — [1,-2,3,0] = (6,3,—1,3).

Definice 4.17.

Necht P € E, a necht s, ..., % jsou linearné nezavislé vek-
tory z prostoru V,. Potom mnozina bodu X z E,

X=P+4%s+.. . +7td%, (4.116)

kde %, ... ,% jsou parametry (libovoln4 ¢isla), se nazyvé pod-
prostorem dimenze d vnorenym do prostoru E,, (pro d < n).

Primka

Linearni podprostor dimenze 1 vnoreny do prostoru [,
nazyvame primkou.

Ptimku, uréenou bodem P a vektorem s lze tedy zapsat ve tvaru
X =P+ts, kdeté€ (—o0,00) je parametr, (4.117)

X je obecny bod ptimky. Vektor s nazyvame smérovym vektorem piimky.

Piiklad 4.18. Napisme v E3 rovnici piimky danou bodem A = [2,—1,3] a
smérovym vektorem s = (2, —3,0).

Reseni. Podle (4.117) dostavame
[$17 Z2, [[3] = [27 _17 3] + t<27 _37 0)7
takze obecnym bodem piimky je bod o soufadnicich

$1:2+2t, $2:—1—3t, $3:3, kde t € <—O0,00)

Piiklad 4.19. Napisme v E4 rovnici pfimky danou body A = [2,—1, 3, 2],
B =11,0,-5,2].



Reseni. Za smérovy vektor hledané pifmky lze zvolit vektor s = B — A. Je
tedy s = B — A. Vypoctem pak dostavame

(51a52753a54) = [1a07 _572] - [Za _1a372]a

takze
s=(-1,1,-8,0).

Podle (4.117) je tedy
X =A+ts,

takze dosazenim dostavame

(21, T2, T3, 24) = [2,—1,3,2] +¢(—1,1,-8,0), kdet € (—o0,00).

Primka, urcena body A, B, ma tedy rovnici

X=A+tB—-A), te(—o00,00) (4.118)

Useckou AB rozumime body piimky (4.118), pro néz plati

X=A+t(B-A), te(0,1). (4.119)
Vsimnéte si, ze parametru ¢t = 0 odpovida bod A a parametru ¢t = 1 odpovida
bod B.

Vzdalenost dvou bodu v E,

Necht A = (a1, ... ,a,], B = [b1, ... ,b,] jsou dva body z prostoru E,.
Potom d = ||B — A|| nazyvame vzdéalenosti bodu A, B. Je tedy

d:\/(bl—al)Q+...+(bn—an)2.

Rovina

Linearni podprostor dimenze 2, vnoreny do prostoru IE,,
n > 2, nazyvame rovinou.

Rovinu, uréenou bodem P a nezavislymi vektory r, s lze tedy zapsat podle
(4.116) ve tvaru

X=P+ur+vs, kdeué€ (—00,0),v € (—00,00) jsou parametry.
(4.120)
(Zde X je obecny bod piimky.)

Piiklad 4.20. Napiste rovnici roviny v Ey, ktera prochézi body P =
[1,0,2, 5], @ = [4,2,-7,0], R =[0,4,2,6].
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ResSeni. Polozme

Dostdvame
r=(3,2,-9,5), s=(-1,4,0,11).

Dosazenim do (4.120) dostavame hledanou rovnici roviny
[x1, 9, x5, 24) = [1,0,2, =5] + v (3,2,-9,5) + v (—1,4,0,11),

kde u,v € (—o00,00).

Nadrovina v prostoru E,

Podprostor dimenze n — 1, vnoreny do prostoru E,, n > 3,
nazyvame nadrovinou.

Necht P € E,, a necht s, ..., " VYs jsou linedrné nezavislé
vektory z prostoru V,. Potom mnozina bodu X z IE,,
urcenych vztahem

X =ttls4 .. 41 (4.121)

kde t, ..., "=Vt jsou parametry, je nadrovinou v prostoru
E,. Lze dokazat, ze kazdou nadrovinu v prostoru K, danou
vztahem (4.121) Ize vyjadiit ve tvaru

ar1+...+a,x, =0, (4.122)
kde ay ... ,a,,b jsou redlna cisla. Vektor n = (aq, ... a,)
je kolmy na vektory s, ..., (™ Vs,
Necht

ar1+...+a,x, =0, (4.123)

je nadrovinou v prostoru [E,. Tato nadrovina urcuje v pro-
storu IE,, dva poloprostory, uré¢ené nerovnicemi

Gri+...+apx, >b, agx1+...+a,x, <b.

4.9 Zakladni poznatky z kapitoly 4 a Glohy k procvi  Ceni

1. Zavedeni pojmu linedrniho (vektorového prostoru). Soustted'te se na
prostor V,,. Vysvétlete pojem vektorového podprostoru.
2. Vysvétlete pojem prostor volnych vektoru.



3. Vztah mezi prostorem Vy a prostorem volnych vektoru Us,. Vztah mezi
prostorem V3 a prostorem volnych vektoru Us.

4. Linearni kombinace vektoru.

Linedrni zavislost a linedrni nezavislost vektoru.

6. Hodnost skupiny vektorii. Soustfedte se na rfadkovou a na sloupcovou

hodnost matice.

Elementarni transformace. Specidlné elementarni transformace matic.

Urceni hodnosti matice uzitim elementarnich transformaci.

9. Skalarni souc¢in vektoru. Staci znat v u¢ebnim textu uvedené dva typy

skalarnich soucinu v prostoru V,,.

10. Kolmost vektoru.

11. Pojem normy ve vektorovém prostoru. Znét normy ||.|[1, [|.||2, ||-||3
v prostoru V,,.

12. Co je to béaze vektorového prostoru, co je to dimenze vektorového pro-
storu.

13. Zavedeni pojmu vzdélenosti dvou prvku v dané mnoziné. Urceni vzda-
lenosti ve vektorovém prostoru V,, pomoci normy.

14. Metricky prostor.

15. Prostor E,.

16. Co je to pfimka, rovina, nadrovina v E,,.

1

o N

Ulohy
1. Urcete vektor
2-(2,-1,6) +3-(4,2,-5) — (4,2,4).

(12, 2, -7)]

2. Na mnoziné uspoiddanych trojic realnych éisel R? definujme operaci
secitani takto: mecht (ay,as,as), (by,be,b3) € R3, potom definujme jejich
soucet, vztahem

(a1, a2, as) + (b1, be, bs) = (max(ay, by ), max(as, bs), max(as, bs))

a soucin redlného ¢isla a a usporddané trojice realnych ¢isel (21, z2,v3) € R?
vztahem
a - (1,29, 73) = (ax1, 0Ts, AX3).

Zjistéte, zda mnozina R? spolecné s takto definovanym souc¢tem dvou prvki
z R3 a ndsobenim prvki z R? redlnymi ¢isly je vektorovym prostorem.
[Neni, nebot neplati napi. (c+d)-x =c-x+d-x prox = (1,2,3) a pro
c=2,d=-3]

3. Zjistéte, zda v prostoru V, vektor
a) (2,3,4,1) je linedrni kombinaci vektoru (1,2,0,5), (1,1,4,0),
b) (4,-1,0,2) je linedrni kombinaci vektoru

(1,2,5,7), (2,—5,—10,—12), (0,0,0,0).
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[a) neni, b) je.|
4. Urcete nejvétsi pocet linearné nezavislych vektoru v systému vektoru:

(0,1,2,3,4,6), (1,2,—1,4,2,0), (2,4,-2,1,0,8), (2,6,2,7,8,20).

3]
5. Dokazte, ze pro hodnosti matic A, B plati h(A) =4 a h(B) = 3, je-li

1 2 3 4 2 1 2 3
4 6 1 41 4 5 6
A = s B =
00211 8§ 2 0
00011 1 25
6. Zjistéte hodnosti matic
1 2
12 =21
3 4
5 6
25 =27
78

7. a) Uvedte néjakou bézi ve vektorovém prostoru Vs.

b) Uved'te ngjakou bazi vektorového prostoru V,,.

la) (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1),
b) (1,0,0,...,0,0), (0,1,0,...,0,0), ..., (0,0,0,...,0,1).]

8. Tvofi mnozina P C Vj, jejiz kazdy prvek ma na druhém misté sudé cislo,
s operacemi se¢itani a nasobeni prvku zavedenymi stejné jako ve vektorovém
prostoru Rz vektorovy podprostor prostoru Vs?

[Ne, napiiklad pro (0,2,3) € V3, a pro redlné cislo 0,3 nepatii 0,3 - (0,2, 3)
do P.]

9. Necht M = {(1,0,2),(2,1,0),(4,1,4)}. Oznacme M vektorovy podpro-
stor prostoru Vs, generovany mnozinou M C Vj. Patii vektor (3,1,1) do
tohoto podprostoru? Urcete néjakou jeho bazi.

[Nepatii. Bazi tvori napt. vektory (1,0,2), (2,1,0).]

10. Urcete bazi ve vektorovém prostoru generovaném vektory
(1,2,3,4), (0,5,2,1), (2,9,8,9), (3,16, 13,14).

[Napi. (1,2,3,4), (0,5,2,1)]

11. Necht a = (1,5, —3), b = (—4,2,4) € V3. Urcete jejich skaldrni souciny
(které znéte) a vypocitejte odpovidajici normy téchto vektoru. Déle urcete



jejich vzdalenost pomoci metriky urcené touto normou. Urcete téz velikost
thlu, ktery tyto vektory sviraji.
[Napf (a, b) = Clel + a2b2 -+ a3b3 = —6, ||CL|| =V 35, ||Cl — b” =V 83]

12. Necht V3 je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem definovanym vzta-
hem (a, b)= a1by + asby + asbs.
a) Zjistéte, zda jsou vektory a = (1,-2,3),b = (2,3,5) navzdjem kolmé.
[(a,b) = 11; vektory nejsou na sebe kolmé.]
b) Zjistéte, zda jsou vektory ¢ = (0,-2,3),d = (2,3,2) € V3 na sebe
kolmé.
[(e,d) = 0; vektory ¢, d jsou na sebe kolmé.]
c) Urcete redlné cislo p tak, aby vektory e = (2,p,1), f = (—1,2,3p) € V3
byly na sebe kolmé.
)

[(e, f) = —2 + 5p; vektory e, f jsou na sebe kolmé pro p =
13. Ve vektorovém prostoru V3 urcete vzdalenosti vektoru a = (1,—-2,3),
b= (2,3,~3) pomoci norem ||zl , l&]l,  le]ls.
(@) 01(a,b) = [|b—al|, = [bt —a1| + |bs —as| + |bs —a3| =1 +5+6 =12;

B3) 0s(a,b) = /(b — a1)2 + (bs — as)? + (by — az)? = V1> + 52 + 62 = /62
ry) Q3(a7 b) = maX(|b1 - al| ) |b2 - a2| ) |b3 - CL3|) = max(L 5a 6) = 6)]

[S11N)

14. Necht P je vektorovy prostor a & € P, x # 0 je zvoleny vektor. Oznacme
M={ueP: u=c-z, ceR}.

a) Dokazte, ze operace ,,+,-“, které na mnoziné P urc¢uji vektorovy prostor
P, urc¢uji na M vektorovy podprostor prostoru PP.
b) Necht y € P,y # 0. Vektor p € M, pro ktery je vektor y — p ortogonaln{
na M (to jest je kolmy na kazdy vektor z M), nazyvéame projekei vektoru y
na M. Dokazte, ze
_(zy)
P )

s

c¢) Oznaéme
|v]] = v/ (v, ).

Dokazte, ze
llp—yl| <|lv —y|| provsechna v € M.

Jinymi slovy feceno, ||p — y|| je vzdélenost vektoru y od podprostoru M.
(z,y) ]

(@)

[b) Polozme p = ¢ - x. Ze vztahu (x,y — p) = 0, vypocitame ¢ =
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