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Cil kapitoly

Cilem studia této kapitoly je

B zavést pojem determinantu,

B ukazat postup vypoctu determinantu matice druhého a tretiho radu,

B ukdzat ruzné vlastnosti determinantu matice,

B ukdzat vypocet determinantu matice rozvojem podle libovolného radku

(sloupce),

poukazat na narocnost vypoctu determinantu matic vyssich radu roz-

vojem podle libovolného fadku nebo sloupce,

B naucit se elementarnimi transformacemi transformovat matici A na
horni trojihelnikovou matici B a jejim uzitim vypocitat hodnotu de-
terminantu matice A,

B seznamit se s metodou feSeni systému n linedrnich rovnic o n nezna-

mych s regularni matici soustavy uzitim determinantu (Cramerovo pra-

vidlo),

ukézat ptimou metodu nalezeni inverzni matice k dané regularni matici,

zavést pojem regularnosti matice pro ¢tvercové matice,

ukazat metodu nalezeni inverzni matice uzitim determinantu,

ukazat, ze fadkova hodnost matice je rovna jeji sloupcové hodnosti.

Casov a zatéz
m 15 hodin

5.1 Zavedeni pojmu determinantu matice

Neékolik tdvodnich slov. Uvazujme systém dvou linearnich rovnic o dvou
neznamych i, xo
a1 -1+ a2y = by,

(5.1)
A1 - T+ a9 - Ty = by,
Jestlize aiq - Aa22 — a2 - a21 7£ 0, pOtOH’l
B by s — b - 1,2 B by - 11 — by - 21
I = s Ty = (52)
Q1,1+ A22 — A12 " G271 Q11+ A22 — a12 " G271

je feSenim systému (5.1), jak se lze presvédéit dosazenim téchto hodnot za
x1, Ty do rovnic (5.1).

Zaved'me si toto oznaceni. Oznaéme C matici
C11 C12
C = )
C21 C22

C1,1 - C2 —C12°C21

Potom cislo

nazveme determinantem matice C. Oznacime jej det(C), resp. |C|. Tedy

C C
det(C) = det( B > -

C21 C22

€11 C12
=C,1°"C2—C2"Ca1.

Co21 C22



Reseni (5.2) systému (5.1) lze pak pomoci determinanti zapsat takto

by a2 Q1,1 by
by ag 2 a21 by
T = s To = (53)
ail G12 aii1 12
21 G292 21 G292

V téchto vzorcich je jmenovatel determinantem matice soustavy

a11 a12
A= ,
as1 G292
ktery je dle predpokladu # 0. Citatel ve vyjadieni pro z; je determinantem
matice, kterda vznikne z matice A nahradou jejtho prvniho sloupce vektorem

pravych stran
b
= b, |

Podobné c¢itatel ve vyjadfeni axo je determinantem matice, kterd vznikne
z matice A nahradou jejiho druhého sloupce vektorem pravych stran b.

V dalsim si zavedeme pojem determinantu i pro ¢tvercové matice A libo-
volného fadu n. Budeme jej znacit shodné jako determinanty matic fadu 2.
Determinanty vyuzijeme pii feSeni systému n linedrnich rovnic o n nezné-
mych. Pojem determinantu se vyuziva i pii feseni rady jinych ekonomickych
uloh.

Zavedme si nyni pojem determinantu matice.

Definice 5.1. (Determinant matice) _

Necht A je ¢tvercova matice. Determinantem matice A ro-
zumime ¢islo, oznacme je | A| nebo det(A), definované takto:
Je-li n =1, to jest, jestlize A = (ay1), potom |A| = ay;.
Jestlize je jiz definovan determinant matice fradu n — 1, po-
tom determinant matice fadu n definujeme takto:

‘A| = (—1)1“@171 . |A1,1| + ...+
—|—(—1)1+ka1,k : ‘AL]{‘ + ...+ (—1)”"(11,” : ‘Al,n‘ ) (54)
kde A;; je matice (jak jsme si to jiz difve zavedli), kterd

vznikne z matice A vypusténim jejiho i—tého tadku a j—
tého sloupce.
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Poznamka. Je tedy determinant matice funkce definovand na mnozZiné vsech
ctvercovych matic.

Piiklad 5.1. Napft. je-li A = (—2), potom |A| = —2.
Piiklad 5.2. Necht
a1 a
A= R (5.5)
21 Q22

|A| = CLl,l . a/2’2 — CLLQ . CL2’1. (56)

Skutecné, podle (5.4) je

pe

Dokazte, ze

Al = (=) as - [A] + (=) ag0. A (5.7)

Zde A;; je matice, ktera vznikne z matice A vypusténim 1. fadku a 1.
sloupce. Je tedy A1 = (as2), |A11| = az2. Podobné A, 5 je matice vznikla
z matice A vypusténim jejtho prvniho fadku a 2. sloupce. Je tedy A;, =
(az1), |A12| = as;. Dosazenim do (5.7) dostdvame

ai1 G12

Al =

= (D" @ agp + (1) arg - ag.

21 G292

Po tpravé dostaneme

a1 a12
=dail-0a22 —AaA12 - 0a271.
as1 G292

Poznamka. Determinant matice 2. radu Ize tedy vypocitat
\ﬂ takto: Od sou¢inu prvku na hlavni diagondle odecteme

souc¢in prvku na vedlejsi diagondle.

Priklad 5.3. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

()

Reseni. Jedna se o vipocet determinantu matice 2. fadu. Podle (5.6) je

|A| = ,soucin prvku na hlavni diagonéle — soucin prvku

na vedlejsi diagonale”.

Tedy
|A|=3-4—(-2)-5, |A|=22.
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Priklad 5.4. Necht A je matice fadu 3

a1 G12 A13
A = CL2’1 a/2’2 CL2’3 . (58)
as1 a2 Aasgs
Potom
|A| = (a11 - a2 -asz+asy-az2-a13+ asy- a2 - az3)—
—(agy - asp-a13+ayy-ass-as3+asy-ais-ass). (5.9)
Skutecné, podle definice 5.1 je
|A| = (—1)1+1 a1 |A171|+(—1)1+2 Q1,2 |A172|+(—1)1+3-a173- |A173| . (510)

Zde A, ; je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim 1. fadku a 1.sloupce.
Je tedy
29 A23
Al,l = )
aszz2 ass

|A11| = a22 - az3 —az3 - aza. (5.11)

takze podle (5.6) je
Matice A; 2 vznikne z matice A vypusténim 1. fadku a 2. sloupce. Je tedy
Q21 @23
Al,2 = )
agi aggs

|Ar2| = a21 - az3 —az3 - azq. (5.12)

takze podle (5.6) je
Matice A; 3 vznikne z matice A vypusténim 1. fadku a 3. sloupce. Je tedy
az1 G292
Al,3 = )
ag1 agz2

|Ais| = a21 - az2 —azp - azs. (5.13)

takze podle (5.6) je

Dosadime-li do (5.10) za |Aj1|, |A1z2|, |A1s] vypocitané hodnoty (5.11),
(5.12), (5.13), dostavame

|A| =ai- (a2,2 +ags3 —ag3 - Cl3,2) — Q1,2 (Cl2,1 ca33 — ag3 - (13,1)7L

+aiz - (agy-asp —azz-azy). (5.14)

Odtud dostdvame po tpravé hledany vztah (5.9).
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Podle prikladu 5.4 se vypocita hodnota determinantu matice
A fadu n = 3 vztahem

|A| =51 — 5, (5.15)
kde
S1 = a1+ G2 -aG33+ az1-asz-ai3+asy- a2 ass,
Sy = azj-aa-a13+ay;-as2- a3+ azq - a1 a3 3.

Vidime, ze Sy je souctem ti1 ¢lenu, kazdy z nich je soucinem
tri prvkia matice A. Na nasledujicim obrazku 5.1 jsou prvky
matice vyznaceny krouzky a kazda trojice prvkiu, jejichz
soucin je ¢lenem v Sy, je propojena carou.

Sy je souctem tii ¢lent, kazdy z nich je soucinem tii prvku
matice A. Na nasledujicim obrazku 5.2 jsou prvky matice
vyznaceny krouzky a kazda trojice prvku, jejichz soucin je
¢lenem v S,, je propojena carou.

S

Obrazek 5.1: Vypocet S;. Obrézek 5.2: Vypocet Ss.
Piiklad 5.5. Vypocitejte hodnotu determinantu matice
5 =2 3
A= 2 4 =2
-3 6 7
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uzitim Sarusova pravidla.

Reseni. Hledejme tedy hodnotu determinantu

5 -2 3
Al=| 2 4 -2
-3 6 7

Podle Sarusova pravidla dostavame
|A| =[5-4-T+(-2)-(=2)-(=3)+2:6-3] —[3-4-(=3)+(—2)-6-5+(—2)-2-7].
Upravou dostavame

|A| = [140 — 12 + 36] — [-36 — 60 — 28],

takze | A| = 288.
Priklad 5.6. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

12 -1 3
Ao 23 4 1
o1 2 3
1 4 -3 =2
Reseni. Podle (5.4) dostavame
3 4 1 2 4 1
|[A|=1-]1 2 3|-2-/0 2 3 |-
4 -3 =2 1 -3 -2
2 3 1 2 3 4
~1]01 3 |=3.l01 2 |. (516)
1 4 =2 1 4 =3

Hodnotu kazdého z téchto determinantu matic fadu 3 uréime uzitim Sarusova
pravidla. Dostavame

A =1-60—2-20—1-(—20) — 3 - (—20),

takze |A| = 100.

Poznamka. Je nutno si uvédomit, ze Sarusovo pravidlo
bylo odvozeno pro determinanty matic 3. radu. Pro matice \M
vyssich radi neni obdoba Sarusova pravidla.
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V definici 5.1 determinantu matice ma jeji prvni fadek vyjimeéné postaveni.
Ve vzorci (5.4) vystupuji prvky prvniho fadku matice explicitné. Zabyvejme
se otazkou, zda existuje analogicky vzorec pro vypocet hodnoty determi-
nantu, ve kterém by explicitné vystupovaly prvky jiného fddku nez prvniho.
K odvozeni takovéhoto vzorce, uvedeného ve vété 5.6, pouzijeme nékolik po-
mocnych veét.

Pomocné Véta 5.1. (Pomocnd.) Nechf A je étvercovd matice fadun > 3 a A je
véty matice, kterd vznikne z A vzdjemnou vyménou jejiho k—tého a (k + 1)—tého

radku, kde k € {2, 3, ..., n— 1}. Potom

det A = — det A.

Dikaz: K diukazu pouzijeme matematickou indukci. Necht n = 3, k = 2.

Potom
air Aiz2 a3 B air iz ais
A= a21 Q22 (23 , A= 31 a3z a3z
a31 a3z G33 21  A22 (23

Podle Sarusova pravidla je

detA = (CL1,1 “Q22 033+ 21 G32 013+ G371 012" CL2,3)—

—(asy1-a13-asa+aig-ag3-ass+asy-ais-azs). (5.17)

detA = (asy - 13- G2+ A11 - A23- A3+ G271 - Q19 - A33)—

—(a11-a22-ass+asy-ass-a13+asy-ais-ass), (5.18)

takze pron =3, k =2 je detA = —detA a tedy véta plati pro n = 3.

Predpokladejme nyni, ze véta plati pro matice fadu n a dokazme, ze potom
plati i pro matice fddu n+ 1. Necht tedy A je matice fddu n+ 1 a necht A je
matice, kterd vznikne z A vzdjemnou vyménou jejtho k—tého a (k+ 1)-tého
fadku, kde k € {2, 3, ..., n}. (Poznamenejme, Ze matice A a A majf stejny
prvni radek.) Podle definice determinantu je

n+1
detA = (=1)"ay ;| Ay (5.19)
j=1

n+1

detA = Z(—1)1+ja1j|A1j|. (520)
j=1

Matice A; ; vznikla z matice A, ; vzajemnou vymeénou dvou fadku. Obé jsou
rfadu n. Podle indukéniho predpokladu je
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Ze vztahu (5.20) dostavame uzitim (5.21)

n+1

detA = Z(—
j=1

Odtud a z (5.19) dostavame

takze véta plati.

n+1
D'"Way| Ayl = (1) ay(—] Ayyl).
j=1
detA = —detA,

O

Véta 5.2. (Pomocnd.) Necht A je ¢tvercovéd matice rddu n > 2 a necht
matice A vznikne z matice A vzajemnou vyménou jejitho prvniho a druhého

radku. Potom plati

det(A) = — detA.

Dikaz: K dikazu pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 2 je platnost
véty evidentni. V tomto ptipadé je totiz

-

Vypoctem dostavame

|A| =Aai1-Aaz2 —aA12-

takze

a21

a12 A . Q21  A22
) - .
a22 air a2
asy, |A|=as1-a12—azs-ary, (5.22)

detA = —detA.

Ptredpoklddejme, ze véta plati pro determinanty matic fadu n — 1. Dokazme,
ze pak plati pro determinanty matic fadu n. Polozme tedy

apl a2
21  A22
A = az1 Aa3z2
ap1  Ap2

A1n ag1 A2 ... Q2p
Q2n, 11 a2 ... Qip
agn |, A= @3 a3z ... a3
Ann Ap1 Qp2 ... Qpp

Podle definice determinantu plati

n

det(A) = (—1)"ay ;| Ay, (5.23)

j=1

kde matice A;; vznikla z matice A vypusténim prvniho fadku a j-tého

sloupce. Je tedy

| Ayl =

a21
a31

Qn1

agj-1 A2j+1 ... Q2n
as j—1 AaAzj+1 ... A3n
An,j—1 Gpjy1 --- QApp
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Jeho vypoctem obdrzime

7—1 n
Ay = (=) sk Aq oy gml+ D () Vag | A gl (5.24)
k=1 k=j+1

Dosadime-li tuto hodnotu do (5.23), dostdvame

n j—1
|A| = Z(_1)1+3a1,j (Z(_1)1+ka2k|A(1’2)’(j’k)|—|—

j=1 k=1

+ D (—1)”(’“_”@%|A(1,2>,(j,k>|)) . (5.25)

k=j+1

Po tpravé odtud dostavame

Al = Z Z (=1)%* ayj az k| A 2)G.k)l, (5.26)

j=1 k=1,k#j
kde
itk pro k<
S]’k_{j—kk—kl pro k> j. (5.27)

Podobné obdrzime

|A| = (—1)§k*ja2,k ari | Aa 2k, (5.28)
k=1 j=1,j#k
kde
~ [ i+k pro 7 <k
Siw_{ j+k+1 pro j>k. (5.29)

Porovnanim (5.26),(5.27) se vztahy (5.28), (5.29) odtud vyplyva, ze
Al = —|Al. 0
Dusledkem vét 5.1, 5.2 je tato véta.

Véta 5.3. (Pomocnd.) Necht A je ¢tvercovd matice fadun > 2. Oznacme
A matici, ktera z ni vznikne vzajemnou vyménou dvou jejich po sobé jdoucich
radku, to jest k—tého radku s radkem (k+1)—tym, kde 1 < k < (n—1). Potom

A = —|A].

Ukazali jsme si, ze vyménou dvou po sobé jdoucich radku ve ¢tvercové ma-
tici A hodnota determinantu zméni své znaménko. Ukazme nyni, Ze toto ma
platnost obecnéjsi — hodnota determinantu matice zméni znaménko vyménou
dvou libovolnych jejich radku. Abychom to dokazali, zjistéme si napred, ko-
lika vyménami dvou po sobé jdoucich fadku matice A dospéjeme k matici
A, kterd vznikla z matice A vyménou dvou libovolnych fadki.



Véta 5.4. (Pomocnd.) Necht A je matice typu (m,n) a necht
I<p<g<m

Oznacme A matici vzniklou z matice A vzdjemnou vyménou jejiho p-tého
a q—tého radku. Potom matici A Ize vytvorit z matice A vzajemnymi vymé-
nami dvou po sobé jdoucich radki v poctu (2(p +q) — 1).

Dikaz: Necht A je matice typu (m,n). Oznacme r; i-ty fddek matice A, tj.
r, = 14(27 )

Zvolme

p,qg€{l,2,....,m}, p<q.

Vzéjemnou vyménu fadku r, s fddkem r, provedeme ve dvou nasledujicich
etapach.

1. Provedeme vzajemné vymény dvou po sobé jdoucich fadku tak, ze fadek
r, bude na ¢-té pozici a poradi ostatnich fadku se zachova (to tedy
znamend poradi, nikoliv jejich umisténi). Tato vyména se d4 postupné
realizovat takto. Vymeénou {p,p + 1} se fadek r, dostdvd na pozici
p+ 1. Néslednou vyménou {p + 1,p + 2} se fadek r, dostava na pozici
p + 2. Tedy vyménami v poctu 2 se fadek r, dostdva na pozici o 2
vétsi, nez byla jeho vychozi pozice. Timto zpusobem pokracujeme az
po ¢ —p vymeéndach se dostane tadek r, z pozice p na pozici p+ (¢ —p),
t.j. na pozici ¢q. Tato postupnd vymeéna dvou po sobé jdoucich radku je
znazornéna v nasledujici tabulce. Po realizaci téchto ¢ — p vzajemnych
dvou po sobé jdoucich fadku je rddek r, na pozici ¢ a fadek r, je na

pozici g — 1.
pozice 1 o™ T T
pozice p | T Tpil Tptl
pozicep+1 ... |7y T Tpi2
pozice p+2 ... | Tpio Tpi2 T
. —_— . —_—
pp+1y |t | {p+Llp+2}
pozice ¢ —2 ... | Tg_2 T2 Tg—2
pozice g —1 ... | T4 Tg—1 Tg—1
pozice q | Ty T T
pozice m RURR I T T
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T T T ... pozice 1
Tpri Tpri Tpt1 | ... Dpozice p
Tpio Tpio Tpy2 | ... Ppozice p+1
Tp+3 Tp+3 Tpys | ... Ppozice p+ 2
{¢—2,0-1} | {e—1,q}

Tp Tg—1 Tg—1 | ... Ppozice q— 2
Tg—1 Tp u ... pozice ¢ —1
Ty Ty Tp ... pozice q

T, T, T ... pozice m

2. Ve druhé etapé piesuneme radek r, z pozice ¢ — 1 na pozici p. Prove-
deme to témito postupnymi vyménami dvou po sobé ulozenych radku.
Vymeénou {¢ — 1,q — 2} se fadek r, z pozice ¢ — 1 dostane na pozici
q — 2. Néaslednou vymeénou {q — 2,q — 3} se fadek r, posune z pozice
q — 1 na pozici ¢ — 3, tedy o dvé pozice zpét proti pozici ¢ — 1. Timto
zpusobem dale pokracujeme, az po ¢ — p — 1 vzajemnych vymeénach
dvou po sobé jdoucich fadku se fadek r, posune z pozice ¢ — 1 na
pozici ¢ — 1 — (¢ — p — 1) to jest na pozici p.

Z uvah v téchto dvou etapéach vyplyvéa, ze po téchto (¢ —p) + (¢ —p—1), to
jest po 2(q¢ — p) — 1 vzajemnych vyménach dvou po sobé umisténych fadku
dospéjeme z matice A k matici fL to jest k matici, ktera vznikla z matice A
vzajemnou vymeénou p—tého a g—tého radku. 0

Tohoto poznatku vyuzijeme k dukazu néasledujici véty.

Véta 5.5. Necht A je ¢tvercovd matice fddu n > 2. Oznacme B matici,
ktera vznikne z matice A vzajemnou vyménou jejiho p—tého a g—tého radku.
Potom platf

detA = —detB. (5.30)

Dikaz: Bez 1jmy na obecnosti budeme piedpokladat, ze p < ¢. Podle
predeslé vety vznikne matice B z matice A celkem 2(q — p) — 1 vzdjemnymi
vyménami dvou po sobé jdoucich radku. Podle véty 5.3 je

det(B) = (1)@ P)"1det(A).

Plati tedy (5.30). O

V nésledujici vété si ukazeme vypocet hodnoty determinantu matice podle
vzorce, ktery je analogickym vztahu (5.4). Misto prvku v prvnim fadku v ném
vystupuji explicitné prvky libovolné zvoleného fadku.



Véta 5.6. (Vypocet determinantu) _

Necht A je libovolnd matice fddu n > 0. Potom \M
n
A =D (=1 agp - |Agg (5.31) Vpotet
k=1 determinantu
pro kazdé s € {1, ... n}. Vypocet pomoci tohoto vzorce
nazyvame vypoctem determinantu matice A rozvojem
podle s—tého radku.

Dikaz: Oznacme r; i—ty radek matice A, 1 =1, ..., n. Tedy
ri=A(,:), i=1,...,n

Potom matici A 1ze zapsat struéné takto

1

r2

r3

Ts

Tsy1

rn

7 této matice obdrzime postupnymi vyménami dvou po sobé jdoucich radku
matici B
Ts

LS

T2

Tst1

rn

Matici B jsme obdrzeli z matice A podle véty 5.4 postupné celkem (s — 1)
vzajemnymi vyménami dvou po sobé jdoucimi fadku. Kazdd vyména poradi
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dvou réddku ma za ndasledek zménu znameni determinantu. Ponévadz téchto
vymeén bylo celkem s — 1, plati
Al = (-1)*""|B|. (5.32)

Podle definice hodnoty determinantu matice B dostavame

n

Bl =S (-1 by Bl

k=1
Ponévadz by = as; a By = Asy, dostavame s ohledem na (5.32) vztah

n

Al = (=17 ) () ag - |Aggl:

k=1
Tedy skutecné plati vztah (5.31), to jest
Al =D (=1 app - | Al g

k=1

Priklad 5.7. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

1 2 0 —1

00 3 0
A=

4 0 1 2

51 0 2

Reseni. Ponévadz ve druhém fadku ma matice A tii nulové prvky a jenom
jeden nenulovy prvek, provedeme vypocet determinatu dané matice rozvojem
podle druhého tadku. Podle predchazejici véty obdrzime

1 2 -1
|Al = =0 [Ag1[+0-[Ago| +3-(=1)**- | 4 0 2 | +0-[A|=
5 1 2

— —3.(-2)=6.

Vztah mezi determinantem matice A a determinantem matice A”.

Zabyvejme se nyni vztahem mezi hodnotou determinantu matice A a matice
k nf transponované A”.

Pfipomenime si, ze matice AT je transponovand k matici A, jestlize kazdy
ity fadek matice A je i—tym sloupcem matice A .

Lehce nahlédneme, ze plati vztah
(Ai)" = (A");; (5.33)

Doporucuji, aby jste si tento vztah sami dokazali. Abychom demonstrovali
pravdivost tohoto vztahu, uved me nésledujici piiklad.



Piiklad 5.8. Necht A je matice

A:

N G
co Ut DO
© o w

Vidime, ze napr.

(AT)23 = ( 51,) 2 ) = (Asz2)".

Dokazme nyni, platnost této véty.

Véta 5.7.

Necht A je étvercové matice fadu n. Potom

det(A) = det(A7). (5.34)

Dtikaz: Vétu dokazeme uzitim matematické indukce. Véta je evidentné
spravnd pro matice fadu n = 1. Predpoklddejme nyni, Ze véta je spravna
pro matice fadu n a dokazme, ze je pak spravna i pro matice tadu n + 1.
Necht tedy A je matice

ai a2 e a1 n+1
A= a1 A2 e Ain+1
p+1,1 An41,2 -+ OGpiintl
Oznacme A = AT, takze
an aa ces al,n-ﬁ-l
A = ak7n+1 ak,n+2 ce Eik,n—}—l ) kde a/l}j = Gy
an+1,1 an+172 . an+17n+1

Rozvojem podle i—tého tadku matice A dostavame

n+1
A = Z<_1)i+kai,k|Ai,k|~ (5.35)

k=1

Rozvojem podle k-tého fadku matice A dostdvame
n+1

Al = Z(_l)k+iak,1’1‘ik,i‘~ (5.36)

i=1
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5. Determinanty

Vzhledem k tomu, Ze @y; = a;; a ponévadz podle (5.33) je (A;;)T = (A”),;,
= A;;, lze tento vztah prepsat na tvar

n+1

[A] =) () agil(Ain)"). (5.37)

i=1
Ponévadz podle indukéniho predpokladu je véta spravna pro matice radu n,
je [(Aip)T| = |Aixl, takze

n+1
JA] =) (1) ag | Al (5.38)

i=1

Provedeme-li vypocet |A| podle (5.35) proi =1, 2, ..., n+1 a tyto obdrzené
vysledky secteme, dostavame

n+1 n+1
(n+ DIA] =D (=)™ a;| Aixl. (5.39)
=1 k=1

Podobné, provedeme-li vypocet |A| podle (537) prok=1,2,...,n+1a
tyto obdrzené vysledky secteme, dostavame

n+1 n+1
(n+ DIA] =D (=)™ a4 Aisl. (5.40)
i=1 k=1

Porovnanim (5.39) a (5.40), dostavame, ze

detA = detA”. 0

Bezprostiednim dusledkem této véty je néasledujici véta, ktera ukazuje zpusob
vycisleni determinantu matice rozvojem podle libovolného sloupce matice.

Véta 5.8. (Vypocet determinantu) _

Necht A je matice n—tého radu

Vypolet i . ai c. a1n
determinantu as,| o as o (2.0
A = .
An—1,1 (n—1,j Ap—1.n
tn,1 An,j Qp.n

Necht j je libovolny index jejiho sloupce. Potom

n

Al =) ()" ay

k=1

Ay

. (5.41)
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Diikaz: Vzorec (5.41) je vypocet determinantu matice A” podle jejtho j-tého
radku. 0
Priiklad 5.9. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

12 3
A=| 4 5 6
789
rozvojem podle druhého sloupce.
Reseni. Dostédvame
6 1 3 1 3
Al =2- (=) +5-(=1)*7 +8- (=17
79 79 4 6

Po vy¢isleni obdrzime |A| = 0.

5.2 Vlastnosti determinantd

V minulé ¢asti jsme zavedli pojem determinantu matice fadu n a ukazali
jsme zpusob jeho vypoctu rozvojem podle jejiho libovolného tadku, resp.
jejiho libovolného sloupce. Tento zpusob vypoctu je pro matice vyssiho radu
zna¢né narocny na pocet provadénych aritmetickych operaci.

Ukol. Odhadnéte pocet operaci secitani a ndsobeni pro vycisleni deter-
minantu matice radu n = 100.

Proto si ukazeme jinou metodu, ktera vychdazi z nékterych vlastnosti deter-
minantu matic.

Zacnéme s nékolika vétami, které ndm pomohou pfi vypoctu hodnoty deter-
minantu matice A. Zejména sledujme vztah mezi determinantem matice A a
determinantem matice B, kterd vznikla z A elementarnimi transformacemi.

Véta 5.9.

Necht A je matice fddu n > 1. Necht vsechny prvky
v nékterém jejim radku (resp. sloupci) jsou rovny 0. Potom

IA| = 0.

Dikaz: Tvrzeni vychazi z vypoctu determinantu matice rozvojem podle
fadku (sloupce), jehoz vsechny prvky jsou rovny 0. a
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Véta 5.10. (Vypocet |[H1(i,a)Al)
Necht A je ¢tvercovd matice fadu n. Necht matice B
vznikla z matice A vynasobenim libovolného jejiho radku

Vypolet

H1(i, ) A ¢islem a # 0. (Poznamenejme, ze B = H1(i,«)A.) Potom
plati
|B| = a-|A],
tedy

1
|A| = Edet(Hl(z’,oz))A, 1<i<m.

Dukaz: Dukaz vyplyva bezprostiedné z vypoctu determinantu matice B
rozvojem podle i-tého fadku. 0

Uvedme si nyni pomocnou vétu, kterou pozdéji vyuzijeme pii diikazech
nekolika vét.

Véta 5.11. (Pomocnd.) Necht A je matice fadu n. Potom

n . .

j+k | |A| proj=i
;(—1)1 g |Aig] = { 0 proj4i (5.42)
Dtikaz: Oznacme C matici, kterd vznikne z matice A tak, ze jeji i—ty radek
nahradime vektorem ¢ = (ci, ..., ¢,). Potom plati |C| = Y 7_ (—1)"F .
cp - |Aigl. Je-li € = (aiq, ..., aip), potom C = A, takze |C| = |A|. Je-li
c= (a1, ..., aj,), kde i # j, ma matice C dva stejné radky (i-ty rdadek je
roven j-tému fadku). V tomto piipadé je |C| = 0. Plati tedy (5.42). n

Analogickd véta plati pro sloupce. Uvedme si ji:

Véta 5.12. (Pomocnd.) Necht A je matice fadu n. Potom

n

IRV 1 J |A] proj=i
;;1) ary | Al {0 roj 4 i (5.43)

\w! \ Véta 5.13. (Vypocet [H2(i,j)Al) [

Necht A je matice fadun. Necht B je matice, kterd vznikne
z matice A tak, ze k jejimu j—tému radku pripocteme jeji
Vypotet i—ty radek, kde i # j. Potom |A| = |B|. (Poznamenejme,
[H2G, ) Al ze B =H2(i,j)A.) Tedy

|A| = det(H2(i, j)A).
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Dikaz: Rozvojem podle j— tého fadku dostavame

n

Bl =" (—17** - (a0 + aig) - [Ajul.

k=1

Odtud dostavame

n

Bl =Y (=17 ag [Ajel + 3 (=17 agg - A
k=1

k=1

Podle (5.42) dostdvéame odtud |A| = |B|.

Véta 5.14. (Vypocet |H3(r, s)A|) _
. lig‘\

Necht A je matice fadun. Necht B je matice, kterd vznikne
z matice A vyménou jejiho r—tého a s—tého rddku (sloupce).

(Poznamenejme, ze B = H3(r,s)A). Potom Vypotet
|H3(r, s)A]

‘A|:_|B|7

tedy )
|A| = —det(H3(r,s)A).

Dtikaz: Véta je pro radky citaci jiz diive uvedené véty 5.5 a pro sloupce
vychazi z véty 5.7. a

Vot 5.15. (Vyperet a0 40 TN 3’
0

Necht A je matice radun a necht r # s jsou dva jeji fradkové
(sloupcové) indexy. Necht B je matice, kterd vznikne z ma-
tice A vyménou jejitho r—tého a s—tého radku (sloupce) a Vypotet

vynasobenim jejiho s—tého radku v takto vzniklé matici [H3(r, s) Al
c¢islem (—1). (Poznamenejme, ze B = H3(r, s)A). Potom

Al = |BY,
t.
|A| = det(H3(r, s)A).
Diikaz: Véta je disledkem vét 5.14 a véty 5.10. .
Véta 5.16

. g
Necht A je ¢tvercovd matice fddu n, jejiz dva radky jsou \u; \

stejné. Potom |A| = 0.
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Dikaz: Oznacme B matici, kterd vznikla z matice A vzajemnou vyménou
obou stejnych fadku. Podle véty 5.14 je |A| = — | B|. Ponévadz vsak A = B
(vyménili jsme vzajemné dva stejné radky), je |A| = |B|. Tedy

Al = [B| = —|A].
To je mozno jen v piipadé, ze |[A| = 0. n
Piiklad 5.10. Necht
1 6 3
A=1]10 6 3
1 6 3

Prvni a tfeti fadek této matice jsou stejné. Vypoctem se presvécte, ze |A| =
0.

Véta 5.17. Necht A je matice fadun > 1. Necht B je matice, kterd vznikne
z matice A tak, Ze k jejimu j—tému radku pricteme a—nasobek jejiho i—tého
radku, kde i # j. Potom |A| = |B|. (Pripomenme, ze B = H4(i,«, j,1)A).

Dikaz: Matice B vznikla po sobé nasledujicimi elementdarnimi transforma-
cemi matice A

C =Hl1(i,a)A, D =H23ij)C, B=mHl(i1/a)D.

Podle predchazejicich vét je
1
ICl=a-l4], [D|=|C|, |B|=_|D|.

Odtud |B| = |Al. -

Vata 5.18. (Vypocet [Hi(i,a,5, ) Al) [N

Necht A je matice iddun > 1. Necht «, 3 jsou realna cisla,

B3 # 0. Déle necht i, j jsou radkové indexy matice A. Necht
Vypotet B je matice, jejiz j—ty radek je roven souctu a—nasobku i1—
M4 005 AL B tého Fddku matice A a f—ndsobku j—tého fddku matice A
a ostatni radky matice B se rovnaji odpovidajicim radkim
matice A. Potom

1
Al =—-|B|,
Al =51B

A] = %|H4<z',a,j, B)A|

(Poznamenejme, ze B = H4(i, «, j, 3)A).
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Dikaz: Matice B vznikla z matice A postupné témito upravami.
C =Hl(i,a)A, D =HIL(G,j)C, F=mH2ij)D, B=HI(i,1/a)F.

Potom s ohledem na véty 5.13, 5.10 dostavame |A| =1/6 - |B]. O
Dusledek. Necht X je matice typu (n,n). Necht Y = H1(i,a)X, kde
a#0, Z ="H2(i,j)X. Potom s ohledem na véty 5.10, 5.13 plati

det(X) =0« det(Y) =0, det(X)=0<« det(Z) =0.

Vypocet determinantu matice jejim pFfevodem na horni trojiihel-
nikovou matici

Napred si ukazme zpusob vypoctu determinantu horni trojihelnikové ma-
tice. V dalsich tvahach si ukazeme dva postupy vypoctu, které se opiraji
o transformaci matice na horni trojihelnikovou matici.

Véta 5.19. (Determinant trojihelnikové matice) .

Necht B je horni trojithelnikovd matice n—tého radu:
(b1 bia big b1 bin )
0 baa ba3 ban—1 by
0 0 b3’3 b3,n—1 b3,n
B = (5.44)
0 0 0 bn—l,n—l bn—l,n
\ 0 0 ... 0 0 bun )
Potom
|IB| =0b11-baa2-... by (5.45)

Diikaz: Proved me vypocet hodnoty determinantu této matice rozvojem pod-
le jejtho prvniho sloupce. Dostavame

52,2 b2,3 bz,n—1 bz,n
0 b33 bsn-1  ban
|B| = (_1)1+1 : 51,1
0 0 bnfl,nfl bnfl,n
0 0 0 bn,n

.

Determinant
trojihelnikové
matice
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5. Determinanty

Hodnotu determinantu takto vzniklé matice uréime opét rozvojem podle
prvniho sloupce. Dostavame

b373 . b37n71 b37n
|B| — bl,l X (_1)1+1 . (_1)1+1 . b2,2 .
O e bn—l,n—l bn—l,n
0o ... 0 bnn

Timto zpusobem pokracujeme, az po n krocich obdrzime hledany vzorec
(5.45)

’B’ = 6171 . b272 .t bn,n~ O

Piiklad 5.11. Vypocitejte hodnotu determinantu matice
5 2 4

)
4
) (5.46)
2

o o O

4 3
0 8
0 0

Reseni. Podle vzorce (5.45) dostavame

|A| =5-4-8-2 = 320.

Algoritmy vypo Ctu determinantu matice A

Ukazme si nyni dva algoritmy na vypocet determinantu matice A zalozené
na elementarnich transformacich, jimiz se matice A transformuje na horni
trojuhelnikovou matici.

Prvni algoritmus pouziva jen transformace H3(i,j)A, H4(i,«, j, 1) A, jimiz
se neméni hodnota determinantu matice A, viz véty 5.15 a 5.17.

Druhy algoritmus pouzivé transformace H3(i, j)A, HA(i,«,j, 5)A, kde
G # 0. Témito tranformacemi se hodnota determinantu meéni, viz véty 5.14
a H.18.

Vypotet Algoritmus 1.

determinantu B o . o, . . , ) o
Predpoklddejme, ze proménné A je prifazena ¢tvercova matice a proménné
n je pritazen jeji fad. Ve vykladu pouzivame toto oznacent:
D =det(A) ... A je vychozi matice,
7 ...potadové ¢islo sloupce, se kterym pracujeme,
i,p ...cisla radku.

Zacatek

230



B1 Za¢neme s tipravou prvniho sloupce. Polozime

j =1
B2 Jestlize
a;; =0 proi=j,j+1,...,n, (5.47)
(to jest jestli prvky v j-tém sloupci v fadcich ¢ = j,...,n jsou nulové),
polozime
D:=0
a vypocet je ukoncen.
Jestlize alespon jeden z prvku a;;, i = j,...,n, je nenulovy, jdeme
k bodu B3.
B3 Zvolme p € {j,j +1,...,n}, pro néz je
ap,j 7 0.
Touto volbou zvolime p-ty fadek jako hlavni pro néasledné eliminace.
Jdeme k B4.
B4 Jestlize p = j, je j-ty tadek hlavni. Jdeme k B6. Je-li p # j, jdeme
k B5.

B5 Ponévadz p # j, vyménime navzajem p-ty a j-ty fadek matice A a po
vyméné nasobime j-ty radek cislem —1. Tento ikon jsme oznacili jako
elementarni transformaci H3. Je tedy

A = H3(j,p)A. (5.48)

Po této transformaci je j-ty fadek hlavnim fadkem. Ziejmeé je a;; # 0.
Pro matici A urc¢enou vztahem (5.48) plati

D = det(A).

Jdeme k B6.
B6 V j-tém sloupci provedeme eliminaci prvku

Aj+1,55 -+ -5 Onyj
takto:
bl. Polozme
1:=75+1.
Jdeme k b2.
b2. Jestlize
Q5 = 0

jdeme k b4. Jestlize a;; # 0, jdeme k b3.

b3. Hlavni rddek, to jest j-ty fadek, ndsobeny cislem —Z;—j pricteme
k i-tému fadku. (Hlavni fadek byl zvolen tak, 7e a;; # 0.) Tento
ukon odpovida elementarni transformaci

A = M4 (j, G, 1) A. (5.49)

35
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5. Determinanty

V takto vzniklé matici A je a;; = 0. Pro vzniklou matici v (5.49)

plati
D = det(A).
Jdeme k b4.
b4. Polozme
=1+ 1.

Jestlize 1 < n, jdeme k b2. Je-li i =n + 1, jdeme k B7.

B7 Piejdeme k dalsimu sloupci. Polozme
ji=7+1

Je-li j <n—1, jdeme k B2. Je-li j = n, jdeme k BS8.
B8 Matice A je jiz horni trojihelnikovou matici. Je tedy

D :=ajja22...0nn-
Vypocet je ukoncen.

Algoritmus 2.

Predpokladejme, ze proménné A je prifazena ¢vercova matice a proménné n
je pritazen jeji tad. Ve vykladu pouzivame toto oznaceni:

D =det(A) ... A je vychozi matice,

v...proménna pro sledovani hodnoty D. Na zacatku vypoctu polozime
~v:=1, takze D =~ - det A.

7 ...potadové ¢islo sloupce, se kterym pracujeme,

i,p ...poradova cisla radku.

Zacatek

B1 Polozme
v:=1, j:=1

Zacneme s tupravou prvniho sloupce.
B2 Jestlize

a;; =0 proi=j,j+1,...,n, (5.50)
(to jest jestli prvky v j-tém sloupci v fadcich ¢ = j, ..., n jsou nulové),
polozime
D:=0
a vypocet je ukoncen.
Jestlize alespoinl jeden z prvku a;j;, ¢ = j,...,n, je nenulovy, jdeme
k bodu B3.

B3 Zvolme p € {j,j + 1,...,n}, pro néz je

ap,j # 0.

Touto volbou zvolime p-ty fadek jako hlavni pro nasledné eliminace.
Jdeme k B4.
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B4 Jestlize p = j, je j-ty tadek hlavni. Jdeme k B6. Je-li p # j, jdeme
k B5.

B5 Ponévadz p # j, vyménime navzijem p-ty fadek a j-ty fddek matice
A. Tento tikon jsme oznacili jako elementérni transformaci H3. Je tedy

A = H3(j,p)A. (5.51)

Po této transformaci je p-ty Tadek hlavnim fadkem. Ziejmé je
a;; 7 0. Ponévadz podle véty 5.14 se vymennou dvou fadku matice
zméni znaménko hodnoty determinantu, polozime v := —~. Je tedy

D =~ -det(A),

kde A je matice vznikla transformaci (5.51).
B6 V j-tém sloupci provedeme eliminaci prvku

Ajt1,5y -5 Qnj
takto:
bl. Polozme
1:=7+1.
Jdeme k b2.
b2. Jestlize
Q5 = 0

jdeme k b4. Jestlize a;; # 0, jdeme k b3.

b3. Hlavni réddek, to jest j-ty radek, nasobeny cislem —a;; pricteme
k nasobku i-tého radku cislem a;;. Tento dkon odpovida ele-
mentarni transformaci

A ="H4 (], —ai7j,i,aj7j)A. (552)

V takto vzniklé matici A je a,; = 0. S ohledem na vétu 5.18

polozme
1
V="
aj,j

Pro matici A vzniklou transformaci (5.52) plati
D =~ -det A.

Jdeme k b4.
b4. Polozme

1: =1+ 1.
Jestlize 1 < n, jdeme k b2. Je-li i =n + 1, jdeme k B7.
B7 Piejdeme k dalsimu sloupci. Polozme

ji=7+1L

Je-li j <n—1, jdeme k B2. Je-li j = n, jdeme k B8.
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B8 Matice A je jiz horni trojihelnikovou matici. Polozme
D = ~vyaj 022 . .. Gnp.
Vypocet je ukoncen. D je hledand hodnota determinantu.
Poznamky k popisu p fi feseni uloh.

Pri popisu feseni prikladu je znaceni B1 — B7 z popisu algoritmu doplnéno
udajem o cislu sloupce, s nimz se pracuje. Napf.

B1-2, B2-2,..., B7-2

znaci, ze se provadéji ikony popsané v B1, B2,..., B7 pro j = 2.
Oznaceni b1, b2, b3, b4 v popisu algoritmu je doplnéno udajem o ¢islu sloupce
a o ¢islu fadku, s nimiz se pracuje, a to takto:

bl-j.i, b2-j.i, b3-j.i, bd-j.i,

coz je aplikovani tkonu v popsanych v b1, b2, b3, b4 v pro sloupec j a fadek
1. Napft.
b2-3.4

je oznaceni ukontu uvedenych v b2 pro tieti sloupec a ctvrty radek.

Priklad 5.12. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

4
4
) (5.53)
0

— oo N =
NN =N
= w ot O

pomoci jeji transformace na horni trojihelnikovou matici.
ResSeni. Pouzijme algoritmus 1.

Proménné A piifadme danou matici a proménné n jeji iad, takze

n = 4.

B1-1 Zacneme s 1. sloupcem. Polozme
j =1
B2-1 Vsechny prvky matice A v prvnim sloupci, to jest prvky
a1,1,a21,0a31, 04,1
jsou nenulové. Jdeme k B3-1.

B3-1 Zvolime p € {1,2,3,4} tak, aby a,; # 0. Polozme p := 1, takze prvni
fadek volime jako hlavni. Jdeme k B4-1.



B4-1 Ponévadz p = j(= 1), je jiz hlavni fadek v prvnim rddku (j-tém radku).
Neprovadime tedy vyménu fadku a jdeme k B6-1.
B6-1 Provedeme eliminaci prvku

21,031, Q4,1

v prvnim sloupci a to takto:
b1-1.2 Polozme ¢ := 2. Postoupime k b2-1.2.
b2-1.2 Ponévadz a; 1, to jest ag1 =2 # 0, jdeme k b3-1.2.
b3-1.2 Pouzijeme transformaci

A= Ha(1, -2 2 1A, (5.54)

a1,1

Po této transformaci bude druhy radek roven

2

A(2,) = —7(1,2,4,0) + (2,1,4,5) = (0, -3, -4, -5).
Ostatni radky se transformaci nemeéni. Transformaci (5.54) tedy
dostavame

1 2 40

0 -3 —4 5
A =

8§ 2 4 3

12 0 4

Determinant této matice je roven determinantu zadané matice
(5.53). Jdeme k b4-1.2.
b4-1.2 Polozme
1:=1+1, takzei=3.
Ponévadz i < n, tj. 3 < 4, jdeme k b2-1.3.
b2-1.3 Ponévadz a; 1, to jest az; =8 # 0, jdeme k b3-1.3.
b3-1.3 Pouzijeme transformaci

A= HA(L -1 3 1)A. (5.55)
a1

Po této transformaci bude tret{ radek roven

A(3,:) = —%(1,2,4,0) +(8,2,4,3) = (0, —14,—28,3).

Ostatni radky se transformaci nemeéni. Transformaci (5.55) tedy

dostédvame
1 2 4 0
0 -3 —4 5
A=
0 —14 -28 3

1 2 0 4

Determinant této matice je roven determinantu zadané matice

(5.53). Jdeme k b4-1.3.
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b4-1.3 Polozme

1: =1+ 1, takze:=4.
Ponévadz i = n, tj. 4 = 4, jdeme k b2-1.4.

b2-1.4 Ponévadz a;;, to jest as; =1 # 0, jdeme k b3-1.4.
b3-1.4 Pouzijeme transformaci

A= HA(L -2 4 1) A (5.56)
ai

Po této transformaci bude ¢tvrty fadek roven

A1) = —3(12,4,0)+ (1,2,0,4) = (0,0,-4,4).

Ostatni radky se transformaci neméni. Transformaci (5.56) tedy

dostdvame
1 2 4 0
0 -3 —4 5
A=
0 —14 -28 3
0 0 —4 4

Determinant této matice je roven determinantu zadané matice
(5.53). Jdeme k b4-1.4.

b4-1.4 Polozme

B2-2

B3-2

B4-2

B6-2

1: =1+ 1, takze?=0>5.
Ponévadz i > n, tj. 5 > 4, je prvni sloupec v pozadovaném tvaru.

Pujdeme tedy k dalsimu sloupci. Polozme tedy
J:=7+1, takze j=2.

Jdeme k bodu B2-2.
Prvky

@22, A32
ve druhém sloupci jsou od nuly ruzné. Jdeme k B3-2.
Zvolme p € {2,3}. Zvolme p := 2, takze 2. tadek volime jako hlavni.
Jdeme k B4-2.
Ponévadz p = j(= 2), je jiz hlavni fadek v 2. fadku (j-tém radku).
Neprovadime tedy vyménu radku a jdeme k B6-2.
Provedeme eliminaci prvkua

3,2, (4,2

ve 2. sloupci a to takto:

b1-2.3 Polozme i := 3 (to jest i := j + 1). Postoupime k b2-2.3.
b2-2.3 Ponévadz a; s, to jest ass # 0, jdeme k b3-2.3.



b3-2.3 Pouzijeme transformaci

A= HA2, -2 3 1)A. (5.57)

29

Po této transformaci bude 3. fadek roven

14 28 61
A(3,:) = —3(07 —3,—4,5)+(0,—14, —-28,3) = (0,0, —3 —3)
Ostatni fadky se transformaci neméni. Transformaci (5.57) tedy
dostdvame matici

1 2 4 0
A 0 -3 -4

0 o0 -z -9

0 0 —4 4

Determinant této matice je roven determinantu zadané matice
(5.53). Jdeme k b4-2.3.
b4-2.3 Polozme
1:=1+1, jetedyi=4.

Ponévadz i = n, jdeme k b2-2.4
b2-2.4 Ponévadz asp = 0, to jest a;; = 0, jdeme k b4-2.4.
b4-2.4 Polozme
i:=1+1, tedyi=>5.

Ponévadz i = 5 > n, jdeme k B7-2.
B7-2 Piejdeme k dalsimu sloupci. Polozme j := j+ 1, takze j = 3. Ponévadz
j=3<n-1(3=23), jdeme k B2-3.
B2-3 Prvky

as33, (43

ve tTetim sloupci jsou nenulové. Jdeme k bodu B3-3.
B3-3 Zvolme p € {3,4}. Polozmeme p := 3, takze 3. rddek zvolime jako
hlavni. Jdeme k B4-3.
B4-3 Ponévadz p = j(= 3), je jiz hlavni fadek v 3. fadku (j-tém radku).
Neprovadime tedy vyménu fadku a jdeme k B6-3.
B6-3 Provedeme eliminaci prvku ve tietim sloupci a to takto:
b1-3.4 Polozme i := 4 (to jest i := j + 1). Postoupime k bodu b2-3.4.
b2-3.4 Ponévadz a;; # 0, to jest as3 # 0, jdeme k b3-3.4.
b3-3.4 Pouzijeme transformaci

A= M43, -2 4 1A, (5.58)

ag;3
Po této transformaci bude 4. radek roven

3 28 61 89
A(47 :> = __(0707 _Eu _§> + (0707 _47 4) = (070707 7)
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Ostatni radky se transformaci nemeéni. Transformaci (5.58) tedy
dostdvame matici

A 0 -3 —4
0 0 -3 -4

Determinant této matice je roven determinantu zadané matice.
Jdeme k bodu b4-3.4.
b4-3.4 Polozme

=1+ 1.

Je tedy @ = 5. Ponévadz ¢ = n + 1, jdeme k B7-3.

B7-3 Polozme j :=j + 1. Je tedy j = 4. Ponévadz j = n, jdeme k B8.
B8

D:=1-(-3)- (——) T tedy D = 356,

kde D je determinant dané matice (5.53).
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Priklad 5.13. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

2
0
0
1

o O W=

1
2
4
3

S N~ O

Reseni. K vypoétu pouzijeme algoritmus 1, avsak popis feseni bude
strucny.

Proménné A piifadme danou matici a proménné n piifadime iad matice,
tedy n := 4. Oznacme D = det(A).

Polozme j5 := 1. Upravy budeme provadét v 1. sloupci. Za hlavni fadek
zvolime tadek 2. Transformaci

A :="H3(1,2)A
dostaneme matici
1 2 3 0
0 -1 -1 -2
A —
2 4 0 0
0 3 0 1
Pro ni plati
det(A) = D.
Transformaci
A =HA4A(1,-2,2,1)A
dostaneme matici
1 2 3 0
0 -1 -1 -2
A —
0O 0 -6 0
0 3 0 1
Pro tuto matici je |A| = D.
Polozme j := 2. Upravy budeme provadét v 2. sloupci. Za hlavni fadek

zvolme 2. fddek matice A. Transformaci
A ="H4(2,3,4,1)A

dostaneme matici

12 3 0

0 -1 -1 -2
A =

0 0 -6 0

0 0 -3 =5
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Pro ni plati det(A) = D.

Polozme j5 := 3. Upravy budeme provadét v 3. sloupci. Za hlavni tadek
zvolme 3. fadek. Transformaci

A= HAG, —%,4, A

dostaneme matici

12 3 0
0 -1 -1 -2
A —
0 0 -6 0
0 0 0 =5
Pro ni plati det(A) = D. Obdrzend matice je horni trojuhelnikova matice.

Je tedy
D=1-(-1)-(—6)-(-5), tedy D= —30.

Priklad 5.14. Vypocitejte determinant matice

0 21 0
21 0 =2
A=
-3 3 2 1
0 31 0

K vypoctu pouzijte algoritmus 2.

Reseni. Oznacme D = det(A), Polozme 7 := 1, takze D = 7y - det(A).

Polozme j := 1.| Ponévadz a;; = 0, provedme transformaci

A:="H3(1,3)A
a polozme ~ := —v. Dostavame
-3 3 2 1
210 =2
A= (5.59)
021 0
031 O

Potom plati D = - det(A), kde A je matice (5.59). Za hlavni radek zvolme
1. fadek. Transformaci

A =H4(1,2,2,3)A

dostavame matici

-3 3 2 1
09 4 —4
A=
021 0
0 31 0
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Polozme 7 := 7. Potom D =~ - det(A).

Polozme j := 2.| Za hlavni fadek zvolime 2. fadek. Transformaci

A =H4(2,-2,3,9)A

dostaneme
-3 3 2 1
09 4 —4
A=
0 01 8
0 3 1 0
Polozime-li ~ := %7, plati
D =~ -det(A).
Transformaci
A ="H4(2,-3,4,9)A
dostavame
-3 3 2 1
09 4 —4
A=
00 1 8
00 -3 12
Polozime-li 7 := %7, potom
D = ~.det(A).

Polozme j := 3.| Za hlavni fadek zvolme 3. fadek. Transformaci

A= HA(3,3,4,1)A

dostavame
-3 3 2 1
09 4 —4
A=
001 8
0 00 36
Polozime-li v :=1 - v, plati
D =~ -det(A).

Ponévadz A je horni trojihelnikova matice, dostavame

D=—-.-.-. (=3)-9-1-36, takze D = 4.
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Poznamka k hodnosti matice

Singuldrni Definice 5.2. Rekneme Ze ¢tvercova matice A je requldrnd, jestlize |A| # 0.
a regularni Je-li |A] = 0, fikdme, ze matice A je singuldrni.
matice

Véta 5.20. Necht A je dand ¢tvercovd matice fddu n. Potom matice A je
regularni, kdyz a jenom kdyz ma hodnost n.

Diikaz: Matici A pfevedme elementdrnimi transformacemi na horni scho-
dovitou matici B. Evidentné tato matice nemda nulovy fadek, to jest ma
hodnost n, kdyz a jenom kdyz je horni trojihelnikovou matici s nenulovymi
diagonalnimi prvky, to jest, jestlize je regularni. 0

\w Véta 5.21. (Véta o hodnosti matice) _
Necht X je nenulova matice typu (m,n). Potom matice X

ma radkovou hodnost h, kdyz a jenom kdyz existuje takova
submatice A matice X fadu h < m, ze det(A) # 0 a ze
determinant kazdé submatice matice X radu vétsiho nez h,
pokud existuje, ma hodnotu rovnu 0.

Dukaz:

a) Dokazme: Jestlize matice X mé fadkovou hodnost h, existuje takova

submatice A matice X tadu h < m, ze det(A) # 0 a ze determinant
kazdé submatice matice X tadu > h, pokud existuje, ma hodnotu
rovnu 0.
Oznac¢me Y horni schodovitou matici, kterd vznikla z matice X ele-
mentarnimi transformacemi. Ponévadz matice X mé& hodnost A, mé
matice Y prave h nenulovych fadki. Oznacme s; nejmensi index, pro
néjz je prvek y; 5, # 0 pro 7 = 1,2,... h. Oznacme B submatici ma-
tice Y vytvorenou z tadku 1,2,...,h a sloupcu si,Ss,... s,. Matice
B je horni trojuhelnikovd matice fddu h s nenulovymi diagondlnimi
prvky. Tedy hodnota determinantu této matice je # 0. Determinant
kazdé submatice matice Y tadu > h, pokud takova submatice existuje,
méa posledni fadek nulovy a tedy jeho hodnota je rovna 0. Ponévadz
kazda submatice matice Y vznikla z matice X elementarnimi transfor-
macemi, je prvni ¢ast véty dokazana.

b) Necht existuje ¢tvercovd submatice C' matice X fadu h, jejiz deter-
minant je nenulovy a determinant kazdé submatice fadu > h, pokud
takové submatice existuji, maji nulovou hodnotu. Podle véty 5.20 jsou
radky matice C' linedrné nezavislé, takze alespon h radku matice X je
linearné nezavislych. M4 tedy matice X hodnost > h. Kdyby hodnost
matice X byla > h, existovala by podle a) étvercova submatice X réadu
> h, jejiz determinant je # 0. To by bylo v rozporu s predpokladem.
Tim je druha ¢ast véty dokazana. 0
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Vztah mezi radkovou a sloupcovou hodnosti matice.

Véta 5.22. (Radkova a sloupcova hodnost)
Necht A je matice typu (m,n). Potom jeji sloupcovd hod-
nost je rovna jeji radkové hodnosti.

Dikaz: Pripomenme si, ze fadkova hodnost matice A je nejvétsi pocet je-
jich linedrné nezdvislych fddku a sloupcova hodnost je nejvetsi pocet jejich
linedrné nezavislych sloupcii. Oznac¢me h fddkovou hodnost matice A a h
sloupcovou hodnost matice A. Predpokladejme, ze h # h. Je uvidentni, ze
sloupcové hodnost matice A je rovna fadkové hodnosti matice A”. Budeme
tedy srovnéavat fadkové hodnosti matic A a A”. Ponévadz podle predpokladu
je fadkova hodnost matice A rovna h, existuje takova submatice B matice
A tadu h, ze det(B) # 0 a determinant kazdé submatice F' matice A téadu
> h je roven 0. Ponévadz podle véty 5.7 je determinant kazdé matice roven
deterinantu z matice k ni transponované, je det(B") # 0 a det(F") = 0.
Tedy existuje podmatice matice AT fadu h, jejiz determinat je ruzny od
0 a vSechny submatice fadu > h maji determinant roven 0. Tedy faddkova
hodnost matic A” je rovna h. Je tedy h = h. 0

5.3 Pouziti determinantd

Piima metoda feSeni systému linearnich rovnic.

Jiz diive jsme se seznamili s pojmem systému m linearnich algebraickych
rovnic o n neznamych

A-x=0b> (5.60)
a s pojmem jeho feseni. Ukazeme si nyni, jak se toto feseni da nalézt v pti-
padeé, ze A je ¢tvercova regularni matice. V dalsi kapitole se budeme zabyvat
s pojmem fFeSeni obecnéji a uvedeme si nékolik metod vhodnych k jeho na-
lezeni. V této casti uvedeme pouze nalezeni feSeni pomoci determinanti.
Tato metoda md sice velky vyznam z teoretického hlediska, avsak numericky
je pouzitelnd pouze pro reseni systému rovnic o relativneé malém poctu neznd-
myjch.

5.3.1 Cramerovo pravidlo

Véta 5.23. (Cramerovo pravidlo) _

Necht A je reguldrni ¢tvercovd matice fddu n, b je n—
rozmérny sloupcovy vektor a x je hledany n-rozmérny vek-
tor. Oznacme

.

Rovnost
Fadkové a
sloupcové
hodnosti

=

Regen(

systému n
rovnic o n
nezndmych
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matici, ktera vznikne z matice A tak, ze jeji i—ty sloupec na-
hradime vektorem pravych stran b. Potom systém linearnich

rovnic
Ax =b (5.61)
ma praveé jedno reseni @, pro néz plati
| Bi|
xT; = : =1,...,n. (5.62)
Al

Dukaz: Dokazme predevsim, ze je-li vektor & fesenim systému (5.61), potom
plati (5.62). Ponévadz vektor @ je fesenim (5.61), plati

101+ oo+ ...+ QT+ .. A Qg pry = by, prok=1,2 ... n. (5.63)

Zvolme i, 1 < i < n. Dokézeme, ze pro z; plati (5.62). Vynéasobenim (5.63)

vyrazem (—1)T. | Ay ;| pro k =1,2,...,n dostavdme
S (U ag - | Agl - xy = b (1) Ayl (5.64)
j=1

Sec¢tenim rovnic (5.64) pro k =1, ..., n, dostavame

D a Y an (1) Al =) (1) Al (5.65)
k=1 k=1

j=1
Pouzitim véty 5.42 odtud dostavame
zi - |A| = |Bi,

odkud plyne (5.62).
Dokazme nyni, ze jestlize @ je vektor o slozkach

| Bl
Tp = —, k=1,...,n, (5.66)
Al
potom x je fesenim systému (5.61). Necht j je jedno z ¢isel 1,...,n. Dosa-

zenim téchto hodnot x; do levé strany j—té rovnice obdrzime veli¢inu, kterou
oznac¢ime L. Dostavame

n n
| By
L=2 ajpwp =) aj—r.
L e T L g

Rozvojem determinantu |By| podle k—tého sloupce dostdvame odtud

1 n n ‘
L = m Z aj,k Z(—l)z+kbz’Az7k|
k=1 i=1




Provedenim upravy pak dostavame

1 n - n 4
L= o S 31 g A
=1 k=1

S ohledem na (5.42) odtud vyplyva

n
E (lngl'k = bj,
k=1

takze vektor x vyhovuje j—té rovnici (j =1, ..., n.) O

Priiklad 5.15. Uzitim Cramerova pravidla feste nasledujici systém linear-
nich rovnic

xr1 + 2ZL‘2 —Tr3 = —1
2ry + Try —x3 = 3 (5.67)
3.%’1 + 6.%’2 —T3 = 1

Reseni. Oznacime-li A matici soustavy tohoto systému, b vektor pravych
stran a & vektor neznamych, je

1 2 -1 —1 1
A= 2 7 -1 |, b= 3|, z=| =2 |. (5.68)
3 6 —1 1 T3

Vypoctem zjistime, ze |A| = 6. Je tedy matice A reguldrni a dany systém
Ize tesit Cramerovym pravidlem.

Matici B, dostaneme tak, ze prvni sloupec matice A nahradime vektorem
b. Dostavame tak matici

-1 2 -1
B, = 37 -1 a determinant |B;| = —6.
1 6 —1

Matici By dostaneme tak, ze druhy sloupec matice A nahradime vektorem
b. Dostavame tak matici

1 -1 -1
B,=| 2 3 -1 a determinant  |Bsy| = 6.
3 1 -1

Matici B3 dostaneme z matice A tak, ze jeji tieti sloupec nahradime vekto-
rem b. Dostaneme tak matici

1 2 -1
B;=| 27 3 a determinant |Bs| = 12.
36 1
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Resenfm systému (5.67) je tedy

|Bi| -6
=1 __~__q
€y 6 6 9
B
LBl o
6 6
ZL’3:|B3|—E:2.
6 6

VVVV

A. Rekli jsme, ze matice B je inverzni k matici A, jestlize
A-B=B-A=EFE.

D4 se dokazat, ze matice B je inverzni k requldrni ctvercové matici A, jestlize

plati
A-B=EF.

V tomto piipadé neni tedy nutno pozadovat splnéni pozadavku

B-A=F.

Necht tedy matice A je reguldrni ctvercova matice fddu n. Hledejme ctver-

covou matici B tak, ze
A-B=E. (5.69)

Zvolme 7 € {1, ..., n}. Uvazujme i—ty sloupec B(:, i) matice B a i—ty slou-
pec E(:, i) matice E, to jest sloupcové vektory

b 0

by 0

) bi—1; ] 0
Beo=1 | PEO= | ity radek

bi+1,i 0

b 0

A-B(:,i) = E(, 1). (5.70)



Tento systém rovnic feSme uzitim Cramerova pravidla. Dostdavame

|C]
b'i = s
g | Al

=1,...,n, (5.71)

kde C; je matice, kterd vznikla z matice A nahrazenim jejtho j-tého sloupce
vektorem E(:, i). Determinant |C;| vy¢islime rozvojem podle j-tého sloupce.
Jediny nenulovy prvek v tomto sloupci je ¢islo 1 v i—tém fadku.Tedy

|Cj = (=1)""7 - |Ai]. (5.72)
Z (5.71), (5.72) vyplyva
AL
b= (—1)"7. ’# 5.73

Z (5.73)proi=1,2,...,n,j =1,2,...,n dostdvame matici B. Vypocitejme
nyni BA. Uzitim (5.43) dostavdame

BA=F.

Je tedy matice B matici inverzni k matici A.

Dosazeny vysledek muzeme shrnout do nésledujici véty.

Véta 5.24. (Vypocet inverzni matice) _

Necht A je reguldrni ¢tvercovd matice fadu n. Potom k ma-

tici A existuje pravé jedna matice inverzni, oznacme ji B.
Jeji prvek b; ; se vypocita podle vztahu
| Ayl

bi; = (—1)i+j|—A‘ proi,j=1,...n. (5.74)

Poznamka. Vsimnéte si poradi indext 4,5 u b; ;, A;; v (5.74)!

Priklad 5.16. K matici A urcete matici inverzni.

1 2 4
A= -2 1 2
4 3 5
Reseni. Vypoctem dostavame
|A| = =5
-2 2
|A1| = =-1, |A|= = —18,
3 5 4 5

&
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-2 1 2 4
Avg| = =10, |Ay|= = -2,
4 3 3 5
1 4 1 2
|Asa| = =1L, Ay = -5,
4 5 4 3
2 4
|A1,3| = = 07 |A2,3| = = 107
1 2 -2 2
|As 3| = =
-2 1

Tedy podle véty 5.24 dostavame

| A —]Asa|  Asy]

A A Al
7A12| |A22| 7|A32|
po| Al 1A A
4] 4] [A]
|Ais|  —|Ass|  |Ass]
A A Al

Dosazenim vypocitanych hodnot za jednotlivé determinanty dostavame

1/5 —2/5 0
A'=B=| —-18/5 11/5 2
2 —1 -1

Zkousku spravnost vypoctu provedeme vypoctem A - B, B - A. Zjistime, ze
oba tyto souciny jsou rovny matici FE.

5.5 Zakladni poznatky z kapitoly 4 a tlohy k procvi  Ceni

1. Definice determinantu matice.

2. Pravidla pro vypocet determinantu matic radu 2, 3.

3. Véta o vypoctu determinantu rozvojem podle libovolného radku, resp.
libovolného sloupce matice.

4. Vztah mezi hodnosti matice A a matice B, kterd z ni vznikla ele-
mentarnimi transformacemi.

5. Vypocet hodnoty determinantu matice jeji transformaci na horni troj-

thelnikovou matici.

Vztah mezi hodnotami determinantu z matic A a A”.

Cramerovo pravidlo na feseni systému linearnich rovnic.

Hledéni inverzni matice.

Vztah mezi hodnosti matic a determinanty jejich submatic.

© oo



Ulohy

1. Vypocitejte hodnoty determinantu nésledujicich matic

(o) ==(50) =)

Al =6, |B| =—2,|C|=0]

2. Vypocitejte hodnoty determinantu nasledujicich matic uzitim Sarusova
pravidla.

1 -2 4 2 01 2 31
A=|T7 3 -2 |, B=|3 -2 4|, C=|10 2
1 4 0 2 1 4 5 6 4

3. Urcete vztah mezi hodnotami determinantu matic A, B, aniz byste
pocitali jejich hodnoty. Proved'te zduvodnéni.

1 0 =2 3 1 2 3 4
4 1 0 2 1 0 -2 3
A= , B=

1 2 3 4 0 -2 13

0 -2 1 3 4 1 0 2
[|A] = —|BJ. Matice B vznikla z matice A postupnymi vyménami téchto
radku: radek 1 a radek 3; radek 2 a tadek 3; radek 3 a radek 4. Celkem tremi
vyménami dvojic fadku. Je tedy |B| = (—1) - |A|, takze |A| = — |B|.]

4. Vypocitejte hodnoty determinantu nasledujicich matic transformaci na
horni trojihelnikovou matici.

1 -2 3 1 12 5 2

1 2 3 -1 3 5 1 2
A: s B =

0 26 4 5 3 4 2

0o 24 2 5 6 1 0

[|A] = -8, [B] =178

5. Uzitim Cramerova pravidla feste nasledujici systémy linedrnich rovnic

a)

12 3 o) —7
104 || | = -17],
210 s 4
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b)
1 -2 3 4 T 17
3 2 4 3 T 1
6 1 0 2 z || 1
4 -2 -1 3 Ty 12
1
1
)
la) & = 2 |,b)x= ]
2
—4
0

6. K dané matici A naleznéte matici inverzni a proved'te zkousku spravnosti
vypoctu.

102 3
1 2 3
4 0 21
a) A=|02 -1 |, b A=
31 05
0 6 4
2 31 4
23 5 4 _ 4
1 5 _4 105 21 35 105
TT 1 9 1 2
2 1 5 5 5
[a> 0 7 ﬁ 7b) 37 l _Q 11
0 —3 1 105 21 3% 105
T 6 _1 6 2
35 7 35 35



