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6. Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch algebraických rovnic

Cı́l kapitoly

Ćılem této části je

zvládnout problematiku řešitelnosti systému lineárńıch algebraických
rovnic
naučit se řešit systém lineárńıch rovnic jeho převedeńım na systém
ekvivalentńı s horńı schodovitou matićı soustavy
seznámit se s Gaussovou a s Jordanovou eliminačńı metodou
seznámit se s metodou qr–rozkladu matice soustavy
seznámit se s pojmem norma matice
seznámit se s iteračńımi metodami řešeńı systému lineárńıch rovnic
seznámit se s řešeńım systému lineárńıch rovnic metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u

Časov á zátěž

20 hodin

6.1 Ekvivalentnı́ syst émy rovnic

Několik úvodńıch slov. Dř́ıve než přikroč́ıte ke studiu této kapitoly je
nutné, abyste měli dokonale zvládnuté základńı pojmy z lineárńıch rovnic
uvedené v kapitole 3.

V této kapitole se budeme zabývat předevš́ım problematikou existence a jed-
noznačnosti řešeńı systému m lineárńıch rovnic o n neznámých a popisu
některých metod na jejich řešeńı.

Seznámili jsme se již s Cramerovým pravidlem (věta 5.23) na řešeńı
systému lineárńıch rovnic Ax = b, které lze použ́ıt v př́ıpadě, že jeho ma-
tice soustavy A je regulárńı čtvercová matice. V tomto př́ıpadě má systém
právě jedno řešeńı. Urč́ı se pomoćı determinant̊u. Tato metoda se však nehod́ı
k řešeńı systému lineárńıch rovnic pro věťśı počet neznámých, nebot’ k jeho
řešeńı je nutno provést velký počet aritmetických operaćı.

Dále jsme se seznámili s řešeńım systému lineárńıch rovnic Ax = b s regulárńı
čtvercovou matićı soustavy užit́ım inverzńı matice A−1. Výpočet inverzńı
matice je na počet operaćı náročněǰśı, než je řešeńı jednoho systému rovnic.
Použ́ıváme ji jenom tehdy, jestliže inverzńı matici známe, nebo ji potřebujeme
i k jiným účel̊um.

Poṕı̌seme předevš́ım metodu, založenou na pojmu ekvivalentnosti dvou
systémů lineárńıch rovnic. Tato metoda se dá použ́ıt i v př́ıpadě, že matice
soustavy A neńı regulárńı čtvercovou matićı. Uvedená metoda nám pomůže
též vyslovit větu o řešitelnosti a jednoznačnosti řešeńı systému lineárńıch
rovnic.
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Dva systémy lineárńıch rovnic

Ax = b, C x = d

nazveme ekvivalentńımi, jestliže každý vektor, který je
řešeńım systému rovnic Ax = b, je i řešeńım systému
C x = d a naopak, každé řešeńı systému rovnic C x = d je
i řešeńım systému rovnic Ax = b.

Při řešeńı systému rovnic Ax = b p̊ujde o nalezeńı takového ekvivalentńıho
systému rovnic, který je možno snadno posoudit. To znamená určit, zda
tento ekvivalentńı systém má nebo nemá řešeńı a v př́ıpadě, že má řešeńı,
toto řešeńı nalézt. Takovým vhodným ekvivalentńım systémem je systém,
jehož matice soustavy je horńı schodovitá matice.

6.1.1 Převod syst ému line árnı́ch rovnic na syst ém line árnı́ch rovnic
s hornı́ schodovitou maticı́ soustavy

Uvažujme systém lineárńıch rovnic

A · x = b (6.1)

Ukažme si platnost následuj́ıćıch pravidel P1, P2, P3, P4.

P1. Necht’ α je libovolné reálné č́ıslo 6= 0. Uvažujme libovolně zvolenou i–tou
rovnici systému (6.1)

ai,1 · x1 + . . .+ ai,n · xn = bi. (6.2)

Je evidentńı, že vektor x vyhovuje rovnici (6.2), když a jenom když vyhovuje
rovnici

α · (ai,1 · x1 + . . . ai,n · xn) = α · bi, α 6= 0. (6.3)

Nahrad́ıme-li tedy v systému (6.1) některou rovnici jej́ım násobkem č́ıslem α,
α 6= 0, je vzniklý systém ekvivalentńı s daným systémem.

P2. Necht’

ai,1 · x1 + . . . + ai,n · xn = bi, (6.4)

aj,1 · x1 + . . . + aj,n · xn = bj , (6.5)

jsou dvě libovolné rovnice systému rovnic (6.1). Je opět evidenetńı, že každý
vektor x vyhovuje oběma těmto rovnićım, když a jenom když vyhovuje rov-
nićım

ai,1 · x1 + . . .+ ai,n · xn = bi, (6.6)

(aj,1 + αai,1) · x1 + . . .+ (aj,n + αai,n) · xn = bj + αbi, (6.7)

kde α je libovolné reálné č́ıslo.
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6. Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch algebraických rovnic

Přičteme-li tedy k některé rovnici systému (6.1) α-násobek jiné rovnice,
α ∈ R, vznikne systém ekvivalentńı se systémem (6.1).

P3. Vypust́ıme-li ze systému rovnic (6.1) rovnici tvaru

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn = 0,

obdrž́ıme systém rovnic, který je ekvivalentńı se systémem rovnic (6.1), nebot’

každý vektor x ∈ Vn této rovnici vyhovuje. Tato rovnice tedy nedává žádné
omezeńı pro řešeńı systému rovnic (6.1).

P4. Jestlǐze v systému rovnic (6.1) je některá rovnice tvaru

0 · x1 + 0 · x2 + . . . + 0 · xn = c, c 6= 0,

nemá uvažovaný systém žádné řešeńı, nebot’ této rovnici nevyhovuje žádný
vektor.

Tyto úvahy můžeme shrnout následovně.

Věta 6.1.

Necht’ jsou dány dva systémy lineárńıch rovnic

A x = b, C x = d

o neznámých x1, x2, . . . , xn. Necht’ systém C x = d vznikl
ze systému A x = b těmito úkony:
H1. Libovolnou rovnici systému jsme násobili č́ıslem

r̊uzným od nuly.
H2. K libovolné rovnici jsme přičetli jinou rovnici systému.
H̃3. Vyměnili jsme navzájem dvě rovnice systému.
H4. K nenulovému násobku jedné rovnice jsme připočetli

libovolný násobek jiné rovnice.

Potom systémy Ax = b, C x = d jsou navzájem ekviva-
lentńı.

Poznámka.
1. Jestliže v systému rovnic Ax = b vypust́ıme rovnice

tvaru
0 · x1 + · · · + 0 · xn = 0,

obdrž́ıme systém rovnic s ńım ekvivalentńı.
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2. Systém rovnic, v němž je rovnice tvaru

0 · x1 + · · · + 0 · xn = konst, kde konst 6= 0,

nemá řešeńı.

Abychom si usnadnili zápis při operaćıch s rovnicemi, budeme pracovat je-
nom s koeficienty rovnic a s jejich pravými stranami. Abychom to precizo-
vali, zaved’me si zobrazeńı T , j́ımž se ke každému systému lineárńıch rovnic
Ax = b přiřad́ı rozš́ıřená matice tohoto systému rovnic (A|b), to jest

T (Ax = b) = (A|b).

Lineárńı rovnici daného systému

ai,1 · x1 + . . .+ ai,n · xn = bi

odpov́ıdá v tomto zobrazeńı i-tý řádek rozš́ıřené matice (A|b), to jest vektor

(ai,1, . . . , ai,n|bi).

Lehce nahlédneme, že zobrazeńı T je prosté zobrazeńı množiny systémů m
lineárńıch rovnic Ax = b o neznámých x1, . . . , xn na prostor matic (A|b).
Existuje tedy k němu inverzńı zobrazeńı T −1.

Ukážme dále, že zobrazeńı T zachovává jak seč́ıtáńı dvou rovnic, tak i náso-
beńı rovnice č́ıslem.

Uvažujme dvě rovnice

ai,1 · x1 + . . . + ai,n · xn = bi,

aj,1 · x1 + . . . + aj,n · xn = bj ,

a reálné č́ıslo α 6= 0. Potom podle definice v zobrazeńı T odpov́ıdá rovnici

ai,1 · x1 + . . .+ ai,n · xn = bi (6.8)

vektor
(ai,1, . . . , ai,n|bi) (6.9)

a rovnici
aj,1 · x1 + . . .+ aj,n · xn = bj (6.10)

odpov́ıdá vektor
(aj,1, . . . , aj,n | bj). (6.11)

Sečteńım uvažovaných rovnic dostáváme rovnici

(ai,1 + aj,1)x1 + · · · + (ai,n + aj,n)xn = bi + bj. (6.12)

Podle definice zobrazeńı T odpov́ıdá této rovnici vektor

((ai,1 + aj,1), . . . , (ai,n + aj,n)|(bi + bj)). (6.13)
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6. Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch algebraických rovnic

Je zřejmé, že v inverzńım zobrazeni T −1 odpov́ıdá vektoru (6.13) rovnice
(6.12).

Dále rovnici

α · (ai,1 · x1 + . . . + ai,n · xn) = α · bi, α 6= 0 (6.14)

odpov́ıdá v zobrazeńı T vektor

(α · ai,1, . . . , α · ai,n |α · bi). (6.15)

Je zřejmé, že v inverzńım zobrazeni T −1 odpov́ıdá vektoru (6.15) rovnice
(6.14).

Předpokládejme, že jsme k systému lineárńıch rovnic

Ax = b

v zobrazeńı T přǐradili rozš́ı̌renou matici soustavy tohoto
systému rovnic

(A|b).

Potom úkon̊um H1,H2, H̃3,H4 s rovnicemi systému
Ax = b, uvedených ve větě 6.1, odpov́ıdaj́ı elementárńı
transformace H1(i, α), H2(i, j), H̃3(i, j), H4(i, α, j, β) apli-
kované na matici (A|b).

Větu 6.1 můžeme tedy přeformulovat takto.

Věta 6.2.

Necht’ matice
(A|b) (6.16)

je rozš́ı̌renou matićı soustavy lineárńıch rovnic

Ax = b. (6.17)

Necht’ matice
(C|d)

vznikla z matice (6.16) elementárńımi transformacemi. Po-
tom systém lineárńıch rovnic

Cx = d

je ekvivalentńı k systému rovnic (6.17).
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Vhodnými elementárńımi transformacemi lze z matice (A|b) dospět ke scho-
dovité matici (C|d), která odpov́ıdá systému Cx = d, ekvivalentńımu k sys-
tému lineárńıch rovnic Ax = b. V kapitole 4 jsme uvedli postup převodu
matice na schodovitý tvar užit́ım elementárńıch transformaćı.

Řešeńı systému lineárńıch rovnic Ax = b lze t́ımto zp̊usobem převést na
řešeńı systému lineárńıch rovnic se schodovitou matićı soustavy.

Postup řešeńı systému lineárńıch rovnic

Jak řešit

systém

Ax = b

Necht’ je dán systém lineárńıch rovnic

Ax = b (6.18)

o n neznámých x1, . . . , xn. Tento systém lineárńıch rovnic
můžeme řešit v těchto kroćıch

1. K daném systému rovnic přǐrad́ıme matici rozš́ı̌renou
(A|b).

2. Užit́ım vhodných elementárńıch transformaćı

H1(i, α), α 6= 0, H2(i, j), H̃3(i, j), H4(i, α, j, β), β 6= 0

postupně aplikovaných na matici (A|b), vytvoř́ıme
horńı schodovitou matici (F |g).

3. Vypust́ıme nulové řádky matice (F |g). Takto vzniklou
matici označme (C|d). Této matici odpov́ıdá systém
rovnic

Cx = d. (6.19)

4. Necht’ systém (6.19) má tvar

c1,s1
xs1

+ . . .+ c1,s2
xs2

+ . . .+ c1,sh−1
xsh−1

+ . . . + c1,nxn = d1

c2,s2
xs2

+ . . .+ c2,sh−1
xsh−1

+ . . . + c2,nxn = d2

... (6.20)

ch−1,sh−1
xsh−1

+ . . .+ ch−1,nxn = dh−1

0 · xn = dh,

v němž č́ısla c1,s1
, c2,s2

, . . . , ch−1,sh−1
, dh jsou r̊uzná od

0, nebo tvar
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c1,s1
xs1

+ . . .+ c1,s2
xs2

+ . . . + c1,sh
xsh

+ . . .+ c1,nxn = b1

c2,s2
xs2

+ . . . + c2,sh
xsh

+ . . .+ c2,nxn = d2

... (6.21)

ch,sh
xsh

+ . . . + ch,nxn = dh

v němž c1,s1
, c2,s2

, . . . , ch,sh
jsou r̊uzná od 0.

Systém (6.20) nemá řešeńı, nebot’ jeho posledńı rovnice
je tvaru

0 · x1 + . . .+ 0 · xn = konst, kde konst 6= 0. (6.22)

Této rovnici nevyhovuje žádný vektor x. Systém rov-
nic (6.20) obsahuje rovnici tvaru (6.22), když a jenom
když matice soustavy C a matice rozš́ı̌rená (C |d) maj́ı
r̊uzné hodnosti. Poněvadž jsme k systému rovnic Cx =
d dospěli elementárńımi transformacemi ze systému
Ax = b, můžeme vyslovit tento prozat́ımńı závěr.
Jestliže hodnost matice soustavy A je menš́ı než
hodnost matice rozš́ı̌rené (A|b), nemá systém
rovnic Ax = b řešeńı.
Matice soustavy systému rovnic (6.21) je horńı scho-
dovitou matićı. O jeho řešeńı pojednáme později (str.
260).

Trojúhelńıková

matice

soustavy

Řešeńı systému lineárńıch rovnic s regulárńı horńı trojúhelńıkovou
matićı soustavy

Řešme systém rovnic
Cx = d, (6.23)

kde C je horńı regulárńı trojúhelńıková matice řádu n, d je n–rozměrný
sloupcový vektor a x je n–rozměrný sloupcový vektor neznámých. Rozepsá-
ńım tohoto systému dostáváme




c1,1 c1,2 . . . c1,n−1 c1,n

0 c2,2 . . . c2,n−1 c2,n

...
... . . .

...
...

0 0 0 cn−1,n−1 cn−1,n

0 0 0 0 cn,n




·




x1

x2

...

xn−1

xn




=




d1

d2

...

dn−1

dn




(6.24)

258



Zpětná

substituce

Poněvadž dle předpokladu je matice C regulárńı, jsou jej́ı prvky na hlavńı
diagonále r̊uzné od nuly. Tento systém rovnic lze řešit metodou, zvanou me-
toda zpětné substituce.

Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme xn. Dostáváme

xn = dn/cn,n. (6.25)

Dosad́ıme-li do předposledńı rovnice za xn vypoč́ıtanou hodnotu (6.25), do-
stáváme

cn−1,n−1 · xn−1 + cn−1,n · dn/cn,n = dn−1. (6.26)

Odtud
xn−1 = 1/cn−1,n−1 · (dn−1 − cn−1,n · dn/cn,n). (6.27)

Když jsme již vypoč́ıtali xn, xn−1, dosad́ıme tyto hodnoty do (n− 2)–té rov-
nice a vypoč́ıtáme xn−2. T́ımto zp̊usobem dále pokračujeme. Když jsme
již vypoč́ıtali xn, xn−1, . . . , x2, dosad́ıme tyto hodnoty do prvńı rovnice a
vypoč́ıtáme zbývaj́ıćı hodnotu x1.

Př́ıklad 6.1. Nalezněte řešeńı systému lineárńıch rovnic (jehož matice sou-
stavy je horńı trojúhelńıková matice).

2x1 + 3x2 + x3 = 11
x2 + 2x3 = 9

2x3 = 8.
(6.28)

Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme x3. Dostáváme x3 = 4. Dosazeńım této hod-
noty do druhé rovnice dostáváme

x2 + 8 = 9.

Odtud dostáváme x2 = 1. Dosad’me za x2, x3 tyto vypoč́ıtáné hodnoty do
prvńı rovnice systému. Dostáváme

2x1 + 3 + 4 = 11.

Odtud dostáváme x1 = 2.

Řešeńım zadaného systému rovnic (6.28) jsme tedy obdrželi

x1 = 2, x2 = 1, x3 = 4.

Řešeńı systému lineárńıch rovnic s regulárńı diagonálńı matici sou-
stavy.

Řešme systém rovnic
Cx = d,

kde matice C je regulárńı diagonálńı matice.
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6. Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch algebraických rovnic

Rozepsáńım lze tento systém zapsat takto

c1,1x1 = d1

c2,2x2 = d2

...

cn−1,n−1xn−1 = dn−1

cn,nxn = dn.

(6.29)

Řešeńım tohoto systému rovnic je zřejmě vektor x = C−1d, to jest

xi = di/ci,i, i = 1, 2, . . . , n.

Př́ıklad 6.2. Nalezněte řešeńı systému rovnic s diagonálńı matici soustavy

2x1 = 6,
3x2 = 1,

−2x3 = 5.

Řešeńı. Z prvńı rovnice vypoč́ıtáme x1. Dostáváme x1 = 3. Z druhé rov-
nice vypoč́ıtáme x2. Dostáváme x2 = 1/3. Z třet́ı rovnice vypoč́ıtáme x3.
Dostáváme x3 = −5/2.

Řešeńı systému lineárńıch rovnic s horńı schodovitou matićı sou-
stavy (6.30) typu (h, n), s hodnost́ı h ≤ n.

Tento systém lze rozepsat takto

c1,s1
xs1

+ . . . + c1,s2
xs2

+ . . . + c1,sh
xsh

+ . . .+ c1,nxn = d1

c2,s2
xs2

+ . . . + c2,sh
xsh

+ . . .+ c2,nxn = d2

...
...

... (6.30)

ch,sh
xsh

+ . . .+ ch,nxn = dh.

V něm jsou prvky c1,s1
, c2,s2

, . . . , ch,sh
r̊uzné od nuly.

Při jeho řešeńı postupujeme takto. Všechny členy tohoto systému rovnic,
které obsahuj́ı neznámé xj, kde j ∈ {{1, 2, . . . , n} −{s1, s2, . . . , sh}}, převede-
me na pravou stranu systému rovnic. V daľśım je budeme považovat za para-
metry; je jich celkem d = n−h. Obdrž́ıme tak systém h rovnic o h neznámých
xs1

, xs2
, . . . , xsh

s horńı regulárńı trojúhelńıkovou matićı soustavy, jehož pravá
strana záviśı na d parametrech. Jeho řešeńım zpětnou substitućı dostaneme h
složek řešeńı závislých na uvedených d parametrech. (Zp̊usob řešeńı systému
lineárńıch rovnic s trojúhelńıkovou matićı soustavy; byla nahoře popsaná.)
Řešeńı daného systému rovnic je pak vektor x, jehož složky jsou zavedené
parametry v počtu d a vypoč́ıtané složky xs1

, xs2
, . . . , xsh

.
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Př́ıklad 6.3. Nalezněte řešeńı systému lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 + x3 + 4x4 + x5 + 2x6 + 7x7 = 40

− 2x3 + x5 − x7 = −8

x6 − 3x7 = −15

(6.31)

o neznámých xi, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Řešeńı. Matićı soustavy je horńı schodovitá matice

A =




1 2 1 4 1 2 7

0 0 −2 0 1 0 −1

0 0 0 0 0 1 −3


 .

Označme b vektor pravých stran a x vektor neznámých. Potom je

b =




40

−8

−15


 , x =




x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7




Zadaný systém (6.31) rovnic lze pak zapsat v maticové notaci jako

A · x = b.

Matice soustavy i matice rozš́ı̌rená maj́ı stejnou hodnost h = 3. Má tedy
systém řešeńı.

Zadaný systém rovnic přeṕı̌seme tak, že na pravou stranu převedeme všechny
členy rovnic obsahuj́ıćı neznámé x2, x4, x5, x7. Dostáváme tak systém rovnic

x1 + x3 + 2x6 = 40 − 2x2 − 4x4 − x5 − 7x7

− 2x3 = −8 − x5 + x7

x6 = −15 + 3x7

(6.32)

Dosad́ıme-li za neznámé x2, x4, x5, x7 do (6.32) jakákoliv č́ısla, je pravou stra-
nou takto vzniklého systému konstantńı vektor a systém přecháźı na systém
3 rovnic o třech neznámých x1, x3, x6. Matice soustavy tohoto systému je re-
gulárńı horńı trojúhelńıková matice řádu 3. Jeho vyřešeńım dostáváme hod-
noty neznámých x1, x3, x6, které spolu se zvolenými hodnotami x2, x4, x5, x7

dávaj́ı řešeńı zadaného systému lineárńıch rovnic.
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Na neznámé x2, x4, x5, x7 se budeme tedy d́ıvat jako na parametry. Kv̊uli
zvýšeńı přehlednosti zavedeme toto označeńı parametr̊u:

x2 = c1, x4 = c2, x5 = c3, x7 = c4. (6.33)

Dosazeńım těchto parametr̊u do (6.32), dostáváme

x1 + x3 + 2x6 = 40 − 2c1 − 4c2 − c3 − c4

− 2x3 = −8 − c3 + c4

x6 = −15 + 3c4

(6.34)

Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme x6. Dostáváme

x6 = −15 + 3c4.

Do druhé rovnice dosad́ıme vypoč́ıtanou hodnotu x6 a vypoč́ıtáme x3. (Do-
sazeńı za x6 se neprojev́ı, nebot’ koeficient u x6 je v této rovnici roven 0.)
Dostáváme

x3 = 4 + 1/2c3 − 1/2c4.

Dosad́ıme tyto vypoč́ıtané hodnoty za x3, x6 do prvńı rovnice systému (6.34)
a vypoč́ıtáme x1. Dostáváme

x1 = 66 − 2c1 + 4c2 + 1/2c3 − 25/2c4.

Všechna řešeńı zadaného systému rovnic (6.32) lze zapsat takto

x =




66 − 2c1 + 4c2 + 1/2c3 − 25/2c4

c1

4 + 1/2c3 − 1/2c4

c2

c3

−15 + 3c4

c4




,

kde c1, c2, c3, c4 ∈ R jsou parametry.

Toto řešeńı lze zapsat takto

x =




66

0

4

0

0

−15

0




︸ ︷︷ ︸
Partikulárńı

řešeńı systému
Ax = b

+ c1 ·




−2

1

0

0

0

0

0




+ c2 ·




4

0

0

1

0

0

0




+ c3 ·




1/2

0

1/2

0

1

0

0




+ c4 ·




−25/2

0

−1/2

0

0

3

1




︸ ︷︷ ︸
Obecné řešeńı homogenńıho systému Ax = 0

.
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Poznámka 1. Množinu všech řešeńı systému lineárńıch rovnic A · x = b

nazýváme obecným řešeńım. Lze ukázat, že toto obecné řešeńı je součtem
obecného řešeńı př́ıslušného homogenńıho systému rovnic A · x = 0 a parti-
kulárńıho, to jest libovolně zvoleného jednoho řešeńı systému rovnic A ·x =
b, b 6= 0.

Poznámka 2. V našem př́ıpadě obdržené obecné řešeńı záviśı na 4 paramet-
rech. Znamená to, že každou volbou parametr̊u dostáváme řešeńı uvedeného
systému lineárńıch rovnic a naopak, každé řešeńı daného systému rovnic do-
staneme speciálńı volbou parametr̊u.

V tomto obecném řešeńı je vektor

x =




66

0

4

0

0

−15

0




jedńım z řešeńı daného systému rovnic. Nazýváme je partikulárńım řešeńım.
Množina řešeńı

c1 ·




−2

1

0

0

0

0

0




+ c2 ·




4

0

0

1

0

0

0




+ c3 ·




1/2

0

1/2

0

1

0

0




+ c4 ·




−25/2

0

−1/2

0

0

3

1




,

kde c1, c2, c3, c4 ∈ R jsou parametry, je obecným řešeńım systému A · x = 0,
který se nazývá homogenńım systémem rovnic, př́ıslušným k danému systému
rovnic A · x = b.

Poznámka 3. Vyjádřeńı obecného řešeńı systému rovnic neńı jednoznačné
(každé vyjádřeńı ovšem obsahuje tatáž řešeńı), dá se vyjádřit v r̊uzných tva-
rech.

Dosavadńı úvahy shrneme v následuj́ıćı větě.
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6. Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch algebraických rovnic

Věta 6.3. (Frobeniova věta.)

Necht’

Ax = b (6.35)

je systém m lineárńıch rovnic o n neznámých. Potom plat́ı:
Jestliže matice soustavy A má menš́ı hodnost než matice
rozš́ı̌rená (A|b), potom systém rovnic (6.35) nemá řešeńı.
Jestliže matice soustavy A má stejnou hodnost jako ma-
tice rozš́ı̌rená (A|b), potom systém rovnic (6.35) má řešeńı.
Jestliže tato společná hodnost je rovna počtu neznámých n,
potom má právě jedno řešeńı. Jestliže tato společná hodnost
je h < n, potom má nekonečně mnoho řešeńı, závislých na
n− h parametrech.

Uved’me ukázky řešeńı několika úloh, v nichž matice soustavy neńı schodo-
vitá.

Př́ıklad 6.4. Řešte systém lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1,
2x1 − x2 + x3 − x4 = 1,
4x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 3.

(6.36)

Řešeńı. K danému systému rovnic naṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćı rozš́ı̌renou matici
soustavy

(A|b) =




1 2 −3 1 1
2 −1 1 −1 1
4 3 −5 1 3


 . (6.37)

Tuto matici transformujeme elementárńımi transformacemi na horńı scho-
dovitou matici. Prvńı řádek násob́ıme č́ıslem (−2) a přičteme ke druhému
řádku. Dostaneme

(A|b) ∼




1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
4 3 −5 1 3


 .

Prvńı řádek násob́ıme (−4) a připočteme ke čtvrtému řádku. Dostaneme

(A|b) ∼




1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
0 −5 7 −3 −1


 .

Druhý řádek násob́ıme č́ıslem (−1) a připočteme ke třet́ımu řádku. Dosta-
neme horńı schodovitou matici

(A|b) ∼




1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
0 0 0 0 0


 .
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V této matici vypust́ıme řádek obsahuj́ıćı samé 0. Dostáváme tak matici,
označme ji (B|c), která odpov́ıdá systému (6.38) Bx = c, který je ekviva-
lentńı s daným systémem rovnic (6.36).

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1
− 5x2 + 7x3 − 3x4 = −1

(6.38)

Členy těchto rovnic obsahuj́ıćı neznámé x3, x4 převedeme na pravou stranu
systému. Budeme je považovat za parametry. Zároveň polož́ıme

c1 = x3, c2 = x4.

Dostáváme
x1 + 2x2 = 1 + 3c1 − c2,

− 5x2 = −1 − 7c1 + 3c2.

Z posledńı rovnice vypoč́ıtáme x2. Dostaneme

x2 = 1/5 · (1 + 7c1 − 3c2).

Dosad́ıme tuto vypoč́ıtanou hodnotu x2 do prvńı rovnice a vypoč́ıtáme z tak-
to vzniklé rovnice x1. Dostaneme

x1 = 1/5 · (3 + c1 + c2).

Obecným řešeńım zadaného systému lineárńıch rovnic (6.36) je tedy vektor

x =




(1/5 · (3 + c1 + c2)

1/5 · (1 + 7c1 − 3c2)

c1

c2



, kde c1, c2 ∈ R.

Toto obecné řešeńı lze zapsat ve tvaru

x =




3/5

1/5

0

0




+ c1 ·




1/5

7/5

1

0




+ c2 ·




1/5

−3/5

0

1



, kde c1, c2 ∈ R.

Př́ıklad 6.5. Nalezněte řešeńı systému lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1
2x1 − x2 + x3 − x4 = 1
4x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 4

(6.39)

Řešeńı. K danému systému rovnic naṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćı rozš́ı̌renou matici
soustavy.

(A|b) =




1 2 −3 +1 1
2 −1 1 −1 1
4 3 −5 1 4


 .
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Tuto matici soustavy transformujme elementárńımi transformacemi na horńı
schodovitou matici.

Prvńı řádek násob́ıme č́ıslem (−2) a přičteme ke druhému řádku. Dostaneme

(A|b) ∼




1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
4 3 −5 1 4


 .

Prvńı řádek násob́ıme (−4) a připočteme k třet́ımu řádku. Dostaneme

(A|b) ∼




1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
0 −5 7 −3 0


 .

Druhý řádek násob́ıme č́ıslem (−1) a připočteme ke třet́ımu řádku. Dosta-
neme horńı schodovitou matici

(A|b) ∼




1 2 −3 1 1
0 −5 7 −3 −1
0 0 0 0 1


 .

Prvńı čtyři sloupce představuj́ı matici, kterou jsme obdrželi elementárńımi
transformacemi matice soustavy daného systému rovnic. Tato matice má
hodnost 2. Celá matice představuje matici, která vznikla elementárńımi
transformacemi rozš́ı̌rené matice soustavy daného systému rovnic. Má hod-
nost 3. To znamená, že matice soustavy daného systému rovnic má hodnost
2 a matice rozš́ı̌rená daného systému rovnic má hodnost 3, tedy odlǐsnou od
hodnosti matice soustavy. Daný systém rovnic tedy nemá řešeńı.

Neexistence řešeńı daného systému rovnic vyplývá i z této úvahy. Tato výsled-
ná matice reprezentuje systém lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1,
− 5x2 + 7x3 − 3x4 = −1,

0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 + 0 · x4 = 1.
(6.40)

Vzhledem k posledńı rovnici je patrno, že systém nemá řešeńı.

Gaussova elemina čnı́ metoda.

V následuj́ıćım výkladu nejde o nic nového. Jde o zavedeńı názvu pro metodu,
o které jsme již obecněji pojednali. Speciálńı př́ıpad uvád́ıme proto, že se
s t́ımto názvem můžete setkat.

Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n, b je n–rozměrný sloupcový
vektor a x je neznámý n–rozměrný sloupcový vektor. Uvažujme systém n
lineárńıch rovnic

Ax = b. (6.41)

Tento systém rovnic (6.41) řešme takto:
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1. Matici (A|b) transformujeme elementárńımi transformacemi na matici

(T |c), (6.42)

kde T je horńı trojúhelńıková matice. (Je to schodovitá matice.)
2. Řeš́ıme obdržený systém rovnic Tx = c s horńı trojúhelńıkovou matićı

metodou zpětné substituce.

Tento zp̊usob výpočtu se nazývá Gaussova eleminačńı metoda. Tato me-
toda má mnoho variant, spoč́ıvaj́ıćıch jak ve výběru hlavńıch řádk̊u (při
transformaci rozš́ı̌rené matice soustavy na horńı schodovitou matici), tak
i při prováděńı jednotlivých krok̊u v elementárńıch transformaćıch, jimiž se
systém rovnic (6.41) převád́ı na systém rovnic (6.42).

Př́ıklad 6.6. Gaussovou eliminačńı metodou řešte systém lineárńıch rovnic

Ax = b,

kde

A =




1 −3 2
0 5 −2

−2 4 1


 , b =




1
4
9


 .

K systému rovnic přǐrad́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy

(A|b) =




1 −3 2 1
0 5 −2 4

−2 4 1 9


 .

Tuto matici převedeme elementárńımi transformacemi na matici

(B|c),

kde matice B je horńı trojúhelńıková matice. Postupně dostáváme

(A|b) =




1 −3 2 1
0 5 −2 4

−2 4 1 9


 ∼




1 −3 2 1
0 5 −2 4
0 −2 5 11


 ∼

∼




1 −3 2 1
0 5 −2 4
0 0 21 63


 .

Posledńı matici odpov́ıdá systém lineárńıch rovnic

x1 −3x2 +2x3 = 1,
5x2 −2x3 = 4,

21x3 = 63.

Tento systém řeš́ıme metodou zpětné substituce. Z posledńı rovnice vypoč́ı-
táme x3. Dostáváme x3 = 3. Dosad́ıme-li tuto hodnotu do druhé rovnice
a vypoč́ıtáme x2, dostáváme x2 = 2. Dosad́ıme-li nyńı do prvńı rovnice
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vypoč́ıtané hodnoty x3, x2, dostáváme z ńı x1 = 1. Je tedy hledaným řešeńım
vektor

x =




1
2
3


 .

Jordanova elimina čnı́ metoda.

V následuj́ıćım výkladu pojednáme o metodě založené na speciálně ćılenou
elementárńı tranformaci rozš́ı̌rené matice soustavy. (Popis algoritmu je na
str. 270.)

Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n, b je n–rozměrný sloupcový
vektor a x je neznámý n–rozměrný sloupcový vektor. Uvažujme systém
lineárńıch rovnic

Ax = b. (6.43)

Systém rovnic (6.43) řešme takto:

1. Matici (A|b) transformujeme elementárńımi trasformacemi na matici
(C|d), kde C je regulárńı diagonálńı matice řádu n.

2. Řeš́ıme systém rovnic s diagonálńı matićı

Cx = d. (6.44)

Tento zp̊usob výpočtu se nazývá Jordanova eleminačńı metoda. Tato
metoda má mnoho variant, spoč́ıvaj́ıćıch jak ve výběru hlavńıch řádk̊u tak
i při prováděńı jednotlivých krok̊u v elementárńıch transformaćıch, jimiž se
systém rovnic (6.41) převád́ı na systém rovnic (6.44).

Př́ıklad 6.7. Jordanovou eliminačńı metodou řešte systém lineárńıch rovnic

Ax = b,

kde

A =




1 −3 2
0 5 −2

−2 4 1


 , b =




1
4
9


 .

K systému rovnic přǐrad́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy

(A|b) =




1 −3 2 1
0 5 −2 4

−2 4 1 9


 .

Tuto matici převedeme elementárńımi transformacemi na matici

(C|d),
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kde matice C je diagonálńı matice, (to lze, jestliže matice A je regulárńı).
Postupně dostáváme

(A|b) =




1 −3 2 1
0 5 −2 4

−2 4 1 9


 ∼




1 −3 2 1
0 5 −2 4
0 −2 5 11


 ∼

∼




1 −3 2 1
0 5 −2 4
0 0 21 63


 ∼




5 0 4 17
0 5 −2 4
0 0 21 63


 ∼




105 0 0 105
0 105 0 210
0 0 21 63


 .

Posledńı matici odpov́ıdá systém rovnic

105x1 = 105,
105x2 = 210,

21x3 = 63.

Jeho řešeńım dostáváme hledaný vektor

x =




1
2
3


 .

Jordanova metoda na řešenı́ maticov é rovnice AX = B

Uvažujme systém rovnic
A X = B, (6.45)

kde A je daná regulárńı matice řádu n, B je daná matice typu (n,m) a X

je neznámá matice typu (n,m).

Každý sloupec X(:, j), j = 1, . . . ,m, matice X je řešeńım systému rovnic

AX(:, j) = B(:, j), j = 1, . . . ,m. (6.46)

Máme tedy řešit m systémů rovnic (6.46) se stejnou matićı soustavy A. Tyto
systémy můžeme řešit najednou. K systému rovnic (6.45) přǐrad’me matici
rozš́ı̌renou

F = (A |B). (6.47)

Užit́ım elementárńıch transformaćı převedeme matici F na tvar

F = (D |C), (6.48)

kde D je diagonálńı matice. Položme

G := D−1 F .

Matice G má tedy tvar
G = (E |R).
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6. Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch algebraických rovnic

Tato matice odpov́ıdá systému rovnic

E X = R, (6.49)

který je ekvivalentńı se systémem (6.45). Poněvadž E .X = X, dostáváme
ze systému (6.49)

X = R, (6.50)

takže matice R je řešeńım systému (6.45).

Výpo čet inverznı́ matice k regul árnı́ matici řádu n

V podkapitole 5.4 jsme ukázali, že v př́ıpadě, že matice A je regulárńı, potom
inverzńı matici, označme ji X, nalezneme řešeńım systému rovnic

A X = E.

Jde tedy o řešeńı systému, který je speciálńım př́ıpadem systému rovnic
(6.45).

Převod matice F elementárńımi transformacemi na matici G.

Algoritmus. Předpokládejme, že proměnné F je přǐrazena matice (A |B)
a proměnné n je přǐrazen řád matice A a proměnné m je přǐrazen počet
sloupc̊u matice B.

Začátek

B1 Začneme s úpravou prvńıho sloupce matice F . Polož́ıme

j := 1.

B2 Zvolme p ∈ {j, j + 1, . . . , n}, pro něž je

fp,j 6= 0.

(Takové p existuje vzhledem k regulárnosti matice A.) Touto volbou
zvoĺıme p-tý řádek matice F jako hlavńı pro následné eliminace. Jestliže
p = j, je j-tý řádek hlavńı a jdeme k B3. Jestliže p 6= j, vyměńıme
navzájem p−tý a j−tý řádek matice F a jdeme k B3.

B3 Pro i = 1, . . . , n, i 6= j, provedeme tyto úkony
b1 Položme i := 1, jdeme k b2.
b2 Jestliže i = j jdeme k b4, jinak k b3.
b3 Je-li fi,j = 0, jdeme k b4, jinak polož́ıme

F = H4(j,−fi,j/fj,j, i, 1)F .

(Po této transformaćı bude fi,j = 0.) Jdeme k b4.
b4 položme i := i + 1. Je-li i ≤ n jdeme k bodu b2, jinak jdeme k

bodu B4.
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B4 Položme j := j + 1. Jestliže j ≤ n, jdeme k B2. Jinak jdeme k bodu
B5.

B5 Původńı matice F se transformovala na matici

F = (D |C) kde matice D je diagonálńı.

Potom hledaná matice G je

G := D−1 F = (E|R).

Př́ıklad 6.8. Nalezněte inverzńı matici k matici

A =




1 2 4
−2 1 2

4 3 5


 . (6.51)

Řešeńı. Označme X matici inverzńı k matici A. Předpokládáme-li, že ma-
tice A je regulárńı, je hledaná matice X řešeńım systému lineárńıch rovnic

AX = E.

Této rovnici odpov́ıdá matice F = (A|E), to jest matice

F =




1 2 4 1 0 0
−2 1 2 0 1 0

4 3 5 0 0 1


 . (6.52)

Na matici F budeme postupně aplikovat elementárńı tranasformace podle
nahoře popsaného algoritmu.

Položme j := 1. Začneme s úpravami prvńıho sloupce matice F .

Za hlavńı řádek zvoĺıme řádek 1.(Prvek f1,1 6= 0.) Elementárńımi transfor-
macemi typu H4 dosáhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky f2,1, f3,1

rovny nule. Provedeńım transformace F := H4(1,−f2,1/f1,1, 2, 1)F , to jest
transformaćı F := H4(1, 2, 2, 1)F dostáváme

F =




1 2 4 1 0 0
0 5 10 2 1 0
4 3 5 0 0 1


 .

Provedeńım transformace F := H4(1,−f3,1/f1,1, 3, 1)F to jest provedeńım
transformace F := H4(1,−4, 3, 1)F dostáváme

F :=




1 2 4 1 0 0
0 5 10 2 1 0
0 −5 −11 −4 0 1


 .

Položme j := 2. Začneme s úpravami druhého sloupce matice F .
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Za hlavńı řádek zvoĺıme řádek 2.(Prvek f2,2 6= 0.) Elementárńımi transfor-
macemi typu H4 dosáhneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky f1,2, f3,2

rovny nule. Provedeńım transformace F := H4(2,−f1,2/f2,2, 1, 1)F , to jest
provedeńım transformace F := H4(2,−2/5, 1, 1)F dostáváme

F :=




1 0 0 1/5 −2/5 0
0 5 10 2 1 0
0 −5 −11 −4 0 1




Provedeńım transformace F := H4(2,−f3,2/f2,2, 3, 1)F , to jest provedeńım
transformace F := H4(2, 5/5, 3, 1)F , dostáváme




1 0 0 1/5 −2/5 0
0 5 10 2 1 0
0 0 −1 −2 1 1




Položme j := 3. Začneme s úpravami třet́ıho sloupce matice F .

Za hlavńı řádek zvoĺıme řádek 3.(Prvek f3,3 6= 0.) Poněvadž f1,3 = 0, pro-
vedeme jenom takovou elementárńı transformaci typu H4, aby ve vzniklé
matici byl prvek f2,3 roven nule.

Provedeńım transformace F := H4(3,−f2,3/f3,3, 2, 1)F , to jest transformaćı
F := H4(3, 10, 2, 1)F dostáváme

F :=




1 0 0 1/5 −2/5 0
0 5 0 −18 11 10
0 0 −1 −2 1 1


 .

Označme obdrženou matici F jako

F = (D |C).

Je tedy

D =




1 0 0
0 5 0
0 0 −1


 .

K ńı inverzńı matićı je matice

D−1 =




1 0 0
0 1/5 0
0 0 −1


 .

Položme
G := D−1 F .

Dostáváme

G =




1 0 0 1/5 −2/5 0
0 1 0 −18

5
11
5

2
0 0 1 2 −1 −1


 .
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Matici G lze zapsat jako
G = (E |R).

Této matićı odpov́ıdá systém rovnic

E X = R

ekvivalentńı s daným systémem rovnic AX = E. Je tedy hledanou inverzńı
matićı matice

X = R =




1/5 −2/5 0

−18
5

11
5

2

2 −1 −1


 .

Studovat

informativně6.2 Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch rovnic užitı́m roz-
kladu matice soustavy, qr–rozklad

Zabývejme se opět řešeńım systému m lineárńıch rovnic o n neznámých

Ax = b, (6.53)

kde A je matice soustavy typu (m,n), b je vektor pravých stran typu (m, 1) a x je vektor
neznámých typu (n, 1). Předpokládejme, že matice A se dá napsat jako součin dvou matic
U , V , to jest, že A = U · V . Potom vyšetřovaný systém rovnic se dá napsat ve tvaru

(UV )x = b, (6.54)

nebo po úpravě
U (V x) = b.

Zaved’me si pomocný vektor u vztahem

u = V x.

Z (6.54) vyplývá, že pro něj plat́ı vztah

Uu = b. (6.55)

Jestliže u je řešeńım tohoto systému, potom hledaný vektor x je řešeńım systému rovnic

V x = u. (6.56)

Řešeńı systému rovnic (6.53) je tak převedeno na řešeńı dvou systémů rovnic (6.55), (6.56).
Tento zp̊usob je vhodný jen v tom př́ıpadě, že oba systémy rovnic (6.55), (6.56) lze snadno
řešit, resp. že tento rozklad má nějaké daľśı výhody. Je známá celá řada užitečných rozklad̊u
matic.

Zavedeme si nyńı pojem ortogonálńı matice a ukážeme si některé jej́ı vlastnosti. Dále si
uvedeme tak zvaný qr–rozklad matice A, v němž jednou matićı je matice ortogonálńı.

Definice 6.1. Čtvercovou matici Q řádu n nazýváme ortogonálńı, jestliže

QT Q = E. (6.57)

Poznámka 1. Z definice inverzńı matice a ze vztahu (6.57) vyplývá, že matice QT je
inverzńı k matici Q.
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Poznámka 2. Necht’ U , V jsou ortogonálńı matice téhož řádu. Potom i U · V je orto-
gonálńı matice. Skutečně,

(U · V )T · (U · V ) = (V T · UT ) · (U · V ) = V T · E · V = V T · V = E.

Odvozeńı qr–rozkladu matice. Ukažme si nyńı podstatu qr–rozkladu matice A. Uva-
žujme matici A typu (m,n), m ≥ n. Necht’ i, j jsou takové indexy, že 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤
n, i < j. Označme nyńı i,jQ čtvercovou matici řádu m, která se od jednotkové matice lǐśı
jen v prvćıch qii, qij , qji, qjj , které jsou definovány vztahy

qi,i = cos(ϕ), qj,j = cos(ϕ), qi,j = sin(ϕ), qj,i = − sin(ϕ)

Je tedy

i,jQ(ϕ) =




1 . . . 0
..

.
i-

tý
sl

ou
p
ec

0 0 . . . 0

..
.

j-
tý

sl
ou

p
ec

0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
... · · ·

...
...

... · · ·
...

0 · · · 1 0 0 . . . 0 0 0 · · · 0
0 . . . 0 cos(ϕ) 0 · · · 0 sin(ϕ) 0 . . . 0 · · · i-tý řádek
0 . . . 0 0 1 · · · 0 0 0 . . . 0
... · · ·

...
...

...
. . .

...
...

... · · ·
...

0 · · · 0 0 0 · · · 1 0 0 . . . 0
0 . . . 0 − sin(ϕ) 0 · · · 0 cos(ϕ) 0 . . . 0 · · · j-tý řádek
0 . . . 0 0 0 · · · 0 0 1 . . . 0
... · · ·

...
...

... · · ·
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 · · · 0 0 0 . . . 1




. (6.58)

Výpočtem zjist́ıme, že i,jQT · i,jQ = E, takže matice i,jQ je ortogonálńı. Jednotková
matice E řádu m je jej́ım zvláštńım př́ıpadem pro ϕ = 0.

Uvažujme nyńı m–rozměrný sloupcový vektor c. Necht’ cj 6= 0. Označme d = i,jQc. Potom

di = cos(ϕ)ci + sin(ϕ)cj , (6.59)

dj = − sin(ϕ)ci + cos(ϕ)cj , (6.60)

dk = ck, k = 1, 2, . . . ,m, k 6= i, k 6= j. (6.61)

Určeme nyńı úhel ϕ tak, aby dj = 0. Řešme proto systém rovnic

− sin(ϕ)ci + cos(ϕ)cj = 0, sin2(ϕ) + cos2(ϕ) = 1.

Úhel ϕ nepotřebujeme znát explicitně, stač́ı znát sin(ϕ), cos(ϕ). Výpočtem dostáváme

cos(ϕ) =
ci

α
, sin(ϕ) =

cj

α
, kde α =

√
c2
i + c2

j .

Je-li cj = 0, položme i,jQ := E. Označme d = i,jQ · c. Potom dj = cj pro všechna
j = 1, 2, . . . ,m. Zejména dj = 0. Je tedy v obou př́ıpadech j–tá složka vektoru i,jQ · c

rovna nule. Vektor i,jQ · c se lǐśı od vektoru c nejvýše v i–té a v j–té složce.

Uvažujme nyńı matici A typu (m,n). Pro každé dva indexy, i = 1, 2, . . . , n, j = i+1, . . . ,m
definujme matici i,jQ(ϕ), takto:
Je-li aj,i = 0, položme i,jQ(ϕ) = E.
Je-li aj,i 6= 0, položme i,jQ(ϕ) rovno matici určené vztahem (6.58), kde

cos(ϕ) =
ai,i

α
, sin(ϕ) =

aj,i

α
, α =

√
a2

i,i + a2
j,i.
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Potom v matici A := i,jQ(ϕ)A bude aj,i = 0. V matici A se změnily pouze prvky v jej́ım
i–tém a v j–tém řádku.

Položme nyńı
A := 1,2Q · A.

V prvńım sloupci nově vzniklé matice A je a21 = 0. Položme nyńı

A := 1,3Q · A.

V prvńım sloupci nově vzniklé matice A je a3,1 = 0 a prvek a2,1 se nezměńı, to jest je
a2,1 = 0. Položme nyńı

A := 1,4Q · A.

V prvńım sloupci nově vzniklé matice A je a4,1 = 0 a prvky a2,1, a3,1 se nezměńı, to jest
je a2,1 = 0, a3,1 = 0.

T́ımto zp̊usobem dále pokračujeme, až polož́ıme

A := 1,mQ · A.

V takto vzniklé matice A jsou všechny prvky v prvńım sloupci, poč́ınaje druhým prvkem,
rovny 0. Prvek a1,1 6= 0 v př́ıpadě, že prvńı sloupec p̊uvodńı matice A byl nenulový. (Viz
poznámka 3.)

Matici A dále analogicky postupně násobme maticemi

2,3Q, . . . , 2,mQ, . . . , n,n+1Q, . . . , n,mQ. (6.62)

Vznikne tak matice (
T

O

)

kde T je horńı trojúhelńıková matice typu (n, n) a O je nulová matice typu (m − n, n).
Položme

QT = 1,2Q · 1,3Q · . . . · 1,mQ · 2,3Q · . . . · 2,mQ · . . . · n,n+1Q · . . . n,mQ.

Potom matici A lze psát ve tvaru

A = Q

(
T

O

)
.

Poněvadž součin dvou ortogonálńıch matic je opět matice ortogonálńı, je matice Q orto-
gonálńı, takže lze na základě nahoře uvedeného výpočtového postupu vyslovit následuj́ıćı
větu.

Věta 6.4. Necht’ A je matice typu (m,n), kde m ≥ n. Potom existuje taková ortogonálńı
matice Q řádu m, že

A = Q

(
T

O

)
, (6.63)

kde T je horńı trojúhelńıková matice řádu n a O je nulová matice typu (m−n, n). Budeme
ř́ıkat, že (6.63) je qr–rozkladem matice A.

Poznámka 3. Některé prvky na diagonále matice T mohou být nulové. Jestliže matice A

je typu (m,n), kde m > n a hodnost matice A je rovna n, potom matice T je regulárńı.

Ukážeme použit́ı qr–rozkladu matice A ve dvou př́ıpadech.

Úloha. Užit́ım qr–rozkladu matice A popǐste postup při řešeńı následuj́ıćıho systému m
lineárńıch rovnic o n neznámých.

Ax = b, (6.64)

kde A je matice typu (m,n), b je m–rozměrný sloupcový vektor a x je neznámý n–
rozměrný vektor.
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Postup výpočtu. Aplikujeme-li na matici A větu 6.4 o qr–rozkladu, lze systém rovnic
(6.64) zapsat ve tvaru

Q

(
T

O

)
· x = b, (6.65)

kde T je horńı trojúhelńıková matice řádu n. Násob́ıme-li rovnici (6.65) matićı QT zleva,
dostáváme s ohledem na vztah QT Q = E systém rovnic

(
T

O

)
· x = QT b, (6.66)

Polož́ıme-li b̃ = QT b, lze systém (6.66) zapsat takto

(
T

O

)
· x = b̃. (6.67)

což je systém lineárńıch rovnic ekvivalentńı se zadaným systémem rovnic. (Násobeńı matićı
QT zleva představuje provedeńı elementárńı transformace.) U vzniklého systému rovnic
lze lehce stanovit, zda má řešeńı nebo ne.

Je-li např. matice A regulárńı čtvercová matice řádu n, je systém (6.66) tvaru

T · x = QT b (6.68)

s regulárńı horńı trojúhelńıkovou matićı T , jehož řešeńı (zpětnou substitućı) jsme již dř́ıve
popsali.

Jako př́ıklad si uved’me následuj́ıćı úlohu, v ńıž předpokládáme, že rozklad matice A jsme
źıskali na poč́ıtači.

Př́ıklad 6.9. Nalezněte řešeńı systému lineárńıch rovnic

Ax = b, (6.69)

kde

A =




4 1 2
2 5 1
2 3 6


 , b =




12
15
26


 . (6.70)

Řešeńı. Na poč́ıtači jsme źıskali qr–rozklad matice A. Dostali jsme A = QT , kde

Q =




−0,8164965809 0,5449492609 −0,1906925178
−0,4082482904 −0,7784989441 −0,4767312946
−0,4082482904 −0,3113995776 0,8581163303


 ,

T =




−4,8989794855 −4,0824829046 −4,4907311951
0,0000000000 −4,2817441928 −1,5569978883
0,0000000000 0,0000000000 4,2905816516


 .

Polož́ıme-li v (6.69) A = QR a vynásob́ıme-li takto vzniklou rovnici matićı QT zleva,
dostáváme systém rovnic

T x = c, (6.71)

kde c = QT b. Výpočtem dostáváme




−4,8989794855 −4,0824829046 −4,4907311951
0,0000000000 −4,2817441928 −1,5569978883
0,0000000000 0, 4,2905816516


 ·




x1

x2

x3


 =

=




−26,5361388801510928
−13,2344820507458874

12,8717449548154974


 . (6.72)
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Jeho řešeńım obdrž́ıme x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.

6.3 Řešenı́ syst ému line árnı́ch rovnic metodou nejmen-
šı́ch čtverců

Aproxinace funkce. Často se setkáváme s potřebou nalezeńı, resp. verifi-
kaćı, vzájemných vztah̊u mezi r̊uznými veličinami. Je tomu jak v ekonomii,
tak i v řadě jiných discipĺın. Ke konkrétńım studíım jsou k tomu využ́ıvaná
většinou reálná data. Při tom se setkáváme s d̊uležitým pojmem modelu.
Model je zjednodušeným zobrazeńım skutečnosti. Objektivńı realitu, kte-
rou zobrazujeme, nazýváme předmětem modelováńı. Modelem bývaj́ı zachy-
ceny většinou jenom určité vlastnosti. Je tomu tak bud’ proto, že jiné vlast-
nosti nejsou předmětem zkoumáńı, anebo že je neznáme. V modelu muśı být
zobrazeny všechny vlastnosti jevu d̊uležité z hlediska účelu modelu.

V této části výkladu se budeme zabývat modelováńım nějaké závislosti.
Předpokládejme, že tato závislost je tvaru

y = f(x), pro x ∈ 〈a, b〉, (6.73)

kde funkci f(x) sice neznáme, ale nějakým rozumným zp̊usobem jsme zjistili
přibližně několik, řekněme m bod̊u, této funkce

[xi, yi], i = 1, 2, . . . , m.

Budeme předpokládat, že hodnoty xi jsou přesné a yi jsou přibližné hodnoty
této funkce v bodech xi. Předpokládá se, že chyba f(xi)−yi, i = 1, . . . , n,má
nějaké předpokládané pravděpodobnostńı rozložeńı1. Zde si ukážeme jednu
metodu, jak lze neznámou funkci f(x) aproximovat (přibližně nahradit) za

jistých předpoklad̊u funkćı, označme ji f̂(x), ze tř́ıdy F funkćı ve tvaru

g(x, p1, . . . , pn) = p1 · ϕ1(x) + p2 · ϕ2(x) + . . . + pn · ϕn(x), (6.74)

kde ϕ1(x), . . . , ϕn(x) jsou známé funkce a p1, . . . , pn jsou neznámé parame-
try.

Samozřejmě je nutno prověřit, zda použit́ı aproximace hledané
závislosti funkćı ze zvolené tř́ıdy F je v řešené úloze oprávněno.
K tomu slouž́ı aparát statistiky.

Budeme se tedy snažit určit takové parametry p1, . . . , pn, aby pro funkci
g(xi, p1, p2, ..., pn) ∈ F s těmito parametry platilo (alespoň přibližně)

g(xi, p1, p2, ..., pn) = yi, i = 1, 2, . . . , n. (6.75)

Vztah (6.75) představuje m rovnic o n neznámých. Tento vztah lze přepsat
na tvar

ϕ1(x1)p1 + ϕ2(x1)p2 + · · · + ϕn(x1) = y1

ϕ1(x2)p1 + ϕ2(x2)p2 + · · · + ϕn(x2) = y2
...

...
...

ϕ1(xm)p1 + ϕ2(xm)p2 + · · · + ϕn(xm) = ym

(6.76)

1Tento pojem Vám bude zaveden ve statistice.
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Označme A matici

A =




ϕ1(x1) ϕ2(x1) · · · ϕn(x1)
ϕ1(x2) ϕ2(x2) · · · ϕn(x2)

...
...

ϕ1(xm) ϕ2(xm) · · · ϕn(xm)


 . (6.77)

Dále označme y vektor pravých stran (to jest y-ových souřadnic daných
bod̊u) a p vektor parametr̊u (které chceme určit). Tedy

y =




y1

y2
...
ym,


 , p =




p1

p2
...
pn


 . (6.78)

Systém rovnic (6.76) lze v maticové notaci zapsat takto

A · p = y. (6.79)

Matice A záviśı na volbě tř́ıdy F. Je typu (m,n). V praktických úlohách bývá
m > n. To znamená, že podmı́nek pro parametry je v́ıce než je počet para-
metr̊u. Z předcházej́ıćıho výkladu je známo, že tento systém má řešeńı, když
a jenom když matice soustavy A a matice rozš́ı̌rená (A|y) maj́ı stejnou hod-
nost. Kdyby tento systém měl řešeńı, to jest, kdyby existoval vektor, označme
jej p̂, který by vyhovoval systému rovnic (6.79), procházela by funkce

y = p̂1 · ϕ1(x) + . . . + p̂n · ϕn(x)

(z prostoru F) uvažovanými body [xi, yi]. (O takto vytvořené funkci se ř́ıká, že
dané body interpoluje.) Tuto funkci bychom mohli považovat za aproximaci
hledané funkce. Avšak většinou v praktických úlohách nemá systém rovnic
(6.79) pro m > n řešeńı. V tomto př́ıpadě je na mı́stě hledat takovou funkci
z prostoru funkćı F, která sice danými body neprocháźı, ale je od nich

”
málo“

vzdálená. Slovo
”
málo“ je nutno precizovat. Na obr. 6.1 je znázorněn graf

jedné zvolené funkce

y = g(x, p1, p2, ..., pn)

z prostoru F a dva zadané body, označené [xi, yi], [xj, yj ]. Požadavek, že
tato funkce je pro nějaké parametry

”
málo“ vzdálená od těchto bod̊u [xi, yi],

[xj , yj ] budeme chápat tak, že absolutńı hodnoty č́ısel

ri = g(xi, p1, p2, ..., pn) − yi, rj = g(xj , p1, p2, ..., pn) − yj

jsou malé.

Veličinu rk pro nějaké k lze chápat tak, že jej́ı absolutńı hodnota |rk| je
vzdálenost bodu [xk, yk] od funkce g ve směru osy y. Je-li tento bod pod
grafem funkce, je rk < 0, je-li tento bod nad grafem funkce, je rk > 0.
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Na obr. 6.1 je patrný význam č́ısel ri, rj . K posouzeńı bĺızkosti všech bod̊u
[xi, yi], i = 1, 2, . . . , m, k funkci g pro nějaké parametry p použijeme např.
hodnotu

S(p1, . . . , pn) =

m∑

i=1

(g(xi, p1, p2, ..., pn) − yi )
2, (6.80)

to jest hodnotu

S(p1, . . . , pn) =

m∑

i=1

r2
i . (6.81)

Pravá strana rovnice (6.81) je kvadrát euklidovské normy vektoru r, to jest
||r||22. Mı́sto této normy bychom mohli použ́ıt jinou vektorovou normu.

O x

y

ri

rj

yi yj

xi xj

g(x, p1, . . . , pn)

Obrázek 6.1: Výklad k metodě nejmenš́ıch čtverc̊u.

Poznamenejme, že kdybychom ve vzorci (6.80) použili mı́sto

r2
i = (g(xi, p1, p2, ..., pn) − yi )

2

pouze ri = (g(xi, p1, p2, ..., pn) − yi ), mohl by být součet rezidúı ri malý,
dokonce i nulový, i když by absolutńı hodnoty č́ısel ri byly velké. Některé
z těchto hodnot mohou být totiž kladné a jiné záporné.

K aproximaci funkce f použijeme tu funkci g(x, p1, . . . , pn) z tř́ıdy funkćı F,
jej́ıž parametry p1, . . . , pn minimalizuj́ı S(p1, . . . , pn), dané vztahem (6.80).

Naši úlohu můžeme přeformulovat takto. Zaved’me si vektor r

r =




r1
r2
...
rn


 (6.82)

vztahem (6.82) v závislosti na vektoru p. Nazýváme jej vektorem rezidúı.
Mı́sto řešeńı systému (6.79) hledejme takový vektor p, pro nějž je některá
norma vektoru r

A · p − y = r (6.83)
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6. Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch algebraických rovnic

minimálńı.

Zde se zmı́ńıme pouze o hledáńı p, pro nějž je euklidovská norma vektoru r

minimálńı, tedy o takovém vektoru p, pro něž je

S = r2
1 + r2

2 + . . . + r2
n (6.84)

minimálńı. Takto určený vektor p můžeme nazvat zobecněným řešeńım
systému lineárńıch rovnic (6.79), to jest systému Ap = y. Budeme ř́ıkat,
že vektor p je řešeńım systému (6.79) metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

6.3.1 Řešenı́ syst ému Ap = y metodou nejmen šı́ch čtverců – užitı́m
syst ému norm álnı́ch rovnic

Vztah (6.84) upravme. Zřejmě

rT · r = r2
1 + r2

2 + . . . + r2
n.

Dosad́ıme-li sem za r vztah (6.83), to jest r = A · p − y, dostáváme

rT · r = (A · p − y)T · (A · p − y).

Úpravou dostáváme

rT · r = pT ATAp − 2pTAT y + yT y.

Hledáme tedy p, pro nějž je

pT ATAp − 2pTATy + yT y (6.85)

minimálńı. Poněvadž yTy je konstanta, lze ji ve vztahu (6.85) pro hledáńı
minima vynechat. Hledáme tedy p pro nějž je

S(p) = pT ATAp − 2pTATy (6.86)

minimálńı.

Uved’me bez d̊ukazu větu uváděj́ıćı jeden zp̊usob nalezeńı p, který minima-
lizuje funkci S(p).
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Věta 6.5.

Necht’ A je matice typu (m,n), kde m > n, hodnosti n.
Necht’ y je známý vektor délky m a p je neznámý vektor
délky n. Položme

r = A · p − y. (6.87)

Potom existuje právě jeden vektor x, pro nějž je rT · r

minimálńı. Tento vektor x je řešeńım systému lineárńıch
rovnic, zvaného systémem normálńıch rovnic, (jeho matice
soustavy ATA je regulárńı)

ATA · p = AT · y. (6.88)

Poznámka. Regulárnost matice ATA se dá odvodit
z předpoklad̊u, uvedených ve větě, že A je typu (m,n),
m > n a že hodnost matice A je rovna n. Řešeńı (6.88)
lze pak vyjádřit ve tvaru

p = (ATA)−1ATy.

Praktický výpočet podle tohoto vztahu je však nevhodný pro rozsáhleǰśı
problémy. Jak již bylo řečeno, výpočet inverzńı matice je sám o sobě velice
náročný. Kromě toho se ukazuje, že řešeńı problému nalezeńı řešeńı systému
lineárńıch rovnic Ap = y metodou nejmenš́ıch čtverc̊u užit́ım normálńıho
systému lineárńıch rovnic bývá nestabilńı. Existuj́ı jiné metody na řešeńı,
které vycházej́ı př́ımo ze systému rovnic Ap = y. Je to např. metoda založená
na qr–rozkladu matice A. V některých aplikaćıch neńı splněna podmı́nka, že
hodnost matice A je rovna n. V takovémto př́ıpadě má úloha v́ıcero řešeńı.
T́ımto př́ıpadem se zde nebudeme zabývat.

Př́ıklad 6.10. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u nalezněte polynom prvńıho
stupně, to jest polynom ve tvaru

y = p1x + p2,

pro body zadané v následuj́ıćı tabulce. V jej́ım prvńım sloupci jsou uvedeny
x–ové souřadnice a ve druhém sloupci jsou uvedeny jejich y–ové souřadnice.
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xi yi

1,0 3,2421
2,0 3,7471
3,0 4,0860
4,0 5,6901
5,0 6,3611
6,0 7,0972
7,0 7,9012
8,0 8,2962
9,0 9,4278

10,0 10,3011

Řešeńı. Poněvadž se má aproximovat neznámá funkce f polynomem prvńı-
ho stupně, hledáme aproximaci neznámé funkce f funkćı f̂(x) ze tř́ıdy funkćı
F tvaru p1ϕ1(x) + p2ϕ2(x), kde ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = 1 a p1, p2 ∈ R jsou
parametry, to jest tvaru p1x + p2.

Podmı́nkou pro to, aby funkce p1x+ p2 procházela zadanými body [xi, yi], je
splněńı systému rovnic

p1xi + p2 = yi, kde i = 1, . . . , 10.

Označme A matici soustavy tohoto systému rovnic, p vektor neznámých
parametr̊u a y vektor y–ových souřadnic zadaných bod̊u. Potom tento systém
rovnic lze zapsat ve tvaru

Ap = y, (6.89)

kde

A =




1 1
2 1
3 1
4 1
5 1
6 1
7 1
8 1
9 1
10 1




, p =

(
p1

p2

)
, y =




3,2421
3,7471
4,0860
5,6901
6,3611
7,0972
7,9012
8,2962
9,4278

10,3011




. (6.90)

Hodnost matice A soustavy tohoto systému rovnic je rovna 2 a hodnost
matice rozš́ı̌rené (A|y) je rovna 3. Tento systém rovnic nemá tedy řešeńı.
Mı́sto něho budeme hledat takové parametry p, pro něž (Ap−y)T (Ap−y)
nabývá svého minima. Jak vyplývá z věty 6.5, je hledaný vektor p řešeńım
normálńıho systému lineárńıch rovnic

ATAp = ATy.

Označme
B = ATA, z = ATy.
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Výpočtem dostáváme

B =

(
385,0 55,0
55,0 10,0

)
, z =

(
429,6850
66,1507

)
.

Vektor p je tedy řešeńım systému dvou rovnic o dvou neznámých

Bp = z.

Řešeńım dostáváme

p =

(
0,7983
2,2247

)
.

Hledaným polynomem je tedy funkce

f̂(x) = 0,7983x + 2,2247.

Na obr. 6.2 jsou hvězdičkami znázorněny zadané body [xi, yi], i = 1, . . . , 10
a plnou čárou graf nalezeného polynomu prvńıho stupně, to jest odhad ne-
známé funkce.

⋆

⋆
⋆

⋆

⋆

⋆

⋆
⋆

⋆

⋆

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3

4

5

6

7

8

9

10

11

Obrázek 6.2: Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, př́ıklad

Studovat

informativně
6.3.2 qr–metoda na řešenı́ syst ému line árnı́ch rovnic metodou nej-
menšı́ch čtverců

Necht’ A je matice typu (m,n), kde m > n, a necht’ jej́ı hodnost je h = n. Necht’ b je vektor
typu (m, 1) a x je neznámý vektor. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u řešme systém lineárńıch
rovnic

Ax = b. (6.91)

Zaved’me si vektor rezidúı r vztahem

Ax − b = r. (6.92)
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Hledejme vektor x pro nějž je ||r||2 v (6.92) minimálńı, to znamená, pro něž je

r2
1 + r2

2 + . . . + r2
m (6.93)

minimálńı.

Rovnici 6.92 použit́ım rokladu matice A podle věty (6.4) lze přepsat na tvar

Q

(
T

O

)
x − b = r. (6.94)

Vynásobeńım této rovnice zleva matićı QT dostáváme

QT Q

(
T

O

)
x − QT b = QT r. (6.95)

Označme
b̃ = QT b, r̃ = QT r. (6.96)

Poněvadž QT Q = E, lze (6.95) přepsat s ohledem na (6.96) na rovnici
(

T

O

)
x − b̃ = r̃. (6.97)

Poněvadž matice Q je ortogonálńı matice řádu m, plat́ı pro m–rozměrný sloupcový vektor
r vztah

||r||2 = ||r̃||2. (6.98)

Skutečně,

||r̃||2 = ||QT r||2 =

√
(QT r,QT r) =

√
(QT r)T (QT r) =

=

√
(rT Q) (QT r) =

√
rT (QQT )r =

√
rT r = ||r||2.

Poněvadž matice Q je regulárńı a plat́ı (6.98), každý vektor x, který v (6.92) minimalizuje
||r||2, minimalizuje v (6.97) ||r̃||2 a naopak, každý vektor x, který v (6.97) minimalizuje
||r̃||2, minimalizuje ||r||2 v (6.98).

Hledejme tedy takový vektor x, který minimalizuje ||r̃||2. Rovnici (6.97) lze rozepsat takto

t1 1x1 + t1 2x2 + . . . + t1 nxn − b̃1 = r̃1,

t2 2x2 + . . . + t2 nxn − b̃2 = r̃2,
...

tn nxn − b̃n = r̃n,

− b̃n+1 = r̃n+1,
...

− b̃m = r̃m.

(6.99)

Z tohoto systému je patrno, že hodnoty r̃n+1, . . . , r̃m nelze změnit. Součet

r̃2
1 + . . . + r̃2

n + r̃2
n+1 + . . . + r̃2

m

bude minimálńı, jestliže v (6.99) polož́ıme

r̃1 = 0, . . . , r̃n = 0.

Dostáváme
t1 1x1 + t1 2x2 + . . . + t1 nxn − b̃1 = 0,

t2 2x2 + . . . + t2 nxn − b̃2 = 0,
...

tn nxn − b̃n = 0.

(6.100)
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Je to systém s regulárńı horńı trojúhelńıkovou matićı. Lze jej řešit dř́ıve popsanou metodou
zpětné substituce.

Poznámka. Kdyby hodnost matice A byla menš́ı než n, trojúhelńıková matice T by
nebyla regulárńı, takže systém (6.100) by měl v́ıce řešeńı. Norma vektoru rezidúı by byla
pro všechna řešeńı stejná.

Jako př́ıklad budeme řešit stejnou úlohu, jako jsme již řešili pomoćı systému normálńıch
rovnic.

Př́ıklad 6.11. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u nalezněte polynom prvńıho stupně, to jest
polynom ve tvaru

y = p1x + p2,

pro body zadané v následuj́ıćı tabulce. V jej́ım prvńım sloupci jsou uvedeny x–ové sou-
řadnice a ve druhém sloupci jsou uvedeny jejich y–ové souřadnice.

xi yi

1,0 3,2421
2,0 3,7471
3,0 4,0860
4,0 5,6901
5,0 6,3611
6,0 7,0972
7,0 7,9012
8,0 8,2962
9,0 9,4278

10,0 10,3011

Řešeńı. Poněvadž se má aproximovat neznámá funkce f polynomem prvńıho stupně,
hledáme aproximaci neznámé funkce f funkćı f̂(x) ze tř́ıdy funkćı F tvaru p1ϕ1(x) +
p2ϕ2(x), kde ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = 1 a p1, p2 ∈ R jsou parametry, to jest funkćı tvaru
p1x + p2.

Podmı́nkou pro to, aby funkce p1x + p2 procházela zadanými body [xi, yi], je splněńı
systému rovnic

p1xi + p2 = yi, kde i = 1, . . . , 10.

Označme A matici soustavy tohoto systému rovnic, p vektor neznámých parametr̊u a y

vektor y–ových souřadnic zadaných bod̊u. Potom tento systém rovnic lze zapsat ve tvaru

Ap = y, (6.101)

kde

A =




1 1
2 1
3 1
4 1
5 1
6 1
7 1
8 1
9 1
10 1




, p =

(
p1

p2

)
, y =




3,2421
3,7471
4,0860
5,6901
6,3611
7,0972
7,9012
8,2962
9,4278

10,3011




. (6.102)

Hodnost matice soustavy tohoto systému rovnic je rovna 2, tedy počtu neznámých koefi-
cient̊u a hodnost matice rozš́ı̌rené (A|y) je rovna 3. Tento systém rovnic nemá tedy řešeńı
v klasickém slova smyslu. Budeme jej řešit metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Zaved’me si vektor rezidúı r vztahem

Ap − y = r. (6.103)
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Hledejme vektor p pro nějž je ||r||2 v (6.103) minimálńı, to znamená, pro nějž je

r2
1 + r2

2 + . . . + r2
m (6.104)

minimálńı. Rovnici (6.103) použit́ım rokladu matice A podle věty 6.4 lze přepsat na tvar

Q

(
T

O

)
p − y = r. (6.105)

Vynásob́ıme tuto rovnice zleva matićı QT . Označme

r̃ = QT r. (6.106)

Výpočtem na poč́ıtači dostáváme



−19,6214 −2,8031
0 −1,4639
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0




(
p1

p2

)
−




−21,8987
−3,2563
−0,5449

0,2419
0,0956
0,0144
0,0011

−0,4212
−0,1069
−0,0509




=




r̃1

r̃2

r̃3

r̃4

r̃5

r̃6

r̃7

r̃8

r̃9

r̃10




(6.107)

V tomto systému rovnic urč́ıme

r̃i, i = 1, 2, . . . , 10

tak, aby součet jejich kvadrát̊u byl minimálńı. Hodnoty ri, i = 3, 4, . . . , 10 nemůžeme
nijak ovlivnit, jejich hodnoty jsou jednoznačně určeny rovnicemi 3—10 systému rovnic
(6.107). Můžeme však zvolit r̃1 = 0, r̃2 = 0. Při této volbě bude ||r̃||2 minimálńı. Prvńı
dvě rovnice tohoto systému jsou pak

(
−19,6214 −2,8031

0 −1,4639

)(
p1

p2

)
−
(

−21,8987
−3,2563

)
=

(
0
0

)
.

Řešeńım pak dostaneme
p1 = 0,7983, p2 = 2,2244.

Hledaným polynomem je tedy funkce

f̂ (x) = 0,7983x + 2,2247.

Vid́ıme, že výsledky obdržené oběma metodami se od sebe lǐśı velice málo.

Vyžaduje se

orientačńı

znalost

6.4 Vlastnı́ čı́sla matice

Při řešeńı řady úloh lineárńı algebry se pracuje s pojmem vlastńıho č́ısla
a s pojmem vlastńıho vektoru čtvercové matice. I když maj́ı tyto pojmy
základńı význam v lineárńı algebře, my se zde s ńım nebudeme zabývat do
hloubky. Ćılem tohoto odstavce je pouze seznámit se s nimi tak, abychom je
mohli použ́ıt v souvislosti s normou matice.

Uvažujme čtvercovou matici A řádu n. Necht’ Mn je množina všech sloup-
cových vektor̊u typu (n, 1). Jestliže ke každému x ∈ Mn přǐrad́ıme vektor

y = A · x ∈ Mn,
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je toto přǐrazeńı zobrazeńım množiny Mn do sebe. Zabývejme se otázkou, zda
existuje takové λ a k němu nenulový vektor x ∈ Mn, že

A · x = λ · x. (6.108)

Čı́slo λ̃ vyhovuj́ıćı této podmı́nce se nazývá vlastńım č́ıslem matice A a vektor
x̃, pro něǰz plat́ı

A · x̃ = λ̃x̃,

vlastńım vektorem, př́ıslušným k vlastńımu č́ıslu λ̃.

Uved’me si tento př́ıklad.

Necht’

A =

(
1 2
2 4

)
, a =

(
1
2

)
.

Potom

Aa =

(
1 2
2 4

)(
1
2

)
=

(
5
10

)
.

Je tedy
Aa = 5a.

Č́ıslo λ = 5 je tedy vlastńım č́ıslem matice A a vektor a =

(
1
2

)
je vlastńım

vektorem matice A př́ıslušným k vlastńımu č́ıslu λ = 5.

Uved’me si větu pro určeńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u matice.

Věta 6.6.

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Potom rovnice

det(A − λ · E) = 0, (6.109)

v ńıž λ je obecně komplexńı proměnná, se nazývá charakte-
ristickou rovnićı matice A.
Č́ıslo λ̃ je vlastńım č́ıslem matice A, když a jenom když je
kořenem charakteristické rovnice matice A. Každý vektor x̃

vyhovuj́ıćı systému lineárńıch rovnic

(A − λ̃ · E) · x̃ = 0

je pak vlastńım vektorem, př́ıslušným k vlatńımu č́ıslu λ̃.

Důkaz: Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Rovnici (6.108) lze přepsat na
tvar

(A − λ · E) · x = 0. (6.110)

Jde o systém n lineárńıch rovnic o n neznámých a jednom parametru λ.
Poněvadž vektor na pravé straně tohoto systému rovnic je nulový, má tento
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6. Metody řešenı́ syst ému line árnı́ch algebraických rovnic

systém nenulové řešeńı jenom tehdy, je-li determinant soustavy roven 0, to
jest, je-li det(A − λ · E) = 0. To znamená, že podmı́nkou existence nenu-
lového řešeńı x systému (6.110) je, že č́ıslo λ je kořenem charakteristické
rovnice (6.109), neboli, že je vlastńım č́ıslem matice A. Ke každému charak-
teristickému č́ıslu jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory řešeńım systému rovnic
(6.110) s hodnotou λ rovnou tomuto vlastńımu č́ıslu.

Př́ıklad 6.12. Nalezněte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =




1 2 3
1 2 3
1 5 6


 .

Řešeńı. Napǐsme charakteristickou rovnici

det(A − λ · E) = 0.

Dosasazeńım za A a E dostáváme

det




1 − λ 2 3
1 2 − λ 3
1 5 6 − λ


 = 0.

Po vyč́ısleńı dostáváme
9λ2 − λ3 = 0.

Tato charakteristická rovnice má kořeny

0, 0, 9.

Tedy má dvojnásobné vlastńı č́ıslo 0 a jednoduché vlastńı č́ıslo 9.

Hledejme nyńı vlastńı vektory.

a) Pro vlastńı č́ıslo λ = 0 dostáváme ze vztahu (6.110) systém lineárńıch
rovnic

x1 + 2x2 +3x3 = 0,
x1 + 2x2 +3x3 = 0,
x1 + 5x2 +6x3 = 0.

(6.111)

Jeho řešeńım dostáváme množinu všech vlastńıch vektor̊u matice A

př́ıslušných k vlastńımu č́ıslu λ = 0. Jsou to vektory

c1 ·




−1
−1

1




závislé na jednom parametrru c1.
b) Pro vlastńı č́ıslo λ = 9 dostáváme ze vztahu (6.110) systém lineárńıch

rovnic
−8x1 + 2x2 +3x3 = 0,

x1 − 7x2 +3x3 = 0,
x1 + 5x2 −3x3 = 0.

(6.112)
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Jeho řešeńım dostáváme množinu všech vlastńıch vektor̊u př́ıslušných
k vlastńımu č́ıslu λ = 9. Jsou to vektory

c2 ·




1
1
2




závislé na pametru c2.

Spektrum matice

Množinu všech vlastńıch č́ısel matice A budeme nazývat
spektrem matice a značit σ(A). Zavedeme si ještě pojem
spektrálńıho poloměru ̺(A) čtvercové matice A jako

̺(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)}.

Poznámka. Určeńı spektra matice A je pro matice vyšš́ıch řád̊u velice ná-
ročné. Pro výpočet vlastńıch č́ısel matic jsou vyvinuty metody, které nejsou
založeny na řešeńı charakteristického polynomu. Spektrum hraje významnou
roli v řadě aplikačńıch úloh. Např. pomoćı spektrálńıho poloměru se stanov́ı
nutné a postačuj́ıćı podmı́nky konvergence dále popsané iteračńı metody na
řešeńı systému lineárńıch rovnic. Na základě této věty se podař́ı pak stanovit
postačuj́ıćı podmı́mky konvergence, jejichž splněńı se dá snadno ověřit.

Při vyšetřováńı iteračńıch metod na řešeńı systému lineárńıch rovnic budeme
potřebovat ještě pojem normy matice.

6.5 Normy matic

Označme M (m,n) množinu všech matic typu (m,n), kde m,n ∈ N. Tato
množina společně s dř́ıve zavedenou operaćı

”
+“ seč́ıtáńı dvou matic a s ope-

raćı
”
·“ násobeńı matice č́ıslem, tvoř́ı lineárńı prostor. Budeme jej značit

M(m,n). Je tedy definićı 4.14 normy v lineárńım prostoru zavedena též norma
matic na prostoru M(m,n).

Uved’me si ještě jednou pojem normy speciálně pro matice.

Definice 6.2. (Norma matice)

Necht’ M(m,n) je lineárńı prostor matic typu (m,n). Jestliže
ke každé matici A ∈ M(m,n) přǐrad́ıme takové nezáporné
č́ıslo, označme je ||A||, že pro A,B ∈ M(m,n), λ ∈ R plat́ı

||A|| = 0 ⇒ A = 0, (6.113)

||A + B|| ≤ ||A|| + ||B|| , (6.114)
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||λ · A|| = |λ| · ||A|| pro libovolné č́ıslo λ, (6.115)

potom ||A|| nazýváme normou matice A v prostoru M(m,n).

V daľśım si uved’me několik často použ́ıvaných maticových norem.

Věta 6.7. (Speciálńı normy matic)

Ke každé matici A ∈ M(n,n) přǐrad’me č́ısla ‖A‖1, ‖A‖2,
‖A‖3, ‖A‖F takto

‖A‖1 = max
k

∑

i

|aik|, (6.116)

‖A‖2 =

√
̺(ATA), (6.117)

‖A‖F =

√√√√
n∑

i=1

n∑

k=1

|aik|2, (6.118)

‖A‖3 = max
i

∑

k

|aik|. (6.119)

Potom ‖A‖1, ‖A‖2, ‖A‖3, ‖A‖F jsou maticové normy na
Mn,n. Maj́ı tyto speciálńı názvy:
‖A‖1 se nazývá oktaedrickou normou,
‖A‖2 se nazývá euklidovskou normou,
‖A‖3 se nazývá max-normou,
‖A‖F se nazývá Frobeniovou normou.

Jestliže x ∈ Vn, potom plat́ı tyto vztahy:

‖Ax‖1 ≤ ‖A‖1‖x‖1, (6.120)

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖2‖x‖2, (6.121)

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F‖x‖2, (6.122)

‖Ax‖3 ≤ ‖A‖3‖x‖3. (6.123)

(6.124)

Mezi normami ‖ · ‖2, ‖ · ‖F plat́ı vztah

‖A‖2 ≤ ‖A‖F . (6.125)

Důkaz: Provedeme jenom částečný d̊ukaz.
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1. Dokažme, že ‖ · ‖1 splňuje požadavky (6.113)–(6.115).

a) Dokažme, že ‖ · ‖1 splňuje (6.113). Necht’ A ∈ Mn je taková matice,
že ‖A‖1 = 0. To znamená, že max

k
(
∑
i

|aik|) = 0. To je možno jenom tehdy,

jsou-li všechna č́ısla aik = 0, to jest, je-li A = 0. Plat́ı tedy (6.113).

b) Dokažme, že ‖ · ‖1 splňuje (6.114). Necht’ A,B ∈ Mn. Potom plat́ı
‖A + B‖ = max

k
(
∑
i

|aik + bik|) ≤ max
k

(
∑
i

(|aik| + |bik|) ≤ max
k

(
∑
i

|aik|) +

max
k

(
∑
i

|bik|) = ‖A‖1 + ‖B‖1. Plat́ı tedy (6.114).

c) Dokažme, že ‖ · ‖1 splňuje (6.115). Necht’ A ∈ Mn a necht’ λ je reálné
č́ıslo. Potom plat́ı ‖λA‖1 = max

k
(
∑
i

(|λaik|) ≤ |λ|max
k

(
∑
i

|aik|) = |λ|‖A‖1.

2. Necht’ x ∈ Vn, A ∈ Mn. Dokažme, že ‖Ax‖1 ≤ ‖A‖1‖x‖1. Plat́ı
‖Ax‖1 = max

k
(
∑
i

|aikxi|) ≤ max
k

(
∑
i

|aik| · max
i

|xi| = ‖A‖1 · ‖x‖1.

Př́ıklad 6.13. Necht’ A je matice

A =




2 1 3
1 3 2
3 2 1


 .

Abychom určili ||A||1, vypoč́ıtejme součet absolutńıch hodnot prvk̊u matice
v jednotlivých jejich sloupćıch. Dostáváme postupně tato č́ısla

6, 6, 6.

Největš́ı z nich je č́ıslo 6, takže

||A||1 = 6.

Podobně, abychom vypoč́ıtali ||A||3, vypoč́ıtáme součty absolutńıch hodnot
prvk̊u v jednotlivých řádćıch. Dostáváme postupně č́ısla

6, 6, 6

Největš́ım z nich je č́ıslo 6, takže

||A||3 = 6.

Abychom určili ||A||2, vypoč́ıtáme matici

B = AT A =




14 11 11
11 14 11
11 11 14


 .

Charakteristická rovnice této matice

det(B − λE) = 0

má kořeny (jak se můžete výpočtem přesvědčit) rovny č́ısl̊um

36, 3, 3.

Největš́ım z nich je č́ıslo 36. Je tedy

||A||2 =
√

36 = 6.
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Prostudovat

informativně
6.6 Iteračnı́ metody řešenı́ syst ému line árnı́ch rovnic

Předpokládejme, že A je regulárńı čtvercová matice řádu n a b je vektor typu (n, 1). Za
uvedených předpoklad̊u má systém

Ax = b (6.126)

rovnic právě jedno řešeńı, označme je x∗.

Uved’me si podstatu iteračńıch metod k jeho přibližnému určeńı. Necht’

x = Bx + c (6.127)

je systém lineárńıch rovnic ekvivalentńı se systémem (6.126). Poznamenejme,
že vytvořeńı ekvivalentńıho systému uvedeného tvaru neńı jednoznačné.
Zvolme libovolný sloupcový vektor 1x ∈ Vn jako počátečńı aproximaci vek-
toru x∗ a vytvořme posloupnost vektor̊u

k+1x = Bkx + c, pro k = 0, 1, 2, . . . (6.128)

Ukážeme, že za jistých předpoklad̊u o matici B tato posloupnost vektor̊u
konverguje po složkách k vektoru x∗.

Dř́ıve než přikroč́ıme k vysloveńı podmı́nek, za nichž tato posloupnost konverguje k řešeńı
zadaného systému rovnic, uved’me si tento př́ıklad.

Př́ıklad 6.14. Uvažujme systém lineárńıch rovnic

Ax = b, (6.129)

kde

A =




4 1 2
2 5 1
2 3 6


 , b =




12
15
26


 . (6.130)

Lehce se přesvědč́ıme dosazeńım, že vektor

x∗ =




1
2
3


 (6.131)

je jeho řešeńım. K zadanému systému rovnic vytvořme systém rovnic k němu ekvivalentńı
a to tak, že z prvńı rovnice vypoč́ıtáme x1, z druhé rovnice vypoč́ıtáme x2 a ze třet́ı rovnice
vypoč́ıtáme x3. Dostaneme tak systém rovnic

x = Bx + c, (6.132)

kde

B = −




0 1/4 1/2
2/5 0 1/5
1/3 1/2 0


 , c =




3
3

13/3


 . (6.133)

Zvolme výchoźı vektor

0x =




0
0
0
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a utvořme posloupnost vektor̊u kx podle rovnice

k+1x = B kx + c, pro k = 0, 1, 2, . . . .

Výpočtem dostáváme posloupnost vektor̊u kx pro k = 0, 1, 2, . . .. Uved’me tyto z nich

9x =




1,116568519
2,097918519
3,120979115


 , 10x =




0,9150308128
1,929176770
2,912184568


 , (6.134)

19x =




1,004765753
2,003982929
3,004930063


 , 20x =




0,9965392364
1,997107686
2,996419951


 . (6.135)

Tento výpočet byl proveden na poč́ıtači. Samotný výpočet se dá velice snadno naprogra-
movat. V iteračńıch metodách jsou však tyto problémy:

1. Zjistit konvergenci iteračńıho procesu.
2. Kolik člen̊u posloupnosti je nutno spoč́ıtat, abychom obdrželi výsledek s potřebnou

přesnost́ı.
Uved’me si následuj́ıćı větu, která uvád́ı podmı́nky pro konvergenci iteračńı metody a
odhad odchylky vektoru kx z iteračńıho výpočtu a přesného řešeńı.

Věta 6.8.

Necht’ je dána soustava lineárńıch rovnic

x = Bx + c, (6.136)

kde B je čtvercová matice řádu n a c je sloupcový vektor z prostoru Vn. Označme
̺(B) spektrálńı poloměr matice B a necht’

̺(B) < 1. (6.137)

Necht’ 0x je libovolný sloupcový vektor z prostoru Vn. Položme

k+1x = Bkx + c pro k = 0, 1, 2, . . . (6.138)

Potom posloupnost vektor̊u {kx} konverguje a jej́ı limitou je přesné řešeńı systému
(6.136), označme je x∗.
Postačuj́ıćı podmı́nkou pro splněńı (6.137) je, aby některé z č́ısel

||B||1, ||B||3, ||B||F bylo menš́ı než 1.

V následuj́ıćıch odhadech znač́ı || · ||m zvolenou maticovou normu z norem

|| · ||1, || · ||2, || · ||3, || · ||F

splňuj́ıćıch podmı́nku ||B||m < 1 a || · ||v znač́ı tu vektorovou normu, která vzhledem
ke zvolené maticové normě || · ||m splňuje podmı́nku

||A · x||v ≤ ||A||m · ||x||v .

Plat́ı tyto odhady

||x∗ − kx||v ≤ ||B||km||0x||v + ||B||km · (1 − ||B||m)−1 · ||c||v (6.139)

||x∗ − kx||v ≤ ||B||m(1 − ||B||m)−1||kx − k−1x||v . (6.140)

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Vrat’me se k řešeńı nahoře uvedeného př́ıkladu iteračńı metodou. Poněvadž ||B||1 = 5

6
< 1,

je podmı́nka (6.137) splněna. Tedy posloupnost vektor̊u {kx}∞k=0 konverguje k přesnému
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řešeńı daného systému rovnic. Proved’me odhad např. vektor̊u 10x, 20x od přesného řešeńı
x∗. (Jak v́ıme, přesným řešeńım systému je vektor x = (1, 2, 3)T .) K odhadu použijeme
oba vzorce vzorce (6.139), (6.140). K výpočtu potřebujeme znát tyto hodnoty.

||B||1 =
5

6
, ||0x||1 = 0, ||c||1 =

13

3
,

||10x −9 x||1 = 0,2087945473, ||20x −19 x||1 = 0,008510111636.

Dosazeńım do vzorc̊u (6.139), (6.140) dostáváme následuj́ıćı odhady pro aproximaci
||kx − x∗||1

k podle (6.139) podle (6.140)
10 4,199145155 0,6781853859
20 1,043972736 0,042550558

Vid́ıme, že tyto odhady jsou značně hrubé. K dosažeńı větš́ı přesnosti by bylo zapotřeb́ı
provést větš́ı počet iteraćı.

Proved’te si tyto odhady pro jiné normy a výsledky porovnejte.

6.7 Základnı́ poznatky z kapitoly 6 a úlohy k procvi čenı́

Vysvětlit pojem ekvivalentnosti dvou systémů lineárńıch rovnic.
Převod systému lineárńıch rovnic na systém rovnic s horńı schodovitou
matićı.
Věta Frobeniova o řešitelnosti systému lineárńıch rovnic a o jedno-
značnosti řešeńı.
Řešeńı systému lineárńıch rovnic převodem na systém s horńı schodo-
vitou matićı.
Metoda Gaussova a metoda Jordanova. Praktické řešeńı.
Normy matic, zaměřte se na normy || · ||1, || · ||F , || · ||3.
Popis metody nejmenš́ıch čtverc̊u na řešeńı systému rovnic. Systém
normálńıch rovnic.
Orientačně se seznámit s iteračńımi metodami na řešeńı systému line-
árńıch rovnic.
V textu je pojednáno o metodě řešeńı systému lineárńıch rovnic založe-
né na qr-rozkladu matice soustavy. Tato metoda je vysoce stabilńı. Jej́ı
stručný výklad v tomto textu je jen pro orientaci. Je součást́ı lepš́ıch
programových systémů. Jej́ı znalost se při zkoušce nevyžaduje.

Úlohy

1. Gaussovou a Jordanovou metodou řešte systém lineárńıch rovnic
A · x = b, kde

A =




1,0 2,0 5,0 −3,0
3,0 0,0 2,0 −2
2 1 3 5
5 9 3 −1


 , b =




8
1
33
28


 .
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[x =




1
2
3
4


.]

2. Napǐste řešeńı systému lineárńıch rovnic A · x = b, kde

A =




1 3 −2 0
0 −2 3 1
2 4 −1 1


 , b =




14
−10

18


 , kde c1, c2 ∈ R.

[x =




−1 − 5/2c1 − 3/2c2
5 + 3/2c1 + 1/2c2

c1
c2


.]

3. Nalezněte vlastńı č́ısla matice A a k nim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory,
je-li

A =

(
1 2
2 3

)
.

[Vlastńı č́ıslo 2 +
√

5, k němu př́ısluš́ı vlastńı vektor c1 ·
(

1

1/2 + 1/2 ·
√

5

)
,

vlastńı č́ıslo 2−
√

5, k němu př́ısluš́ı vlastńı vektor c2 ·
(

1

−1/2 − 1/2 ·
√

5

)
,

c1, c2 jsou parametry.]
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