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Cil kapitoly

Cilem této casti je

B zvlddnout problematiku feSitelnosti systému linearnich algebraickych
rovnic
naucit se TeSit systém linedrnich rovnic jeho prevedenim na systém
ekvivalentni s horni schodovitou matici soustavy
seznamit se s Gaussovou a s Jordanovou elimina¢ni metodou
seznamit se s metodou gr-rozkladu matice soustavy
seznamit se s pojmem norma matice
seznamit se s itera¢nimi metodami feSeni systému linedrnich rovnic
seznamit se s fesenim systému linedrnich rovnic metodou nejmensich
¢tvercu

Casov a zatéz
® 20 hodin

6.1 Ekvivalentni syst émy rovnic

Neékolik tvodnich slov. Diive nez piikrocite ke studiu této kapitoly je
nutné, abyste méli dokonale zvladnuté zakladni pojmy z linedrnich rovnic
uvedené v kapitole 3.

V této kapitole se budeme zabyvat pfedevsim problematikou existence a jed-
noznacnosti feseni systému m linearnich rovnic o n neznamych a popisu
nékterych metod na jejich feSeni.

Seznamili jsme se jiz s Cramerovym pravidlem (véta 5.23) na feSeni
systému linearnich rovnic Ax = b, které lze pouzit v pripadé, ze jeho ma-
tice soustavy A je regularni ¢tvercova matice. V tomto pripadé ma systém
pravé jedno feSeni. Urci se pomoci determinantu. Tato metoda se vSak nehodi
k fesend systému linedrnich rovnic pro vétsi pocet nezndmyjch, nebot k jeho
resent je nutno provést velky pocet aritmetickych operact.

Dale jsme se seznamili s feSenim systému linearnich rovnic Ax = b s regularni
¢tvercovou matici soustavy uzitim inverzni matice A™'. Vypocet inverzni
matice je na pocet operaci narocnéjsi, nez je feSeni jednoho systému rovnic.
Pouzivame ji jenom tehdy, jestlize inverzni matici zndme, nebo ji potiebujeme
i k jinym ucelum.

Popiseme predev§im metodu, zalozenou na pojmu ekvivalentnosti dvou
systémaii linearnich rovnic. Tato metoda se da pouzit i v ptipadé, ze matice
soustavy A neni regularni ¢tvercovou matici. Uvedend metoda nam pomuze
téz vyslovit vétu o fesitelnosti a jednoznacnosti feSeni systému linearnich
rovnic.



Dva systémy linearnich rovnic
Ax=b, Cx=d

nazveme ekvivalentnimi, jestlize kazdy vektor, ktery je
resenim systému rovnic Ax = b, je I reSenim systému
C x = d a naopak, kazdé reseni systému rovnic C x = d je
i reSenim systému rovnic Ax = b.

Pfi feseni systému rovnic Ax = b pujde o nalezeni takového ekvivalentniho
systému rovnic, ktery je mozno snadno posoudit. To znamend urcit, zda
tento ekvivalentni systém ma nebo nemad feSeni a v piipadé, ze ma TeSeni,
toto Teseni nalézt. Takovym vhodnym ekvivalentnim systémem je systém,
jehoz matice soustavy je horni schodovita matice.

6.1.1 Prevod syst ému line arnich rovnic na syst ém line arnich rovnic
s horni schodovitou matici soustavy

Uvazujme systém linearnich rovnic
A-x=b (6.1)

Ukazme si platnost nasledujicich pravidel P1, P2, P3, P4.
P1. Necht « je libovolné redlné ¢islo # 0. Uvazujme libovolné zvolenou i—tou
rovnici systému (6.1)

Cli71 T 4+ ...+ am Ty = bz (62)

Je evidentni, ze vektor & vyhovuje rovnici (6.2), kdyz a jenom kdyz vyhovuje
rovnici
a-(ag-x1+ ... ain-xn) =a-by, a0. (6.3)

Nahradime-li tedy v systému (6.1) nékterou rovnici jejim ndsobkem cislem
a # 0, je vznikly systém ekvivalentni s danym systémem.

P2. Necht

CLZ'J A +...+ ai,n Ly = bi, (64)

Clj71 T 4+ ...+ (ljm Ty = bj, (65

jsou dveé libovolné rovnice systému rovnic (6.1). Je opét evidenetni, ze kazdy

vektor & vyhovuje obéma témto rovnicim, kdyz a jenom kdyz vyhovuje rov-
nicim

i1 T+ Qi T, = by, (6.6)

(CLJ‘J + aai,l) T + Ce + (CLJ‘JL + O{CLLn) Ly = bj + Ozb“ (67)

kde « je libovolné redlné ¢islo.
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Pricteme-li tedy k nékteré rovnici systému (6.1) a-ndsobek jiné rovnice,
a € R, vznikne systém ekvivalentni se systémem (6.1).

P3. Vypustime-li ze systému rovnic (6.1) rovnici tvaru
O-z214+40-294...40-2, =0,

obdrzime systém rovnic, kteryj je ekvivalentni se systémem rovnic (6.1), nebot
kazdy vektor @ € V,, této rovnici vyhovuje. Tato rovnice tedy nedéava zadné
omezeni pro feseni systému rovnic (6.1).

P4. Jestlize v systému rovnic (6.1) je nékterd rovnice tvaru
0-2140-294...40-2,=c¢, c#0,

nemd uvaZovany systém Zddné resend, nebot této rovnici nevyhovuje zadny
vektor.

Tyto ivahy muzeme shrnout nédsledovné.

Necht jsou dény dva systémy linedrnich rovnic

Ax=b, Cx=d

o neznamych x1, xs, ..., x,. Necht systém C x = d vznikl

ze systému A x = b témito ukony:

H1. Libovolnou rovnici systému jsme nasobili ¢islem
ruznym od nuly.

H2. K libovolné rovnici jsme pricetli jinou rovnici systému.

HS3. Vymeénili jsme navzajem dvé rovnice systému.

H4. K nenulovému nasobku jedné rovnice jsme pripocetli
libovolny nasobek jiné rovnice.

Potom systémy Ax = b, Cx = d jsou navzajem ekviva-

lentni.

Poznambka.
1. Jestlize v systému rovnic Ax = b vypustime rovnice

tvaru
O-z1+---4+0-2, =0,

obdrzime systém rovnic s nim ekvivalentni.




2. Systém rovnic, v némz je rovnice tvaru

O-z1+---4+0-x, =konst, kde konst=#0,

nema reseni.

Abychom si usnadnili zapis pfi operacich s rovnicemi, budeme pracovat je-
nom s koeficienty rovnic a s jejich pravymi stranami. Abychom to precizo-
vali, zaved'me si zobrazeni 7, jimz se ke kaZdému systému linedrnich rovnic
Az = b priradi rozsirend matice tohoto systému rovnic (A|b), to jest

T(Axz =0b)=(Alb).
Linedrni rovnict daného systému
Qi1 T14 ...+ Qi Ty =0
odpovidd v tomto zobrazeni i-ty radek rozsirené matice (A|b), to jest vektor
(@i, ain|bi).

Lehce nahlédneme, ze zobrazeni 7 je prosté zobrazeni mnoziny systému m
linedrnich rovnic Az = b o nezndmych zy, ..., z,, na prostor matic (A|b).
Existuje tedy k nému inverzni zobrazeni 7 L.

Ukazme dale, ze zobrazeni T zachovavd jak secitani dvou rovnic, tak i ndso-
beni rovnice cislem.

Uvazujme dvé rovnice

Qi1 T1+ ...+, = by,

CL]‘71‘ZE1+...+CLj’n'ZEn = b]‘,

a realné cislo a # 0. Potom podle definice v zobrazeni 7 odpovida rovnici

Qi1 T1F .ot Qg Ty =, (6.8)
vektor
(@i, .. a;nlbi) (6.9)
a rovnici
Qi1 T1+ ...+ ajn Ty, =0 (6.10)
odpovidé vektor
(@, -y | b). (6.11)

Sectenim uvazovanych rovnic dostavame rovnici
(ain + aji)er + -+ (Qin + @jn) Ty = by + ;. (6.12)
Podle definice zobrazeni 7 odpovida této rovnici vektor

((aix +aja), -, (@in + ajn)|(bi + b;)). (6.13)
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Je zfejmé, 7ze v inverznim zobrazeni 7! odpovidd vektoru (6.13) rovnice
(6.12).

Déle rovnici
a- (@ -1+ ... Fan T, =a-b, a#0 (6.14)
odpovidéd v zobrazeni 7 vektor

(- aiay ooy - aipn|a-b;). (6.15)

Je zfejmé, ze v inverznim zobrazeni 7! odpovidd vektoru (6.15) rovnice
(6.14).

Predpokladejme, zZe jsme k systému linearnich rovnic
Ax =b

v zobrazeni T priradili rozsitenou matici soustavy tohoto
systému rovnic

(Alb).
Potom ikoniim Hl,HZ,ﬁ3,H4 S rovnicemi Systému
Az = b, uvedenych ve vété 6.1, odpovidaji elementarni

transformace H1(i, o), H2(1,j), H3(i, 7), HA(i, «v, j, 3) apli-
kované na matici (A|b).

Vétu 6.1 muzeme tedy preformulovat takto.

Necht matice

(Alb) (6.16)
je rozsitenou matici soustavy linearnich rovnic
Ax =b. (6.17)
Necht matice
(Cld)

vznikla z matice (6.16) elementarnimi transformacemi. Po-
tom systém linearnich rovnic

Cx=d

je ekvivalentni k systému rovnic (6.17).




Vhodnymi elementarnimi transformacemi lze z matice (A|b) dospét ke scho-
dovité matici (C|d), kterd odpovida systému Cx = d, ekvivalentnimu k sys-
tému linearnich rovnic Ax = b. V kapitole 4 jsme uvedli postup prevodu
matice na schodovity tvar uzitim elementérnich transformaci.

Reseni systému linearnich rovnic Ax = b lze timto zpusobem pievést na
feSeni systému linedrnich rovnic se schodovitou matici soustavy.

Postup resSeni systému linearnich rovnic

Necht je dén systém linearnich rovnic :;Skt ot
Ax =b

Ax =0 (6.18)

o n neznamych x1, ..., x,. Tento systém linearnich rovnic

muzeme resit v téchto krocich
1. K daném systému rovnic priradime matici rozsitenou

(Ab).

2. Uzitim vhodnych elementarnich transformaci
H1(i,a), o # 0, H2(, j), H3(i, j), HA(i,a,j,6), B#0

postupné aplikovanych na matici (A|b), vytvorime
horni schodovitou matici (F|g).

3. Vypustime nulové radky matice (F'|g). Takto vzniklou
matici oznacme (C|d). Této matici odpovida systém

rovnic
Cx=d. (6.19)
4. Necht systém (6.19) m4 tvar

Cls;Tsy + oo+ ClsyTsy + ..+ Clsy Tsy , + .o FCLaTn = d4

C250Tsy + .o Cosy (Tsy | T F 2Ty = da
(6.20)

Ch—1,s5_1Lsp_1 +...+ Ch—1nTn = dhfl

0- Ty = dh,

v némz cisla ¢y 5, €255 - -5 Cho1s,_,, dp jsou ruznd od

0, nebo tvar
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Cls;Tsy + oo+ ClsyTsy + ..+ ClsTs, + ... FClpTy = by
C250Tgy + ..+ Cog, Ts, + ...+ ConTy, = do
(6.21)
ChosyTs, + ..+ ChnTn = dj
V némz ¢y, Co.5,, - - -, Chs, jsou ruzna od 0.

m Systém (6.20) nemd reseni, nebot jeho posledni rovnice
je tvaru

0-21+4...+0-2, = konst, kde konst# 0. (6.22)

Této rovnici nevyhovuje zadny vektor x. Systém rov-
nic (6.20) obsahuje rovnici tvaru (6.22), kdyz a jenom
kdyz matice soustavy C a matice rozsitend (C'| d) maji
rizné hodnosti. Ponévadz jsme k systému rovnic Cx =
d dospéli elementarnimi transformacemi ze systému
Ax = b, muzeme vyslovit tento prozatimni zaveér.
Jestlize hodnost matice soustavy A je mensi nez
hodnost matice rozsitené (A|b), nemda systém
rovnic Ax = b reSeni.

m Matice soustavy systému rovnic (6.21) je horni scho-
dovitou matici. O jeho feseni pojedname pozdéji (str.
260).

Trojdhelnikova Reseni systému linearnich rovnic s regularni horni trojihelnikovou

matice matici soustavy

soustavy < L , .
Resme systém rovnic

Czx =d, (6.23)
kde C' je horni regularni trojihelnikova matice tadu n, d je n-rozmérny
sloupcovy vektor a @ je n—rozmérny sloupcovy vektor neznamych. Rozepsa-
nim tohoto systému dostavame

Cl,l 0172 e Cl,n—l Cl,n I dl
0 0272 Ce Cg7n,1 Cgm ) d2
= : (6.24)
0 0 0 Ch—1n—1 Cn—1n Tn—1 dnfl
0 0 0 0 Crm Tn dy,
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Ponévadz dle predpokladu je matice C' regularni, jsou jeji prvky na hlavni
diagonale ruzné od nuly. Tento systém rovnic lze fesit metodou, zvanou me-
toda zpétné substituce.

7 posledni rovnice vypocitame x,,. Dostavame

Ty = dn/Cnp. (6.25)

Dosadime-li do predposledni rovnice za z,, vypocitanou hodnotu (6.25), do-
stavame
Cpn—1n—1 " Tn-1 + Cn—1n* dn/cn,n = dn—l- (626)

Odtud
Tp—1 = 1/Cn—1,n—1 ' (dn—l —Cp—1n * dn/cn,n)~ (627)

Kdyz jsme jiz vypocitali x,,, 2,1, dosadime tyto hodnoty do (n — 2)-té rov-
nice a vypocitame x,_o. Timto zpusobem dile pokracujeme. Kdyz jsme
jiz. vypocitali z,, 2, 1,..., 2, dosadime tyto hodnoty do prvni rovnice a
vypocitame zbyvajici hodnotu x;.

Piiklad 6.1. Naleznéte feseni systému linedrnich rovnic (jehoz matice sou-
stavy je horni trojithelnikova matice).

21’1 + 3$2 + r3 = 11
Ty + a3 = 9 (6.28)

Z posledni rovnice vypocitame x3. Dostavame x3 = 4. Dosazenim této hod-
noty do druhé rovnice dostavame

Odtud dostavdme zo = 1. Dosadme za o, 73 tyto vypocitané hodnoty do
prvni rovnice systému. Dostavame

201 +3+4 =11.
Odtud dostavame x; = 2.

Resenim zadaného systému rovnic (6.28) jsme tedy obdrzeli

$1:27 ZE2:1, ZL'3:4

Reseni systému linearnich rovnic s regularni diagonalni matici sou-
stavy.

Resme systém rovnic

Cx=d,

kde matice C' je regularni diagonalni matice.

Zpétna
substituce
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Rozepsanim lze tento systém zapsat takto

C1,171 = d
C2.2X2 = dy

(6.29)

Cn—1,n—1Tn—1 = dn—l

ChnTn = dn .

Resenim tohoto systému rovnic je ziejmé vektor & = C~'d, to jest

xi:di/ci,ia i:172,...7n.

Priklad 6.2. Naleznéte feseni systému rovnic s diagonalni matici soustavy

2[L‘1 = 67
3.%’2 = 1,

Reseni. Z prvni rovnice vypocitdme z;. Dostdvéme x; = 3. Z druhé rov-
nice vypocitame x,. Dostdvame xo = 1/3. Z tfeti rovnice vypocitdme 3.
Dostdvame z3 = —5/2.

Reseni systému linedrnich rovnic s horni schodovitou matici sou-
stavy (6.30) typu (h,n), s hodnosti h < n.

Tento systém lze rozepsat takto

Cls @sy + oo+ ClgoTsy + ..+ ClLs Xs, + ... FCLpTy, = dy
C250Lsy + oo+ Cog,Ts, + ... F ConTy = do
(6.30)
ChspTs, T -+ Chnty = dp.
V ném jsou prvky ¢is,,€2,5,,- - -, Chs, ruzné od nuly.

Pfi jeho teseni postupujeme takto. VSechny ¢leny tohoto systému rovnic,
které obsahuji neznamé x;, kde j € {{1,2,...,n} —{s1,S2,...,sn}}, pfevede-
me na pravou stranu systému rovnic. V dal§im je budeme povazovat za para-
metry; je jich celkem d = n—h. Obdrzime tak systém h rovnic o h nezndmych
Tsy, Tsys - - -, Tg, S horni reguldrni trojuhelnikovou matici soustavy, jehoz prava
strana zavisi na d parametrech. Jeho resenim zpétnou substituci dostaneme h
slozek Feseni zavislych na uvedenych d parametrech. (Zpusob feseni systému
linedrnich rovnic s trojihelnikovou matici soustavy; byla nahofe popsana.)
Reseni daného systému rovnic je pak vektor @, jehoz slozky jsou zavedené
parametry v poc¢tu d a vypocitané slozky z,, zs,, ..., Ts, .



Priklad 6.3. Naleznéte feseni systému linedrnich rovnic

r1 + 21’2 + Tr3 + 4.%’4 + 5 + 21’6 + 71’7 = 40
— 2[[3 + 5 — Ty = -8 (631)
Te — 31’7 = —15

o neznamych x;, 1 =1,2,3,4,5,6, 7.

Reseni. Matici soustavy je horni schodovitd matice

12 1412 7
A= 00 -2 0 1 0 -1
00 0O0O01 =3

Oznacme b vektor pravych stran a  vektor neznamych. Potom je

T
o)
40 T3
b= -8 |, x=| x4
—15 s

Te

X7

Zadany systém (6.31) rovnic lze pak zapsat v maticové notaci jako
A-x=0b.

Matice soustavy i matice rozsitena maji stejnou hodnost h = 3. M4 tedy

systém feSen.

Zadany systém rovnic pfepiSeme tak, Ze na pravou stranu prevedeme vSechny
¢leny rovnic obsahujici nezndmé xs, x4, x5, v7. Dostdvame tak systém rovnic

r1 + x3 + 2x¢ = 40 — 2x9 — 4dxy — x5 — Tay
rg = —19 + 3z7

Dosadime-li za nezndmé xs, 14, x5, 7 do (6.32) jakékoliv ¢isla, je pravou stra-
nou takto vzniklého systému konstantni vektor a systém prechazi na systém
3 rovnic o tfech neznamych xy, x3, r¢. Matice soustavy tohoto systému je re-
gularni horni trojihelnikova matice tadu 3. Jeho vytesenim dostavame hod-
noty neznamych xq, x3, xg, které spolu se zvolenymi hodnotami x, x4, x5, r7
dévaji feSeni zadaného systému linearnich rovnic.
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Na neznamé wq, x4, x5, v7 se budeme tedy divat jako na parametry. Kvuli
zvyseni prehlednosti zavedeme toto oznaceni parametru:

To = (1, Ty = Co, I5 = Cs3, Ty = C4. (633)

Dosazenim téchto parametru do (6.32), dostavame

r1 + w3 + 2 = 40 — 2¢1 — 4 — 3 — oy
- 2.%'3 = -8 — Cc3 + Cy (634)
re = —15 + 3¢

7 posledni rovnice vypocitame xg. Dostavame
T — —15 + 364.

Do druhé rovnice dosadime vypoéitanou hodnotu zg a vypocitdme xsz. (Do-
sazen{ za g se neprojevi, nebot koeficient u xg je v této rovnici roven 0.)
Dostéavame

I3 = 4+ 1/203 — 1/204.

Dosadime tyto vypoc¢itané hodnoty za x3, 26 do prvni rovnice systému (6.34)
a vypocitame x;. Dostavame

x1 =66 — 2¢1 + 4co + 1/2¢3 — 25/2¢4.

Vsechna teseni zadaného systému rovnic (6.32) lze zapsat takto
66 — 2¢y + 4deo + 1/2¢3 — 25/2¢4
4]
441/2¢c35 —1/2¢q
T = Co
C3

—15 + 364

Cq
kde ¢y, ¢9, c3,c4 € R jsou parametry.

Toto Teseni 1ze zapsat takto

66 —2 4 1/2 —25/2
0 1 0 0 0
4 0 0 1/2 ~1/2
x = 0 + - 0 + cy- 1 + c3- 0 + ¢4 0
0 0 0 1 0
—15 0 0 0 3
0 0 0 0 1
Partivalirnt Obecné FeSeni homogenniho systému Az = 0 ’
Fesent systému
Az=b

262



Poznamka 1. Mnozinu vSech feSeni systému linearnich rovnic A - = b
nazyvame obecnym treSenim. Lze ukazat, ze toto obecné feseni je souctem
obecného teseni prislusného homogenniho systému rovnic A - @ = 0 a parti-
kularniho, to jest libovolné zvoleného jednoho feseni systému rovnic A - x =
b,b+#0.

Poznamka 2. V nasem piipadé obdrzené obecné feseni zavisi na 4 paramet-
rech. Znamena to, ze kazdou volbou parametri dostavame teseni uvedeného

systému linearnich rovnic a naopak, kazdé feseni daného systému rovnic do-
staneme specialni volbou parametru.

V tomto obecném teSeni je vektor

jednim z teseni daného systému rovnic. Nazyvame je partikularnim fesenim.
Mnozina feseni

) 4 1/2 —25/2
1 0 0 0
0 0 1/2 —1/2
cy - 0 + oy 1 + c3 - 0 + cq- 0 ,
0 0 1
0 0 0 3
0 0 0 1

kde ¢y, ¢9,c3,c4 € R jsou parametry, je obecnym fesenim systému A - & = 0,
ktery se nazyva homogennim systémem rovnic, prislusnym k danému systému
rovnic A-x = b.

Poznamka 3. Vyjadieni obecného teseni systému rovnic neni jednoznacné
(kazdé vyjadreni ovsem obsahuje tatdz feseni), da se vyjadrit v ruznych tva-
rech.

Dosavadni ivahy shrneme v nésledujici véteé.
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Véta 6.3. (Frobeniova véta.) _

Necht

Az =b (6.35)

je systém m linearnich rovnic o n neznamych. Potom plati:
Jestlize matice soustavy A ma mensi hodnost nez matice
rozsitena (A|b), potom systém rovnic (6.35) nemd resent.
Jestlize matice soustavy A ma stejnou hodnost jako ma-
tice rozsitend (A|b), potom systém rovnic (6.35) ma reseni.
Jestlize tato spolecna hodnost je rovna poctu neznamych n,
potom ma praveé jedno reseni. Jestlize tato spolecna hodnost
je h < n, potom ma nekonecné mnoho reseni, zavislych na
n — h parametrech.

Uved'me ukdzky feSeni nékolika tloh, v nichZ matice soustavy neni schodo-
vita.

Piiklad 6.4. Reste systém linedrnich rovnic

r1 + 2.%’2 — 3$3 + x4 = 1,
201 — X9 + w3 — x4 = 1, (6.36)
4.%’1 + 3.%’2 — 5£E3 + x4 = 3

Reseni. K danému systému rovnic napiseme odpovidajici rozsifenou matici
soustavy

1 2 -3 1]1
Ab)=[2 -1 1 —-1]1]. (6.37)
4 3 -5 1|3

Tuto matici transformujeme elementarnimi transformacemi na horni scho-
dovitou matici. Prvni fddek nésobime ¢islem (—2) a pricteme ke druhému
radku. Dostaneme

1 2 -3 1| 1
(Ab)~| 0 =5 7 —3|-1
4 3 -5 1| 3

Prvni rddek ndsobime (—4) a pripoc¢teme ke ¢tvrtému fadku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ab)~ | 0 =5 7 —3|-1
0 -5 7 —3|-1

Druhy fadek nésobime éislem (—1) a pripocteme ke tfetimu radku. Dosta-
neme horni schodovitou matici

1 2 -3 1| 1
(Ab)~| 0 =5 7 —3|-1
0 0 0 0| 0



V této matici vypustime radek obsahujici samé 0. Dostavame tak matici,
oznacme ji (B]c), kterd odpovida systému (6.38) Bx = ¢, ktery je ekviva-
lentni s danym systémem rovnic (6.36).

Ty + 29 — 33 + x4 = 1

— 5I2 + 7I3 — 3$4 = —1 (638)

Cleny téchto rovnic obsahujici neznamé x3, x4 prevedeme na pravou stranu
systému. Budeme je povazovat za parametry. Zaroven polozime

C1 = I3, Coy = 4.

Dostéavame
r1 + 2.%'2 = 1 + 301 — Co,
— 5152 = -1 — 761 -+ 302 .

7 posledni rovnice vypocitame x,. Dostaneme
To = 1/5 . (1 + 761 - 302).

Dosadime tuto vypoc¢itanou hodnotu x5 do prvni rovnice a vypocitame z tak-
to vzniklé rovnice x;. Dostaneme

x1=1/5-(34 ¢ + ca).
Obecnym fesenim zadaného systému linearnich rovnic (6.36) je tedy vektor

(1/5 (3+Cl +Cz)
1/5- (14 7ey — 3¢a)

x = , kde «¢1,c0 €R.
(&1
C2
Toto obecné feSeni lze zapsat ve tvaru
3/5 1/5 1/5
1/5 7/5 —3/5
x = +cq - + ¢y - , kde ¢, €R.
0 1 0
0 0 1

Priklad 6.5. Naleznéte feSeni systému linearnich rovnic

ry -+ 2ZL‘2 - 3[[‘3 + x4 = 1
21’1 — To + Ty — Ty4 = 1 (639)
41’1 + 31’2 — 5.%’3 + x4 = 4

Reseni. K danému systému rovnic napiseme odpovidajici rozsifenou matici

soustavy.
1 2 =3 +1|1
(Ab)=| 2 -1 1 —111
4 3 =5 114
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Tuto matici soustavy transformujme elementarnimi transformacemi na horni
schodovitou matici.

Prvni rddek ndsobime ¢islem (—2) a pricteme ke druhému radku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ap)~| 0 =5 7 —3|-1
4 3 -5 1| 4

Prvni fadek ndsobime (—4) a pripocteme k tretimu fadku. Dostaneme

1 2 -3 1] 1
(Ap)~| 0 =5 7 —3|-1
0 -5 7 =3/ 0

Druhy fadek ndsobime éislem (—1) a pripocteme ke tfetimu radku. Dosta-
neme horni schodovitou matici

(Ab)~ | 0 =5 7 —=3|-1

Prvni ¢tyfi sloupce predstavuji matici, kterou jsme obdrzeli elementéarnimi
transformacemi matice soustavy daného systému rovnic. Tato matice ma
hodnost 2. Celda matice predstavuje matici, ktera vznikla elementarnimi
transformacemi rozsitené matice soustavy daného systému rovnic. Méa hod-
nost 3. To znamen4d, ze matice soustavy daného systému rovnic ma hodnost
2 a matice rozsitend daného systému rovnic ma hodnost 3, tedy odlisnou od
hodnosti matice soustavy. Dany systém rovnic tedy nema feSeni.

Neexistence feseni daného systému rovnic vyplyva i z této ivahy. Tato vysled-
nad matice reprezentuje systém linedrnich rovnic

1 + 21’2 — 3.%’3 + Ty = 1,
—  Bxy + Tws — 3wy = —1, (6.40)
0'$1 + 0'1'2 + 0'1’3 + 0'1'4 = 1.

Vzhledem k posledni rovnici je patrno, ze systém nemad feSeni.
Gaussova elemina ¢ni metoda.

V nasledujicim vykladu nejde o nic nového. Jde o zavedeni nédzvu pro metodu,
o které jsme jiz obecnéji pojednali. Specialni pripad uvadime proto, ze se
s timto nazvem muzete setkat.

Necht A je reguldrni ¢tvercovd matice fddu n, b je n—rozmérny sloupcovy
vektor a @ je neznamy n-rozmérny sloupcovy vektor. Uvazujme systém n
linearnich rovnic

Ax =b. (6.41)

Tento systém rovnic (6.41) fesme takto:



1. Matici (A|b) transformujeme elementdarnimi transformacemi na matici
(T|e), (6.42)

kde T je horni trojihelnikova matice. (Je to schodovita matice.)
2. Resfme obdrzeny systém rovnic Ta = ¢ s hornf trojihelnikovou matici
metodou zpétné substituce.
Tento zptusob vypoctu se nazyva Gaussova eleminaéni metoda. Tato me-
toda ma mnoho variant, spocivajicich jak ve vybéru hlavnich radku (pii
transformaci rozsitené matice soustavy na horni schodovitou matici), tak
i pfi provadéni jednotlivych kroku v elementarnich transformacich, jimiz se
systém rovnic (6.41) prevadi na systém rovnic (6.42).

Priiklad 6.6. Gaussovou elimina¢ni metodou feste systém linearnich rovnic

Ax =0,
kde
1 -3 2 1
A= 0O 5 =21, b=| 4
-2 4 1 9

K systému rovnic pritadime rozsitenou matici soustavy

(Alb) =

N O =
B~ ot W

2
-2
1

© A

Tuto matici prevedeme elementarnimi transformacemi na matici
(Ble),

kde matice B je horni trojihelnikova matice. Postupné dostavame

1 -3 21 1 -3 2|1
Ab)=| 0 5 =24 |~[0 5 —2] 4|~
—2 4 1|9 0 -2 5|11
1 -3 2|1
~|l0 5 —2|4
0 0 21|63

Posledni matici odpovida systém linearnich rovnic

T —3.%’2 +2$3 = 1,
5[[‘2 —2$3 = 4,

Tento systém feSime metodou zpétné substituce. Z posledni rovnice vypoci-
tame 3. Dostdavame z3 = 3. Dosadime-li tuto hodnotu do druhé rovnice
a vypocitame xo, dostavame xo = 2. Dosadime-li nyni do prvni rovnice
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vypocitané hodnoty x3, xo, dostavame z ni x; = 1. Je tedy hledanym fesenim
vektor

Jordanova elimina ¢ni metoda.

V nésledujicim vykladu pojedname o metodé zalozené na specialné cilenou
elementarni tranformaci rozsitené matice soustavy. (Popis algoritmu je na

str. 270.)

Necht A je reguldrni ¢tvercovd matice fddu n, b je n—rozmérny sloupcovy
vektor a x je neznamy n-rozmérny sloupcovy vektor. Uvazujme systém
linearnich rovnic

Az = b. (6.43)

Systém rovnic (6.43) fesme takto:
1. Matici (A|b) transformujeme elementdarnimi trasformacemi na matici
(Cld), kde C je regularni diagonélni matice radu n.

2. Resime systém rovnic s diagonalni matici

Cx=d. (6.44)

Tento zpusob vypoctu se nazyva Jordanova eleminaéni metoda. Tato
metoda ma& mnoho variant, spocivajicich jak ve vybéru hlavnich radku tak
i pii provadéni jednotlivych kroku v elementarnich transformacich, jimiz se
systém rovnic (6.41) prevadi na systém rovnic (6.44).

Priklad 6.7. Jordanovou elimina¢ni metodou feste systém linearnich rovnic

Az = b,
kde
1 -3 2 1
A= 0O 5 =21, b=| 4
-2 4 1 9

K systému rovnic pritadime rozsitenou matici soustavy

1 -3 2
Ap) = 0 5 —2
—2 4 1

© A

Tuto matici prevedeme elementarnimi transformacemi na matici

(Cld),



kde matice C' je diagondlni matice, (to lze, jestlize matice A je reguldrni).
Postupné dostavame

1 -3 2|1 1 -3 2] 1
(Alb) = 0 5 =24 |~10 5 =24 |~
-2 4 119 0 -2 5111
1 -3 2|1 5 0 417 105 0 01105
~1 0 5 =2 4 05 =2 4|~ 0 105 01210
0 0 21 0 0 21|63 0 0 21| 63
Posledni matici odpovida systém rovnic
10514 = 105,
1052 = 210,

Jeho fesenim dostdavame hledany vektor

Jordanova metoda na feSeni maticov é rovnice AX = B

Uvazujme systém rovnic

AX = B, (6.45)

kde A je dand regularni matice fadu n, B je dand matice typu (n,m) a X
je neznamé matice typu (n,m).

Kazdy sloupec X (:,7), 7 =1, ... ,m, matice X je FeSenim systému rovnic
AX(:, j) = B(,j4), j=1,...,m. (6.46)

Méme tedy Fesit m systému rovnic (6.46) se stejnou matici soustavy A. Tyto

systémy muzeme Fesit najednou. K systému rovnic (6.45) prifadme matici

rozsitenou

= (A|B). (6.47)

Uzitim elementarnich transformaci prevedeme matici F' na tvar

F = (D|C), (6.48)
kde D je diagonalni matice. Polozme

G =D 'F.

Matice G ma tedy tvar
G = (E|R).
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Tato matice odpovidéd systému rovnic
EX = R, (6.49)

ktery je ekvivalentni se systémem (6.45). Ponévadz E. X = X, dostdvame
ze systému (6.49)
X = R, (6.50)

takze matice R je FeSenim systému (6.45).
Vypo Cet inverzni matice k regul arni matici fadu n

V podkapitole 5.4 jsme ukazali, ze v pripadé, ze matice A je regularni, potom
inverzni matici, oznac¢me ji X, nalezneme fesenim systému rovnic

AX = FE.

Jde tedy o teSeni systému, ktery je specidlnim piipadem systému rovnic
(6.45).

Prevod matice F' elementarnimi transformacemi na matici G.

Algoritmus. Predpokladejme, ze proménné F' je prifazena matice (A | B)
a proménné n je prirazen fad matice A a proménné m je prifazen pocet
sloupcu matice B.

Zacatek
B1 Zacneme s upravou prvniho sloupce matice F'. Polozime
j =1
B2 Zvolme p € {j,j + 1,...,n}, pro néz je

fpvj 7’£ 0.

(Takové p existuje vzhledem k reguldrnosti matice A.) Touto volbou
zvolime p-ty fadek matice F' jako hlavni pro nasledné eliminace. Jestlize
p = j, je j-ty tadek hlavni a jdeme k B3. Jestlize p # j, vyménime
navzajem p—ty a j—ty fadek matice F' a jdeme k B3.

B3 Proi =1, ... ,n,i # j, provedeme tyto tikony
b1l Polozme i := 1, jdeme k b2.

b2 Jestlize i = j jdeme k b4, jinak k b3.
b3 Je-li f;; =0, jdeme k b4, jinak polozime

F = H4(], _fi,j/fj,jv i, 1)F
(Po této transformaci bude f; ; = 0.) Jdeme k b4.

b4 polozme ¢ := i+ 1. Je-li « < n jdeme k bodu b2, jinak jdeme k
bodu B4.



B4 Polozme j := j + 1. Jestlize j < n, jdeme k B2. Jinak jdeme k bodu
B5.

B5 Puvodni matice F' se transformovala na matici
F = (D|C) kdematice D je diagondlni.
Potom hledand matice G je

G:=D 'F = (E|R).

Priklad 6.8. Naleznéte inverzni matici k matici

12 4
A= -—212]. (6.51)
435

Reseni. Oznacme X matici inverzni k matici A. Predpokladame-li, ze ma-
tice A je regularni, je hledand matice X teSenim systému linearnich rovnic

AX = FE.

Této rovnici odpovidd matice F = (A|E), to jest matice

F=| -

>~ N
W = DN
T DN >

1
0
0

O = O

0
0. (6.52)
1

Na matici F' budeme postupné aplikovat elementarni tranasformace podle
nahofe popsaného algoritmu.

Polozme j := 1. Zacneme s tpravami prvniho sloupce matice F'.

Za hlavni fadek zvolime fadek 1.(Prvek fi; # 0.) Elementdrnimi transfor-
macemi typu H4 dosahneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky fa1, f31
rovny nule. Provedenim transformace F' := H4(1, —f21/f11.2,1)F , to jest
transformaci F' := H4(1,2,2,1)F dostavame

12 41100
F=102510|2 10
4 3 5|0 01

Provedenim transformace F' := H4(1, —fs31/f11,3,1)F to jest provedenim
transformace F' := H4(1,—4,3,1)F dostdvame

1 2 4 1 00
F=10 5 102 10
0 -5 —-11|—-4 0 1

Polozme j := 2. Zacneme s upravami druhého sloupce matice F'.
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Za hlavni fadek zvolime fadek 2.(Prvek foo # 0.) Elementdrnimi transfor-
macemi typu H4 dosahneme toho, aby ve vzniklé matici byly prvky fi2, fso
rovny nule. Provedenim transformace F' := H4(2, —f12/f22,1,1)F, to jest
provedenim transformace F' := H4(2,—2/5,1,1)F dostavame

1 0 0 ]1/5 —2/5 0
F=10 5 10 2 1 0

0 -5 —11| -4 0 1
Provedenim transformace F' := H4(2, —f32/f22,3,1)F, to jest provedenim
transformace F := H4(2,5/5,3,1)F, dostavame

10 011/5 =2/5 0
05 102 1 0
00 -1|-—2 1 1

Polozme j := 3. Zacneme s upravami tretitho sloupce matice F'.

Za hlavni réddek zvolime fadek 3.(Prvek fs;s # 0.) Ponévadz fi3 = 0, pro-
vedeme jenom takovou elementarni transformaci typu H4, aby ve vzniklé
matici byl prvek fs3 roven nule.

Provedenim transformace F' := H4(3, — f23/ f33,2,1)F, to jest transformaci
F :="H4(3,10,2,1)F dostavame

10 01/5 —2/5 0
F=(05 0|-18 11 10
00 -1|-2 1 1

Oznacéme obdrzenou matici F' jako

F=(D|C).
Je tedy
10 0
D=|05 0
00 —1
K ni inverzni matici je matice
10 0
D*'=(01/5 0
0 0 -1
Polozme
G=D'F.
Dostéavame
1 0 0[1/5 =2/5 0
G=| 010 158 % 2
00 1| 2 -1 -1



Matici G lze zapsat jako

G = (E|R).
Této matici odpovida systém rovnic
EX =R

ekvivalentni s danym systémem rovnic A X = FE. Je tedy hledanou inverzni
matici matice

1/5 —2/5 0

_ _ 18 11
X=R=| -8 L
2 -1 -1

6.2 Metody feSeni syst ému line arnich rovnic uzitim roz-
kladu matice soustavy, ¢r—rozklad

Zabyvejme se opét fesenim systému m linedarnich rovnic o n neznamych
Az =0, (6.53)

kde A je matice soustavy typu (m,n), b je vektor pravych stran typu (m, 1) a x je vektor
neznamych typu (n, 1). Pfedpokladejme, Ze matice A se dd napsat jako soucin dvou matic
U, V, tojest, z2e A=U - V. Potom vysetfovany systém rovnic se d& napsat ve tvaru

(UV)z = b, (6.54)

nebo po dpravé
UWVzx)=>.

Zavedme si pomocny vektor u vztahem
u=Vez.
7 (6.54) vyplyvé, ze pro néj plati vztah
Uu=0b. (6.55)
Jestlize w je feSenim tohoto systému, potom hledany vektor  je feSenim systému rovnic
Ve =1. (6.56)

Resen{ systému rovnic (6.53) je tak pFevedeno na feseni dvou systémii rovnic (6.55), (6.56).
Tento zpusob je vhodny jen v tom pifpadé, ze oba systémy rovnic (6.55), (6.56) lze snadno
fesit, resp. Ze tento rozklad ma néjaké dalsi vyhody. Je zndm4 celd fada uzite¢nych rozkladu
matic.

Zavedeme si nyni pojem ortogondlni matice a ukazeme si nékteré jeji vlastnosti. Déle si
uvedeme tak zvany gr-rozklad matice A, v némz jednou matici je matice ortogonalni.

Definice 6.1. Ctvercovou matici Q fadu n nazyvame ortogondlni, jestlize

Q'Q=E. (6.57)

Pozndmka 1. Z definice inverzni matice a ze vztahu (6.57) vyplyvd, Ze matice Q7 je
inverzni k matici Q.

Studovat
informativn&
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Pozndamka 2. Nechf U, V jsou ortogondlni matice téhoz fddu. Potom i U - V je orto-
gonalni matice. Skutecneé,

- w-vy=wvT.uh.w-v)y=vT.E.v =vT.v =E.

Odvozeni gr-rozkladu matice. Ukazme si nyni podstatu gr-rozkladu matice A. Uva-
7ujme matici A typu (m,n), m > n. Necht ,j jsou takové indexy, ze 1 <i<m, 1 <j <
n, i < j. Ozna¢me nyni */Q ¢tvercovou matici fddu m, kterd se od jednotkové matice lisi
jen v prveich gii, gij, gji, g5, které jsou definovany vztahy

Qi = cos(), qj; = cos(¢), qi; =sin(),qj; = —sin(p)
Je tedy

] o
2 3
Z =
< =
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 cos(p) O 0 sin(e) 0 0 - -ty tadek
0 0 0 1 0 0 0 0
D)= + - : R : o ] (6.58)
o --- 0 0 0o --- 1 0 0 ... 0
0 0 —sin(p) O cos(p) 0 0 | -+ j-ty radek
0 0 0 0 0 0 1 0
0 ... 0 0 0O --- 0 0 0o ... 1

Vypoitem zjistime, ze “/QT - #IQ = E, takie matice “/Q je ortogonélni. Jednotkové
matice E fadu m je jejim zvlastnim piipadem pro ¢ = 0.

Uvazujme nyn{ m-rozmérny sloupcovy vektor ¢. Necht ¢; # 0. Ozna¢me d = “/ Qc. Potom

d; = cos(p)c; +sin(p)e;, (6.59)
d; = —sin(p)c + cos(p)c;, (6.60)
d, = ¢ k=12,....m, k #i, k #}j. (6.61)

Urceme nyni ihel ¢ tak, aby d; = 0. Resme proto systém rovnic
—sin(p)e; + cos(p)e; =0,  sin®(p) + cos?(p) = 1.
Uhel ¢ nepotiebujeme znat explicitné, staci znat sin(e), cos(p). Vypoctem dostdvame

s
2 kde a=./c%+ A2
« J

& )

cos(p) = =, sin(p) = =, i
«

Je-li ¢; = 0, polozme “/Q := E. Ozna¢me d = “IQ - c¢. Potom d; = ¢; pro viechna

Jj=12,...,m. Zejména d; = 0. Je tedy v obou piipadech j-t4 slozka vektoru /@ - c

rovna nule. Vektor Q- ¢ se lisi od vektoru ¢ nejvyse v i-té a v j-té slozce.

Uvazujme nyni matici A typu (m,n). Pro kazdé dvaindexy,: =1,2,...,n, j =i+1,...,m
definujme matici 7 Q(y), takto:

Je-li aj; = 0, polozme “/Q(yp) = E.

Je-li a;; # 0, polozme “/Q(y) rovno matici uréené vztahem (6.58), kde

S

cos(ip) = U5 sin(p) = U 0= \Ja2 a2
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Potom v matici A := “/Q(¢)A bude a;,; = 0. V matici A se zménily pouze prvky v jejim
i—tém a v j—tém radku.

Polozme nyni

A:=42Q- A

V prvnim sloupci nové vzniklé matice A je as; = 0. Polozme nyni
A:=13Q- A

V prvanim sloupci nové vzniklé matice A je a3 = 0 a prvek ag; se nezméni, to jest je
az,1 = 0. Polozme nyni

A:=1Q- A

V prvnim sloupci nové vzniklé matice A je as;1 = 0 a prvky as 1, a3, se nezméni, to jest
je a271 = 0, a3,1 =0.

Timto zpusobem déle pokracujeme, az polozime
A:=""Q- A

V takto vzniklé matice A jsou vSechny prvky v prvnim sloupci, poé¢inaje druhym prvkem,
rovny 0. Prvek ay ; # 0 v pripadé, ze prvni sloupec puvodni matice A byl nenulovy. (Viz
poznamka 3.)

Matici A déale analogicky postupné ndsobme maticemi

»2Q,....2"Q,....,m""Q, ..., "Q. (6.62)

(o)

kde T je horni trojihelnikovd matice typu (n,n) a O je nulovd matice typu (m — n,n).
Polozme

Vznikne tak matice

QT — 1,2Q.1,3Q..” .l,mQ.2,3Q..” .2,mQ..” .n,n+lQ.”.n,mQ.
Potom matici A lze psat ve tvaru
T
ama(T)

Ponévadz soucin dvou ortogonalnich matic je opét matice ortogonélni, je matice @ orto-
gonalni, takze 1ze na zdkladé nahore uvedeného vypoctového postupu vyslovit nasledujici
veétu.

Véta 6.4. Necht A je matice typu (m,n), kde m > n. Potom existuje takova ortogondln{
matice Q radu m, zZe

T
A_Q<O>’ (6.63)
kde T je horni trojithelnikovd matice fadun a O je nulovd matice typu (m—n,n). Budeme
rikat, ze (6.63) je qr-rozkladem matice A.

Poznamka 3. Nékteré prvky na diagonéle matice T' mohou byt nulové. Jestlize matice A
je typu (m,n), kde m > n a hodnost matice A je rovna n, potom matice T' je reguldrni.

Ukéazeme pouziti gr-rozkladu matice A ve dvou pripadech.

Uloha. Uzitim gr-rozkladu matice A popiste postup pii feseni nasledujictho systému m
linedrnich rovnic o n neznamych.

Az = b, (6.64)

kde A je matice typu (m,n), b je m—rozmérny sloupcovy vektor a x je nezndmy n—
rozmeérny vektor.
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Postup vypoctu. Aplikujeme-li na matici A vétu 6.4 o gr-rozkladu, lze systém rovnic
(6.64) zapsat ve tvaru

Q<g>.m:b, (6.65)

kde T je horni trojithelnikovd matice F4du n. Ndsobime-li rovnici (6.65) matici Q7 zleva,
dostdvéme s ohledem na vztah QTQ = E systém rovnic

( g ) cx=Q"b, (6.66)

Polozime-li b = Q"'b, 1ze systém (6.66) zapsat takto

<g >.m_5 (6.67)

coz je systém linearnich rovnic ekvivalentni se zadanym systémem rovnic. (Ndsobeni matici
Q7T zleva predstavuje proveden{ elementarni transformace.) U vzniklého systému rovnic
Ize lehce stanovit, zda ma feSeni nebo ne.

Je-li napf. matice A reguldrni ¢tvercova matice tddu n, je systém (6.66) tvaru

T -z=Q"b (6.68)
s regularni horni trojihelnikovou matici T', jehoz feseni (zpétnou substituci) jsme jiz diive
popsali.
Jako piiklad si uved'me nésledujici ilohu, v niz pfedpokldddme, Ze rozklad matice A jsme
ziskali na pocitaci.

Priklad 6.9. Naleznéte feSeni systému linearnich rovnic

Ax = b, (6.69)
kde
4 1 2 12
A=| 2 5 1 |, b= 15 1. (6.70)
2 3 6 26

Reseni. Na poéitaéi jsme ziskali gr—rozklad matice A. Dostali jsme A = QT kde

—0,8164965809 0,5449492609 —0,1906925178
Q= —0,4082482904 —0,7784989441 —0,4767312946 |,
—0,4082482904 —0,3113995776 0,8581163303

—4,8989794855 —4,0824829046 —4,4907311951
T = 0,0000000000 —4,2817441928 —1,5569978883
0,0000000000 0,0000000000 4,2905816516

Polozime-li v (6.69) A = QR a vynésobime-li takto vzniklou rovnici matici Q7 zleva,
dostavame systém rovnic

Tx = c, (6.71)
kde ¢ = QTb. Vypoctem dostavame
—4,8989794855 —4,0824829046 —4,4907311951 1
0,0000000000 —4,2817441928 —1,5569978883 . To =
0,0000000000 0, 4,2905816516 T3
—26,5361388801510928
= —13,2344820507458874 . (6.72)

12,8717449548154974



Jeho feSenim obdrzime z1 =1, zo =2, z3 = 3.

6.3 ReSeni syst ému line &rnich rovnic metodou nejmen-
Sich Ctvercu

Aproxinace funkce. Casto se setkdvame s potiebou nalezeni, resp. verifi-
kaci, vzajemnych vztahu mezi ruznymi velicinami. Je tomu jak v ekonomii,
tak i v fadé jinych disciplin. Ke konkrétnim studiim jsou k tomu vyuzivana
vétsinou realnd data. Pri tom se setkdavame s dulezitym pojmem modelu.
Model je zjednodusenym zobrazenim skutecnosti. Objektivni realitu, kte-
rou zobrazujeme, nazyvame predmétem modelovani. Modelem byvaji zachy-
ceny vétsinou jenom urcité vlastnosti. Je tomu tak bud proto, Ze jiné vlast-
nosti nejsou predmétem zkouméni, anebo ze je nezname. V modelu musi byt
zobrazeny vsechny vlastnosti jevu dulezité z hlediska uc¢elu modelu.

V této casti vykladu se budeme zabyvat modelovanim néjaké zavislosti.
Predpokladejme, ze tato zavislost je tvaru
y= f(x), pro z € {a,b), (6.73)
kde funkci f(x) sice nezndme, ale néjakym rozumnym zpusobem jsme zjistili
priblizné nékolik, reknéme m bodu, této funkce
[Ty, i=1,2,..., m.

Budeme predpoklddat, ze hodnoty z; jsou piesné a y; jsou priblizné hodnoty
této funkce v bodech x;. Predpoklada se, ze chyba f(xz;)—vy;, i =1, ..., n, méa
néjaké predpokladané pravdépodobnostni rozlozenit. Zde si ukdZeme jednu
metodu, jak lze neznamou funkci f(z) aproximovat (pfiblizné nahradit) za
jistych predpokladu funkei, ozna¢me ji f(x), ze tiidy F funkei ve tvaru

9(@,p1, ... pn) = p1-91(x) + P2 02() + ..+ P Pul(w), (6.74)
kde ¢1(z), ..., @n(x) jsou zndmé funkce a py, ..., p, jsou nezndmé parame-
try.

Samoziejmé je nutno provérit, zda pouziti aproximace hledané
zavislosti funkci ze zvolené tridy F je v feSené tiloze opravnéno.
K tomu slouzi aparat statistiky.

Budeme se tedy snazit urcit takové parametry pi, ..., p,, aby pro funkci
g(xi, p1,p2y o, n) € F s témito parametry platilo (alespon piiblizné)

9(Ti,p1, P2y s Dn) = Yiy i =1,2, ..., n. (6.75)

Vztah (6.75) predstavuje m rovnic o n neznamych. Tento vztah lze prepsat
na tvar

or(r)pr + ax)pe + -+ ea(r) = wm
@1(%12)1)1 + @a(xo)py + o+ %@z) = y'z (6.76)
o1(xm)pr + p2(m)pe + 0+ on(Tm) = Unm

!Tento pojem Vam bude zaveden ve statistice.
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Oznacme A matici

e1(z1) pa(w1) ©n(T1)
A— 901(:1’2) pa(w2) T Spn(:l?) ' (6.77)
©1(2m) ©a(Tm) T On(Tm)

Déle oznacme y vektor pravych stran (to jest y-ovych souradnic danych
bodu) a p vektor parametru (které chceme urcit). Tedy

1 P1
Y2 P2

Y= : , D= N (6.78)
Ym, Pn

Systém rovnic (6.76) lze v maticové notaci zapsat takto

A-p=y. (6.79)

Matice A zavisi na volbé tiidy F. Je typu (m,n). V praktickych ilohéch byva
m > n. To znamenad, zZe podminek pro parametry je vice nez je pocet para-
metru. Z predchazejiciho vykladu je znamo, Ze tento systém mé feseni, kdyz
a jenom kdyz matice soustavy A a matice rozsitend (A|y) maji stejnou hod-
nost. Kdyby tento systém mél feSeni, to jest, kdyby existoval vektor, oznacme
jej P, ktery by vyhovoval systému rovnic (6.79), prochézela by funkce

y=p1-p1(x) + ...+ Pp - pnlx)

(z prostoru F) uvazovanymi body [z;, y;]. (O takto vytvorené funkei se fika, ze
dané body interpoluje.) Tuto funkci bychom mohli povazovat za aproximaci
hledané funkce. Avsak vétsinou v praktickych ulohach nema systém rovnic
(6.79) pro m > n feSeni. V tomto piipadé je na misté hledat takovou funkci
z prostoru funkci I, kterd sice danymi body neprochazi, ale je od nich ,,mélo*
vzdalena. Slovo ,malo“ je nutno precizovat. Na obr. 6.1 je znazornén graf
jedné zvolené funkce

Y= g<x1plap2a apn)

z prostoru F a dva zadané body, oznacené [x;,v:], [x;,y;]. Pozadavek, ze
tato funkce je pro néjaké parametry ,mélo* vzdalena od téchto bodu [z;, v,
[z;,y;] budeme chapat tak, ze absolutni hodnoty ¢isel

Ty = g($i7p17p27 7pn) — Yi, ry = 9<33j7p17p27 7pn) —Yj

jsou malé.

Velicinu 7, pro néjaké k lze chapat tak, ze jeji absolutni hodnota |ry| je
vzdéalenost bodu [xy,yx] od funkce g ve sméru osy y. Je-li tento bod pod
grafem funkce, je r,. < 0, je-li tento bod nad grafem funkce, je rp > 0.



Na obr. 6.1 je patrny vyznam cisel 7;,7;. K posouzeni blizkosti vSech bodu

[z, yi], i =1, 2, ..., m, k funkci g pro néjaké parametry p pouzijeme napi.
hodnotu .
S(p1, oy pn) = Y _(9(xi, P1 P2y s D) — Ui)’, (6.80)
i=1

to jest hodnotu

m

S(pr, - p) =D 1. (6.81)

i=1

Prava strana rovnice (6.81) je kvadrat euklidovské normy vektoru r, to jest
||7|[3. Misto této normy bychom mohli pouzit jinou vektorovou normu.

Y

9($7p1» s apn)

Obrézek 6.1: Vyklad k metodé nejmensich ¢tvercu.
Poznamenejme, ze kdybychom ve vzorci (6.80) pouzili misto

T'LZ = (g(xlv b1, P2, - pn) —Yi )2

pouze r; = (g(x;, p1, D2, .-, Pn) — Ui ), mohl by byt soucet rezidui r; maly,
dokonce i nulovy, i kdyz by absolutni hodnoty ¢isel r; byly velké. Nékteré
z téchto hodnot mohou byt totiz kladné a jiné zaporné.

K aproximaci funkce f pouzijeme tu funkci g(x, p1, ..., p,) z tiidy funkei F,
jejiz parametry pq, ..., p, minimalizuji S(py, ..., p,), dané vztahem (6.80).

Nasi tlohu muzZeme preformulovat takto. Zavedme si vektor 7

1
T2

r=| . (6.82)

T'n

vztahem (6.82) v zdvislosti na vektoru p. Nazyvame jej vektorem rezidui.
Misto feseni systému (6.79) hledejme takovy vektor p, pro néjz je nékterd
norma vektoru r

A-p—y=r (6.83)
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minimalni.
Zde se zminime pouze o hledani p, pro néjz je euklidovska norma vektoru r
minimalni, tedy o takovém vektoru p, pro néz je

S=r+ri+... +12 (6.84)

minimalni. Takto uréeny vektor p muzeme nazvat zobecnénym feSenim
systému linedrnich rovnic (6.79), to jest systému Ap = y. Budeme fikat,
ze vektor p je Fesenim systému (6.79) metodou nejmensich étvercu.

6.3.1 ReSenisyst ému Ap = y metodou nejmen $ich &tvercl — uZitim
syst ému norm alnich rovnic

Vztah (6.84) upravme. Ziejmé
rT-r:rf—i—rg—i—...—i—ri.
Dosadime-li sem za r vztah (6.83), to jest r = A - p — y, dostdvame
rlr=(A-p-y'-(A-p-y).
ﬁpravou dostavame
ri.r=pl AT Ap — 2p" ATy + yTy.
Hledéame tedy p, pro néjz je

p'A"Ap —2p" ATy +y"y (6.85)

minimélni. Ponévadz y”y je konstanta, Ize ji ve vztahu (6.85) pro hledani
minima vynechat. Hleddme tedy p pro néjz je

S(p) =p"ATAp - 2p" A'y (6.86)
minimalni.

~es s

lizuje funkei S(p).



Necht A je matice typu (m,n), kde m > n, hodnosti n.
Necht y je znamy vektor délky m a p je neznadmy vektor
délky n. Polozme

r=A-p—uy. (6.87)

Potom existuje pravé jeden vektor x, pro néjz je v’ - r
minimalni. Tento vektor x je reSenim systému linearnich
rovnic, zvaného systémem normalnich rovnic, (jeho matice

soustavy AT A je regularni)

ATA.p=AT .y (6.88)

Poznamka. Reguldrnost matice ATA se da odvodit
z predpokladi, uvedenych ve vété, ze A je typu (m,n),
m > n a Ze hodnost matice A je rovna n. Reseni (6.88)
Ize pak vyjadrit ve tvaru

p= (ATA)’lATy.

Prakticky vypocet podle tohoto vztahu je vSak nevhodny pro rozsahlejsi
problémy. Jak jiz bylo feceno, vypocet inverzni matice je sém o sobé velice
naro¢ny. Kromé toho se ukazuje, ze feSeni problému nalezeni feSeni systému
linedrnich rovnic Ap = y metodou nejmensich ¢tvercu uzitim normalniho
systému linearnich rovnic byva nestabilni. Existuji jiné metody na feSeni,
které vychazeji ptimo ze systému rovnic Ap = y. Je to napt. metoda zalozena
na gr-rozkladu matice A. V nékterych aplikacich neni splnéna podminka, ze
hodnost matice A je rovna n. V takovémto pripadé ma uloha vicero TeSeni.
Timto piipadem se zde nebudeme zabyvat.

Priiklad 6.10. Metodou nejmensich ¢tvercu naleznéte polynom prvniho
stupné, to jest polynom ve tvaru

Y = p1T + pa,

pro body zadané v nasledujici tabulce. V jejim prvnim sloupci jsou uvedeny
x—ové soutadnice a ve druhém sloupci jsou uvedeny jejich y—ové soutadnice.

281




6. Metody feSeni syst ému line arnich algebraickych rovnic

282

T Yi
1,0 3,2421
2,0 3,7471
3,0 4,0860
4,0 5,6901
5,0 6,3611
6,0 7,0972
7,0 7,9012
8,0 8,2962
9,0 9,4278

10,0 10,3011

Reseni. Ponévadz se mé aproximovat nezndmé funkce f polynomem prvni-
ho stupné, hleddme aproximaci neznamé funkce f funkei f(z) ze tiidy funkei
F tvaru pip1(x) + page(a), kde 1(z) = @, ¢2(x) = 1 a p1,p» € R jsou
parametry, to jest tvaru pix + po.

Podminkou pro to, aby funkce p;x + py prochézela zadanymi body [z;, v;], je
splnéni systému rovnic

pTi+pe=1vy;, kde i=1,...,10.

Oznac¢me A matici soustavy tohoto systému rovnic, p vektor neznamych
parametru a y vektor y—ovych souradnic zadanych bodu. Potom tento systém
rovnic lze zapsat ve tvaru

Ap =y, (6.89)
kde

3,2421
3,7471
4,0860
95,6901

(m | 63611
7,9012
8,2962

9,4278
10,3011

© 00 O Tl = Wi

U G GG VU VA G T VU G SR O W

—_
e}

Hodnost matice A soustavy tohoto systému rovnic je rovna 2 a hodnost
matice rozsitené (A|y) je rovna 3. Tento systém rovnic neméa tedy reseni.
Misto ného budeme hledat takové parametry p, pro néz (Ap —y)T (Ap —y)
nabyva svého minima. Jak vyplyva z véty 6.5, je hledany vektor p feSenim
normélniho systému linedrnich rovnic

ATAp = ATy.

Oznacme

B=A"TA z =A"y.



Vypoctem dostavame
B_ 385,0 55,0 L 429,6850
N 55,0 10,0 /)~ N 66,1507 -

Vektor p je tedy feSenim systému dvou rovnic o dvou nezndmych

Bp = z.

_/0,7983
P=1 9292947 |

Hledanym polynomem je tedy funkce

ReSenim dostavame

A

F(x) = 0,7983 2 + 2,2247.

Na obr. 6.2 jsou hvézdickami zndzornény zadané body [z;, y;], i =
a plnou carou graf nalezeného polynomu prvniho stupné, to jest odhad ne-

znamé funkce.

11

10—

Obrazek 6.2: Metoda nejmensich ¢tvercu, priklad

6.3.2 gr—metoda na feSeni syst ému line arnich rovnic metodou nej-

menS$ich ¢étvercl

Necht A je matice typu (m,n), kde m > n, a necht jeji hodnost je h = n. Necht b je vektor
typu (m, 1) a @ je nezndmy vektor. Metodou nejmensich étvercu feSme systém linedrnich

rovnic

Ax =0b.

Zaved'me si vektor rezidui » vztahem

Ax —b=r.

Studovat
informativné
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Hledejme vektor @ pro néjz je ||r||2 v (6.92) minimélni, to znamend, pro néz je
R T (6.93)
minimalni.

Rovnici 6.92 pouzitim rokladu matice A podle véty (6.4) lze prepsat na tvar

Q<£>m—b:’r. (6.94)
Vynésobenim této rovnice zleva matici Q7 dostévame
T T T T
QQ(O)m—Q b=Q" r. (6.95)
Oznacme _
b=Q", 7=Q"r. (6.96)

Ponévadz QT Q = E, lze (6.95) prepsat s ohledem na (6.96) na rovnici

<g>m—g:F. (6.97)

Ponévadz matice @ je ortogondlni matice fadu m, plati pro m-rozmeérny sloupcovy vektor
T vztah
ll7ll2 = [17]2- (6.98)

Skutecne,

7l = 177/l = (@77, @Tr) = \/(@Tr)T(@r) =
—/(r7Q) (@) = \/rT(QQ")r = VrTT = ||r ..

Ponévadz matice Q je reguldrni a plati (6.98), kazdy vektor x, ktery v (6.92) minimalizuje
[|7|]2, minimalizuje v (6.97) ||7]|2 a naopak, kazdy vektor @, ktery v (6.97) minimalizuje
[|7]]2, minimalizuje ||r||s v (6.98).

Hledejme tedy takovy vektor @, ktery minimalizuje ||7||2. Rovnici (6.97) lze rozepsat takto

tiizy + tiexes + ... A+ tipzn — El - 7,
tooxs + ... + topxr, — by = T,
lpnTn — ,\,b” = :F'ru (699)
— basr = Fasn
- Em = ?m.
Z tohoto systému je patrno, Ze hodnoty 741, ..., 7, nelze zménit. Soucet

72 24 2 2
[T i ol S ol AR, P ol ()

bude minimdlni, jestlize v (6.99) polozime

Fl :0, ...,rn:O,
Dostavame _
tiiry + tipry + ...+ liprn — b= 0,
t2 2Ty + ... + t2 nLn — b2 = 0,
_ (6.100)
tnnTn — ’gn = 0.



Je to systém s regularni horni trojihelnikovou matici. Lze jej fesit diive popsanou metodou
zpétné substituce.

Poznamka. Kdyby hodnost matice A byla mensi nez n, trojihelnikovd matice T by
nebyla reguldrni, takze systém (6.100) by mél vice feseni. Norma vektoru reziduf by byla
pro vSechna feSeni stejna.

Jako prtiklad budeme fesit stejnou ulohu, jako jsme jiz fesili pomoci systému norméalnich
rovnic.
Priklad 6.11. Metodou nejmensich ¢tvercu naleznéte polynom prvniho stupné, to jest
polynom ve tvaru

Y = p1T + p2,
pro body zadané v nasledujici tabulce. V jejim prvnim sloupci jsou uvedeny xz—ové sou-
fadnice a ve druhém sloupci jsou uvedeny jejich y—ové souradnice.

T Yi
1.0 3,2421
2,0 3,7471
3,0 4,0860
4.0 5,6901
5,0 6,3611
6,0 7,0972
7,0 7,9012
8,0 8,2962
9,0 9,4278

10,0 | 10,3011

Reseni. Ponévadz se md aproximovat nezndmd funkce f polynomem prvniho stupné,
hleddme aproximaci nezndmé funkce f funkci f(z) ze ti{dy funkci F tvaru pipi(z) +
popa(x), kde p1(x) = x, wa(z) = 1 a p1,p2 € R jsou parametry, to jest funkei tvaru
P17+ p2.

Podminkou pro to, aby funkce pix + ps prochézela zadanymi body [z;,v:], je splnén{
systému rovnic
px;+p2 =1y, kde ¢=1,...,10.

Oznacme A matici soustavy tohoto systému rovnic, p vektor nezndmych parametru a y
vektor y—ovych souradnic zadanych bodi. Potom tento systém rovnic lze zapsat ve tvaru

Ap =y, (6.101)

kde
3,2421

3,7471
4,0860
5,6901

[ m | 63611

p—< ) v=| 7o |- (6.102)
7,9012
8,2962

9,4278
10,3011

O~ O U W

Ne}
o e e e e e e e e

10

Hodnost matice soustavy tohoto systému rovnic je rovna 2, tedy poc¢tu neznamych koefi-
cientu a hodnost matice rozsirené (Aly) je rovna 3. Tento systém rovnic nemé tedy resenf
v klasickém slova smyslu. Budeme jej fe$it metodou nejmensich étvercu.

Zaved'me si vektor rezidui » vztahem

Ap—y=r. (6.103)
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VyZaduje se
orientaéni
znalost

Hledejme vektor p pro néjz je ||r||2 v (6.103) minimélni, to znamend, pro néjz je
R (6.104)

minimaln{. Rovnici (6.103) pouzitim rokladu matice A podle véty 6.4 lze piepsat na tvar

T
Q<O>p—y='r- (6.105)
Vynésobime tuto rovnice zleva matici Q. Oznacme
F=Q"r. (6.106)
Vypocétem na pocitaci dostavame
—19,6214 —2,8031 —21,8987 1
0 —1,4639 —3,2563 T2
0 0 —0,5449 T3
0 0 0,2419 T4
0 0 D1 0,0956 | 5
0 0 ( Do ) - 0,0144 | — | 7 (6.107)
0 0 0,0011 r7
0 0 —0,4212 )
0 0 —0,1069 Ty
0 0 —0,0509 710
V tomto systému rovnic urcime
T, 1=1,2,...,10
tak, aby soucet jejich kvadrati byl minimalni. Hodnoty 7;, i = 3, 4, ..., 10 nemuzeme

nijak ovlivnit, jejich hodnoty jsou jednoznac¢né uréeny rovnicemi 3—10 systému rovnic
(6.107). Muzeme vsak zvolit r; = 0, 72 = 0. Pfi této volbé bude |[7||2 minimélni. Prvn{
dvé rovnice tohoto systému jsou pak

—19,6214 —2,8031 p1\ [ —21,8987 \ (0
0 —1,4639 D2 —3,2563 —\o0 )
Resenim pak dostaneme

p1 = 0,7983,
Hledanym polynomem je tedy funkce

P = 2,2244.

Flz) = 0,7983x + 2,2247.

Vidime, ze vysledky obdrzené obéma metodami se od sebe lisi velice mélo.

6.4 Vlastni ¢isla matice

Pii teseni fady tloh linedrni algebry se pracuje s pojmem vlastniho cisla
a s pojmem vlastniho vektoru ctvercové matice. I kdyz maji tyto pojmy
zékladni vyznam v linedrni algebfe, my se zde s nim nebudeme zabyvat do
hloubky. Cilem tohoto odstavce je pouze seznamit se s nimi tak, abychom je
mohli pouzit v souvislosti s normou matice.

Uvazujme ¢tvercovou matici A fadu n. Necht M" je mnozina vsech sloup-
covych vektoru typu (n,1). Jestlize ke kazdému & € M" priradime vektor

y=A-xecM"



je toto prirazeni zobrazenim mnoziny M" do sebe. Zabyvejme se otdzkou, zda
ezistuje takové A\ a k nému nenulovy vektor x € M", ze

A-xz=\ (6.108)

Ciislo \ vyhovugict této podmince se nazyvd vlastnim c¢islem matice A a vektor
x, pro néjz plati N

A -x=)\x,
vlastnim vektorem, prislusnym k vlastnimu ¢islu X

Uved'me si tento pifklad.

Nechf
1 2 1
a=(5 i) o=()

Potom
1 2 1 5
aa=(5 1) (2)= ()

Je tedy

- . A . 1. .
Cislo A = 5 je tedy vlastnim ¢islem matice A a vektor a = ( 9 ) je vlastnim
vektorem matice A piislusnym k vlastnimu ¢islu A = 5.

Uved'me si vétu pro uréeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti matice.

Necht A je ¢tvercovd matice radu n. Potom rovnice

det(A—\- E) =0, (6.109)

v niz A je obecné komplexni proménna, se nazyva charakte-
ristickou rovnici matice A.

Cislo \ je vlastnim ¢islem matice A, kdyz a jenom kdyz je
korenem charakteristické rovnice matice A. Kazdy vektor x
vyhovujici systému linearnich rovnic

(A-X-E)-&=0

je pak vlastnim vektorem, prislusnym k viatnimu cislu .

Dtuikaz: Necht A je ¢tvercovd matice fddu n. Rovnici (6.108) lze piepsat na
tvar

(A—X-E)-z=0. (6.110)

Jde o systém n linearnich rovnic o n neznamych a jednom parametru A.
Ponévadz vektor na pravé strané tohoto systému rovnic je nulovy, mé tento
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systém nenulové feseni jenom tehdy, je-li determinant soustavy roven 0, to
jest, je-li det(A — X\ - E) = 0. To znamend, ze podminkou existence nenu-
lového feseni @ systému (6.110) je, ze ¢islo A je korenem charakteristické
rovnice (6.109), neboli, ze je vlastnim ¢islem matice A. Ke kazdému charak-
teristickému ¢éislu jsou odpovidajici vlastni vektory feSenim systému rovnic
(6.110) s hodnotou A rovnou tomuto vlastnimu ¢éislu. 0

Priklad 6.12. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

A:

— = =
TN DN
S W W

Reseni. Napisme charakteristickou rovnici
det(A—\-E)=0.

Dosasazenim za A a FE dostévame

1—A\ 2 3
det 1 2—A 3 =0.
1 5 6— A\

Po vycisleni dostavame
9N2 — N3 =0.

Tato charakteristickd rovnice ma koreny
0, 0, 9.

Tedy mé dvojnasobné vlastni ¢islo 0 a jednoduché vlastni ¢islo 9.

Hledejme nyni vlastni vektory.

a) Pro vlastni ¢islo A = 0 dostdvame ze vztahu (6.110) systém linedrnich

rovnic
r1 + 21’2 +3$3 = 0,

r1 + dry +6x3 = 0.

Jeho fesenim dostdvame mnozinu vSech vlastnich vektoru matice A
prislusnych k vlastnimu ¢éislu A = 0. Jsou to vektory

-1
Cy —1
1

zavislé na jednom parametrru c;.
b) Pro vlastni ¢islo A = 9 dostdvame ze vztahu (6.110) systém linedrnich

rovnic
—8[[1 + 2[[2 —|—3I3 = O,

ry — 7.%’2 +3$3 = 0, (6112)
ry -+ 5[[‘2 —3$3 = 0.
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Jeho tesenim dostdvame mnozinu vsech vlastnich vektoru pfislusnych
k vlastnimu ¢islu A = 9. Jsou to vektory

1
Co - 1
2

zavislé na pametru cs.

Mmnozinu vsech vlastnich c¢isel matice A budeme nazyvat
spektrem matice a znacit o(A). Zavedeme si jesté pojem
spektralniho poloméru o(A) ¢tvercové matice A jako

0(A) =max{|\|: A € oc(A)}.

Poznamka. Urceni spektra matice A je pro matice vyssich tddu velice nd-
rocné. Pro viypocet vlastnich ¢isel matic jsou vyvinuty metody, které nejsou
zaloZeny na resent charakteristického polynomu. Spektrum hraje vyznamnou
roli v fadé aplika¢nich tloh. Napf. pomoci spektralniho poloméru se stanovi
nutné a postacujici podminky konvergence dale popsané itera¢ni metody na
feSeni systému linearnich rovnic. Na zdkladé této véty se podaii pak stanovit
postacujici podmimky konvergence, jejichz splnéni se dé snadno ovérit.

Pfi vySettovani iteracnich metod na feSeni systému linearnich rovnic budeme
potfebovat jesté pojem normy matice.

6.5 Normy matic

Ozna¢me M ™™ mnozinu vsech matic typu (m,n), kde m,n € N. Tato
mnozina spolecéné s diive zavedenou operaci ,,+“ sec¢itani dvou matic a s ope-
raci ,,-* nasobeni matice ¢islem, tvoii linearni prostor. Budeme jej znacit
M(™™)  Je tedy definicf 4.14 normy v linedrnfm prostoru zavedena téZ norma
matic na prostoru M™™),

Definice 6.2. (Norma matice)

Necht M) je linedrni prostor matic typu (m,n). Jestlize
ke kazdé matici A € M piifadime takové nezdporné
¢islo, oznacme je || Al[, ze pro A, B € M(™™ X\ € R plati

|A|[=0= A =0, (6.113)
1A+ BJ| < [|A|[+[|B]], (6.114)
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I [IA- Al| = |\ - ||A]|l pro libovolné &islo A, (6.115)

potom || A|| nazj'vdme normou matice A v prostoru M),

V dalsim si uved'me nékolik ¢asto pouzivanych maticovych norem.

Véta 6.7. (Specidlni normy matic)
Ke kazdé matici A € M prifadme cisla || A1, || Al
1 Alls, [| Al takto

| Al = max > [z, (6.116)

|A]ly = 1/ o(A" A), (6.117)

1AlE = | DD lal, (6.118)

=1 k=1
| Alls = max y |- (6.119)
k

Potom ||A||1, ||All2, |Alls, ||AllF jsou maticové normy na
M"™". Maji tyto specidlni nazvy:

| A||l1 se nazyva oktaedrickou normou,

| A2 se nazyva euklidovskou normou,

| A||s se nazyvd max-normou,

|Al|r se nazyva Frobeniovou normou.

Jestlize € V,,, potom plati tyto vztahy:

Azl < [|All1[[]], (6.120)
[Az[ly < [[All2]|z]2, (6.121)
A2 < [[AllF]lz]l2, (6.122)
|Azlls < [[Alls/[z]]s- (6.123)
(6.124)
Mezi normami || - ||2, || - || plati vztah
[Al2 < [[Allp. (6.125)

Dikaz: Provedeme jenom casteény dukaz.



1. Dokazme, zZe || - ||; splituje pozadavky (6.113)—(6.115).

a) Dokazme, Ze || - ||; splituje (6.113). Necht A € M" je takovd matice,
ze ||A|l; = 0. To znamena, ze ml?ux(z la;|) = 0. To je mozno jenom tehdy,
jsou-li vSechna ¢isla a;; = 0, to jest, je-li A = 0. Plati tedy (6.113).

b)  Dokazme, Ze || - ||; spliiuje (6.114). Necht A, B € M". Potom plati
JA + BJ| = masx(3 lag. + bil) < max(S(laa] + bl) < mas(S lau) +

m}gmx(z lbi|) = [|A|ls + || B]|1. Plati tedy (6.114).

¢) Dokazme, ze || - ||; splituje (6.115). Nechf A € M"™ a nechf A je redlné
¢islo. Potom plati [|AA||; = mkax(Z(MaikD < M m’?x(z lair]) = |Al]|AlL-

7

2. Necht ¢ € V,, A € M". Dokazme, ze ||Az|; < ||A||x]:. Plati
[Az [l = max(3 |api]) < max(} fau| - max |z:] = || Al - [[#])1. O

Piiklad 6.13. Necht A je matice

Abychom uréili ||A|1, vypocitejme soucet absolutnich hodnot prvku matice
v jednotlivych jejich sloupcich. Dostavame postupné tato ¢isla

6, 6, 6.
Nejvétsi z nich je ¢islo 6, takze
|A[lL = 6.

Podobneé, abychom vypocitali || Al|s, vypocitdme soucty absolutnich hodnot
prvku v jednotlivych fadcich. Dostavame postupné ¢isla

6, 6, 6
Nejvétsim z nich je ¢islo 6, takze
||Als = 6.
Abychom urcili || A||2, vypocitdme matici
14 11 11
B=A"TA=| 11 14 11
11 11 14

Charakteristicka rovnice této matice
det(B — AE) =0
ma kofeny (jak se muzete vypoctem presveédéit) rovny ¢islum
36, 3, 3.
Nejvétsim z nich je ¢islo 36. Je tedy

|Al[> = V36 = 6.
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Prostudovat
informativné

>

6.6 Iteracni metody fesSeni syst ému line arnich rovnic

Predpoklddejme, ze A je regularni étvercovd matice fddu n a b je vektor typu (n,1). Za
uvedenych predpokladi ma systém
Az =0 (6.126)

rovnic pravé jedno feSeni, ozna¢me je x*.

Uved'me si podstatu iteracnich metod k jeho pfibliznému urceni. Necht
x=Bx+c (6.127)

je systém linedrnich rovnic ekvivalentni se systémem (6.126). Poznamenejme,
ze vytvoreni ekvivalentniho systému uvedeného tvaru neni jednoznacné.
Zvolme Iibovolny sloupcovy vektor 'z € V,, jako poc¢atecni aproximaci vek-
toru * a vytvorme posloupnost vektoru

Mle =Bz +e¢, prok =0,1,2, ... (6.128)

Ukéazeme, Ze za jistych predpokladu o matici B tato posloupnost vektoru
konverguje po slozkach k vektoru x*.

Driive nez prikrocime k vysloveni podminek, za nichz tato posloupnost konverguje k feseni
zadaného systému rovnic, uvedme si tento piiklad.

Priklad 6.14. Uvazujme systém linearnich rovnic

Ax = b, (6.129)
kde
4 1 2 12
A= 2 5 1|, b= 15 |. (6.130)
2 3 6 26

o= 2 (6.131)

je jeho fesenim. K zadanému systému rovnic vytvoime systém rovnic k nému ekvivalentni
a to tak, ze z prvni rovnice vypocitame x1, z druhé rovnice vypocitame x4 a ze tfeti rovnice
vypocitame xz. Dostaneme tak systém rovnic

x =Bz +c, (6.132)
kde
0 1/4 1/2 3
B=-|2/5 0 1/5 |, c= 3 (6.133)
1/3 1/2 0 13/3
Zvolme vychozi vektor
0
Vg = 0
0



a utvoime posloupnost vektori ¥z podle rovnice

lg = Bz + ¢,

prok =0,1,2,....

Vypoétem dostdvame posloupnost vektori *& pro k =0, 1, 2, .... Uvedme tyto z nich

1,116568519
92 = [ 2,097918519
3,120979115

1,004765753
Y =1 2003982929
3,004930063

0,9150308128

W =1 1,929176770 |, (6.134)
2,912184568
0,9965392364

g = | 1,997107686 (6.135)

2,996419951

Tento vypocet byl proveden na pocitaci. Samotny vypocet se dé velice snadno naprogra-
movat. V itera¢nich metodach jsou vSak tyto problémy:
1. Zjistit konvergenci itera¢niho procesu.
2. Kolik ¢lent posloupnosti je nutno spocitat, abychom obdrzeli vysledek s potifebnou
presnosti.
Uved'me si nasledujici vétu, kterd uvadi podminky pro konvergenci iteraéni metody a
odhad odchylky vektoru *z z itera¢niho vypoctu a piesného Fedeni.

Véta 6.8.

Necht je ddna soustava linedrnich rovnic

x = Bx + c,

(6.136)

kde B je ¢tvercova matice fadu n a c je sloupcovy vektor z prostoru V,,. Oznac¢me
o(B) spektralni polomér matice B a necht

o(B) < 1. (6.137)
Necht °z je libovolny sloupcovy vektor z prostoru V,,. Polozme
Mle—=Bfz+¢ prok=0,1,2, ... (6.138)

Potom posloupnost vektorti {*x} konverguje a jeji limitou je presné feseni systému
(6.136), oznacme je z*.
Postacujici podminkou pro splnéni (6.137) je, aby nékteré z cisel

[|Bll1, ||Blls, ||Bllr  bylo mensi nez 1.

V ndsledujicich odhadech znacf || - ||,,, zvolenou maticovou normu z norem

||'H1>

spliujicich podminku ||B||,, < 1 a||-||, znaci tu vektorovou normu, kterd vzhledem
ke zvolené maticové normé || - ||, spliiuje podminku

Al M- 1lss - Mle

1A - zl[o < [[Allm - [[2]].
Plati tyto odhady

le* — 2l < [[BI )%l + B, - (1~ [1Blln) ™ - llell

(6.139)

[l = *ally < ||Bllm (1 = || Bllm) |z — 1], (6.140)

Dukaz: Bez dukazu. 0

Vratme se k feseni nahofe uvedeného piikladu iteraéni metodou. Ponévadz || B||; = % <1,
je podminka (6.137) splnéna. Tedy posloupnost vektori {¥2}2, konverguje k presnému
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fegeni daného systému rovnic. Proved'me odhad napt. vektorii 1%z, 22 od pfesného fegent

x*. (Jak vime, pfesnym fesenim systému je vektor & = (1,2,3)”.) K odhadu pouzijeme
oba vzorce vzorce (6.139), (6.140). K vypoctu potiebujeme znét tyto hodnoty.

5 13
1Bl = 5, 12|l =0, llelly = =
[["%2 —? x||; = 0,2087945473, |2z 19 z||; = 0,008510111636.

Dosazenim do vzorcu (6.139), (6.140) dostdvame nésledujici odhady pro aproximaci
[Fe — ¥y

k | podle (6.139) | podle (6.140)
10 | 4,199145155 | 0,6781853859
20 | 1,043972736 | 0,042550558

Vidime, ze tyto odhady jsou zna¢né hrubé. K dosazeni vétsi presnosti by bylo zapotiebi
provést vétsi pocet iteraci.

Proved'te si tyto odhady pro jiné normy a vysledky porovnejte.

6.7 Zakladni poznatky z kapitoly 6 a tlohy k procvi  Ceni

B Vysvétlit pojem ekvivalentnosti dvou systému linearnich rovnic.

B Prevod systému linearnich rovnic na systém rovnic s horni schodovitou
matici.

m Véta Frobeniova o TeSitelnosti systému linearnich rovnic a o jedno-
znacnosti reseni.

m Resen{ systému linedrnich rovnic prevodem na systém s horni schodo-
vitou matici.

B Metoda Gaussova a metoda Jordanova. Praktické feseni.

m Normy matic, zamérte se na normy || - ||1, || - [|#, || - ||3-

B Popis metody nejmensich ¢tvercu na teSeni systému rovnic. Systém
normalnich rovnic.

m Orientacné se seznamit s iteraénimi metodami na feseni systému line-
arnich rovnic.

B V textu je pojednano o metodeé feSeni systému linedrnich rovnic zaloze-
né na qr-rozkladu matice soustavy. Tato metoda je vysoce stabilni. Jeji
struény vyklad v tomto textu je jen pro orientaci. Je soucasti lepsich
programovych systému. Jeji znalost se pii zkousce nevyzaduje.

Ulohy

1. Gaussovou a Jordanovou metodou feSte systém linedrnich rovnic
A-x =0, kde

1,0 20 50 —3,0 8
30 00 2,0 -2 !
A= 95 1 3 5 | =] 3
5 9 3 -1 28



8
Il
>~ W o =

2. Napiste feseni systému linearnich rovnic A - x = b, kde

1 3 =20 14
A=(0 -2 3 1], b= -10], kdec), e eR.
2 4 -1 1 18
—1- 5/261 - 3/202
z 5—1—3/2001—1—1/202 ]
1
C2

3. Naleznéte vlastni ¢isla matice A a k nim odpovidajici vlastni vektory,

je-li
1 2
A_<23>.

[Vlastn{ ¢fslo 2 4+ /5, k nému pifslusf vlastni vektor ¢; - ( 1/241/2- /5 );

vlastn{ ¢fslo 2 — /5, k nému pifslugf vlastn{ vektor c; - ( 1/2-1/2-V5 );

c1, Co jsou parametry.]
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