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Abstract: Ve finan¢ni matematice se pouziva pojem urokova mira, nékdy ve vice
riznych vyznamech pro miru rustu stavové funkce, nejcastéji na néjakém intervalu,
pri¢emz tato mira vyjadfuje jen zménu hodnot v krajnich bodech tohoto intervalu.
(Napiiklad relativni pfiristek na étu s konstantni irokovou mirou za jednotku éasu)
V Makroekonomii se pouziva pojem mira ristu pro lokalné definovanou veli¢inu (kterd
z&visi na hodnotach stavové funkce jen v libovolné malém okoli néjakého bodu).
Tyto pojmy jsou mirné nekonzistentni a v literatufe se Casto zaménuji, coz mize vést
ke kvantitativnim chybam v pfipadnych vypoctech.

Cilem této poznamky je ukdzat vztah mezi témito pojmy a najit obecnou explicitni
formuli, kterd vSechny tyto pojmy zahrnuje jako specidlni pfipady a ukazat, jakou
formuli je tfeba nahradit makroekonomickou formuli pro miru ristu, aby v limitnim
tvaru prechazela ve formuli pro slozené troceni.
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1. Axiomy: Uvazujme veli¢inu jejiz hodnoty y; a yo jsou znamy ve dvou bodech 1 a x5 (tyto hodnoty
mohou byt napifklad vysledek méteni). Funkce x:R* — R, kterd bude kvantifikovat ptiristek této
veli¢iny by méla mit nasledujici vlastnosti

axiom 1 invariance vii¢i posunuti (v Case)

K (21,91, 22,92) = k(21 +t, Y1, 22 + £,92) (1)
axiom 2 invariance vi¢i homotetiim (napfiklad viéi volbé mény)
k>0= r(z1,y1,22,92) = £ (21,91 - k, T2, y2 - k) (2)
Dale pozadavek symetrie v ristu a poklesu:
K (21, 1,22, Y2) = =k (21, Y1, T2, —Y2) 3)

vynucuje podminku axiomu 2 i pro £ < 0
axiom 3 k je rostouci v prvni a ¢tvrté proménné a klesajici ve druhé a tieti proménné.
axiom 4 Pocateéni podminka: « (z1,y,z2,y) = 0. (Mira riistu konstantni funkce je nulové.)

1.1. Poznamka: Z uvedenych axiomi pfimo plyne:

Ax1 Ax2
K (21, Y1, 22,92) "= K (0, Y1, 22 —a1,92) = (0,1,952 —9:1732) (4)
1
tak ze existuje ::R — R
2
’f(ﬂilyyl,wz,yz):)\(xz—xl,i> (5)
1

A X je klesajici v prvni a rostouci ve druhé proménné podle Ax3 a funkce A (x,0) = 0 podle Ax4.

2. Funkce v ustaleném stavu:

2.1. Definice: Rekneme, Ze funkce f je v ustdleném stavu vzhledem k mive ristu  je-li (z1,72) —
K (21, f (1), 2, f (z2)) konstantni funkce. Podle Ax4 je kazdzd4 konstatni funkce v ustdleném stavu.
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Hledédme dalsi funkce f takové, ze

k(z1, f (z1), 22, f (22)) = konst. (6)

Piedpokladejme, ze uz zndme hodnotu f (z1) a f (x2) funkee f ve dvou bodech 1 a 9 = 21 + h

k(za, f (z2), 22+ h, f (x2 +h)) = & (z1+ h, [ (x1 + ), 21 + 2h, f (x1 + 21)) (7)
a podle (6)
K (22, f(22), 22+ h, f (22 + h)) = K (1, f (21) 21 + R, f (21 4+ 1)) (8)
a tedy
flzi+2h)\ f(z1+h)
(T ) S () ©

A protoze ) je prostd v kazdé proménné (Ax 3, viz pozn. za Ax. 4) je

f(x1+2h)  f(xa+h)  f(x1+h)

Tt S @) 10)
a tedy )
_(f (x1+ h))
f(;v1 + 2h) = 7]0 (1‘1) (11)
a dale indukei: f( h) f( h) n
Sl o ([t h)
Pl tan) = LD oy = (L0 (12)

takze v dalSich ekvidistantnich bodech tvori hodnoty funkce f geometrickou posloupnost. Stejné ovSem:

flei+h/2)  f(z1+h) f<w1+h>:<f<x1+h/2>)2 (13)

- f (@)

= —
f (1) f (w1 +h/2) f (1)
TakZe f ma hodnoty exponencialni funkce i ve vSech bodech mnoziny {‘;—}J, a € N,;b € N}. A protoze tato
mnozina je hustd (dense) v R, plati:
2.2. Lemma: Je-li néjakad spojitd funkce f v ustaleném stavu vzhledem k mife ristu, ktera spliuje
axiomy Ax1 — Ax4, pak je to exponencialni funkce f:z +— AeP® s néjakymi konstantami A a B.
Pokud chceme, aby viechny exponencialni funkce x — AeP® byly v ustaleném stavu, mame (oznacime-Jj
i h= To — %1)

Ba}z
VB:k (21, A", 2, AeP7?) = A (xz — T, ﬁZle> =X (h,eP") = konst (14)
a plati:
hln(zl/h) B:ln(zl/h') ln(zl/h) 1
A(h,z)zA(h,e ):)\(1,6 )zA(l,zh) (15)
a

1
K’(IhylavayQ) =K <0a 17 17 <ZQ> - ”1> (16)
1

a tedy pro kazdou miru ristu x spliujici axiomy Ax1l — Ax4, k niZ jsou vSechny exponencialni funkce
x — AeP” v ustaleném stavu existuje néjaké rostouci funkce ¢ tak, ze

o (@1, 91, 32, 9) = 6 ((y)> (17)
Y1

2.3. Poznamka: Ve finan¢ni matematice se pouziva translace
prx—ax—1
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a mira rustu

K1t (371721173327312) = (ZQ> -1 (18)
1

je tzv. drokovd mira sloZené€ho urocent za jednotku casu.
Ve finan¢ni matematice se také ¢astecné z historickych divodd, casteéné z rigidity nékterych ob-
chodnich vztahil a zdkont pouziva tzv. trokova mira jednoduchého troceni:

[ (T1, 91,22, y2) = (y21> - -1 (19)

Y1 T2 —T1

Podle této miry jsou funkce v ustaleném stavu polynomy prvniho stupné:

fizr— K(z—x)+ f(21); (20)

3. InfinitezimAalni verze, (Limitni tvar):

V makroekonomii ¢asto potfebujeme vyjadfit rychlost v rastu néjaké veli¢iny f v bodé a ne na
intervalu: Pokud budeme chtit aby mira rastu veli¢iny f v bodé xg byla limitou jeji miry na intervalu
pro pramér intervalu jdouci k nule, mame:

T—x0 T—x0

x (m—TO) D(f) (=g
v () (w0) = lim & (0, f (2(0)) 2, f () = lim ¢ (“)) —¢G?&V) (21)

A pro kK = k1 mame

D) (zq)
v1(f) (wo) = e /G0 —1 (22)
V makroekonomii se ¢asto pouziva mira, kterou dostaneme volbou ¢ = In v (21). V takovém piipadé
jest
N D (f) (zo)
1% To) = ———- 23
() (o) = 240 (23)

a pokud bychom tutéz funkci pouzili jako miru rstu v (17) mira ristu na intervalu (g, 1) by byla:

(24)

f@@>@5n> _ In(/ (20)) ~ In(f (1)

f($1) To — T1

R (zo, f (w0), 71, f (z1)) = In <

Coz je relativni pfiristek funkce Inof (nikoliv funkce f) vzhledem k pfirtistku argumentu této funkce.
Tuto limitu v bodé xo — x7 mé i trokova mira jednoduchého troceni (viz. za jednotku ¢asu k.

3.1. Poznamka: Oznacme tedy

b= lim (a0, f (20) 21, f (1)) = 7 (f) (20) (25)
Plati
v#EV (26)
Volime-li v (17)

¢(x)=x" -1 (27)

dostaneme, oznacime-li vzniklou funkci x;

1
To—T71

i anmaza) = (2) 77 < (28)

coz je tzv. drokovd mira sloZeného urocent za dobu délky t a plati znamé vztahy
t
K=Ky = (/u + 1) (29)
t
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Podobné jako x; mtuzeme definovat i

N . 1 1
Ht:fiﬂ(xlvyhl’myz): (92_1)__1’ (30)
Y1 x

/%% = (31)

1
Funkce x — % je Taylorovym polynomem stupné 1 v bodé 0 funkce x +— (x + 1)( ) _1a historicky
se pouzivala k aproximaci pri vypoctu trokovych mér za kratkou dobu. K legitimizaci této nepresnosti
vedlo zavedeni pojmu interval pfipisovani trokti. Dosazenim “* za 18 nezanedbatelnou chybou, ktera
je rostouci v ¢ > 0, dostaneme
PN
KJ1N(1—;> —1=>\1 (32)

Chyba A\; — k1 ovSem neroste pfes vSechny meze, ale ma konecnou limitu e” — 1 — k v nekonec¢nu a plati

t LN\ F
lim A\ = lim (1:5) —1=lim ((1:”’)“) Cl=e—1
t—o00 t—o00 t t—o00 t

Piisobivost magického zjeveni Eulerovy konstanty v tomto vypoctu dalo kdysi vzniknout pojmu
spojit€ trocéeni. Je to obydejné slozené tirodeni, ale misto Grokové miry k; z (18) se pod jménem trokova
mira uvadi hodnota In (k1 + 1).

Cislo In (k71 + 1) dostaneme jako miru riistu, pokud v (17) volime ¢ = In a v limité dostaneme miru
v jako v (23).

4. Inverzni problém:
Pouzijeme-li jako miru rutu funkce f zobrazeni v mame

D(f)(xzq)

v(f)(x)=e 700 —1 (33)

Coz je explicitnin vyjadfeni pro miru rastu v pokud zname f a differencidlni rovnice pro stavovou funkci
f, pokud zname jeji miru ristu v. Tuto rovnici mizeme ekvivalenté psat ve tvarech:

In(v(t)+1) =D (Inof)(t)
nebo
D(f)(t) =In(v(t)+1)-f(t)
Rovnici miizeme vytesit a jeji feSeni je:
fiz— e<foz ln(y(s)+1)ds) 1(0) (34)

kde v (t) je Grokova mira z jednotku ¢asu v okamziku t.
Provedeme-li tentyZ vypodet pro miru  dostaneme rovnici (23),

. _ D(f) (x0)
V(f) (.To) - f(IO)
a jeji feseni je .
fix— efo v(s)ds f(0) (35)

Vyhodou formule (35) je, Ze je jednoduzsi, nez (34), jeji nevyhodou ovem je, Ze pokud do ni
dosadime konstantni trokovou miru, nedostaneme obvyklou formuli pro sloZzené troceni. Nasledujici
piiklad ukazuje, pouziti formule (34).
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4.1. Example: Predpokladejme, Ze zndme miru miru inflace za jednotku ¢asu (napiiklad ro¢ni miru
inflace, pokud jednotkou zvolime rok) v okamziku 0 a v okamziku 1. Pfedpoklddejme, Ze v okamzimu 0
byla mira inflace za jednotku ¢asu rovna 0.1 a oamziku 1 byla mira inflce 0.2.

Zajimé nas mira inflace za dobu (1,0). Je zfejmé, Ze tato mira inflace zavisi na tom, jak se mira
inflce ménila uvnitf intervalu (1,0). Tuto informaci mizZeme ziskat z néjaké obecné teorie éasovych fad
nebo aproximaci. Uvazujme C¢tyfi moznosti: Ze byla po celou dobu konstatni a ménila se skokem v
jednom, nebo ve druhém krajnim bodé intervalu, Ze se ménila v afinni zavislosti na case a v kvadratické
zéavislosti na ¢ase. V téchto ¢tyfech pripadech jsou hodnoty miry inlace za jednotku ¢asu dany jednou ze
¢tyT nasledujicich funkci:

(36)

0 (u) = 0.1, ifu<l . _u2 _ _u _ 0.1, ifu<o0
P ~ 10 =10

02 iu>1' 2®i=gT0L Bwi= a0l mw)i= 0y 4, S
Pritom prvni posledni moznost jsou trivialni pfipady — mira za jednotku ¢asu je konstantni a interval, za
ktery pocitame inflaci mé jednotkovou délku, tedy mira inflace za tuto dobu by méla byt tataz konstanta.
Obecny vzorec tedy musi davat stejny vysledek. Mame:

L((0,1)) = e(fol(ln(l—i-z(u)du))) 1 (37)

takze postupné v nasich ¢tyfech piikladech vzchézi:

F= = 0.1: X (1) = el M@V as) _y oy (38)
I=Ty=uw—> 11—0 u?+0.1: X (1) = oy m(1a?/10) aw) g 950045354 (39)
T=03=uw % u+0.1: X (1) = oy mau/10)aw) 4 _ 6949637533 (40)
=13 =02:X(1) = Uoma2an) g o (41)

s kvantitativni shodou vysledku v prvnim a poslednim pfipadé s vysledkem, ktery jsme oc¢ekavali. Této
shody bychom, bohuZel, nedosdhli, kdybychom pouzili formuli (35). Dostaneme:

eJo 014 1 0105170918

(42)
1
eJo 1710010y 149630812 (43)
1
oo 1/10wHO1d 4 161834943 (44)
1
elo 024 _ 1 _ 0.921402758 (45)

a prvni a posledni vysledek jsou zfejmé bezpochyby Spatné. MiZzeme Fici Zze inflace se nechova jako
takzvané spojité uroceni.
Obvyklé formule pro budouci hodnotu sloZeného troceni v pfipadé, Ze trokova mira je konstantni
je
z(t)=x(0)- (1+8)", (46)
a v pripadé, Ze je po Castech konstantni, tedy If I; jou ro¢ni trokové miry konstntni na intervalech
I; = (t;, tiv1) ; ¢ = 0...n pak trokova mira za U I; je

n—1

I @+ )ttt (47)

=0

4.2. Theorem: Formule (46) je specidlni ptipad formule (47) pro konstantni trokovou miru a formule
(47) je specidlni pfipad formule (34) po ¢astech konstantni trokovou miru.

Proof: Predpokladejme Ze ¢ (t) = I je konstantni:

e(fot In(141) du) _ o(tm(+D) _ (n(+D") _ (1+1) (48)
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Nyni predpokladejme, Ze ¢ je po castech konstantni a ma hodnoty I; v kazdém bodé intervalu
I; = (ti, tiy1) ;0 =0...n. Bud x4 charakteristickd funkce mnoziny A, pak ¢ (t) = > X(t,.t:,1) - Li

B e(fot 1n(1+X(ti,ti+1))-Ii du) _ e(z:;; (tip1 In(1+1) —ti In(1+1,))) _

n—1 n—1 n—1
_ H e(tivr—ti)In(1+1;) _ H eln (1 _’_Ii)(tiJrl*ti) _ H (1+ Ii)(tiJrl*ti) (49)
i=0 i=0 i=0
q. e. d.
Funkcional

L efot In(1+c(s))ds
je spojity v topologii stejnomérné konvergence.

Vyznam véty 4.2 plyne z néasledujiciho lemma:
4.3. Lemma: Pro kazdou spojitou funkci ¢ definovanou na uzavieném intervalu existuje posloupnost
po ¢astech konstantnich funkei &; takova, ze £ — ¢
Proof: Ptredpokladejme, Ze f je spojitad. vzhkledem k pfedpokladu je Dom (f) kompaktni. Zvolme e
redlné kladné. Pro kazdé x € Dom (f) najdeme okoli O () takové Ze F' (O (x)) C Oc/o (f (x)). O (x) tofi
pokryti Dom (f). Vybrereme kone¢né podpokryti Q. Definujeme é = mingeq (Diam (U)), kde Diam (U)
je priimér mnoziny U. Rozdélime Dom (f) na n disjunktnich podintervalt (Jf);_, délky 6. Z kazdého
intervalu Jf vybereme bod z;, a ozna¢ime y; = f(z;). Definujme: z € Jf = (. (v) = y;. Pak
Va € Dom (f):|f (#) — G (z)| < e Apro&, = (. je splnén predpoklad lemmatu.

4.4. Corollary: (4.2) fika, ze formule (46) je specidpni piipad formule (34). Pro funkci, kterd ma jen
kone¢né mnoho bodu nespojitosti mizeme provést aproximaci na kazdém intervalu na némz je funkce
spojitd jako v lemmatu (4.3). To znamend, Ze formule (34) je limitnim p¥ipadem formule (46).

5. Hrani¢ni trokova mira: Je-li Grokova mira konstantni a kladnd je stavova funkce rostouci a
konvexni. Je-li irokova mira kladna, ale velice rychle klesa, je stavova funkce rostouci, ale konkévni.
Otéazka je, jaka musi byt trokova mira, aby byla stavova funkce afinni (tj. polynom stupné 1 tj. stavova
funkce jednoduchého troceni s konstantni trokovou mirou)?

Stavova funkce je

P (0) efo In(1+£(s))ds (50)

Jeji derivace je
£ 2 (0)In (14 € (1)) eJo A6 (51)

a druhé derivace je
2 (0) e MHHEEDE (e (1) 1 (in (14 (1)) + (n (1 +E (1) € (1))
1+&(t)

Hled4dme tirokovou miru, pii které je druha derivace rovna nule: Je-li z (0) # 0 a £ > 0, je druha derivace
rovna nule pro takova £, kterd jsou feSenim diferencidldni rovnice

t—

(52)

%E (t) + (In (14 € ()" + (In (L +£(1)* £ (8) = 0 (53)

t. j. fesime diferencidlni rovnici

d
6= —(In(14+£(0)* 1 +£(1). (54)
Reseni je kazda funkce
tsg(t) =elie) —1 (55)
pro kazdou volbu konstanty C. Vyjafime C vyzivSe pocéteéni podminku (tj. hodnotu £ v 0)

1

¢= T In(1+£(0)
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a dostavame
1

€)= ) (1+¢ (o)) (ko) — 1 (56)

Pokud dosadime tuto Grokovou miru do vzorce pro troceni (34) dostaneme

: (smarrorm)
n| (1+£(0)) s
x(t):x(O)e(fOl ( o )d> =2 (0) (tIn(14£(0)) +1) (57)

coz vskutku je afinni funkce. Tedy muzeme Fici: Pokud trokova mira v éase 0 mé hodnotu £ (0) a pokud
v zévislosti na Gase roste rychleji (klesd pomaleji) nez funkce

£ (14 ¢ (0)) (Fmowdone) g (58)
je stavova funkce konvexni. Pokud klesé rychleji, je konkavni.
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