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1. Axiomy: Uvazujme veli¢inu jejiz hodnoty y; a yo jsou znamy ve dvou bodech 7 a x5 (tyto hodnoty
mohou byt napifklad vysledek méteni). Funkce x:R* — R, kterd bude kvantifikovat ptiriistek této
veli¢iny by méla mit nasledujici vlastnosti

axiom 1 invariance vii¢i posunuti (v Case)

K (21,y1,2,y2) = k(21 + Y1, 22 + 1,y2) (1)
axiom 2 invariance vii¢i homotetiim (napfiklad vii¢i volbé mény)
k>0= r(21,y1,22,y2) = £ (21,91 - k, 22,92 - k) (2)
Dale pozadavek symetrie v ristu a poklesu:
K (21,1, 2, Y2) = =k (T1, Y1, T2, —Y2) (3)
vynucuje podminku axiomu 2 i pro £ < 0

axiom 3 k je rostouci v prvni a ¢tvrté proménné a klesajici ve druhé a tfeti proménné.
axiom 4 Pocateéni podminka: s (z1,y,z2,y) = 0. (Mira ristu konstantni funkce je nulova.)

Mame
Ax1 Ax2
H($1,y1,x2,y2) = K(O’yl’xQ_xlay2) = <0,171‘2_J;1732) (4)
1
tak Ze existuje \: R — R

2
H($1,y1,$2,y2):)\<x2_$1,§) (5)

1

A ) je klesajici v prvni a rostouci ve druhé proménné.

2. Funkce v ustaleném stavu:

DEFINICE Rekneme, Ze funkce f je v ustaleném stavu vzhledem k mife riistu & je-li (w1,22) —
K (21, f(x1), 2, f (z2)) konstantni funkce.

Hledame funkce f takové, ze

K (21, f (21) 22, f (22)) = konst. (6)
Piedpokladejme, Ze uz zndme hodnotu f (x1) a f (x2) funkce f ve dvou bodech 21 a x2 = z1 + h
Pak
(oa a2) a0 f o) = A (1, 20— (5, U 0 ™
f(@2) f(@1)

A protoze A je prostd v kazdé proménné (Ax 3, viz pozn. za Ax. 4) je

f(x1+h) f(z2) f(z1)

a dale indukci:

f (@14 nh) =

f(z1) f(z1)

takze v dalsich ekvidistantnich bodech tvori hodnoty funkce f geometrickou posloupnost. Stejné ovsem:

St -1 = (

f(z1+h/2) f(x1+h) . f(z1+h) _ (f(:c1+h/2))2 (10)

f(x1)  f(xr)+h/2 f(z1) [ (1)
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Takze f ma hodnoty exponencialni funkce i ve vsech bodech mnoziny ‘;—’J, a € N;b € N}. A protoze tato
mnozina je hustd (dense) v R, plati:

2.1. Lemma: Je-li néjakd spojité funkce f v ustdleném stavu vzhledem k mife rustu, ktera spliuje
axiomy Ax1 — Ax4, pak je to exponencialni funkce f:x — AeP® s néjakymi konstantami A a B.

Pokud chceme, aby vSechny exponencialni funkce x — AeP® byly v ustaleném stavu, mame (oznacime-Jj
i h= To — Zl)

Bz Bz AePr Bh
VB:k (a:l,Ae 1 xg, Ae 2) =A|x2 — 71, ABm ) = A (h,e ) = konst (11)
a plati:
hin(2/") B=In(z'/") In(=/") 1
)\(h,z):A(h’e n\= )=)\(1’enz ):A(l’zh) (12)
a

yo\ T
H(xl,ylax%yQ):H 03]-;]-7 i (13)

a tedy pro kazdou miru riustu x spliujici axiomy Ax1 — Ax4, k niZ jsou vSechny exponencialni funkce
x — AeP” v ustaleném stavu existuje néjaké rostouci funkce ¢ tak, ze

’f(ml,yl,@,w) =9 <<Zi) zzm) (14)

2.2. Poznamka: Ve finan¢ni matematice se pouzivé translace
prx—ax—1

a mira rastu
Yo\ 21
511(331,9179327212)’—’ yf -1 (15)
1

je tzv. urokovd mira sloZeného uroceni za jednotku casu.
Ve finan¢ni matematice se také ¢astecné z historickych divodu, casteéné z rigidity nékterych ob-
chodnich vztaht a zadkont pouziva tzv. irokovd mira jednoduchého troceni:

N 1
fiﬁ(fl,yl,zz,yz)(m1>'1 (16)
Y1 T2 —T1

Podle této miry jsou funkce v ustaleném stavu polynomy prvniho stupné:

fizr— K (z—x1)+ f(x1); (17)

3. InfinitezimAalni verze, (Limitni tvar):

V makroekonomii ¢asto potfebujeme vyjadrfit rychlost v rastu néjaké velic¢iny f v bodé a ne na
intervalu: Pokud budeme chtit aby mira rtstu veli¢iny f v bodé xg byla limitou jeji miry na intervalu
pro pramér intervalu jdouci k nule, mame:

T (ﬁ) D(f)(zg
v (f) (20) = lim & (20, f ((0)) 2. () = lim o (f ( )) =¢(e (f&%ﬂ) 18)

T—x0 Tr—x0 f (xo)

A pro Kk = kK1 mame
D(f) (o)

v (f) (o) = e TG0 —1 (19)
V makroekonomii se ¢asto pouzivé mira, kterou dostaneme volbou ¢ = In v (18). V takovém piipadé
jest
_ D (f) (zo)
v(f)(xg) = ——— 20
(P o) = 2505 (20)
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a pokud bychom tutéz funkci pouzili jako miru ristu v (14) mira ristu na intervalu (zg, z1) by byla:

7o) =)\ (@)~ (@) o)

f(fE1) o — T1

(20, f (20) 1. f (22)) = In (

Coz je relativni pfiristek funkce Inof (nikoliv funkce f) vzhledem k pfirtistku argumentu této funkce.
Tuto limitu v bodé x5 — x1 ma i irokova mira jednoduchého tiroeni za jednotku casu 4.

3.1. Poznamka: Oznacme tedy

= lim &(zo, f (20), 21, f (21)) = 7 (f) (o) (22)
Plati
v#v (23)
Volime-li v (14)

6 () =a' —1 (24)

dostaneme, oznacime-li vzniklou funkeci x;

1
To—T71

Kt (l‘lay17x2,y2) = (zj) -1 (25>

coz je tzv. drokovd mira sloZeného uroceni za dobu délky t a plati znamé vztahy

/i:m:(fi%—i-l)t (26)

Podobné jako k; mtizeme definovat i

Funkce x +— £ je Taylorovym polynomem stupné 1 v bodé 0 funkce x — (x + 1)(%) — 1 a historicky

se pouzivala k aproximaci pri vypoc¢tu trokovych mér za kratkou dobu. K legitimizaci této nepresnosti
vedlo zavedeni pojmu interval pfipisovani urokii. Dosazenim £ za k1 s nezanedbatelnou chybou, ktera
t

t
je rostouci v t > 0, dostaneme
t
mw(l—%) —1=X (29)

Chyba A\; — k1 ovSem neroste pfes vSechny meze, ale ma konecnou limitu e” — 1 — k v nekonecnu a plati

t LN\ R
lim A\ = lim (1:5) ~1=lim ((1:“)“) Cl=e—1
t—o00 t—00 t t—00 t

Pusobivost magického zjeveni Eulerovy konstanty v tomto vypoctu dalo kdysi vzniknout pojmu
spojité troceni. Je to obyCejné sloZené troceni, ale misto trokové miry x1 z (15) se pod jménem trokova
mira uvadi hodnota In (k1 + 1).

Cislo In (k1 + 1) dostaneme jako miru réstu, pokud v (14) volime ¢ = In a v limité dostaneme miru
v jako v (20).

4. Inverzni problém:
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Pouzijeme-li jako miru ritu funkce f zobrazeni v mame

D(f)(zq)

v(f)(z) =e 7Co —1 (30)

Coz je explicitnin vyjadifeni pro miru rastu v pokud zname f a differencidlni rovnice pro stavovou funkci
f, pokud zname jeji miru ristu v. Tuto rovnici mizeme ekvivalenté psat ve tvarech:

In(v(t)+1) =D (Inof)(t)

nebo
D(f)(#) =In(v(t)+1)-f(t)
Rovnici mizeme vytesit a jeji feseni je:

fra v el WD) £ o) (31)

kde v (t) je Grokova mira z jednotku ¢asu v okamziku ¢.
Provedeme-li tentyz vypocet pro miru 7 dostaneme rovnici (20),

; _ D) (z0)
7)) = P
a jeji feseni je -
fiws ela Y99 £ ) (32)

Vyhodou formule (32) je, Ze je jednoduzsi, nez (31), jeji nevyhodou ovSem je, Ze pokud do ni
dosadime konstantni trokovou miru, nedostaneme obvyklou formuli pro sloZzené troceni. Nasledujici
piiklad ukazuje, pouziti formule (31).

4.1. Example: Predpokliddejme, Ze zndme miru miru inflace za jednotku ¢asu (napiiklad ro¢ni miru
inflace, pokud jednotkou zvolime rok) v okamziku 0 a v okamziku 1. Pfedpokladejme, Ze v okamZimu 0
byla mira inflace za jednotku ¢asu rovna 0.1 a oamziku 1 byla mira inflce 0.2.

Zajima nas mira inflace za dobu (1,0). Je zfejmé, Ze tato mira inflace zavisi na tom, jak se mira
inflce ménila uvnit¥ intervalu (1,0). Tuto informaci mtZzeme ziskatZ z n&jaké obecné teorie ¢asovych
fad nebo aproximaci. Uvazujme Ctyfi moznosti: Ze byla po celou dobu konstatni a ménila se skokem v
jednom, nebo ve druhém krajnim bodé intervalu, Zze se ménila v afinni zavislosti na case a v kvadratické
zéavislosti na ¢ase. V téchto ¢tyfech pfipadech jsou hodnotz miry inlace za jednotku ¢asu dany jednou ze
CtyT nésledujicich funkci:

- _fo1, ifu<1  _ WP . .. fo01, ifu<o0
71 (u) .—{0.2’ fu>1 zo (u) .—EJrO.l, 73 (u) .—EJrO.l, 7y (u) .—{0'2’ Fus0 (33)

Pritom prvni posledni moznost jsou trividlni pfipady — mira za jednotku c¢asu je konstantni a interval, za

ktery pocitame inflaci mé jednotkovou délku, tedy mira inflace za tuto dobu by méla byt tataz konstanta.
Obecny vzorec tedy musi davat stejny vysledek. Mame:

L((0,1)) = e(fol(ln(lJrZ(u)du))) _q (34)

takze postupné v nasich ¢tyfech prikladech vzchazi:

1
T=n=0.1:x (1) = el M0y _y gy (35)
1 V(114w u
=iy =ur— E“2 +0.1: X (1) = ey m(r1u/10) av) _y 139045354 (36)
o 1 ([ m(1.14+u/10) d )
r= 3:ul—>ﬁu—|—0.1:X(l):e 0 —1=0.149637533 . .. (37)
1
T =0.2:x (1) = ey ma2a) gy (38)
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s kvantitativni shodou vysledku v prvnim a poslednim pfipadé s vysledkem, ktery jsme ocekavali. Této
shody bychom, bohuZel, nedosahli, kdybychom pouzili formuli (32). Dostaneme:

1
Jo 014 1 _ 0105170018

(39)
eJo /10w H0du 3 940630819 (40)
1
eJo 1/10ut01du 4 161634043 (41)
1
eJo 0240 1 _ 991402758 (42)

a prvni a posledni vysledek jsou zfejmé bezpochyby spatné. MiZzeme Fici Ze inflace se nechova jako
takzvané spojité uroceni.
Obvyklé formule pro budouci hodnotu sloZeného troceni v pfipadé, Ze trokova mira je konstantni
je
z(t)=x(0)- (1+8)", (43)
a v pripadé, ze je po Castech konstantni, tedy If I; jou ro¢ni tirokové miry konstntni na intervalech
I; = (t;, tiy1) ; ¢ = 0...n pak urokova mira za U] I; je

n—1

H (1+[i)(ti+1—ti) (44)

=0

4.2. Theorem: Formule (43) je specidlni pfipad formule (44) pro konstantni trokovou miru a formule
(44) je specialni ptipad formule (31) po po ¢astech konstantni Grokovou miru.

Proof: Predpokladejme Ze ¢ (t) = I je konstantni:
e(fot In(1+1) du) — (tn(1+D)) _ e(ln(1+1)t) = (1 +I)t (45)

Nyni predpokladejme, ze ¢ je po castech konstantni a ma hodnoty I; v kazdém bodé intervalu
I; = (ti, tiy1) 5 =0...n. Bud x4 charakteristickd funkce mnoziny A, pak ¢ (t) = > X(t,.t,4) - Li

_ (fot ln(1+X(ti~ti+1))'I" du) = e(zf:ol (ti1 In(1+1i)—t; ln(1+171))) =

=e i
n—1 n—1 n—1
= [ ettt = TT e (1 + 1)) = [T 1+ 1)) (46)
i=0 i=0 i=0
q. e. d.
Funkcionéal

L efo In(1+c(s))ds

je spojity v topologii stejnomérné konvergence.

Vyznam véty (44) plyne z nésledujiciho lemma:
4.3. Lemma: Pro kazdou spojitou funkci ¢ definovanou na uzavieném intervalu existuje posloupnost
po ¢astech konstantnich funkci &; takova, ze & — ¢

Proof: Ptedpoklddejme, 7e f je spojitd. vzhkledem k pfedpokladu je Dom (f) kompaktni. Zvolme e
redlné kladné. Pro kazdé x € Dom (f) najdeme okoli O (z) takové ze I (O (x)) C O/ (f ()). O () tofi
pokryti Dom (f). Vybrereme kone¢né podpokryti Q2. Definujeme ¢ = mingyeq (Diam (U)), kde Diam (U)
je priimér mnoziny U. Rozdélime Dom (f) na n disjunktnich podintervalt (Jf)._, délky 6. Z kazdého
intervalu Jf vybereme bod z;, a ozna¢ime y; = f(z;). Definujme: = € Jf = (. (v) = y;. Pak
Vo € Dom (f):|f () — ¢ (z)| <e. Apro&, = (4, Je splnén predpoklad lemmatu.

4.4. Corollary: (44) k4, Ze formule (43) je speciapni piipad formule (31). Pro funkci, kterd mé jen
kone¢né mnoho bodi nespojitosti mizeme provést aproximaci na kazdém intervalu na némz je funkce
spojita jako v lemmatu (46). To znamend, ze formule (31) je limitnim pfipadem formule (15).

5. Hrani¢ni trokova mira: Je-li Grokovad mira konstantni a kladné je stavovd funkce rostouci a
konkavni. Je-li Grokova mira kladné, ale velice rychle klesa, je stavova funkce rostouci, ale konkavni.

5
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Otézka je, jakd mus byt Grokova mira, aby byla stavova funkce afinni (tj. polynom stupné +. tj stavova
funkce jednoduchého troceni s konstantni trokovou mirou)?
Stavova funkce je

s 1 (0) eomIHECN (47)
Jeji derivace je
t—x n(l4+£(t))elo e
0)In(1+¢ f In(1+&(s))ds 48

a druhé derivace je

2 (0) el T (e (1) 4 (in (14 (1)) + (n (14 £ @) E ()
14+£(¢)

t—

(49)

Hleddme trokovou miru, pfi které je druha derivace rovna nule: Je-li z (0) # 0 a £ > 0, je druh4 derivace
rovna nule pro takova £, kterd jsou fesenim diferencidlani rovnice

%E () + (I (L+E0)* + (n(L+E@))*E(F) =0 (50)
t. j. feSime diferencidlni rovnici
L6 =~ (n(L+E0)* (1 +E(0). (51

Reseni je kazda funkce
tsg(t) = elFe) -1 (52)

pro kazdou volbu konstanty C'. Vyjarime C vyZzivSe pocateéni podminku

1
C:_mu+§m»
a dostavame
€)= ) (1 + ¢ o)) (mstor) (53)

Pokud dosadime tuto trokovou miru do vzorce pro tiro¢eni(31) dostaneme

: (o)
n| (1+£(0)) s
x(t):c(O)e(fo1 ( * >d> =2z(0) (tIn(14+£(0)) +1) (54)

coz vskutku je afinni funkce. Tedy muZeme Fici: Pokud trokovd mira v ¢ase 0 mé hodnotu & (0) a pokud
pokud v zavislosti na ¢ase roste rychleji (klesd pomalejin) nez funkce

1
t

tH(1+§(o))( marReT) 1 (55)

je stavova funkce konveksni. Pokud klesa rychleji, je konkavni.
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