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Kapitola 1

UVOD

Slovo systém je jednim z nejcastéji pouzivanych pojmu ve vSech odvétvich védy. Pouziva se
pro oznaceni pojmu abstraktnich i konkrétnich. Teorie systém, kterd zaznamenala nebyvaly
rozvoj zejména v poslednich padesati letech, zkoumda objekty i jevy ve vzdjemnych souvis-
lostech.

Pojem systém je skutetné pouzivan v nejruznéjsich souvislostech. V tomto kurzu budeme
pod pojmem dynamicky systém chapat urcity ¢asové neménny vztah mezi okamzitymi a
minulymi nebo budoucimi hodnotami danych velicin. Pfesna definice podle V. V. Némyckého
zni takto:

Necht S je separabilni metricky prostor a T" C R. Dynamicky systém je pak mnozina
transformaci @ : T'x T x § — §, které spliuji:

a) Pro v8echna tg,t1,to € T, x € S plati (Lo, tg, z) = ®(t2,t1, P(t1,t0,x))

b) Pro vechna t,ty € T'a x € S a pro vSechny posloupnosti {¢,}, {x,}, pro které plati ¢, — ¢
a T, — x plati ®(t,, to, z,) — P(t, to, ).

Mnozinu S nazveme stavovy prostor a libovolny bod x € S pak nazyvame stavem systému.
Obraz ®(t,ty, x) predstavuje stav systému v case t, byl-1i systém v ¢ase o ve stavu x.
Dynamické systémy se déli podle nékolika kriterii:

Podle typu mnoziny T Diskrétni systémy pro spocetnou mnozinu 7' (vétsinou 7' = Z) a
spojité pro nespocetnou mnozinu 7' (vétsinou 7' = R).

Podle typu stavové veli¢iny Deterministické systémy, jestlize S je mnozina redlnych vek-
toru dimenze n a stochastické systémy, jestlize S je mnozina ndhodnych vektoru dimenze
n.

Podle vazby systému na okoli Rozlisujeme systémy nefizené (uzaviené), jestlize systém
nema zadné spojeni s okolim, tj. mnozina transformaci ma jediny prvek, a systémy
fizené (oteviené), kdy transformace F' zavisi na stavu okoll u € R™, takzvany fidici
vektor.

Podle ¢asové zavislosti vlastnosti systému Mame ¢asové neménné systémy (Gasové in-
variantni nebo téz autonomni systémy), které spliuji ®(t, to,x) = P(t + At, to + At, z),
a Casové proménlivé systémy, jejichz vlastnosti se s ¢asem méni.
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Podle funkénich zavislosti mezi veli¢inami Délime systémy na linedrni, jestlize vnéjsi
popis systému je mozny pomoci linedrnich rovnic a nelinedrni, kde linedrni popis je
neadekvatni.

Aplikace dynamickych systému je mozno nalézt v téchto oborech:
o elektrické systémy
e mechanické systémy
e hydraulické systémy
o tepelné systémy
e clektromechanické systémy
e biologické systémy
e ckonomické systémy

Kazdy z uvedenych oboru voli k dynamickym systémum ponékud odlisny pfistup vzhledem
k odlignosti ptislusnych védnich obort. Snad nejvice jsou propracovany systémy elektrické,
vysledky vsak nejsou vzdy prenositelné. V tomto textu se budeme zabyvat vyhradné systémy
ekonomickymi, které jsou v mnoha ohledech komplikovanéjsi a abstraktnéjsi nez klasické
systémy technické. Pfesto jejich vyzkum zaznamenal v poslednich desetiletich bouflivého
rozvoje a jejich aplikace se stale castéji objevuji jako ndstroje ekonomického rozhodovani.
Tato skutecnost ukazuje dynamické systémy jako disciplinu, ktera je hodna studia.



Kapitola 2

SPOJITE DYNAMICKE
SYSTEMY

2.1 Teorie

V této kapitole se omezime pouze na deterministické systémy, takze stavovy prostor S = R™.
Spojité dynamické systémy mohou byt popsdny mnoha ruznymi zpusoby:

e diferencidlni rovnici

e operatorovym pienosem

e frekvencnim pienosem

e frekvencni charakteristikou

e impulsni odezvou

e prechodovou charakteristikou
e rozlozenim nul a pdélu pienosu

Vsechny uvedené charakteristiky jsou vzdjemné pievoditelné (viz. napft [?]). Vénujme se
nyni representaci pomoci diferencialni rovnice. Dynamicky systém je obecné popsan systémem
obycejnych diferencidlnich rovnic m-tého fadu ve tvaru

2™ = fam Y i) (2.1)

kde f: R™ — R" je hladka funkce.
Pii splnéni tzv. Cauchyho poc¢ateéni podminky

#(0) = &na

je feSenim systému jednozna¢né uréena funkce x : R — R™.

7
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Veta 2.1. Existuje soustava ODR 1. fadu takovd, ze systém m-tého tddu (2.1) je s touto
soustavou ekvivalentni, tj. existuje bijekce mezi mnozinami v8ech feSeni obou soustav.
Diikaz. Polozme y = (z,4, ...,z V) = (yo,y1, . - ., Ym—1). Ziejmé plati = (&, &, ..., z™).
Ptitom

T = Y1
T = Y2
(2.3)
l_(m—l) = Y1
x(m) - f(y07 Y1,-- ym—l)
Pocateéni podminky muzeme piepsat jako
Y0(0) = &
0) =
y1(0) =& (2.4)
ym—l(o) == gm—l
coz muzeme zkricené napsat jako
-
y=F(y) (2.5)
y(0) =¢
coz je systém diferencidlnich rovnic prvniho fddu s Cauchyho pocateéni podminkou. Vztah
mezi = a y je bijekce, takze oba systémy jsou ekvivalentni. O
Nadéle se tedy budeme zabyvat systémy prvniho fadu
i = f(z) (2.6)
d d T
kde & = (%,...,%) a f je funkce f: R"™ — R™.
Priklad 2.2. Uvazujme skalarni systém druhého fddu ve tvaru
J=ay+by+c
s Cauchyho pocateéni podminkou
y(0) = wo
y(0) =
Polozme x = (z1,22) = (y,y). Potom plati:
.fl = X9 (2.7a
To = axy +bxry +c (2.7b)

s pocatecni podminkou
21(0) = o
1'2(0) =Y1.

Rovnice (2.7) definuji spojity dynamicky systém prvniho fadu s Cauchyho poc¢ateéni podminkou.
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Systém diferencidlnich rovnic (2.6) ma i svou fyzikdlni interpretaci. Vektorova funkce
f : R" — R" definuje na R™ rychlostni pole. Vyskytne-li se v bodé z ¢astice o jednotkové
hmotnosti, udéli se ji rychlost f(x). Trajektorie ¢astice je pak jiz jednoznaéné urcena funkei
f

Byl-li systém v Case tg ve stavu xg, muzeme definovat zobrazeni ®; stavového prostoru do
sebe takové, ze ke kazdému stavu x(0) a casu t pritadi stav z(t). Toto zobrazeni se nazyva
operdtor toku nebo také evolucéni operdtor. Toto zobrazeni je totozné s transformaci ® podle
Némyckého a plati

Oy (z) = P(t, to, )

Operétor toku je také fesenim soustavy (2.6), nebot v kazdém bodé ¢ je soustava (2.6) splnéna
a zaroven je mozno na zakladé operatoru toku stanovit ke kazdému stavu x jeho budoucnost i
minulost. Reseni soustavy (2.6) vyhovujici pocétecni podmince z(tg) = xg lze vyjadFit pomoci
evoluéniho operatoru takto:

T(t) = ity (20)

Takovou kiivku z(t) nazyvame trajektorie systému.
Z definice evolu¢niho operdtoru vyplyvaji nasledujici vztahy:

Doi(z) = Ds(Pi(2)) (2.8)
D (Pt(z)) = Po(z) == :
o7 = @y (2.10)

Definice 2.3. Existuje-li z € S takové, ze ®;(z) = x pro vSechna t, pak bod z nazveme
kritickym bodem (pevnym bodem) systému. Kritické body hraji pfi vysetfovani dynamickych
systému vyznamnou roli.

Definice 2.4. Soustava parametrickych kiivek ®;(x) pro kazdé = € S tvoii tzv. fazovy portrét
systému.

Zkouménim velkého mnozstvi dynamickych systému se zjistilo, ze tvary trajektorii systému
mohou nabyvat mnozstvi ruznych podob. Nékteré z nich konverguji, monotonné nebo period-
icky, k néjaké limité, coz muze byt bod a nebo mnozina bodu (kruznice). Mluvime o stabilnim
systému. Neékteré dalsi trajektorie se po vychyleni z rovnovdhy pohybuji smérem ven, aby
se do ni opét ¢asem vratily (homoklinicky orbit) nebo diverguji do nevlastniho bodu (pak
mluvime o nestabilnim systému). Nékteré trajektorie jsou nejprve piitahovany do pevného
bodu aby se, poté co doséhnou jeho bezprostiedniho okoli, odchylily do nekoneéna (sedlovy
pevny bod). Nékteré trajektorie maji periodicky charakter (tém pak fikdme orbity). Nékteré
systémy jsou lokalné stabilni, tj. konverguji k limité pouze v okoli pevného bodu, jiné jsou
stabilni globalné, tj. konverguji z kteréhokoliv bodu. Existuji dokonce trajektorie, které se
v nékterém bodé rozdéluji do nékolika vétvi. Takovému jevu tikdme bifurkace. Jsou znamy
systémy, které reaguji nespojitym katastrofickym skokem na infinitesimalni zménu nékterého
parametru. Takové a jesté mnohé neprozkoumané podoby mohou mit dynamické systémy.

2.2 Ekonomické aplikace

2.2.1 Walrasiv model trzni rovnovahy

Walras ukazuje rovnovahu trhu jako vysledek prizpusobovaciho procesu typu aukce: poté, co
licitdtor vyhldsi cenu p, kupujici vyhlasi poptavku D(p) a proddvajici vyhlasi nabidku S(p).
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Rozhodujici pro dalsi postup je prebytek poptdvky FE(p) = D(p) — S(p). Je-li E(p) > 0,
probéhne nové kolo pii vyssi cené. Je-li E(p) < 0, probéhne nové kolo pii nizsi cené. Po
dosazeni rovnovéhy E(p) = 0 se provede sména. Pfizpusobovaci proces muzeme modelovat
rovnici

p=kE(p)
kde k je kladna konstanta, odrazejici rychlost pfizptisobovani. V naSem piikladé uvazujeme
linedrni funkce poptavky D(p) = a + (p a nabidky S(p) = 7 + dp. Pocatek piizpusobovaciho

procesu je p(0) = po.
Upravime stavovou rovnici:

p=k(a+pBp—~—0p)=k(B—0)p+k(a—7)

Stavova rovnice je linedrni diferencialni rovnice prvniho Fadu s konstantnimi koeficienty.
Reseni hledame ve tvaru
p(t) = a + be

Dosazenim do stavové rovnice a pocateéni podminky vychazi

_ JT-a
a = R (2.11)
_ -«
A (2.12)
c = k(B-9) (2.13)

takze feSenim je kiivka

_Y—«a Y TN kBt
p(t) 6—6+<p° 6_5>e

Systém je stabilni pti splnéni podminky 3 — & < 0. Ale § je sklon kiivky nabidky a ¢ je sklon
kiivky poptavky. Je-li nabidka rostouci a poptavka klesajici, je podminka splnéna a trh je
stabilni a konverguje k rovnovazné cené

p(o0) =pe =5
pii které je exces poptavky nulovy, tzn. D(p(oo)) = S(p(00)).

2.2.2 Model IS-LM

Uvazujme jednoduchou uzavienou ekonomiku, ktera se chova podle nasledujicich pravidel:
(i) Produkt Y roste s pievisem agregétni poptavky D, tj. Y = h(D — S)

(i) Urokova mira r roste s previsem poptévky po penézich L, tj. 7 = m(L — M), kde M je
nabidka penéz urcéena centralni bankou.

(iii) Poptavka po penézich je proporcionalni produktu, tj. L = kY. Uvazuje se pouze transakéni
poptavka v duchu Fisherovy kvantitativni teorie penéz.

(iv) Spotifeba C' je proporciondlni produktu, tj. C' = ¢Y.
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(v) Investice I klesaji s rostoucim drokem, tj. I = —ar.

(vi) Agregétni poptévka je souctem spotieby a investic, tj. D = C' + I.
(vii) Agregéatni nabidka S je nirodni produkt, tj. S =Y.
(viii) 0 < h,m,a, 0 <c< 1.
Polozime-li mezni sklon k tsporam s = 1 — ¢, muZeme psat

Y = h(D-Y)=h(C+I-Y)=h(c—1)Y —ahr = —hsY — ahr
7 = mkY —mM

Derivujeme-li prvni rovnici a do vzniklého vyrazu dosadime rovnici druhou, dostaneme
Y = —hsY — ahi = —hsY — ahmkY + ahmM

neboli ) .
Y + hsY + ahmkY = ahmM

coz je linearni ODR, druhého fadu. Napisme jeji charakteristickou rovnici
A2+ hsA + ahmk = 0
Zde se TeSeni rozpada na tii Casti
a) hs? > damk
V tomto piipadé existuji 2 redlnd feseni charakteristické rovnice
1
o= g (—hs+ Vr2s? = dahmk)

Ay = % (—hs —VR2s? - 4ahmk:)

kterym odpovida feseni DR ve tvaru

M
Y() ="+ CreMt 4 Coe!

Toto feSeni bude stabilni, jestlize bude platit A\; < 0, Ay < 0. Ukazeme, Ze tato podminka
je splnéna

Vzhledem k podmince (viii) plati ahmk > 0. Pak také

—4ahmk < 0 < h%s* — dahmk < h*s* & /h2s2 — dahmk < |hs| <

1
vV h2s2 — dahmk < hs & 5 (fhs 4+ h2s2 — 4ahmk:) <0& N\ <0

a podobné

1
— V252 — dahmik < hs & 3 (—hs —/h2s2 = 4ahmk> <0< Ay <0

7 ¢ehoz vyplyva, ze systém je stabilni a je piitahovan k pevnému bodu M /k.
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b) hs? = 4amk

Za této situace ma charakteristickd rovnice dvojnasobny realny kofen
1
)\1:)\2:>\:—§h8<0

kterému odpovidé feSeni

M
Y(t) = ? + Clekt + Cgt@kt

Toto feseni je stabilni a konverguje k pevnému bodu M /k.

c) hs® < damk

V tomto piipadé existuji 2 komplexni kofeny charakteristické rovnice

N = % (—hs + iv/dahmk — h%?)
Ny = 1+ (—hs — in/dahmk — h232)

2

Polozime-li a = —%hs af= %\/ 4ahmk — h?s2, pak muzeme feSeni napsat ve tvaru

Y(t)= g + e (C1 cos Bt + Cy sin Bt) (2.14)

Protoze a < 0, je TeSeni stabilni a tlumenymi sinusovymi kmity se pfiblizuje k pevnému
bodu M /k. Pii vysokém sklonu k tispordm s je toto piiblizovani rychlejsi, stejné tak
jako prii vysoké hodnoté koeficientu h, ktery zachycuje schopnost ekonomiky reagovat
na zvysenou poptavku rustem produktu. Periodické vykyvy produktu jsou obrazem hos-

podérskych cykla s periodou 47 /v/4ahmk — h?s?.

Reélnd existence hospodaiskych cykli v ekonomickém zivoté napovida, ze nejCastéji se
vyskytuje piipad c). Trajektorie skutecné ekonomiky vsak nikdy neodpovidd idedlni kiivce
(2.14) vzhledem ke zna¢né zjednodusenym piedpokladiim modelu, zejména izolaci od okoli a
konstantni nabidce penéz.

2.2.3 Neoklasicky model ristu

Tento model, vypracovany Swanem a Solowem (1956) je zaloZen na nésledujicich predpokladech:
(i) Pracovni sila L roste konstantnim tempem n, tj. L /L =n.
(ii stpory jsou linedrné zavislé na produktu, tj. S = sY.

)
)
(iii) VSechny tspory jsou investovény do kapitalu K.
(iv) Investice I = K + 0K.

)

(v) Produkce probihd za podminky konstantnich vynosu z rozsahu, tj. ¥ = F(K,L) =
LF(K/L,1) = Lf(k), kde k = K/L je vybavenost prace kapitdlem.

(vi) 5,6 € (0,1).
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Spoétéme k:
z toho vyplyva, ze
dosazenim podminky (i) dostdvame

z podminek (ii) a (iii) vyplyva, ze

dosazenim dostavame
LY L 5
Vynasobenim k méame .
k=sf(k)—(0+n)k=sf(k)— Ak
kde f je rostouci konkavni funkce, spliujici lanadovy podminky limy_o f/(k) = oo alimg_,o f'(k) =
0. V pripadé Cobb-Douglasovy produkéni funkce

Y = KeL™
dostavame v
7= K*L™® = k% = f(k)
a diferencialni rovnice rustu je ve tvaru

k= —\k + sk®

coz je Bernoulliho rovnice. Provedeme substituci z = k1=,
Pak

«

i = (1-a)kk=k=4i
& (1—-aw) = b

ko= k'O = ak®
Dosazenim do DR méame o
l—«

T = —\zk® + sk®

odkud dostavame nakonec
t=—1—-a) x4+ (1—-a)s
coz je rovnice linedrni. Jejim feSenim je trajektorie
S S
x(t) = <x - 7> i e
(t) 0=y +5
nebo ekvivalentné trajektorie
S S
Elmo — (k_l—a - 7) 67(17a))\t + 2
0 A A
protoze plati 1 —a > 0, A\ = 0 +n > 0, je model stabilni s pevnym bodem

1

s T—a
k" =
<5+n)
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2.2.4 Lotkuv-Volterruv model lovce a obéti

Tento model ma svij puvod v letech po 1. svétové vélce. Lotka v roce 1925 a Volterra
v letech 1931 a 1937 pozorovali vyskyty dravych ryb (predators) a jejich kofisti (preys) v
Jaderském Mofti. Na zdkladé tohoto pozorovani zformulovali model, ktery vysvétluje fluktu-
ace v pocCtech rybich populaci. Tento model je vynikajici ilustraci nelinearniho dynamického
systému v roviné.

Populace kofisti z(t) roste pfirozenym tempem a (tj. £ = ax). Jejich pocet je snizovén o
czy diky piftomnosti draveu y(t), kteff lovi v hejnech kofisti.

Soucasné s tim piirozend populace draveu klesd tempem b (tj.y = —by), ale za pritomnosti
obéti se tento pokles snizuje o dxy. Za piredpokladu a, b, c,d > 0 pak mame systém

T = ax—cxy (2.15)
= dxy—by (2.16)

Polozime-li & = 0,y = 0, obdrzime dva kritické body systému. z = (0, O)T je tzv. rovnovaha

p . . ye1 T . P . .
po vyhynuti (extinction equilibrium) a z = (%, 2)" je tzv. rovnovdha koexistence (coexistence

equilibrium). Numerické feseni DR (2.15) je v Matlabu ve funkci odedemo.



Kapitola 3

DISKRETNI DYNAMICKE
SYSTEMY

3.1 Teorie

Jako diskrétni oznacCujeme ty systémy, jejichz chovani je definovdno na diskrétni casové
mnoziné 7 = {kT : k € Z}. Proménna k se nazyva krok. Délka kroku T" byvé téz oznactovana
jako wvzorkovact interval nebo perioda vzorkovani. Ze spojité funkce f(t) lze ziskat diskrétni
funkei g(k) vzorkovanim. Pfitom plati f(t) = f(kT) = g(k).

Pro vnéjsi popis diskrétnich systému se bézné pouzivéd diferencéni rovnice a operatorovy
prenos. Diferen¢ni rovnice, popisujici nefizeny deterministicky systém diskrétniho typu ma
podobu

y(k) = fly(k =1),...,y(k = 1)) (3.1)

kde y € RP je vystup systému. Tato rovnice ukazuje zdvislost vystupu y(k) na minulych
vystupech y(k — 7). Rad systému [, pak uddvd pamét systému.
Pridame-li do systému prvek Fizeni, tj. fidici vektor u € R™, dostaneme rovnici

y(k) = fly(k—1),...,y(k —ly),u(k = 1),...,u(k — 1)) (3.2)

Takto napsané rovnice naznacuje, ze izenf u(k—1) pifmo ovliviiuje vystup y(k). Ucinek izenf
je tedy zpozdén o jeden krok. Takto se chovd prevaznd vétSina redlnych systému. Nékdy je
dokonce zpozdéni vétsi. Pak se v rovnici (3.2) objevuji ¢leny az od u(k — ny,).

Sledujeme-li pouze zavislost vystupu systému na minulych vystupech a vstupech, fikdme
tomu vnéjsi popis. Zavedeme-li stav systému jako veli¢inu, kterd plné urcuje vyvoj systému
do budoucna, pak se systém da napsat jako systém prvniho fddu. Mluvime pak o vnitrnim
nebo také stavovém popisu systému. Presnéji stav z(k) a fizeni u(k) uréuji jednoznacné stavy
x(k+1),z(k+2),... avystupy y(k),y(k+ 1), y(k+2),....

Definice 3.1. Dynamicky systém popsany rovnicemi

e(t+1) = fla(t),ult)) (3.3a)
y(t) = g(z(t),u(t)) (3.3b)

nazveme deterministickym dynamickym systémem ve stavovém tvaru

15
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Rovnici (3.3a) nazyvame stavovou rovnici (rovnice prechodu, state equation, plant equa-
tion, transition equation) a rovnice (3.3b) je zvana rovnici vystupu (rovnice méfeni, observa-
tion equation, output equation, measurement equation).

Systémy ve stavovém tvaru hraji v teorii dynamickych systému vyznamnou roli, protoze
pravé pro stavové systémy jsou vypracovany algoritmy optimélni estimace, identifikace a
optimalniho Tfizeni. Proto je vhodné zabyvat se otdzkou existence a jednoznaé¢nosti stavového
popisu systému, ktery je zaddn svym vnéjsim popisem (3.2). Stavovy popis vzdy existuje,
neni vSak obecné jednoznacné urcen. Jeden z moznych prevodu popisuje nésledujici véta.

Veta 3.2. Polozime-li

w(k) = ()T, ylk =Ly + D) ulk = DT, ue =L+ 1))
pak systém (3.2) lze napsat jako systém ve stavovém tvaru.
Diikaz. Puvodni rovnici
y(k) = fly(k = 1), y(k = ly),u(k = 1), ... u(k — L))
lze substituci t + 1 = k napsat ve tvaru
y(t+1) = fy@t),...,ylk =l +1),u(k = 1),...,u(k — I, + 1)) = f(x(t))

Ziejmé plati

st +1) = @+ D7yt =1+ 27wt — 1+ 2)T)

takze prvni slozka vektoru x(¢ + 1) uz svou rovnici ma. Najdeme stavové rovnice pro vsechny
zbyvajici slozky. V téchto rovnicich mohou na pravych stranach vystupovat pouze slozky
vektoru z(t) a u(t).

y(t+1) = f(z(t))

y(t =1, +2) = Ay, x(t)
u(t) = u(t)

u(t —1) = Byz(t)
u(t — Iy, + 1). = B.lu,lm(t)

kde Ay,..., A, B1,..., By, 1 jsou permutacni matice, vybirajici z vektoru x(t) vzdy jen
prislusnou c¢ast. Celkem lze tedy soustavu napsat jako

x(t+1) = F(x(t),u(t))

coZ je popis systému ve stavovém tvaru O
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Priklad 3.3. Uvazujme linearni dynamicky systém ve tvaru
Yt = a1Ye—1 + agyr—2 + brug—1 + bau—2
Posuneme ¢as o jeden krok dopfedu a méme
Yt+1 = a1yt + agye—1 + biug + boug—1
Nyni polozime zy = (14, Tot, $3t)T = (Yt, Y1, ut_l)T. Potom plati

_ T
Tip1 = (Y1, Yt, Ut)
a muzeme psat

Tit41 = @121, + a2%2¢ + baxz s + brug
T2t4+1 = L1t

T3p4+1 = Ut
Yt = Tt
coz je systém ve stavovém tvaru (3.3).

Definice 3.4. Dynamicky systém popsany rovnicemi

2(t+1) = fe(t)ult),v(t)) (3.42)
y(t) = gla(t),u(t),w(t)) (3.4b)

kde v(t) € Lny, w(t) € Lny, jsou ndhodné vektory, spliujici podminku Ev(t) = 0, Ew(t) = 0,
nazveme stochastickym dynamickym systémem ve stavovém tvaru.

Nahodny vektor v(t) nazyvame Sum procesu (process noise) a nahodny vektor w(t) nazyvame
Sum vystupu (output noise). V naprosté vétsiné pripadu maji rovnice (3.4a) a (3.4b) specidlni
tvar

z(t+1) = flx(t),u(t)) + v(t)
y(t) = g(z(t),u(t)) + w(?)

odtud je motivovan pozadavek na centrovanost obou Sumi. Piechod od deterministického
ke stochastickému systému je vyraznym kvalitativnim skokem, ponévadz puvodni stavovy
prostor realnych vektoru R™ pfresSel ve stavovy prostor L£n, nahodnych vektoru. Stejné tak
vystupy y(t) jsou nyni ndhodnymi vektory. Odtud plyne, ze ke zkoumani takovych systému
je nutno pouzit teorii pravdépodobnosti.

Definice 3.5. Necht A € R%*"= B ¢ R%*™ (' ¢ RWwX"= [ ¢ R™*" Soustava

z(t+1) = Ax(t) + Bu(t)

+ v(t) (3.5)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) +

w(t) (3.6)

popisuje linedrni stochasticky dynamicky systém ve stavovém tvaru. Sumy v(t), w(t) musi
spliiovat nasledujici podminky



18 KAPITOLA 3. DISKRETNI DYNAMICKE SYSTEMY

(i) Sumy v; a wy jsou normélni s nulovou stiedni hodnotou.

)
(il) Evw! =0
(iii) Eval = Q

v)

(iv) Bww! = R

Zabyvejme se nyni stabilitou linedarniho stochastického dynamického systému. Obecné je
dynamicky systém stabilni tehdy, kdyz je pevny bod systému atraktorem neboli pfitahujicim
pevnym bodem. Z libovolného pocatecniho stavu potom stav systému konverguje k tomuto
pevnému bodu. Stochasticky systém je stabilni pravé tehdy, kdyz k nému piislusny determin-
isticky systém je stabilni. Pracujeme-li navic se systémem fizenym, pak o konvergenci stavi
je mozno hovotit pouze tehdy, je-li vstup systému konstantni. Ve svém dusledku pak vlastné
zkoumame stabilitu deterministického nefizeného systému.

Pevny bod linedrniho systému s konstantnim vstupem u uréime z rovnice x = Ax + Bu
odkud dostavame

= (- A)"'Bu (3.7)

Veta 3.6. Stochasticky systém (3.5) je stabilni praveé tehdy, kdyz vSechna vlastni ¢isla matice
A lezi v jednotkovém kruhu.

Dikaz. Systém (3.5) je stabilni, praveé kdyz je stabiln{ systém
x(t+1) = Ax(t) + Bu (3.8)

kde u je zndmy konstantni vstup systému. Pevny bod tohoto systému je (3.7). Zavedeme-li
substituci y(t) = x(t) — x., pak stavové rovnice piejde v

— Az, + Bu+ Aze — 2. &
— 2o = A(z(t) —xe) + Bu— (I — A)z. &
+Bu—(I—-A)I—-A)"'Bus

Mé-li z(t) konvergovat k x., pak musi y(¢) konvergovat k nule. Vyjdeme-li z pocatecni
podminky y(0) = yo, pak stav y(t) se dd explicitné spocitat jako

y(t) = A'yo
Je vidét, ze ma-li y(n) pro libovolné yo konvergovat k nule, musi A" konvergovat k nulové
matici.
Pro kazdou ¢tvercovou matici A existuje regularni matice P takovd, ze
P'AP=D

kde D je diagonalni matice, kterd ma v diagondle vlastni ¢isla matice A

D = diag(A1, ..., An,)
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Sloupce matice P pak jsou vlastni vektory matice A. Tato dekompozice je znama jako
Schurova dekompozice matice A. Matici A pak muzeme napsat jako

A=PDP !,
matici A% zapiSeme jako
A?=pDP'PDP ! = PD*P!
a tak ddle az matici A" zapiseme jako
A" = pp"p~!
Matice D" je opét diagonalni a obsahuje prvky
D" = diag(A\Y,. .., \,,)

Posloupnost A™ konverguje k nule pravé tehdy, kdyz posloupnost D™ konverguje k nule a
to je prave tehdy, kdyz vSechny posloupnosti A}* konverguji k nule. To je splnéno, kdyz pro
vSechna i € {1,...,n,} plati

|\ <1 (3.9)

Protoze vlastni ¢isla A; jsou obecné komplexni, neznamend (3.9) nic jiného, nez ze vSechny
vlastni ¢isla se v komplexni roviné nachazi uvniti jednotkového kruhu. O

Chovani stabilniho stochastického systému je vyznamné ovlivnéno vlastnostmi stocha-
stické slozky. Bude-li Sum slaby, bude systém po dostatecné dlouhém case skutecné vyka-
zovat stabilitu a bude jen nepatrné kolisat kolem pevného bodu. Naopak stabilni systém se
silnym Sumem se muze chovat naprosto chaoticky. Cim budou vlastni &isla blize k nule, tim
rychleji systém konverguje k pevnému bodu. Pfi hodnotach blizkych jedné uz se konvergence
zna¢né zpomaluje a po prekroceni jednotkového kruhu se z pfitahujiciho pevného bodu stane
odpuzujici pevny bod a systém se stane nestabilnim.

3.2 Ekonomické aplikace

3.2.1 Samuelsontuv hospodaisky cyklus (1939)

Samuelsonuv model je postaven na multiplikdtoru a akcelerdtoru. Struktura modelu je popséna
témito rovnicemi:

Ciy =Y
It = U(Ot — Ct—l)
Gy=1

Yi =Ci + I + Gy

Predpoklada se 0 < ¢ < 1,v > 0. 1/1 — ¢ je multiplikdtor a v je akcelerator. Substituci
dostaneme typickou diferen¢ni rovnici 2. fadu

Yi—c(l+v)Yo1+ Y, o=1

Jednoduchym cvic¢enim se da dokazat, ze plati:
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(a) Kazdy skaldrni nasobek feseni homogenni rovnice je feSenim homogenni rovnice.
(b) Soucet kazdych dvou feseni homogenni rovnice je FeSenim homogenni rovnice.

(c) Soucet libovolného feseni nehomogenni rovnice s libovolnym fesenim homogenni rovnice
je feSenim nehomogenni rovnice.

Z uvedeného vyplyva, ze mnozina vSech reSeni homogenni rovnice tvoii vektorovy podprostor
a mnozina vSech feSeni nehomogenni rovnice tvori afinni podprostor v prostoru funkei. Staci
tedy najit jedno fesSeni yo nehomogenni rovnice (tzv. partikuldrni reSeni) a bazi yi,...,yn
vSech feseni homegenni rovnice. Libovolné feseni nehomogenni rovnice pak dostaneme jako

Y=Y+ ary1 + ... +apyn

Lehce se ukéaze, ze funkce

je partikularnim feSenim nasi diferenéni rovnice. Hledejme nyni feSeni homegenni rovnice ve
tvaru Y; = A!. Pak musi platit

M — (14 )M 4 coXt=2 =0
Vydélenim rovnice vyrazem A\~2 dostaneme
M —c(l+v)A+cw=0

7 této rovnice dostaneme A jako kofen kvadratické rovnice. ReSeni zavisi na znaménku

diskriminantu
A =1+ v)? - 4ev

a) ¢>4v/(1+v)?

V tomto piipadé existuji 2 realnd feseni, kterd tvori bazi feSeni homogenni rovnice.

Al = % (c(l +v) + /(1 +v)? - 401))
Aoy = % (c(l +0) — /(1 +v)2 — 4cv)

kterym odpovidd obecné feSeni ve tvaru
1
Yi=1— + a1\ + ag\h

Toto feseni bude stabilni, jestlize bude platit [\| < 1, |A\a] < 1.
‘)\1‘ <1A ’)\2‘ <l& ‘)\1)\2‘ <l&

& i ‘(c(1+v)+ V(14 v)2 —4cv) (c(1+v) — /(1 +v)2 —4611)‘ <le

1
<:>’44cv <l o<l
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b)

c=4v/(1+v)?
Za této situace ma kvadratickd rovnice dvojnasobny realny koien
c(l4+wv
PO VP G ) a )

kterému odpovidé feSeni

1
Y, = 7+a1/\t+a2t/\t
1—c¢

Toto Feseni je stabilni za podminky ¢(1+v) <2 < v < 1.

c<4v/(1+v)?

V tomto piipadé existuji 2 komplexni kofeny charakteristické rovnice

Al = %(c(1+v)+i\/4cv—02(1+v)2)
Ay = %(c(1+v)—i\/4cv—c2(1+v)2>

Béze feSeni homogenn{ rovnice je tvofena funkcemi u = A{ a v = A}, coZ jsou komplexn{
funkce. Ukdzeme, Ze lze najit redlné funkce, které tvori bazi feseni. Zaved me goniometrické
vyjadieni komplexnich kotenu

A1 =r(cosf +isin0)
A2 = r(cosf — isinf)
Pak plati
al/\ﬁ + ag)\é =
= apr"(cos Ot + isin Ot) + azr'(cos Ot — isinOt) =
=r'((a1 + ag) cos Ot + i(a; — az)sinOt) =
= 7' (by cos Ot + by sin Ot)

pritom r je absolutni hodnota spoletnd komplexnim ¢éislum Aq, Ag, ktera je rovna

V /\1X1 =1/ A = \/CT)

Systém bude stabilni za podminky r» < 1 & cv < 1.

Samuelsonuv ekonomicky systém miuze tedy vykazovat 9 kvalitativné riznych druht chovani,
a to v zavislosti na aktualni hodnoté dvou parametru - v a ¢. Kazdému typu chovani pfinalezi
v parametrickém prostoru (v, ¢) jedna mnozina. Téchto 9 mnozin pokryva cely parametricky
prostor, ktery jsme si hned v ivodu omezili na mnozinu (0, c0) x (0, 1).

l.c>4v/(1+wv
2. c>dw/(1+wv
3. c>4d/(14w
4. c=4v/(1+wv

A cv < 1: monotonni konvergence - stabilni
A cv = 1: neutralni stabilita

( )?
( )?
( )2 A cv > 1: monotonni divergence - nestabilni
( )?

A v < 1: jeden kriticky tlumeny kmit - stabilni
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=4/(1+wv v = 1: linedrni divergence - nestabilni

4v/(1 +v)* Av > 1: monotonni divergence - nestabilni

A cv = 1: konstantni periodicka oscilace - stabilni

(1+v)2A
(1+v)?
7. ¢ < 4v/(1 +v)? A cv < 1: periodicks konvergence - stabiln{
8. c<4v/(1+v)?
(1+wv)?

9. ¢ <4v/(14 v)* Acv > 1: periodickd divergence - nestabiln{

3.2.2 Hickuv pfispévek k teorii obchodnich cykla (1950)

K ilustraci predeslé véty pouzijeme Hicksuv model hospodaiského cyklu z roku 1950. Tento
model vysvétluje hospodarsky cyklus pomoci interakce mezi multiplikdtorem a akceleratorem.
Model mé nasledujici strukturu:

Cir=(1-9)Y

Iy = Ao(1+g)" +v(Yim1 — Yi2)

Y, =Ci+ I}
Spotieba C; je zpozdéna linearni funkce Y;_;1. Parametr s spliujici podminku 0 < s < 1 je
mezn{ sklon k dspordm. Investice I; maji dvé komponenty: autonomni investice Ag(1 + g)?
rostouci exponencialné konstantnim tempem ¢ a indukované investice v(Y;—1 — Y;_2), které
jsou proporciondlni rastu GNP v minulém obdobi. Konstanta v > 0 je akcelerdtor. Substituci

dostaneme rovnici
Y;=(1—s5+0v)Y;1+vY; o+ Ag(1+g)*

Autonomni investice muzeme chéapat jako exogenni veli¢inu, kterou zde pro jednoduchost
ztotoznime s Fizenim uy, t].

Yi=1—-s+v)Yio1 +0Yio+u
Posuneme ¢as o jeden krok dopfedu a méme
Yiri=0—-s+0)Yi+oYi1 +u
Nyni polozime z; = (x4, azgt)T = (Y3, Yt_l)T. Potom plati
v = Vi, V)"
odtud pak

T141 = (1 = s+ v)T1 + w2 + w (3.10)

T2t+1 = L1t

a také
Yi=m14 (3.11)

rovnice (3.10) je stavovou rovnici a rovnice (3.11) je vystupni rovnici uvazovaného dynam-
ického systému.



Kapitola 4

SIMULACE DYNAMICKYCH
SYSTEMU

4.1 Teorie

Pojem simulace se tizce vaze na pouziti vypocetni techniky jakozto nastroje pro jeji realizaci a
vystup vysledkil. Simulace dynamickych systému se vyznamné lisi podle toho, jestli se jednéd
o systém spojity nebo diskrétni.

Definice 4.1. Bud dédn spojity systém ve stavovém tvaru (2.6) s pocatecni podminkou. Déle
necht T = {ty : k € {1,...,N}, N € N} je tzv. casovy horizont. Simulovat dany systém na
horizontu T pak znamené nalézt vzorky trajektorie systému v ¢asech . Jinymi slovy hledame
posloupnost {xg,...,xn} takovou, ze xp = x(t;), kde funkce x(t) je feSenim soustavy DR
(2.6).

Definice 4.2. Bud dén fizeny stochasticky diskrétni systém (3.3) s po¢dtecni podminkou.
Déle necht T'= {1,..., N}, N € N je éasovy horizont. Bud {u(0),...,u(N)} zndm4 posloup-
nost Fidicich vektoru—trajektorie vizeni a {v(0),...,v(N)}, {w(0),...,w(N)} posloupnosti
realizaci ndhodnych Sumu v, w. Simulovat systém (3.3) na horizontu 7' pak znamena nalézt
trajektorii {x(0),...,x(N)} stava x a trajektorii {y(0),...,y(N)} vystupu y tak, aby byly
splnény rovnice (3.3).

Pro simulaci spojitych systému je potieba numericky vyfesSit soustavu diferencialnich
rovnic a FeSeni vycislit v bodech t;. K tomu se vyuzivd celd fada znamych numerickych
metod, které lze najit napt. v prehledu [?]. V systému Matlab jsou tyto procedury standartné
k dispozici ve funkcich ode23, piipadné ode45.

Simulace diskrétnich systémii je nesrovnatelné jednodussi. Vytesit diferencni rovnici v
podstaté znamend dosadit do jeji pravé strany. V pripadé stochastického systému je k tomu
jesté potieba vygenerovat realizaci ptislusSného Sumu. Neurcitost stochastického systému tak
zpusobuje také neurcitost vysledku simulace, tj. trajektorii = a .

23
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4.2 Priklady

4.2.1 Pindyck-Rubinfeldiv tfirovnicovy model

Tento linedrni model pouzil Pindyck v ucebnici [?] pii testovani problému optimélniho fizeni.
Model obsahuje 4 vystupni veli¢iny a 2 vstupni (fidici) proménné. Je zaddn svym vnéjsim
popisem

Cy = cg+aYe+coCiq (4.1a)
I = do+i1Ye+ia(Yi1 — Yi2) + 3R (4.1b)
R, = ro+rmYi+ro(Ye —Yio1)+rs(My — My—y) + ra(Rie—1 + Ri—2) (4.1c)
Y, = Ci+1;+Gy (4.1d)

Posledni rovnice je ekonomicka identita, kterd se nepocitd jako modelova rovnice a proto
mluvime o tfirovnicovém modelu.

Proménné vystupujici v modelu jsou:

C  soukromd spotfeba vystupni veli¢ina
I hrubé investice vystupni veli¢ina
R trokova mira vystupni veli¢ina
Y  nérodni produkt vystupni veli¢ina
G vladni spotfeba fidici velic¢ina
M mnozstvi penéz fidici velicina

Parametry modelu (4.1) byly odhadnuty metodou nejmensich ¢tvercu (OLS). Jejich hod-
noty jsou:

co = —9.4540 c1 = 0.05410 c2 = 0.9260
10 = —66.1950 11 = 0.16840 19 = 0.2181 13 = —11.2650
ro = —0.5561 r1 = 0.00051 ro = 0.0135 r3 = —0.0853 r4 = 0.4259

Pro kazdou rovnici byly vypocéteny rezidualni rozptyly. Jejich hodnoty jsou:

52 =11.230% pro rovnici (4.1a)

53 =23.8642 pro rovnici (4.1b)

53 =0.854>  pro rovnici (4.1c)
Model méa dopravni zpozdéni 0, coz znamend, ze vstup wu; pfimo ovliviiuje vystup ;.

Linearni soustavu zapiSeme maticoveé

Yt = QoY + 0yi—1 + Qayi—2 + a3yi—3 + aayi—a + Bowy (4.2)
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kde jsme polozili

[C, 000 ¢
I My = My 000 i
Yt = 1R, vt = Cit WOZH0 0 0 ot
Y, L 110 0
(o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
g |00 0 @ gy |00 0 —ir a3:0000
0 0 r4 —ro 00 ra O 0000
00 0 0 00 0 0 000 0
0 0 0 0 [0 0 c
a4:00i30 ﬂo_oom
00 0 O 7‘307‘0
00 0 0 0 1 0

Posledni element vektoru u; je jednicka. Tato tdprava formalné zbavuje soustavu troviiovych

konstant cg, ig, rg-

Snadno nahlédneme, ze model je konstruovan dosud nezvyklym zptsobem zavislosti vystupnich
veli¢in. Soucasna hodnota y; je zdvisla na soucasné hodnoté y;. Takové dynamické systémy
jsou v ekonomii celkem bézné a oznacuji se jako interdependentni nebo také implicitnd systémy.

V piipadé linedrnich systému je lze prevést na explicitni. Rovnici (4.2) upravime nésledujicim

zpusobem:

Yt — aoYr = oY1 + Q22 + Qsyp—3 + auyr—a + Bour
(I — ao)yr = cays—1 + a2yr—2 + a3y—3 + aays—a + Bour =
g = — o) rony—1 + (I — ap) reay—2 + (I — ag) ' asye—s+
+ (I — o) tauyi—a + (I — ) ™' Bouy =
Yt = a1yi—1 + agyi—2 + a3yr—3 + asyi—a + bouy

Tim jsme dostali model ARX, ktery zapiSseme blokové takto

Yt ap az az a4 Y1 bo
Yt—1 I 0 0 O Yi_o 0
Y2 0O I 0 O Yt-3 0" (43)
Yt-3 0 0 I 0 Yt—4 0
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kde
[ 0.9904 0 0 0.01527
01 = (I — o) tay = 02006 0 0 0.2653
1= o 1= 00167 0 0.4259  —0.0096
| 11910 0 0 0.2805
[0 0 0 ~0.0152]
iy = (I — ag) "y — 0 0 0 ~0.2653
2= o 2= 0 0.4259 —0.0039
L0 0 0 —0.2805 |
[0 0 0 0 1
1 | oo 0 0 0
a3 = (I —ap) ag= 0 0 0 0
L0 0 0 0 |
[0 0 ~0.7838 0 1
a1 |oo 0 —13.7049 0
ar=(—a0) aa=| 4 0 —0.2030 0
L0 0 —14.4887 0 |
[0 0.0696 —14.7178
o v, |0 0.2166 —82.5799
bo=U—a0)" fo=1| o853 00180 —1.9102
0 1.2862 —97.2977

coz muzeme zkricené napsat jako
Ty = Al‘t_l + But (44)
Rovnice (4.4) je stavovou rovnici nageho systému. Pfitom 2z € R'6, v € R3,

Rozptyly 52, s2, 5:2)) jsou nestrannymi odhady rozptyli stochastické slozky puvodniho mod-
elu (4.1). Tyto slozky predpoklddame nezdvislé a normélni. Ozna¢me e sum puvodniho modelu

0 11.2302 0 0
e~N| |0}, 0 23.864> 0
0 0 0 0.8542

Po restrukturalizaci se tento Sum zménil na Sum v, pro ktery plati

Ev=(—ay) 'Ee=0

varv = (I — ao)’lvare((l - Oéo)fl)T

Matice var v nemusi byt nutné diagonalni a slozky Sumu v jsou tedy stochasticky zavislé.

Pro zkoumaéni stability systému je podle (3.9) nutné znat spektrum matice A. To bylo
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spoc¢teno programem Matlab:

[—0.4905 + 0.4354i
—0.4905 — 0.43541
0.9878
0.9026
0.3937 + 0.56331
0.3937 — 0.5633¢

o

SO O OO O o oo

Simulace systému (4.1) se rozpadd do ¢tyf relativné nezavislych ¢asti
e Priprava tidicich strategii, nejlépe ve vice variantach
e Funkce z = pindyck(x,u)
e Funkce [Y,X] = sim(x0,U)

e Grafické zpracovani vysledku, tj. prezentace matic U,X,Y.
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Kapitola 5

OPTIMALNI ODHAD STAVU
SYSTEMU

5.1 Optimalni estimator

Dynamické systémy, které jsme az doposud studovali, mély svuj vnitini popis odvozeny z
popisu vnéjsiho a vektor stavii mél charakter umélé proménné, ktera zprostifedkovala zminény
pievod. Rada systému je viak ¢asto zaddna pifmo svym vnitinim popisem, ve kterém m4
vektor stavu svou konkrétni obsahovou interpretaci. Jako piiklad je mozno uvést celou fadu
fyzikalnich déju, které probihaji v izolovaném prostiedi. Pozorovateli je skryta piimé infor-
mace o hodnotach stavovych proménnych. Namisto toho jsou do systému instalovany mérici
pristroje, které podavaji zprostiedkovanou informaci o stavu systému. Vyvstava tak problém,
jak z napozorovanych vystupt y urcit co nejpiesnéji stavy x. Protoze se predpokldda, ze jak
samotny proces tak i méfen{ jsou zatizeny ndhodnymi chybami, jedna se o pomérné kompliko-
vany problém na poli matematické statistiky. Tento problém byl zatim tspésné vyfeSen pro
piipad linearnich systému a Gaussovskych sumit. Piislusny algoritmus pro vypocet nezndmych
stavu je zndm pod ndzvem Kalmaniv filtr. Pro nelinedrni systémy jsou znamy pouze piiblizné
metody.

Pfedpoklddejme nezndmy ndhodny vektor X € Ln, a vektor naméfenych dat z € R"=,
ktery je realizaci ndhodného vektoru Z € Ln,. Predpokladejme déle, Zze zndme simultanni
hustotu pravdépodobnosti p(z, ).

Piedtim, nez probéhne méfeni z, je nase informace o X obsaZzena pouze v hustoté p(x,y)
a pravdépodobnostni rozlozeni nadhodného vektoru X udavé hustota

po(o) = [ pla.) dz

Tato hustota se nazyva apriorni hustota ndhodného vektoru X.
Po provedeni méfeni z je naSe informace o X obohacena a pravdépodobnostni rozlozeni
vektoru X dano podminénou hustotou pravdépodobnosti

p1(x) = p(zly)

kterou nazyvame aposteriorni hustotou ndhodného vektoru X (viz B.4).
Casto se namisto hustot ur¢uji pouze prvni a druhé momenty, tj. podminéné stiedni
hodnoty a podminéné rozptyly, které maji nékteré vyznamné vlastnosti.

29
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Tyto uvahy jsou jadrem takzvaného Bayesovského pristupu k optiméalnimu odhadu, ktery
hojné pouziva podminéné charakteristiky ndhodnych veli¢in.

7 uvedeného se zda, ze jsme pro tentyz ndhodny vektor zavedli dvé pravdépodobnostni
miry, které si navzajem konkuruji. Ve skutecnosti je jedinym skuteé¢nym rozlozenim rozlozeni
apriorni, avSak aposteriorni rozlozeni ma oproti apriornimu nékteré vyhodné vlastnosti prave
s ohledem na co nejpfesnéjsi odhad realizace vektoru X, nikoliv hustoty vektoru X.

Ptesnost odhadu se nejcastéji méii podle kriteria nejmensich étverci.

Definice 5.1. Bud £ C R"™ mnozina pifpustnych estimdtort ndhodného vektoru X. Pro
kazdy pifpustny estimator y € £ zavedme stredni kvadratickou chybu vzorcem

J(y) =E((X —9)" (X —y))

Estimédtor X € & nazveme optimdinim podle kriteria nejmensich ¢tverci (least mean square),
jestlize plati
J(X)=minJ
(%) = min /()
X se také nazyvé optimalni mean square estimétor (MS estimator).

Veta 5.2 (optimdalni apriorni estimator). Stfedni hodnota E X je optimalnim estimétorem
na mnoziné vSech apriornich estimatort.

Diikaz. NapiSme si stiedni kvadratickou chybu

Jy) =EX —y)" (X —y) =
=EXTX —y"EX -EXTy+yTy=
=EXTX —2TEX +yTy
kde jsme pouzili Ey = y protoze y neni ndhodnd velicina, ale redlny vektor. Vidime, ze J(y)

je kvadratickd funkce v proménné y a globalniho minima dosahuje v bodé X, kde diferencial
je roven nule. Zapsano

8—J:—2EX—|—2y:()
dy

nebo také
X=EX (5.1)

O]

Timto jsme odvodili moznad samoziejmy a ur¢ité intuitivni vysledek, ze pii znalosti p(z)
je nejlepsi konstantou pro odhad X stiedni hodnota X.
Zavedme chybu estimace X € Ln, jako rozdil

X=X-X

Pak plati .
EX=EX-X=EX-EX=0,

takze stfedni chyba estimace je rovna nule. Rikdme, ze odhad X je nestranny (nevychyleny,
unbiased). Ekvivalentné také plati

EX=0« EX=EX
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Jako miru presnosti nasi estimace spoc¢téme rozptyl chyby

varX =E(X ~EX) (X ~EX) =

—EXTX =
—BE(X-X) (X -X) =
—EX-EX)'(X-EX)=
=var X

Bude-li rozptyl maly, je nas odhad dobry. Inverzni matici (var X)~! nazyvame informacni
matict.

Veta 5.3 (optimdlni aposteriorni estimdtor). Podminénd stfedni hodnota E (X|z) je
optiméalnim estimétorem na mnoziné vSech aposteriornich estiméatoru.

Diikaz. Predpokladejme, Ze vektor z je neprazdny, tj. n, > 1, jinak by se jednalo o apriorni
estimator. Pfitom zndme hustotu p(z, z). Optimélni estimator bude deterministickou funkei
naméfeného vektoru z, tj. X : R — R. NapiSme funkcional J

J= // (2= X () (@ = X()pla, 2) dv d=
kde integrujeme pies cely prostor R"*, piipadné R"=. Podle fetézového pravidla (B.9) je

p(z,2) = p(z|2)p(z)

a funkciondl ptejde do tvaru

J=1/ma/1x—X@»?z—Xu»MMadxm

Protoze p(z) a vnitini integrél jsou nezdporné funkce, muzeme J minimalizovat tak, ze min-
imalizujeme pro kazdé pevné z vnitini integral

7= [(@=Xe)" @ Xl do
Integral H mtzeme napsat jako
H=E((X - X(2) (X = X(2)]2) =
—E(XTX|2) - X(2) E(X]2) - B(XT|2)X(2) + X7 (2)X (2) =
—E(XTX|2) - 2X(2) E(X]2) + X(2) X(2)

Stejnym zpusobem jako minule dostavame

O _ o5 (XTX|Z)+2X(Z) =0
X

coz dava

X(2) = E(X|z) (5.2)
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To uz neni tak samoziejmy vysledek jako vzorec (5.1), ale je také intuitivni. Jestlize
méame k dispozici realizaci z ndhodného vektoru Z, pak nejlepsim MS-estimédtorem ndhodného
vektoru X je stfedni hodnota podminéna Z = z.

Rovnice (5.2) vypad4 velmi jednoduse, avsak jednoduchost této rovnice skryvé komplikace
pii jejim konkrétnim pouziti. Ve skuteénosti mize byt vypocet podminéné stfedni hodnoty
podstatnym problémem. Navic se predpokladd, ze zndme piesné simultanni rozlozeni p(z, z),
coz nemusi byt pravda. V nékterych pfipadech zname pouze prvni a druhé momenty.

Optimalni aposteriorni estimator je nestranny, coz dokazuje vypocet

EX = E(E(X|2)) = E(E(X - E(X|2)|2)) =
=E(X-EX|2)|Z2)=E(X|2)-E(X|Z)=0
Mira spolehlivosti estimatoru je dana rozptylem chyby estimace, ktery se spocte jako
var X = var [(X — X)|Z] =
—E[(X -EX|2)(X —EX|2)"|Z]

Vyraz v hranatych zavorkach je ale podle definice podminény rozptyl var (X|Z), takze rozptyl
chyby muzeme psat jako )
var X = E (var (X]2)) (5.3)

Jestlize X a Z jsou nezavislé vektory, pak p(z, z) = p(z)p(z) a podle (B.13) plati

E(X]z):/xp(x)p(z) dx =

= /xp(a:) dx =
=EX

P1i nezavislosti tedy aposteriorni a apriorni estiméator splyvaji, coz muzeme interpretovat tak,
ze méfeni Z nam nepiinasi zddnou novou informaci ohledné X.

Veta 5.4 (gaussovské pozorovani). Necht plati

2 (5 ¥

Pak aposteriorni ndhodna veli¢ina X |z méd normélni rozlozeni se stfedni hodnotou

E(X|2) = pz + 0227 (2 — 1) (5.4)
a varianéni matici
var (X|2) =%, — X.,2.'%,, (5.5)
Diikaz. Definujme ndhodny vektor Y € Ln, + n, jako
v — |:Mx:|
Hz
Hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru Y je dana vzorcem
p(y) = 1 o5 (—1) Sy (y—hy)
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kde
= E =
o |:'u2:| Y |:sz E,z:|
Podle (A.5) je
1 D1 —DilZmZ;l
Ey =] -1 -1 -1 -1 -1 -1
Y D DI D INRD I DD IS I

kde Schuriiv komplement k ¥, je D = ¥, — ¥, %713, ,. Podle (B.13) je

p(y)
z|z) = =%
plalz) = 2
neboli
p(al) = YLD Bl )57 ) ) T2 )]
(2m)natnz |3, |
1

— o~ 3 —py) TSy (y—py) —(z—p2) TS (2 piz)]

V(@m)m (2] /2]
Napisme si exponent a upravujme ho
(y — My)TEgjl(y —py) — (2 — Mz)Tzz_l(Z —pz) =
T
o o Il W B RS S CEPRE
= (z— Nx) o= ) = (2 — MI)TD_IZIZE,Z_I(Z = pz)—
—(z— MZ)TZ ' D (T — po) + (2 — NZ)T(Ez_l + Ez_lzsz_lzszz_l)(z — Hz)—
—(z— ,UZ) 1(2 — H) =
= (= — o ) (33 — pa) — (T — Nz)TD_lzzzEz_l(z — pz)—
— (2= 1) ST DT (@ — i) + (2= 1) BT S DTSR (2 ) =
=(z - Nx)TD (= pa) — (2 — Mx)TDil[Exzzgl(Z — )]
— 2T (2 = )] D7 (= i) + [Bn T (2 — )] D [0 (2 — )]

Z prvnich dvou ¢lent vzniklého vyrazu vytkneme (z — ;LQC)TD_1 a z dalsich dvou ¢lenu
vytkneme [, (2 — ,uz)]TD_1 a dostaneme

_ _ _ T — _
(z — NI)TD ! [(m — piz) — B X (2 — NZ)] (202 (2 = )] D [(w — i) = T35 (2 - NZ)}

Nyn{ muzeme vytknout zprava vyraz [(z — piz) — $4.5; (2 — p.)|, ¢imz dostaneme

[(w — pa) — Ezzzz_l(z - :UZ)]TD_I [($ — o) — EMEZ_l(z - MZ)] =
= [x — (pz + Zmzzz_l(z - ,UZ))]TD_l [x — (pz + Emzzz_l(z - MZ))]
Podle (A.9) plati, ze

>
1, = 51D — 24— p)
=)
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Polozime-li fi,), = pz + Y27 (2 — p2), dostdvdme nakonec, ze

p(z]z) = L )" D )

(2m)ne | D
tedy podminény nahodny vektor X |z ma normélni rozlozeni se stfedni hodnotou

M|z = Mz + Exzzz_l(z — Hz)

a rozptylem
D = Zz - szzz_lzzx

coz bylo potfeba dokézat O

Pravé uvedeny vysledek je velmi dulezity a bude vSestranné uziteény pro dalsi praci.
Ze vzorce (5.4) vyplyva, ze var (X|z) < var X. Jestlize nastane specidlni piipad var (X|z) <
var X, pak jsme po provedeni méfeni z vice jisti spravnou hodnotou X, nez jsme byli pfedtim.
To znamend, ze aposteriorni ndhodné velicina X|z je tésnéji rozlozena kolem své stiedni
hodnoty E (X|z), nez apriorni ndhodné veli¢ina X kolem své stiedni hodnoty E X.

Rozptyl ndhodné chyby odhadu je roven

var (X — E (X|z))|z) = var (X|z) — var (E (Xz)) = var (X|z) (5.6)

Dulezitd skutecnost je ta, ze zatimco E (X|z) zdvisi na zméfené hodnoté z, varian¢ni mat-
ice var (X|z) na zméfené hodnoté z nezdvisi, proto ji muzeme spocitat jesté predtim, nez
provedeme piislusné méfeni.

Vrafme se nyni opét k obecnému vztahu mezi X a Z, danému simultdnni hustotou
pravdépodobnosti p(z, z). Ukdzali jsme, Ze nejlepsim estiméatorem X pii daném z je Xug =
E (X|z). Vypocet tohoto estimatoru muze byt v nékterych piipadech velmi obtizny. Aby-
chom tento vypocet vyrazné zjednodusili, omezme mnozinu piipustnych estimdtoru jen na ty
estimatory, které jsou linearni funkci namétreného vektoru z.

Protoze tfida pfipustnych estimatori je nyni omezena, linedrni MS estimédtor nebude
obecné tak dobry jako nelinedarni MS estimator.

Veta 5.5 (linedrni MS estiméator). Optimalni MS estimator na piipustné mnoziné linearnich
estimdtoru £ = {y = Az +b: A€ R"™*" b € R"} je estimator

Xims = piz + a2 (2 — ) (5.7)
kde
e = E X, w, =EZ, Yer =cov(X, Z), Y,=var”Z
Dukaz. Pocitejme opét stiedni kvadratickou chybu
J=EX - X(2) (X - X(2) =E(X — AZ - b)'(X — AZ — )
coz muzeme vzhledem k (A.21) napsat jako
J=E({tr(X —AZ-b)(X —AZ-b)T) =
=trE(X — AZ —b)(X — AZ —b)" =
= trE[(X — pte) = (AZ + b — i) |[(X — pra) — (AZ +b— pro)]" =
= tr[B(X — 1) (X — o) =B (X = p1a)(AZ +b— 1) —
—B(AZ +b— po)(X — o) +E(AZ +b— 12)(AZ + b — )|
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Oznatme Y, = var X = E (X — p,)(X — ,ux)T. Predpokladejme navic, ze matice A je symet-
ricka. Potom plati

=tr[8, — S0 AT —AY, + E(AZ + b — 1) (AZ +b— pp) '] =

=tr[Sy — 2480 + B (A(Z — 1) + (Apz + b — 1)) (A(Z — 1) + (Apz + b — 1)) =
= tr[Sy — 248, + A AT + (A + b — pa)(Apz +b— )] =

=tr[X; + A2, + HzMzT)AT + (b — 1) (b — ,Ux)T +2A0.(b — Mr)T — 2A%,]

Podle (A.16) a (A.17) plat{

0
——tr (A(Zz + HzMzT)AT):QA(Ez + ;U'z,uzT)

dA

0

0 T _ T
AT 2Au(b = pa)”)  =2(b— po)pra

Podle (A.21) a (A.10) pak mame

D (b= 1) (b — 1) )=2(b — )

ob
gtr (2Ap(b — Mw)T) =2Ap.
ob
Muzeme tedy napsat parcialni derivace
87/1:214(22 + Hzftz ) - 22302 + 2<b - ,ua:),uz =0 (5'8)
aJ
2(b — pg) +2Ap, = .
o5 —2(0— #a) + 24, =0 (5.9)
Z rovnice (5.9) vypocteme
b=y — Ap,
a dosazenim do (5.8) dostaneme
AY, —¥,,=0
coz dava
A=%,.31!

Optimalni linearni MS estimator je potom dan vzorcem
X1ums = o + Do X5 (2 — p12)
coz je (5.7) O
Prozkoumejme strukturu vzorce (5.7). Definujeme-li vystupni reziduum jako
Z=72-EZ (5.10)

pak vzorec (5.7) prejde v XLMS = Uz + EWE;lZ. Clen W predstavuje apriorni estimator
pro X a druhy ¢len je korekce, zalozena na vystupnim reziduu. Bude-li zdvislost mezi X a Z
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velkd, bude apriorni odhad silnéji korigovan. Naopak bude-li velika nejistota ohledné Z (velky
rozptyl X ), bude korekéni ¢len potla¢en. Koneéné zmétime-li z = E Z, pak se v podstaté nas
apriorni odhad potvrdil a k zadné korekci nedojde.

Srovname-li nelinearni odhad s linedrnim, pak vidime, ze zatimco ke konstrukci nelinearniho
odhadu jsme potiebovali znat dokonale simultanni hustotu p(z, z), v ptipadé linedrniho odhadu
uplné posta¢i prvni a druhé momenty. To je vyrazna uspora dat pii redlném vypoctu.

Veta 5.6. Estimator X s je nestranny.
Diikaz.

E(Xiums) = Epig + 207 B (Z — ) =
=z + E:vzzz_l(,“z - MZ) =

=EX
O
Odtud plyne, ze EX = 0 a mizeme psat
varX =E(X ~EX)(X ~EX) =EXXT=E(X - X)(X - X) =
_ _ T
=E (X — pg) — Zg2 X I(Z — ) (X = prg) — XX l(Z — W) =
= Ex - szzglzzx - Emzzglzzx + Exzz,;lzzzzlzzx ==
- Ea: - Emzzz_lzz:c
Celkem tedy
var X = ¥, — X278, (5.11)

Porovnanim vzorcu (5.7),(5.11) se vzorci (5.4),(5.5) dospéjeme k dulezitému zavéru:

Je-li vektor (X7, ZT)T rozloZen mormdlné, pak estimdtory XMS a XLMS splyvaygt.

Priklad 5.7. Necht ndhodné velicina X m4 rozlozeni X ~ Rs(0,1). Tuto ndhodnou veli¢inu
méfime pomoci ndhodné veli¢iny Z. Vztah mezi X a Z je ur¢en rovnici méfeni

1
Z=In—+V
nX+

kde V' ~ FEx(1) je Sum méfeni. Spocitdme optimélni estimétory Xus a Xpus. Nejprve si
napisme hustoty pravdépodobnosti p(z), p(v):

1 pro0<x<1

p(@) = px(@) = {o jinak

—x

e prox >0

p(v) = py(z) = {

0 proz <0

Hustota px je apriorni hustota a jeji stfedni hodnota % je apriornim estimatorem ndhodné
veliciny X. Rozptyl chyby ¢ini ﬁ
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Ze znalosti vystupni rovnice a rozlozeni sumu muzeme ihned uréit podminénou hustotu
p(zlz):

p(zlz) = pzix(z,2) =pv(z —In—) =

z

1
1 e~(e-Ing) = %e*"’ pro x > e~ ?
0 prozx < e~

sdruzend hustota p(x, z) je ddna vzorcem p(zx, z) = p(z|z)p(x), neboli

plz,z) =47

Loz prox>e? 0<z<1
0 jinak

Marginalizaci dostaneme hustotu p(z) = pz(2):

pz(2) = /p(:c,z) dx =

Aposteriorni estimétor je stfedni hodnotou aposteriorni ndhodné veli¢iny X|Z s hustotou
Px|z, tedy

() = E(X]2) = [ aplal2) da =

1
1
:/ r— dxr =
-z XZ

1

:7]_— 72:
“(1-e7)
1—e*

z
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Spoc¢teme rozptyl aposteriorni chyby. Podle (5.3) mame
var X = E (var (X|Z2)) =

_ //(x—E(X]z))Qp(:r\z) du dz =
://pr(g;|z) dr —E(X|2)?dz =
/ / 22 d;c—(l_z HEp.

1/ xdw—ﬁdz:
1_
z( ©

—2z) o (1 — 672)2 dz

2

2 z
1—e 2 1—2 %4 22
— dz =
2z 22
X (z=2)+4e - (2 —2)e >
222 dz =

/oo
:/Ooo
-,
-,

Nyni se budeme vénovat linedrnimu estimatoru X MS, ktery je urcéen vzorcem (5.7). Podle
predchoziho u, = 0.5. Zbyva spocitat p,, 2., 2u,:

EXZ://xzp(x,z) drdz =
/ / xzze *dxrdz =

_2/0 zez(l 72Z)dz—
=0.75

> w

Y =EXZ — ppp, =
3 2

12
1

= - =025
4
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EZ? = /zzpz(z) dz =

1
:/ / 222eF drdz =
0 e~ *?
52

/ ze *(1—e *dz=
0

e¢]
oo

=6
Y. =EZ% -yl =
—6— 922 =
=2

Podle (5.7) se linedrni estimator vypocte jako

XLM,S' = Uz + Z:pzzz_l(z - ,Uz) =

1 11
5 13"
3 1
=1 éz =0.75—0.1252

5.2 Odhad stavu dynamického systému

Zkoumejme nyni diskrétni dynamicky systém (3.4) z hlediska optimalniho odhadu stavu.
Dynamicky systém necht je definovdn rovnicemi

Tep1 = f(2t, ut, vt) (5.12a)
Yye = g(@e, ur, wy) (5.12b)
a pocatetnim rozlozenim
p(zo) (5.12¢)
Budeme postupné konstruovat optimalni odhady stava xg, 21, . ..,z rekurentnim zpusobem.

Pro odhad stavi méame k dispozici pouze ¢asovou fadu vstupu a Casovou fadu vystupu.
Rekurentni zpusob vypoctu je optimdlni pro potieby praxe. V realité je predmétem zdjmu
aktudlni stav x;, ktery se jednoduse vypocte na zdkladé minulého odhadu x;—; a novych dat
U, Yt-

Protoze rozlozeni ndhodného sumu v; pokldddme za znamé, je rovnici (5.12a) jednoznaéné
uréena podminéna hustota pravdépodobnosti p(x¢41|z¢, ut). Analogicky je rovnici (5.12b) jed-
nozna¢né urcena hustota p(ye|ze, ue).

Ozna¢me symbolem D, data, vznikla pozorovanim systému na horizontu O, ...t

Dt = {u()uyOa"'uutuyt} (513)

Protoze jsou obé rovnice (5.12a) a (5.12b) nezavislé na datech D;_;, muzeme podle (B.11)
psat

p(et1|me, ue, Di—1) = p(zeq1|2t, ur) (5.14)
p(yelze, u, Di1) = p(ye|ze, ur) (5.15)
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Vztah (5.15) tikd, Ze stav systému x; obsahuje veskerou informaci obsazenou v datech D;_1,
kterd je potiebna k predikci vystupu . Tuto vlastnost muzeme pokladat za ekvivalentni
definici stavu.
Z rovnice (5.12a) dale vyplyva, ze fizeni u; neovliviiuje piimo stav x;, coz muzeme zapsat
jako
(x| Dy—1,us) = p(x¢|Di—1) (5.16)

Tato vlastnost se nékdy oznacuje jako prirozené podminky vizeni *.

Predpoklddejme, Zze se v soucasnosti nachdzime v ¢asovém okamziku ¢ € N a méame k
dispozici data D;_q. Chtéli bychom nyni na zakladé zmétenych dat D;_1 co nejlépe odhad-
nout neznamou hodnotu stavu x;. Tuto hodnotu nejlépe aproximuje podminéna hustota
pravdépodobnosti p(x¢|D;—1). Nazveme ji apriorni hustota. Predpoklddejme déle, ze apri-
orni hustota je zndmé funkce. Po doplnéni datového souboru aktudlnimi hodnotami wg, y:
méame k dispozici zaktualizovana data Dy, na jejichz zakladé méame moznost zaktualizovat
také nas odhad stavu z;. Hleddme tedy novou podminénou hustotu p(z:|D¢)—tzv. aposteri-
orni hustotu.

Veta 5.8 (aposteriorni hustota). Aposteriorni hustota p(x¢|D;) je ddna vzorcem

p(yt\xt, Ut)

x| Dy) =
pla:l Do) P(ye|ue, Di—1)

p(xe|Di—1) (5.17)

Diikaz. Pouzitim Bayesova vzorce (B.10) a vztahu (5.14),(5.16) dostavame

p(x|Dy) = p(ae|ye, ug, Di—1) =
_ P(ye|ze, ue, De—1)p(ae|ug, De—1 _

p(ye|ug, De—1)

p(yt’xtaut)
= —————p(x¢|Ds_1),
p(yt!ut,Dt—ﬂp( t| t 1)

coz je vzorec (5.17) O

Jmenovatel p(y¢|us, Di—1) je konstanta, protoze y, us, Di—1 jsou znamé hodnoty. Toto ¢islo
funguje jako normaliza¢ni konstanta.

Ptechod od apriorni hustoty k aposteriorni hustoté pomoci (5.17) se nazyva datovy krok.
Je dobré si vsimnout, ze jsme pii ném pouzili pouze znalost vystupni rovnice (5.12b).

Aby bylo mozné pocitat rekurentné aposteriorni hustoty, je potifeba odvodit pirechod od
aposteriorni hustoty p(z¢|D;) k apriorni hustoté p(x;y1|D;). Tento prechod se nékdy nazyva
casovy nebo téz predikéni krok odhadu stavu.

Veta 5.9. Predikéni krok odhadu stavu je dan vztahem

(41| Dy) = /P($t+1|$taut)P(fEt!Dt)dxt (5.18)
Dukaz. Podle fetézového pravidla (B.9) plati
P(wiq1, 24| Dy) = p(@eq1|2e, Di)p(ae| Dy)

'Poznamenejme oviem, Ze zejména u ekonomickych systémii nebyvé casto tato podminka splnéna - viz
priklad 4.2.1.
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Vztah (5.14) dava
P(@ig1|we, Di) = p(aogr|ze, ue, ye)

stav xy11 je vSak nezavisly na vystupu y;, takze muzeme psat
p(zi1]2e, Di) = p(@e4|2e, ur)

marginalizaci podle (B.1) pak dostaneme

(41| Dy) = /p($t+1|xtaut)P(xt’Dt)da?t

coz jsme méli dokézat O

Poslednim problémem je zahajeni rekurze. Je nutné znat apriorni hustotu

p(xo|D-1) = p(xo) (5.19)

Apriorni hustota p(zg) je bud'to predem zndma, nebo se uréuje zkusmo a podle zkusenosti,
coz zanasi do vypoctu subjektivni prvek.
Datovy a casovy krok algoritmu lze spojit do jediného kroku

P($t+1 |90t, Ut, yt)p(yt|$ta Ut)
€T D) = Te|Di_1) dxy =
plara Dy = [ PR S WU U 0 )

_ (w1, Yelue, Di—1)
p(y¢|ug, De—1)

Timto zpusobem jsme ale ztratili aposteriorni hustoty, které jsou obecné lepsi nez hustoty
apriorni.

5.3 Kalmanuv filtr

Kalmanuv filtr je analogii vySe uvedené nelinedrni rekurze pro specialni pripad, kdy jak stavy
x tak vystupy y jsou rozlozeny normélné. Pak je podle 5.4 apriorni i aposteriorni hustota opét
normalni.

Normalné rozdélenou ndhodnou veli¢inu plné urcuje jeji stfedni hodnota a rozptyl. Staci
tedy po celou dobu vypoctu sledovat pouze tyto dvé ¢iselné charakteristiky, coz v kone¢ném
dusledku umoznuje nahradit funkciondlni rekurze rekurzemi algebraickymi. Cely vypocet se
tak snadno implementuje na pocitaci.

Maji-li byt stavy rozlozeny normalné, musi byt piislusny dynamicky systém nutné linedrni
s gaussovskymi Sumy. To je nejvétsi slabinou Kalmanova filtru, kterou se snazi odstranit

Veta 5.10 (Kalmanuv filtr). Bud ddn linedrni diskrétni stochasticky systém, popsany
rovnicemi

Ter1 = Axy+ Bug+ vy (5.20a)
ye = Cwxy+ Dug + wy (5.20b)

spliiujici tyto podminky:
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(i) o ~ N(po,X0)

(ii) v ~ N(0,3%,) pro vSechna ¢

)
)
(iii) wy ~ N(0,%,,) pro vSechna ¢
(iv) Bvw{ =0

)

Exovi =0

(v

kde vektor pg a matice g, X,, 3, jsou znamé. Dale necht jsou zndma data D;. Oznaéme
Ty = x¢|Dy. Pak apriorni estimator Ty¢—1 a aposteriorni estimédtor zy; jsou normaélni pro
v8echna t

Typ—r ~ N(pgge—1, Zg0-1) (5.21)
Ty N(:ut|t,2t|t) (5.22)

kde stfedni hodnoty pi;—1, f14; @ varianéni matice ¥y;_1, ¥y se vypoctou podle vzorcu

Pt = Hee—1 + Ke(ye — Cpge—1 — Dun) (5.23)
e = Vg1 — KO8y (5.24)
Py = Apgye + Buy (5.25)
Y = Azt|tAT + 3y (5.26)
Ki = S 10T (C8y 1 CT + %) 7! (5.27)

Vsimneéme si rekurentni charakter vztahu (5.23)-(5.27). Na zdkladé poc¢ateéni podminky
1 a dat D jsme schopni postupné spocitat odhady 1o, Z1)1, To|1, Tap2; - - - s Tyjt—1, Tge- Pritom
ve vypoctu vystupuji pouze prvni a druhé momenty téchto velicin.

Rovnice (5.23),(5.24) tvoii datovy krok algoritmu, coz je piechod od xy;,_; k 2. Naproti
tomu rovnice (5.25),(5.26) tvoii predikéni krok, tedy piechod od @y k xyyq)-

Dosadime-li (5.27) do rovnice (5.24)(viz (5.29)), dostaneme diferen¢ni rovnici pro ¥,

kterd je maticovou diskrétni variantou Riccatiho diferencidlni rovnice tvaru & = ag + a1z +

CL2132.

Diikaz. Piedpoklddejme, Ze plati (5.21). Oznacme yy;, = y¢|Dy.. Pak

Yej—1 = Ye| D1 =
= (Cxy + Duy + wy)|Dy—q =
= Czyy—1 +wi| Dy =
= Cxyp_q + wy

Protoze y;;—1 je linedrn{ kombinaci ndhodnych vektort z;_y, wt, které jsou podle piedpokladu
normélni, je y,;_; podle (B.6) normdlnf se stiedni hodnotou Cjy,—1 + Duy a rozptylem

var (yyi—1) = var (Czyy_ + Dug +wi) =
= Cvar (azt‘t_l)C'T + varw; =
= C8y—1CT + Sy
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Spocitejme kovarianéni matici

COV(xt|t—1> yt\t—l) = COV($t|t—1a Cryp1 + Dug + wy) =
= var (z4,-1)C" + cov(zyy_y, wy) =
= y1CT

Spojeny nédhodny vektor (zy;—1,Ys;—1) je normalné rozdélen

|:$t|t1:| ~N ([ Hijt—1 ] [ Zt|t71 Et|t710T ])
Yt|t—1 Ciugjp—1 + Dug| " | OBy Cyp1CT 4+ 2y
Jsou tedy splnény predpoklady véty 5.4 a pro podminénou ndhodnou veli¢inu

Toje— 1|yt = 2| (Ye, Di—1) = @[ (ye, ur, Di—1) = 24| Dy = gy

plati, Ze je norméalni
Ti|t ™~ N(:u't\ta Et|1t)
S parametry
Ptjt = Heje—1 + Et\thCT(CZtHflCT + Sw) (Y — Chup—1 — Duy) (5.28)
Yije = Byjp—1 — Et|t—1CT(Cztu—ldf + Ew)_lczt\t—l (5.29)

Polozime-li
Ky = Zt|zt—1CT(CE::|1¢—1CT + 5y) 7!

pak muzeme psat

tge = pje—1 + Kie(ye — Cpyp—1 — Duy)
Y = g1 — KOy

coz jsou rovnice (5.23) a (5.24), které tvoif datovy krok algoritmu. Nyni odvod'me predikén{
krok.

Ty = (Aze + Bug +vg)| Dy =
= A(.ﬁl?t|Dt) + But + (Ut|Dt) =
= Az, + Bug + v

Vidime, Ze x,,1|; je linedrn{ kombinaci x; a v, které jsou normélni. x, ), je tedy podle (B.6)
také normélni s parametry

Pir1e = Apge + Buy
it = AEt‘tAT + X

coz jsou rovnice (5.25),(5.26). Tim je véta dokazana O
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Priklad 5.11. Lod se pohybuje po rovniku vychodnim smérem rychlosti 10 ndmoinich mil za
hodinu. Okamzitou rychost lodi ovsem ovliviiuji nahodné poryvy vétru a narazy vin. Navigator
lodi méa za kol kazdou hodinu odhadnout zemépisnou délku [ v minutach a rychlost lodi
s = dl/dt v mph.

V case t = 0 navigator odhadnul polohu ly = 0 a rychlost s = 10. Kazdou hodinu pak
zméfil sextantem zemépisnou sitku a udaje zaznamenal do tabulky:

Cas | Poloha
1 9.0”
2 19.57
3 29.0”

Oznacime-li l;, s; polohu a rychlost lodi v ¢ase t, pak uloha navigatora je tlohou optiméalniho
odhadu velicin [, s;.

Pocateéni odhady navigatora muZzeme matematicky modelovat jako nezdvislé nédhodné
veli¢iny s normalnim rozlozenim. Rozptyly navigatorovych odhadu jsou dlouhodobé sledovany
a jejich hodnoty jsou varly = 2, var sg = 3.

Prvn{ krok pfi feseni problému je namodelovat dynamiku systému. Béhem hodiny ¢ se lod

pohybuje rychlosti s; mph, takze jeji poloha se zméni na?

liy1 =1l + s¢ (530)

Veli¢ina s¢+1 by méla byt rovna sy, protoze lodivod udrzuje konstantni rychlost 10 mph.
Protoze ale je rychlost ndhodné ovlivnéna tc¢inkem vétru a vin, pfiddme do rovnice bily
gaussovsky Sum e, jehoz rozptyl byl dlouhodobym méfenim odhadnut na ¢éislo 1.

St+1 = St + e (531)

lt
Tt = S 9

muzeme (5.30),(5.31) napsat jako jedinou stavovou rovnici systému

Definujeme-li stavovy vektor x; jako

11 0] (0 O
Tt41 = [0 1] Ty + v, v ~ N( [O] ) [0 1]) (5.32)
Sum procesu vy je singuldrni gaussovsky sum. Po¢éteéni podminka je podle piedchoziho

0 20
Timto je kompletné popsdna dynamika systému. Rovnici méfeni zapiSme jako
ye=[1 0]z +wy, w ~ N(0,2) (5.33)

kde ¥,, = 2 je rozptyl méfeni sextantu, uddvany vyrobcem. Z rovnic (5.32),(5.33) je zfejmé, ze
se jedn o linedrni gaussovsky systém bez deterministického vstupu u;. Ted je vSe piipraveno k

2Jedna ujetd ndmoini mile odpovidd zméné zemépisné sifky o jednu thlovou minutu.
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optimélnimu odhadu stavi Kalmanovym filtrem. Pouzijeme obecné rekurentni vztahy (5.23)—
(5.27) s pocateéni podminkou

Ho|—1 = [100] ; Yo|-1 = [g g] (5.34)

Vysledky uvedeme pifehledné v tabulce

l Yi Htjt—1 Zt|t71 it Et|t
ol — 0.000 2.000 0.000 0.000 2.000 0.000
10.000 0.000 3.000 10.000 0.000 3.000
11 90 10.000 5.000 3.000 9.286 1.429 0.857
10.000 3.000 4.000 9.571 0.857 2.714
21195 18.857 5.857 3.571 19.336 1.491 0.909
9.571 3.571 3.714 9.864 0.909 2.091
319290 29.200 5.400 3.000 29.054 1.460 0.811
9.864 3.000 3.091 9.783 0.811 1.875

Vsimnéme si, ze variance v modelovém kroku vzroste v dusledku nejistoty stavové rovnice.
Naproti tomu v datovém kroku variance klesa v dusledku zapracovani dodateéné informace
do nasi predpovédi.

5.4 Smoothing

Smoothing je zkracené feceno optimalni odhad stavu x; dynamického systému (5.12), zalozeny
na datech Dy, kde N > ¢. Vysledkem je tedy podminény nahodny vektor zyy. V porovnani
s apriornim odhadem zy;_; a aposteriornim odhadem x;; mdme pro odhad stavu k dispozici
vice informace a vysledny estiméator tedy bude jesté lepsi nez oba uvedené typy. Naproti
tomu smoothing nelze provadét v aktudlnim case ¢, zatimco rekurzivni odhady ano. Smooth-
ing se tedy nejspiSe uplatni tam, kde nds kromé aktualniho stavu x; zajimaji také minulé
stavy o, ...,x1—1. Jak si ukdzeme, lze odhady gy, ..., z;_1); ziskat dpravou jiz existujicich
aposteriornich odhadu g, . .., 14— Algoritmus pfitom postupuje zpétné v case.

Veta 5.12. Necht ¢ < N. Pro podminénou hustotu p(z:|Dy) plati:

T D
p(z¢|Dn) = p(a| Dy) /P(xt+1|$t,ut)w dxyq1 (5.35)
Dikaz.
p(zt|Dn) = /p($ta$t+1|DN)d33t+l (5.36)
Pocitejme
p(xg, 21| DN) = p(xe|zi41, DN)p(2i41| D) (5.37)

Rozberme nyni podrobnéji podminénou hustotu p(x;|z;41, Dy). Veskera informace ulozena v
datech {yi4+1,ut+1,--.,yn,un} potiebnd k predikci x; je koncentrovand v hodnoté x;y;, coz
vyplyva z konstrukce modelovych rovnic (5.12). Muzeme tedy prohlésit, ze

p(w¢|rir1, D) = p(@t|241, Dy) (5.38)
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pritom

p(xd D)
p(we41]Dy)
p(x¢|Dy)

=P\ Tt4+1|Tty UWt) 0~ ~
(@il t)P($t+1|Dt)

p(w¢|wip1, Di) = p(@ig1|ze, Dy)

dosazenim do (5.37) a (5.36) nakonec dostdvame

p(x¢| Dy)
Tip1|Dy

p(ze| Dy) = / plaraler. ) R p(a 1 D) dois =

— D p(xi41|Dn)
—————=d
Pl lt)/ (il ) p(zt41| D) e

coz jsme méli dokazat ]
Povsimnéme si, ze ve vypoc¢tu nikde nevyuzivime naméfend data. Vyuzivame je pouze
zprostiedkované, a to prostiednictvim estimatoru z; 1y a z;. Tyto dva estimatory jsou také
postacujici pro vypocet estimatoru zyy-.
Rekurzivni vztah (5.35) se v pripadé gaussovského systému opét rozpadne na maticové

vzorce pro stiedni hodnotu a rozptyl estimatoru. Tyto vzorce, zndmé pod nédzvem Rauch-
Tung-Striebel Smoother, uvedeme bez dikazu.

Veta 5.13 (Rauch-Tung-Striebel Smoother). Pro linedrni systém 5.20a se odhad TN ~
N (pen» Xy n) vypocte podle vzorct
pan = Hyge + Fe(pee v — Hegr)e) (5.39)
Sun = S — Py — Seogn) BE (5.40)
Ft - Zt‘tA Et+1‘t (541)

5.5 Rozsitreny Kalmanuv filtr

Myslenka rozsireného Kalmanova filtru (Extended Kalman Filter) spoc¢iva v tom, Ze nelinedrni
dynamicky systém v kazdém kroku pfiblizné nahradime linedrnim dynamickym systémem a
na tento pak aplikujeme obyc¢ejny Kalmanuv filtr. Vysledky véty 5.10 vSak nelze pouzit piimo,
protoze linearizace vede na ponékud jiny typ DS.

Lemma 5.14. Bud dén linearni diskrétni stochasticky systém, popsany rovnicemi

Ter1 = Apmy+ b+ vy (5.42)

y = Cury+dp +wy (5.43)

spliiujici podminky (i)-(v) z véty 5.10. Pak pro apriorni estimator @1 ~ N (py—1, Sejp—1)
a aposteriorni estimator xy; ~ N (g, X¢p) plati

tee = -1 + Ke(ye — Crpygp—y — dy) (5.44)

Et\t = Zzt|t—1 - Ktctzﬂt—l ( )

Pepre = Aupige + by (5.46)

Yip1p = At2t|tAtT + Xy (5.47)

Ki = SyaC (CiS—1Ci" + )" (5.48)
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Dukaz. Dukaz je pouze drobnou modifikaci dikazu véty 5.10. O

Vezméme obecny nelinedrni dynamicky systém ve stavovém tvaru

Tip1 = fog,ue) + vy
yr = gz, up) + wy

Linearizujeme-li funkce f(x,u) a g(x,u) proménné x podle Taylorova rozvoje v bodé x = &,
dostaneme

F(o,u) = F(6 ) + 9O — €) + O?) (5.49)
o) = 9(6. ) + 92w~ &) + O(?) (5.50)

Aproximace bude tim lepsf, ¢im mensi bude rozdil 2 — ¢. Zanedbame-li éleny O(x?), mizeme
puvodni systém piiblizné nahradit linedrnim systémem

resr = (6 w) + Aulm — ) + v 4= (5:51)
Yt = g(&ut) + Ct(CCt - 5) + wy Ct = gi(f) (552)

Predpokladejme, Ze mame k dispozici estimator @, prostrednictvim jeho momentu iy 1, 31
Linearizujme vystupni rovnici v okoli bodu piys_1:

99
yr = Cray + (g(ﬂt|t—1>ut) - CtMt|t—1) +w kde Cy = %(Nﬂt—l) (5.53)
Pak podle lemmatu 5.14 je datovy krok dén rovnici

pege = Hee—1 T Ke(ye — 9(peje—1, ut)) (5.54)
e = By — KeCrEy (5.55)

kde jsme pouzili Kalmanovo zesileni
K = Sy 1 G (CiSype—1 G + )™

Nyni mdme k dispozici aposteriornf odhad z;|;. Linearizujeme-li stavovou rovnici v okoli bodu
p)¢, obdrzime linedrni stavovou rovnici

0
wer1 = Ay + (f (o ue) — Aeprye) +ove kde Ay = a*i(#ﬂt) (5.56)
Podle lemmatu 5.14 napiSseme predikéni krok
M1t = f(,ut|t7 ug) (5.57)
Yy = At2t|tAtT + X, (5.58)

Neékdy se odhady vylepsuji jesté smoothingem podle véty 5.13, takze algoritmus rozsitreného
Kalmanova filtru se pak rozpadne na dopfedny béh (filtr) a zpétny béh (smoother). Dosazené
vysledky ptrehledné zformulujeme v definici
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Definice 5.15. Pro nelinearni dynamicky systém

Tip1 = f(@e, w) + v

Yt = g(we, u) + wy
s pocate¢ni podminkou xg ~ N (ug, Xo) definujeme Rozsireny Kalmanuv filtr jako algoritmus
vypoctu estimatora
Tig—1 ™~ N(,Ut|t—17 Et\t—l)
Tyg ~ N(Hﬂu Zt|1t)
Ty N ~ N(Nt|N7 2t|N)

podle vzorcu

pee = -1 + Ke(ye — g(gge—1,ue)) (5.59)
e = g1 — KiCirEy (5.60)
ferre = f (e ue) (5.61)
Sepre = ASyA 4+ 5y (5.62)
Ki = Sy Gl (CiS1CF + ) 7! (5.63)
N = M + Fe(pep v — Hesape) (5.64)
Et|N = Zt|t - Ft(2t+1|t - Et+1\N)FtT (5-65)
F, o= SpATS ), (5.66)
kde matice Ay, Cy jsou Jakobidny
Ay = g(ﬂt\t) Cr = @(Mt\t—l) (5.67)

ox ox

5.6 Odhad nelinearnich systémiu metodou Monte Carlo

Rozsifeny Kalmantuv filtr je primyslovym standartem pro nelinearni rekurzivni estimaci. V
roce 1992 se v ¢lanku [?] objevil zcela novy algoritmus, zalozeny na aplikaci zndmé metody
Monte Carlo pii bayesovské estimaci. Metoda Monte Carlo je zalozena na tom, ze informaci
o rozlozeni nghodné veli¢iny nese ndhodny vibér z tohoto rozlozeni. Cim je ndhodny vybér
delsi, tim je informace ptesnéjsi. V predchozich metodach informaci o pravdépodobnostnim
rozlozeni estimatoru obsahovala bud’to hustota pravdépodobnosti, nebo prvni dva momenty
v gaussovském piipadé. Pro ndhodny vektor z € £n, mame ndhodny vybér S, = (z1,...,x,)
délky n, obsahujici vzorky x; € R™*. Empirickd hustota pravdépodobnosti, ziskana z ndhodného
vybéru, je aproximaci skutec¢né hustoty pravdépodobnosti ndhodného vektoru x. Empirickou
hustotu pravdépodobosti muzeme napsat jako

pule) = "5z — ) (5.68)
=1

kde §(z) : R"™ — R je tzv. Diracova funkce , definovand limitou

1
= O<z<h
p PYO U= (5.69)

h—0

0(x) = lim op(z), Op(x) = {Ojinak
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V élanku [?] je metoda Monte Carlo jesté vylepSena tim, Ze se jednotlivym vzorkum x; ptiradi
vaha w; > 0 tak, aby soucet jednotlivych vah déval jednicku. Empirickd hustota je potom

pa(x) = wib(x — ;) (5.70)
i=1

Rozlozeni ndhodného vektoru z je tedy popsdno ndhodnym vybérem S, a vektorem vah

wy, = (wi, ..., wy,). PFipomenme obecné rekurzivni vztahy pro nelinedrni estimaci:
p(yt\xt,ut)

x| Dy) = ————"—p(x¢| Di— 5.71

p(xt|Dy) p(yt!ut,Dt_1)p( t|Di—1) (5.71)

paralDi) = [ plavalor, w)p(or|Dy) do (5.72)

T D
p(|Dn) :p(xt’Dt)/P(xtH\ﬂ?uut)p( t+1/Dy) dxyq (5.73)
p(zi41|Dy)

Pracujeme-li s empirickymi hustotami, pak aplikace téchto rekurzivnich vztahu vyusti v algo-
ritmus pfepoctu vah w; a vzorkua x;, ktery ma nazev Weighted Bootstrap Algoritm. Vysvétlime
si ve struénosti princip tohoto algoritmu:

Bud’ déna apriorni hustota

(@) = Y wiltlt = 1)6(z —a;(tlt — 1)

i=1
V datovém kroku hleddme aposteriorni hustotu py (). Polozime z;(t[t) = z;(t[t — 1) a vahy

w;(t[t) ziskdme pomoci (5.71). Clen p(y;|us, Di—1) funguje ve vzorci (5.71) jako normalizacni
konstanta. Kdyz tento ¢len vypustime, obdrzime vahy

T (t}t) = ply(B)lea e — 1), u(t)) wilt]t — 1) (5.74)
z nichz normalizaci dostaneme vysledné véhy
wi (t[t)
2 =1 Wy ([t)

Tim je zakoncen datovy krok algoritmu. Pti predikénim kroku nepouzijeme vztah (5.72), ale
pro modelovy krok vyuzijeme vztahu

w;(t|t) = (5.75)

Top1pe = [y, u(t)) +v(t)
ktery aplikujeme na vzorky x;(t|t). Dostaneme pak
xi(t 4 1[t) = fai(t]t), u(t)) + vi(t) (5.76)

kde v;(t) jsou ndhodné generované vzorky Sumu procesu v;. Vahy se pii predikénim kroku
nemeénti, tj. w;(t + 1[t) = w;(t[t). Takto jsme dostali predikei x,,;. Konstrukce smoothingu
ma4 stejnou filozofii jako datovy krok. Vzorky zustévaji stejné x;(¢|N) = x;(t|t) a upravuji se
jen vahy. Vypusténim ¢lenu p(zy41|Dy) ze vzorce (5.73) dostaneme zmensené vahy w;(t|N)
podle vzorce

Bi(tIN) = wiltlt) 3w (¢ + 1N) pla (¢ + 1N)|i(HIN), u(t)) (5.77)
j=1
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a vahy w;(t|N) dostaneme normalizaci

wi(t]t)
D j—1 w5 (L)
V datovém kroku jsme pottebovali znalost vystupni rovnice skrze hustotu p(y|x, u), v predikénim
kroku jsme zase pouzili funkci f. Pfi smoothingu se neobejdeme bez podminéné hustoty
p(xpp1|xe, ug), kterd je uréend stavovou rovnici.

Posledni nevyfesenou otazkou je zahdjeni algoritmu. Predpoklddame, Ze rozlozeni stavu
T je zndmé. Pak v souladu s (5.19) polozime xg_; = zo. Potiebujeme vzorky z;(0]—1) a vahy
w;(0|—1). Nejcastéji se vzorky ziskaji generatorem ndhodnych ¢isel s pozadovanym rozlozenim.
Véhy jsou potom rovnomérné, tedy w;(0| — 1) = 1/n. Jind moznost je zvolit rovnomérnou sit
bodu z;(0] — 1) ve vhodné zvolené oblasti a vahy volit w; (0] — 1) = po(x;(0| — 1)) a potom je
normalizovat.

Dosazené vysledky shrneme v definici.

Definice 5.16 (Weighted Bootstrap Algorithm). Bud ddn dynamicky systém

wi(t|N) = (5.78)

Ty = [, ug, v)
Yt = g(@e, ut, wy)
s poCatecnim stavem xg, ktery mé empirickou hustotu
n
pa(x) =Y wi(0] = 1)é(z — 2;(0] — 1))
i=1

Bud déna data D; (viz (5.13)). Pak odhady Tyji—1, Ty)¢> Ty y S empirickymi hustotami

Po(@e—1) = > wiltlt — 1)6(z — wi(t]t — 1))

=1
Prlay) = D wilt|t)d(z — 4 (t]t))
=1

palayn) =Y wiltiN)(x —a;(t|N))
i=1

jsou spocteny algoritmem Weighted Bootstrap, pravé kdyz plati

(b)) = wa(tlt — 1) (5.79)
wi(t]t) = p(y(t)|i(tlt — 1), u(t)) wi(tlt — 1) (5.80)
A o wi(tlt)
wit]t) = ST (5.81)
w2t 4 101) = Fa(tle), u(t) + vt (5.82)
zi(HN) = x;(t]t) (5.84)
WAHN) = wit) 3wyt + 1N pley(c 4 UMt u(e) (589
j=1
wi(t|N) = wilt) (5.86)

2 i1 Wy ()
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5.7 Shrnuti

Optimalni estimdtor ndhodného vektoru X na zékladé dat Z je podminéna ndhodnd veli¢ina
X|Z pripadné podminénd stfedni hodnota E (X|Z). Je-li sdruzeny vektor (X,Z) rozlozen
normalné, pak optimélni estiméator je linedrni. Linedrni estimator se da pouzit i pro jina
rozdéleni, je vSak obecné méné presny nez estimétor X|Z.

Pii odhadu stavii dynamického systému (5.12) pouzivdme apriorni odhad @, aposte-
riornf odhad zy; a smoothing zy . Prvni dva estiméatory se vypoctou algoritmem dopredné
rekurze pomoci vzorcu (5.18) a (5.17). Smoothing probiha zpétnou rekurzi s vyuzitim vzorce
(5.35).

Pracujeme-li s linedrnim gaussovskym systémem (5.20a), pak odhady jsou normélni a staci
spocitat jejich stredni hodnoty a rozptyl. Dopredny algoritmus pro z;;_; a zy; se jmenuje
Kalmaniwv filtr a zpétny algoritmus pro xyy se jmenuje Rauch-Tung-Striebel smoother.

Pro nelinearni systémy s diferencovatelnymi funkcemi f, g se mize pouzit rozsiteny Kalmaniv
filtr. Ten v kazdém kroku lokalné linearizuje funkce f,g a na takto linearizovany systém
pouzije Kalmanovych vzorcu. Vysledné estimdtory pak sice nejsou optimélni, zato jejich
vypocet je pomérné efektivni.

Pfesny nelinedrni estimator je dan vzorci (5.18), (5.17), (5.35). Jejich numericky vypocet
je v8ak se soucasnymi prostiedky nedosazitelny. Proto sahame k pfibliznym metodam. V
Bootstrap algoritmu je rozvedena myslenka reprezentace hustoty pomoci vazeného ndhodného
vybéru, tj. metoda Monte Carlo.

5.8 Priklady k procviceni

Priklad 5.17. Napiste v systému Matlab funkci kf, ktera provede algoritmus Kalmanova
filtru na ¢asovém horizontu 0... N pro systém (5.20a). Funkce bude mit prototyp

[(Mp, Sp, Mf, Sf] = kf(A, B, C, D, Sv, Sw, mO, SO, Y, U), kde uvedené matice maji
nasledujici vyznam:

Mp Matice typu n; X N + 1, obsahujici ve svych sloupcich predikee pg_1, .., fin|N—1-

Sp Matice typu n2 x N + 1, obsahujici ve sloupcich varianéni matice Bije—1-

Mf Matice typu n,x N+1, obsahujici ve svych sloupcich filtrované stredni hodnoty pqjo; - - -, iy |N-
Sf Matice typu n2 x N + 1, obsahujici ve sloupcich varianéni matice i)

A Matice A typu n, X ng, definujici stavovou rovnici (5.20a).

B Matice B typu ng X n,, definujici stavovou rovnici (5.20a).

C Matice C typu ny X ng, definujici vystupni rovnici (5.20b).
D Matice D typu ny X n,, definujici vystupni rovnici (5.20b).

Sv Varianéni matice stavového Sumu 3, typu n, X n,, symetrickd a pozitivné semidefinitni.
Sw Varian¢ni matice vystupniho Sumu ¥,, typu ny x n,, symetrickd a pozitivné semidefinitni.

m0 Stiedni hodnota pocateéniho stavu xg typu ng, x 1.
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S0 Variance pocatecniho stavu g typu ng X ng.
Y Datovd matice vystupu typu n, x N + 1, obsahujici ve sloupcich ¢ vystupy ;.

U Datova matice vstupu typu n, x N + 1, obsahujici ve sloupcich ¢ vstupy ;.



Kapitola 6

IDENTIFIKACE
DYNAMICKYCH SYSTEMU

6.1 Uvod
Uvazujme diskrétni dynamicky systém zavisly na parametru 6:

Ty = f(@e, ug, v, 0) = fo(ae, ug, vp) (6.1a)

Yy = g(l't,’U/t,'LUt, 0) - ge(xtv Uy, U)t) (61b)

Parametr 6 € O je velicina, na které jsou zavislé vlastnosti systému (6.1). Mnozina © se pak
nazyva parametricky prostor.

Priklad 6.1. Méjme dynamicky systém, o némz vime, zZe je linedrni:

Tey1 = Axy + Buy + vy
y; = Cxy + Duy + wy,

ale nezndme matice A, B,C, D. Tento systém je zavisly na parametru 6 = [A B C D]
a parametricky prostor © je potom O = R"=X"e x R7X%u x RMWwXNz x RM*" g dimenzi
P = NgNg + NgNy + NyNg + Ny Ny

Vétsinou se stava, ze u dynamického systému nezname konkrétné funkce fy, gg, ale zname
strukturu systému f, g. Struktura systému spolu s vektorem 6 jednoznacné urcuje vlastnosti
systému. Chybéji-li tedy informace o hodnoté 6, je zaddouci je doplnit. Jedinym dostupnym
zdrojem informaci pfitom byva chovani systému v minulosti, tedy historie vstupu a vystupu.
Techniky, které se zabyvaji odhadem parametru systému na zékladé zndmé historie se nazyvaji
techniky identifikace. Oznaéime-li 8 odhad parametru 6 a D,, = {0, Y0, - - -, Un, Yn } historickd
data, pak identifikace systému (6.1) je tiloha nalézt pfi znamé struktuie f, g odhad 6 = F(D,,)
parametru 6 tak, aby se co nejméné lisil od skuteéného parametru 6.

6.2 Klasicky pristup

Pii klasickém pfistupu se neznamy parametr 6 uvazuje jako redlny vektor dimenze p. Para-
metricky prostor © je potom roven © C RP.

93
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Pi identifikaci je cilem dosdhnout maximalni shody mezi odhadem 6 a skuteénou hodno-
tou parametru 6. Protoze vsak rozdil 8 — 6 neni pfimo méritelny, pouzivaji se ruznd kriteria,
ktera jsou voditkem pii urceni 6.

6.2.1 Metoda nejmensich ¢tvercua (LS)

Metoda nejmensich ¢tvercu (least squares method, LS) #ikd, ze odhad parametru je tim lepsi,
¢im lepsi je shoda modelu se skuteénosti. Ozna¢ime-li vystup modelu jako g = 9:(6), pak
shodu modelu se skute¢nosti méiime podle kriteria nejmensich ¢tvercu jako

n
. 2
0) = ly: — 9:(0)| (6.2)
t=0
Namisto neméfitelného rozdilu 6 — 4 tak pracujeme s méfitelnym rozdilem y; — ¢g¢. Optimalni

odhad 6 bude takovy vektor, pro ktery bude kriterium J minimélni, tj.

J(0) = min J (0) (6.3)

Funkce J je zobrazeni J : RP — R. Tuto funkci minimalizujeme metodami matematického
programovani.

Priklad 6.2 (Linearni systém). Pro jednoduchost predpoklddejme nejprve linedrni systém
s pozorovatelnymi stavy, neboli systém

Teyr1 = Axy + Bug + vy (6.4a)
Yt = T (6.4b)

Méme identifikovat matice A, B na zakladé historie systému, zachycené v datech

Dy = {u0, Y0, -+, Un, Yn} = {0, Toy -+« Un, Tpn}

Kriteridlni funkce J bude nyni vézit rozdil mezi stavem x;y1 a jeho -predpovédi Az, + Buy:
n—1
J(0) = J(A,B) = |z141 — Ay — Buy|”
t=0

Oznac¢ime-li ¢4 = 2441 — Axy — Buy a matice eg, 211, A, B rozepiSseme po fadcich

€1, T1 41 ay b1
€t = Tt41 = A = B =

Cng,t Ty, t+1 A, bnm

pak plati

n—1
=Y e =ZZ€§,: (@jer1 — ajae — bju)* =) Jj(a, b))
t=0 j
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kde jsme polozili
Ji(aj,b5) = (wje1 — ajoe — bjug)”

Uloha minimalizovat J(A, B) se ndm nyni rozpadla na n, dloh minimalizovat J;(a;,b;) pro
je{l,...,n,}. Tyto diléi tlohy jsou tlohami linedrni regrese (viz B.6) ve tvaru

Tjt+1 = GjT¢ + bjut (6.5)

pii oznaceni

muzeme tyto ulohy zapsat maticové
zj = UB; (6.6)

Podle (B.18) je optimalnim odhadem vektoru 3; vektor Bj, dany vztahem
By =(UTU) U (6.7)

Odhad § = [A  B] slozime s odhadi j3;:

BT
A Bl=|:|=[8 - B =[UT0)WTs - (UTU)"WTs,]" =

AT

(U)W [ - ]} =l e 2] UUTU) =
(211 -+ @nya]

= | : : vuto)yt =xuvwto)!
1 L1n " Tngn

Celkem tedy mame
[A B]=xUu@w'u)™, (6.8)

kde jsme polozili

.’L‘lT .Z'()T UOT

X=1": U=1 : :
an xn—lT un—lT
Priklad 6.3 (Nelinearni systém). Pro jednoduchost predpoklddejme opét systém s po-
zorovatelnymi stavy, s konstantnimi parametry a s aditivhim Sumem

xpr1 = fxg, ug, 0) + vy (6.9a)
Yt = Ty (6.9b)
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Na zékladé zndmych dat D, mame odhadnout parametr 8 tak, aby soucet ¢tvercu

n—1
J(0) = Z|»’5t+1 —f($t7ut,9)|2 (6.10)
t=0

byl minimalni na RP. Jedna se o hledan{ volného extrému funkce p proménnych. Je-li funkce f
tiidy C!, pak z analyzy vime, Ze je-li bod # bodem minima funkce J, pak plati, Ze diferencisl
v tomto bodé je nulovy a tedy vSechny parcidlni derivace jsou nulové. Spocteme parcidlni
derivace:

a.J LR
90 = _2;%; o, @ e, )@ = fi(1, w, 0)) (6.11)

Oznacime-li

pak muzeme podminku %9] = ( zapsat jako soustavu nelinearnich rovnic fadu p

F(6) =0 (6.12)

Tuto soustavu pak muzeme fesit nékterou ze znamych numerickych metod, jako je Newtonova
metoda, Gauss-Seidelova metoda, apod. (viz [?]). V Matlabu je k dispozici funkce fsolve, do
které za funkci fun dosadime funkci F'.

Jiny zpusob je pouziti metod numerické optimalizace pfimo pro minimalizaci kriteria
(6.10). Zndmé jsou metody nejrychlejsiho spddu, metoda konjugovanych gradienti, metoda
proménné metriky, Newtonova metoda (viz [?]). V Matlabu minimalizaci provadi funkce
fmins, do které jako argument F dosadime funkci J podle (6.10).

6.2.2 Metoda maximalni vérohodnosti

Neni-li kriterium nejmensich ¢tverct J() funkce kvadratickd v 0, je mnohdy vyhodné misto
kriteria nejmensich ¢tvercu uvazovat kriterium maximalni vérohodnosti.

6.3 Bayesuv pristup

Bayesova metoda piedpokldda, ze parametr 6 je ndhodny vektor, ktery se vyviji v Case.
Jinymi slovy posloupnost {Ht}?z_ol je nahodny proces. Takovy proces je popsany napiiklad
sdruzenou hustotou p(fy, ..., 60,—1). Tento ndhodny proces je pred identifikaci jiz zndmy (je
znama hustota pravdépodobnosti p).

Podoba nédhodného procesu {6, ?:_01 patii mezi apriorni informace, které ovlivni koneény
odhad. Pii konstrukci modelu vyvoje parametru § mame moznost ovlivnit zavislost mezi
parametry v ruznych obdobich i zavislost mezi jednotlivymi slozkami parametru 6. Muzeme
napiiklad pfedepsat, Ze parametry 6; a ;1 budou silné korelovany, zatimco slozky 01 ¢, ..., 0p
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budou nezévislé a podobné. U Bayesovy metody se predpokladd, ze ndhodny proces {0 ?;01
je zadan jako dynamicky systém (ve stavovém tvaru)

‘9t+1 = h(@t, 5t) (613)

s pocatecni podminkou 6y = (, kde ¢ € Lp je ndhodny vektor se zndmym rozlozenim a &; je
stochastickd slozka nahodného procesu (6.13) (bily Sum).
Mezi nejcastéjsi (a také nejjednodussi) modely vyvoje parametru patii model ndhodné
prochézky (random walk) ve tvaru
6t+1 = Gt + & (614)

Model ndhodné prochazky vykazuje nékteré charakteristické vlastnosti:
(i) E(6;) =E(0y) prot € {0,...,n—1}.
(ii) var (0;) = var (6p) + Z;;%) var (¢;) prot € {0,...,n —1}.

(iii) cov(y,0p4s) = var (6;) prot € {0,...,n—1}, s € {0,...,n—t —1}.

Piedpokladejme, Ze je zndm model vyvoje parametru (6.13) a je dan parametricky dy-
namicky systém (6.1). Mame tedy systém ve tvaru

Tip1 = f(@, ug, ve, 0p) (6.15a)
0t+1 = h(et,&g) (615b)
Yt = g(@e, ug, wy, Or) (6.15¢)

Definujme ndhodny vektory z, e; predpisem

2= [gj er = [Zj (6.16)

Definujme déle funkci F' : R"%P x R"% x R™ — R" P pisledujicim zpisobem:

rieomed = 525" 6

a nakonec funkci G : R"%1P x R™ x R™ — R™ piedpisem
G (2t, ut, wi) = g(we, ug, we, O) (6.18)
Potom dynamicky systém (6.15) napiSeme pomoci (6.16), (6.17), (6.18) jako

zip1 = F(z,ut, ) (6.19a)
yr = G(2¢, up, wy) (6.19Db)

Systém (6.19) je neparametricky dynamicky systém ve stavovém tvaru.
Uloha optimdlniho odhadu stavu z; systému (6.19) je ekvivalentni s ulohou optimdlniho
odhadu stavu x systému (6.15) a soucasné optimdlniho odhadu parametru 6; systému (6.15).
Timto jsme prevedli odhad parametriu na odhad stavu, coz je Bayesova metoda odhadu
parametru dynamického systému. Algoritmicky se tato uloha dé realizovat naptiklad pouzitim
Rozsiteného Kalmanova filtru.
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Priklad 6.4. Vezméme nelinedrni parametricky dynamicky systém s pozorovatelnymi stavy
a se znamym modelem vyvoje parametru

Tp1 = f(we, ug, vy, Or)
Or11 = h(0,€4)

Yt = Tt

Pro tento systém necht zndme data D, = {ug,v0,-.,Un, Yn}. Odhadnéme parametry 6,
Bayesovou metodou.
Zavedme vystupni proménnou 7; = x441 a stav z; = 0. Déle definujme funkci g jako

9(2t, ut, ve, 1) = f(xt, up, vt, 21)
Funkce g je jednoznacné urcéena funkci f a daty D,. Nyni ma systém podobu
Zer1 = h(z, €t)
ne = g(zt, ut, v, t)

Jedna se tedy o neautonomni systém s nepozorovatelnymi stavy z; s Sumem procesu &; a
vystupnim Sumem v, ktery byl puvodné sumem procesu. Pro odhad stavu z; (parametru 6;)
méme k dispozici vstupy ug, . . ., un a Vystupy 7o, . . ., nn—1. Casovy horizont je tedy zkraceny
o jednu periodu.

Priklad 6.5. Bud ddn skaldrn{ linedrni systém

z(t+1) = a(t)z(t) + b(t)u(t) + v(t)
y(t) = c(t)x(t) + d(t)u(t) + w(t)

kde v(t) ~ N(0,02),w(t) ~ N(0,02) s ¢asové proménnymi parametry

(
o(t) = E
d(
Predpokldddme model vyvoje parametru ve tvaru ndhodné prochazky
Or11 = 0(t) +&(t)
kde £(t) ~ N(0,02) je bily sum. Znadme pocateéni podminky

zo ~ N (o, 03)
90 ~ N(V(), 7'02)

Sestrojme algoritmus pro optimélni odhad parametru 6(¢) s pouzitim Bayesovy metody a
Rozsiteného Kalmanova filtru. Definujeme si stavovy vektor

(
(
2(t) = |b(t
(
(
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a vektor Sumu
v(t)

1(t

(t)
2(1)
(t)
(t)

™

e(t) =

oM M

3(¢
a(t

™

Déle definujeme funkci F : R x R x R® vzorcem

z1(t)z2(t) + 2z3(t)u(t) + ex1(t)

29(t) + ea(t)
F(2(t),u(t), e(t)) = z3(t) + es(t)
z4(t) + ea(?)
z5(t) + e5(t)

a funkci G : R? x R x R vzorcem

Dynamicky systém

21(t+ 1) = 2z1(t)22(t) + z3(t)u(t) + ei(t)
zo(t+1) = zo(t) + ea(t)
zg(t+1) = z3(t) + es(t)
za(t+ 1) = z4(t) + ea(t)
z5(t+1) = 25(t) + es5(t)
y(t) = z1(t)za(t) + 25(t)u(t) + w(?),

ktery ziejmé nenf linedrni. Pro optimalni odhad stavu z(t) se tedy hodi Rozsiteny Kalmanuv
Filtr. Matice A(t), C(t) jsou:
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Kapitola 7

TEORIE CHAOSU
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Dodatek A

Prehled maticové algebry

A.1 Blokové matice

Necht matice A je zadana blokové

An A12:|
A=
[Am Ao

Pak definujeme Schuriv komplement Aso jako

Doy = Agy — Ay A7 Ay
a Schuriv komplement A1y jako

Dy = Ay — Ajp Ay Aoy

Inverze k A pak muze byt psdna ekvivalentné jednim ze ti{ vzorcu

Al (AT + Aﬁl_f?HD;zifl‘lZlAﬂl —A111A_112D221]
L _D22 A21A11 D22
r -1 ~1 —1
A7l = 7?11 1 41 _13%1 Al?é%z 1]
|— Ay A1 D1y Agy + Agy A1 Dy A124s,
A1 _1Df11 B —Dulz‘fllezgl]
__Azz A21D11 D22

Porovnanim téchto tif tvaru se da odvodit lemma o inverzni matici
(A7 — ApAgeAgy) ™' = Ay — A1 A (An A A + AS)) H Ag Ay
Dale plati

|A| = |A11] | Da2|
|A| = |Ag2| |D11]
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A.2 DMaticovy kalkulus

Bud f:R" — R funkce, 7o € R" je redlny vektor. Definujeme gradient funkce f v bodé xg
jako vektor

g;(xo) = (ggi(%)v s 37%(950))

Bud F : R™*" — R funkce, Xg € R™*" je realnd matice. Gradient funkce F' v bodé Xj je
matice

0% = |, )]
Neékteré uzitecné gradienty:

L )=y (A.10)
9 (aTy) =y (A11)
;x(yTAx) = Ay (A.12)
%(xTAy) = Ay (A.13)
%(:L’TAm) = A+ ANz (A.14)
a%tr (A) =1 (A.15)
a%tr (BAD) = BT DT (A.16)
itr (ABAT) = 2AB (A.17)
;A |BAD| = |BAD| A™T (A.18)

kde jsme polozili A=T = (A_l)T.

Bud g : R® — R™ funkce, ¢ € R" je redlny vektor. Jakobidn funkce g v bodé zq je matice

) = | )|

17]

Nékteré uzitecné Jakobidny:
0

-(Ax) = A (A.19)

Stopa matice je soucet jejich diagondlnich prvku. Znacime tr A.
Plati

tr(A+B)=trA+trB (A.20)
ylx = tr (yzT) (A.21)



Dodatek B

Pravdépodobnost

B.1 Zakladni pojmy

Oznacéme (2, A, P) jako pravdépodobnostni prostor, kde € znaci zakladni prostor, A jevové
pole na Q a P je pravdépodobnostni mira (provdépodobnost) na .A.
Ndhodnd veli¢ina (ndhodny vektor) je zobrazeni X : Q — R™.
Distribuéni funkce nahodného vektoru X € R" je zobrazeni F' : R" — R definované
vztahem
F(z)=P{weQ: X(w) <z})
Hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru X € R”™ je zobrazeni F' : R" — R a je

definovéna jako
o"F
p(z) = m(l’)

Hustota pravdépodobnosti ma smysl pouze pro diferencovatelné distribu¢ni funkce (spojité
nahodné vektory).

Tam, kde nemuze dojit k nedorozumeéni, budeme vSechny distribu¢ni funkce oznacovat
symbolem F' a vSechny hustoty symbolem p. p(z) bude tedy hustota pfislusnd ndhodné veli¢iné
X a p(y) bude hustota piislusnd ndhodné veli¢iné Y.

Spojeni Z = (XT,YT)T je ndhodny vektor. Zndme-li hustotu p(z), pak hustoty p(x) a
p(y) ziskdme marginalizaci

p(x) = / p(2) dy (B.1)
ply) = / p(2) dz (B.2)

B.2 Ciselné charakteristiky (momenty)

Sttedni hodnota ndhodného vektoru x (prvni moment) je vektor, definovany jako

E (2) :/nazdF(m)

Druhy moment ndhodného vektoru x je matice
_ T
ma(z) —/ xx® dF(x)
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Rozptyl ndhodného vektoru x je definovan jako
var (z) = E(z — E (z))(z — E (2))"

Plati, Ze var (z) = ma(z) — [E (2)]%.

Zapisem X € Ln rozumime, ze X :  — R" je ndhodny vektor dimenze n s koneé¢nym
druhym momentem. Takovy vektor ma i koneé¢ny prvni moment.

{z; };’ii ~ Je spocetnd posloupnost nahodnych vektort (ndhodny proces).

B.3 Normalni rozdéleni

Néhodny vektor X € Ln m&a normalni rozdéleni, pravé kdyz hustota pravdépodobnosti je
dana vzorcem

1 1 Te—1
— 5(33—.“) S z—p) B.3
pl) = e (B.3)

kde p € R™ je redlny vektor a 3 € R™"*™ je symetricka pozitivné definitni matice. Pak piseme

X ~ N(p,X).
Lze ukazat, Zze pro parametry p, > plati

EX = pu (B.4)
var X =% (B.5)

Normalné rozdélené ndhodné vektory X a Y jsou mezdvislé pravé thedy, jsou-li nekorelo-
vané, tj. cov(X,Y) = 0.

Méjme ndhodny vektor X € Ln, X ~ N(uz, %), vektor a € R™ a matici B € R™*".
Pak ndhodny vektor Y = a + BX mé normdlni rozdéleni a plati Y ~ N(a + By, BY,BT).
Zkracené

X ~ N(pg,%2) = a+ BX ~ N(a + Bp,, BY,BT) (B.6)

B.4 Podminéna hustota pravdépodobnosti

Podminénd hustota pravdépodobnosti p(z|y) je definovéana nésledujicim predpisem

_ p(z,y)
p(zly) = o) (B.7)

Na tuto funkci nahlizime jako na funkci proménné x pii fixované hodnoté y. Je to hustota
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny x pri dané hodnoté ndhodné veli¢iny y, pricemz zavislost
obou ndhodnych veli¢in je vyjadiena simultdanni hustotou pravdépodobnosti p(z,y). Jako
hustota pravdépodobnosti spliiuje podminku

[ plaly dz =1 (B)
7 definice podméné hustoty se jednoduse odvodi fetézové pravidlo

p(z,y) = p(zly)p(y) = p(ylz)p(x) (B.9)
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a také casto pouzivany Bayestuv vzorec

p(zly)p(y) p(zly)p(y)
plylr) = = B.10
i) p(x) I p(@ly)py) dy (B.10)
Jsou-li ndhodné vektory X a Y nezavislé, pak plati
p(zly) = p(x) (B.11)

B.5 Podminéné ciselné charakteristiky

Pro ndhodnou veli¢inu X |z = (X|Z = z) zavddime podminénou stfedni hodnotu E(X|z) jako

E(X|z) = /xp(x\z) dx (B.12)

z pravidel pro poc¢itani s podminénymi hustotami vyplyvaji ekvivalentni vztahy

E(X|Z) = /xp;f’z)z) dw (B.13)
E(X|Z) = W (B.14)
E(X|Z) - Jap(x|2)p(x) dx (B.15)

[ p(zl2)p(z) da

B.6 Linearni regrese

Necht y, e € L1 jsou ndhodné veliciny, z1, ..., T, jsou redlné proménné, by, ..., b, jsou reilné
konstanty (parametry, regresni koeficienty). Linedrni regresni model je rovnice

Y:blxl—i—...—l—bpxp—l—e (B.lﬁ)

popisujici linedrni zavislost vystupu Y na regresorech x;. Clen e je ndhodnd chyba, nebo tzv.
Sum mérend s vlastnostmi

kde 0?2 je znama konstanta.
Linedrni regresni model je pfistupny pozorovani. Provedeme n méfeni (pozorovéni) a
dostaneme vektor vystupu y a matici planu X:

n i1 - Tip

Yn Tnl  Tnp

Pti méfeni predpoklddame, ze Sumy e; tvori posloupnost stejné rozdélenych a stochasticky
nezavislych ndhodnych velic¢in.
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Na zdkladé dat X,y mame odhadnout nezndmé regresni koeficienty b = (by, ..., bp)T tak

aby vyraz
n

g(b) = (i — Y bjwi)* = (vi — i) (B.17)
j=1

i=1 i=1
byl minimalni. Funkce ¢(b) se nazyvé rezidudlni soucet c¢tverci. Je to kvadratickd forma v
proménnych b a jeji globalni minimum se nachéazi v bodé b, ktery se vypocte jako

b= (XTX)'xTy (B.18)

Je vidét, ze b je linedrni funkei y. Vyraz

n n

2 =) = S = b = 3 i - n)? (B.19)
j=1

n —
p i=1 i=1

se nazyvé rezidudlni rozptyl a je nestrannym odhadem hodnoty o2.



