4.1 Vydajova funkce a jeji vlastnosti

Definice 13 Mame danu spojitou uzitkovou funkci UX cenovy vektor U a méjme dale
urenu konkreétni velikost uzitku UJ (skalarni, v ordinalnim pOJet|) Potom funkci

(41) Eld’,p_ 12D SN

nazveme vydajovou funkci [expenditure function] ve vztahu k uZitkové funkci UX:.
Argumenty vydajové funkce je cenovy vektor a velikost uzitku pozadovana spotfebitelem.
Vlydajova funkce pfedstavuje miniméalni mozné naklady (spojené s nakupem nanejvys Tl
statkll pfi exogenné stanovenych cenach ) vynalozené na komoditni kombinaci, ktera
poskytuje uzitek pfinejmenSim o velikosti ul Spotfebitel pfitom nemusi nakupovat
vSechny komodity a s ohledem na kriterialni funkci v (3.11) da pfednost tém, u kterych
dosazeni uzitku na zadané vysi docili nejlevnéji.

Definice 13A Vydajova funkce EM prislusna uzitkové funkci UX s prijatymi
vlastnostmi (U1) - (U5) mé tyto vlastnosti :

(V1) EMP je redlna koneéna a nezaporna funkce, pficemz Ew,p\\ pro
libovolnou uroven uzitku LP\

(V2) E}lp)\ je rostouci v U pro jakykoliv cenovy vektor p)\‘. Eﬂ),p je
neklesajici v U a rostouci aspoii v jedné z cen n pro libovolnou uroven uzitku w.

(V3) Ejlp)\ je spojita v Upro jakykoliv cenovy vektor p)\'. E}lp)\ je spojita v
B pro libovolnou uroven uzitku
(V4) Ejl),p je linearné homogenni v [ pro libovolnou droven uzitku 13

Znamena to, Ze plati ﬂu)/n 'm.i)npro libovolné A _U __

(V5) Ew,p je konkavni v cenach [J pro libovolnou uroven u2|tku W

Znamena to, Ze plati ﬂu),/.p; _ p)> HW, n_,_ _ HW,p) pro libovolné

dva cenové vektory np  alibovoné U _ .

Vlastnost (V2) konstatuje, ze s rastem velikosti uzitku pozadovaného
spotiebitelem (ostie) roste i vydaj na pofizeni komodit. Tataz vlastnost ve vztahu k
P pfipousti, ze rist nékterych cen (zpravidla téch, které pravé nejsou ve vybirané
kombinaci statkl pro poskytujicich uzitek LP) nemusi nutné vést k rastu vydaji
spotiebitele. Oc¢ekavany (=iimérny) vyvoj nakladi na komoditni kombinaci pfi
zméneé cenového méritka vSech komodit pak vyjadfuje (V4), zatimco vlastnost (V5)
obrazné charakterizuje ,,ne vyssSi nez linearni“ tendenci vyvoje vydaja pfi rustu
kterékoliv z cen n,l_ !,...I',]. Vlastnost (V1) zahrnuje matematicka omezeni
funkce I, proménnych v kontextu ekonomického vyznamu I:pp a konstatuje,
ze kladnou hodnotu uzitku nelze dosahnout zdarma. Spojitost (V3) v uzitku i
cenach konstatuje, Zze naklady nemohou skokovité rist (ani klesat) tehdy, jestlize

se jen nepatrné zméni néktera z cen nebo uroven uzitku lP



Jestlize mame definovanu vydajovou funkci t}]p s vySe uvedenymi vlastnostmi

(jmenovité vlastnosti (V2)), mame tim zaruceno, ze k této vydajové funkci existuje funkce
inverzni, kterd bude vyjadfovat hladinu uzitku v jako funkci vydaji a cen komodit.
Viyznam vydajové funkce spoCivd mj. v tom, Ze pomoci ni Ize generovat cely systém
poptavkovych funkci v tzv.Hicksové smyslu. Uvedena moznost (pro
diferencovatelnou vydajovou funkci) vychazi z modifikace tzv. Shephardova lemmatu. Z
uvedeného lemmatu vyplyva, Ze Ize psat :

4.2 oW e de
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funkce na pravé strané vyjadiuje Hicksovskou poptavku po komodité )q 1,

4.2 Neprima uzitkova funkce a jeji vlastnosti

Definice 14 Mame danu vydajovou funkci M__ ;P,p s cenovym vektorem pa
soucasné tim uréenu konkrétni velikost vydaji V. Potom funkci

(43) YVp_ apxipl_
nazveme neprima uzitkova funkce [indirect utility function] ve vztahu k vydajové

funkci E}P,p Argumenty této funkce jsou tedy cenovy vektor a velikost pfijmu
spotrebitele vynalozeného na nakup komodit v mnozstvich X.

Definice 14A Nepiima uZitkova funkce WJVIP: prisluina k vydajové funkci EpLP\ s
vlastnostmi (V1) - (V5) je charakterizovana témito vlastnostmi:
(W1) YV je reéina koneéna a nezaporna funkce, pficemz (WP _ .

(W2) lwllp) je rostouci v IVl pro jakykoliv cenovy vektor p)\-. Déle W,p je

nerostouci v [J (pro libovolnou pevnou hodnotu vydaju M

(W3) spojita v IVl pro jakykoliv cenovy vektor [Zf)X a spojita v [ pro libovolnou
pevnou hodnotu vydajt M
(W4) WV je homogenni funkce stupné U soucasné v cenach [ a vydajich IV

Znamena to, ze plati YUNVIN)_ VR pro libovoiné A -,

(WS) "IM!p je konkavnl funkce v [ pro jakoukollv uroven vydajl M. znamena

to, Ze plati W,HJ L ))> ww,n_L Wap) pro p;

(W5%) W,p je kvazikonvexni funkce v P pro jakoukoliv uroven vydaju M
Znamena to, Ze plati pro M -

WWhip, _ ). apW.puiv.p)

' Podrobné o nakladovych funkcich pojednava monografie R.W. Shephard: Cost and Production
Functions [1953] nebo tyz autor: Theory of Cost and Production Functions. Princeton U.P. [1970].




Prva z vlastnosti (W1) konstatuje mj. ze s nulovymi penéznimi prostfedky zadny
kladny uzitek neziskame: pfi kladnych cenach statki nejsme bez penéz prosté zadné
statky schopni zakoupit.

(W2) Ve vztahu k IV se predpoklada, ze zvyseny piijem je vynalozen téelné a neni
alokovan do neuzite¢nych komodit. Dle téze (W2), se zvySenim kterékoliv z cen n
(pfi neménnych vydajich) uzitek nemize nikdy vzrist (nemusi vSak ani nutné
klesnout, nebot’ ke zdrazeni cen muze dojit u nenakupovanych statki).2

Spojitost (W3) v cenach i pfijmu odpovida realné situaci, ze ,nepatrna zména“
kterékoliv z cen n ani prijem IVl nemize vyvolat skokovitou (nespojitou) zménu
uzitku plynouciho z nakupovaného spotrebniho koSe.

Vlastnost (W4) Ize chapat tak, ze pokud by doslo k tomu, ze by se vSechny ceny
Pu[;- .- fh i pijem IVl zménily v témze poméru (napf. )-ndsobné), nezméni se na
situaci vidéné ocima spotrebitele vubec nic: pfi nezménénych relativnich
cenovych pomeérech nIW neni ze strany spotrebitele ziejmy divod ke zméné

poptavkového chovani po potencialné dostupnych komoditach. (Spotiebitel se
bude Fidit stejnymi preferenénimi hledisky jako dfive.)

Koneéné posledni zvlastnosti (W5) interpretovana v prvni verzi (konkavnost)
obrazné znamena, Ze pri libovolné zméné cen bude uzitek z ,linearni smési“ obou
cenovych vektoru pfinejmensim roven ,linearni smési“ diléich uzitka ziskanych
s jednim, resp. druhym cenovym vektorem. Ve vlastnosti se nepfimo odrazi ,,zisk v
uzitku“ plynouci z toho, ze pfi cenovych zménach lIze aspon néco ,usetfit” tim, ze
pii substituénich moznostech Ize kupovat méné z vice zdrazenych statk( a vice
z méné zdrazenych (i zlevnénych nebo téch, u kterych se cena nezménila). Druha
interpretace (kvazikonvexnost) pak ur€uje horni mez, kterou uzitek ze smési nemiize

vEw s

WWip, _ )). apiWpuip)

Vlastnost (W5*), ktera je ... , haopak omezuje dosazeny uzitek pfi ,promichani
cen ze dvou cenovych vektor( hodnotou vétsiho z uzitkGi dosazeného pfi pouziti
kazdého cenového vektoru samostatné.

Poznamka: VSechny zde uvedené vlastnosti Ize vyvodit z vlastnosti U(1) - U(4) pfimé
uzitkové funkce a z vlastnosti matematické funkce Minimum.

2 Jiz jsme zminili, Ze vydaj , ztotoZiiujeme s pfijmem spotiebitele v



Doplnék Konvexnost, konkavnost, kvazikonvexnost a kvazikonkavnost
Rekneme, Ze spojita funkce (§X4,X0,..X) n proménnych X4,X0,.. %, (definovana
na konvexni mnoziné X ) je pro dva body X2 _ (aniz vime, zda (X} _ &) nebo
naopak)

(A1) ryze konvexni, jestlize plati ostra nerovnost

GAx, 3. . _ 4

(B1) ryze konkavni, jestlize plati ostra nerovnost

GAx, 3. . _ 4§

(C1) ryze kvazikonvexni, jestlize plati ostra nerovnost

GAX, _ 3. afg

(D1) ryze kvazikonkavni, jestlize plati ostra nerovnost

GAX, _ 3. 1\

ve véech pripadech pro libovolné skalarni A ~ :

(A2) konvexni, jestlize plati neostra nerovnost

GAX, 3 ¥, _

(B2) konkavni, jestlize plati neostra nerovnost

GAX, _ 3> ¥, _ 4§

(C2) kvazikonvexni, jestlize plati neostra nerovnost

GAX, _ 3« g

(D2) kvazikonkavni, jestlize plati neostra nerovnost

GAX, _ 3> 1p0g

ve vSech pfipadech pro libovolné skalarni A c

Je-li znamo, ve kterém z obou bodu je hodnota funkce q vétsi, napf. plati-li
UX)_ 9, pak Ize vyse uvedené definice modifikovat napf. takto:

(A3) konvexni, jestlize plati neostra nerovnost
Wz, 9. 'Y, 47
(B3) konkavni, jestlize plati neostra nerovnost
Wz, 9> 'Y, 47
(C3) kvazikonvexni, jestlize plati neostra nerovnost
W, 9.9
(D3) kvazikonkavni, jestlize plati neostra nerovnost

Wz, 9> ¥



4.3 Marshallovské poptavkové funkce a jejich vlastnosti

Resenim rovnic (3.1A) s podminkou (3.1B) pro neznamé XXy .. N, piipadné i
velicinu A obdrzime pro kazdou komoditu

Definice 15 Poptavkovou funkci po i-té komodité [commodity demand function] v
Marshalovském tvaru [in the Marshallian form], zapsatelnou ve tvaru

(4.4) X— MPR:-- B

ktera je zakladni charakteristikou informuijici o tvaru zavislosti spotrebitelovy poptavky na
cenovém vektoru [ a pijmu spotfebitele IVl

Definice 15A Mame-li poptavku po komodité §§ }_ s« 4} vyjadienu zapisem (4.4) s
néjakou poptavkovou funkci X _  [VRNN,  proménnych IVla [, pak kazda takova
poptavkova funkce ze soustavy I1 poptavkovych funkci Oy---Gh ma nasledujici
vlastnosti :

(D1M) G VI je realna koneéna nezaporna funkee a plati pro ni J JP~__ .
(02m) ¢ ije nerostouci v cené I-té komodity [ a neklesajici v pfijmu V.

(D3M) J MIP je spojita v piijmu Maspojitav Q }_ 3.1
(D4M) Marshallovské poptavkové funkce X _ |V jsou homogenni stupné U

sou¢asné v cenach a pfijmu. Platitedy G ANMRP_ NI

(D5M) Uplna soustava marshallovskych poptavkovych funkci je aditivni a

n
souétovatelna. Znamen4 to platnost rovnosti qu &Vh_N
I -

(D6M) "Krizové" derivace marshallovskych poptavek (podle jednotlivych cen) jsou

symetricke, tzn. plati
m pro véechna |}

oM 5 M- 0
Al im0 Kl

(D7M) Matice & rozmérd [\, sestavajici z prvki ﬁj_‘ m + 0 wje
- ﬁ ~ s ~

negativné semidefinitni, tzn. pro libovolny vektor €__  y(yess gy, ne viak identicky
nulovy, spliiuje kvadraticka forma uréena matici & podminku

P i

nn !
takze Ize psat ﬁj‘lsjé éj <O Piimym diisledkem negativni semidefinitnosti & jsou

podminky ql <_ _: ;ﬂ) Vlastni cenové pruznosti jsou nekladné.



4.4 Hicksovské poptavkové funkce a jejich vlastnosti

Resenim rovnic (3.6A) s podminkou (3.6B) pro neznamé Xy XD« .« X, (pFipadné i vyraz
pro Lagrangetv multiplikator fd) obdrzime pro kazdou komoditu

Definice 16 Poptavkovou funkci po i-té komodité [commodity demand function] v
Hicksovském tvaru [in the Hicksian form] , zapsatelnou ve tvaru

(4.5) X_ HPuRs--h.

ktera je zékladni charakteristikou informuijici o tvaru zavislosti spotfebitelovy poptavky na
cenovém vektoru [N a na spotrebitelem zadané hladine uzitku U.

Definice 16A Mame-li poptavku po komodité §§ }_ s« 4} vyjadFenu zapisem (4.5) s
néjakou poptavkovou funkci n Hp~n. proménnych U a P, pak kazda takova
poptavkova funkce ze soustavy #i poptavkovych funkci Ply..f}y méa nasledujici
vlastnosti :

(D1H) N P je reaina konecna a nezaporna funkce a plati pro ni M) WP~__ .

(D2H) n Hp je nerostouci v cené |-té komodityn a neklesajici v uzitku U.

(D3H) NHP je spojita v uzitku Ua spojita v R}_ --Ix

(D4H) Hicksovské poptavkové funkce X _ ijsou homogenni stupné U v
cenach 2. Znamena to, ze plati NUAP_ HP

(D5H) Uplna soustava Hicksovskych poptavkovych funkci je aditivni a

- n
souétovatelna. Znamena to platnost rovnosti qm HP‘_N
I_ —_—

(D6H) "Krizové" derivace hicksovskych poptavek (podle jednotlivych cen) jsou

symetrické, tzn. plati O @\:‘ HP pro vdechna |
o - 0 7 ,
(DTH) Matice S rozméra I sestavajici z prvki Sj _ @: je negativné

semidefinitni, tzn. pro libovolny vektor __  ,(y...&, ne viak identicky nulovy,
spliiuje kvadraticka forma urena matici S podminku

it PP s s -
Matice S je tvofena prvky ij kde qj*:’\a@:, takze Ize psat I%j%lsj* § éj. SO

Disledkem negativni semidefinitnosti S jsou podminky Six <..

% Je-li vychozi (vydajova) funkce homogenni stupné 1, je jeji derivace (poptavkova funkce) homogenni stupné 0.



Posledni vyrok tvrzeni ad (D1) vyjadruje skuteénost, Ze s nulovym pfijmem nelze
poridit ani nejmensi mnozstvi Zadného uziteéného statku. Dvé vlastnosti obsazené
v (D2) charakterizuji zavisle proménnou (poptavku) jako monoténni funkce ceny n
a pfijmu IV, pfiéemz zvySeni ceny neznamena nutné snizeni poptavky (zajem
spotiebitele miZe byt upfen na jiné komodity) @ zvySeni pFijmu nemusi nutné vést (ze stejného
davodu) ke zvySeni poptavky po 1-tém statku. Spojitost (D3) ve vSech argumentech
vyluCuje skokovity pfiristek poptavky pfi nepatrné zméné ceny ¢i pfijmu.
Vlastnosti uvedené¢ v (D5) vyjadfuji upIné rozdéleni disponibilniho pfijmu /M na
nakup (ne vsak nutné véech) #1 komodit bez ohledu na to, jakou formulaci poptavkovych
funkci pfijmeme. V podminkach (D4) je obsazena zasada, ze proporéni zména
duchodu a cen neovlivni nijak chovani poptavky po zadné z komodit.
Souctovatelnost (D5M) a homogenita nultého stupné (D4M) jsou dulezitym nastrojem
v teoretické analyze poptavkovych vztahl, nicméné Castéji se vyjadfuji zprostfedkované
v zapisech s derivacemi poptavkovych funkci (misto pavodnich poptavkovych funkci).

Z podminky souctovatelnostl (D5M) takto vyplyvaji vztahy (platné pro |__ !,...I',]) :

- M-
(4.6A,B) = '9;3 - vl:k@‘ +g!Vh_

l_

takze zména v piijmu IVl a cenach B zptsobi preskupem v nakupech, které neporusi
vydajové omezeni. Ziskame je derivovanim rozpoctového omezeni VPX _N podle
I_ —

pfijmu, resp. podle cenyn.

|dentity (4.6A) a (4.6B) se nazyvaji Engelova resp. Cournotova agregacni podminka.
Z podminky homogenity nultého stupné (D4M) Marshallovskych poptavek obdobné
vyplyva, ze pro | jual plati

(4.7) 21 ) 1&};'9 EE::‘

IA_
Ovéfeni: Z podminky homogenity 0-stupné vyplyva Ck AINNP_ VI a tedy

o AP_- BP -

250 AR A
Specialni volbou dostaneme
J:“ﬁ SAMP_SfPw, IRy G, "SNPy,

Chovani poptavky spotiebitele vici kazdé komodité G ol _ weay jen v zavislosti na
jeho pfijmu (tzn. pfi pevném cenovém vektoru [) pak udavaji Engelovy kfivky.



4.5 Engelovy krivky

Fixujeme-li ceny 0_ [, . ) v Marshallovské poptavkové funkci (4.4), ziskame
Definice 17 Engelovu kfivku pro i-tou komoditu [Engel curve] zapsatelnou ve tvaru

(48) X_ M.

kterd je charakteristikou informujici o tvaru zavislosti spotfebitelovy poptavky na
jeho prijmu IV a odvoditelné z poptavkovych funkci g Mp poté, co do nich

dosadime jako pevné hodnoty ceny jednotlivych komodit [y «=«fh-

Definice 17A Méame-li poptévku po I-t¢ komodité X }__ 2, I3 vyjadienou zapisem
(4.8) s n&jakou Engelovou kfivkou §(IV) jedné proménne, pak kazda tato Engelova
kfivka ma nasledujici vlastnosti :

(E1) Engelova kfivka Tj Mje realna, koneéna nezaporna funkce a plati § J_ .

(E2) Engelova kfivka Tj Mje neklesajici v pijmu IV
(E3) Engelova kfivka Tj Mje spojita v IV,
(E4) Engelova kfivka Tj Mje konkavni v IV,

. n
(E5) Uplna soustava Engelovych kfivek je souctovatelna, tzn. plati qpi(M):N :
I

| AU R | S
(E6) Plati Engelova agregaéni podminka lv . 9}9 =
Vlastnosti Engelovy kfivky Tj I\";I_ £,..1] jsou vesmés konformni s viastnostmi
Marshallovské poptavkové funkce g }V,p pokud pfi pevném [ omezime pozornost na
chovani poptavky ve vztahu k pfijmu. Navic se predpoklada konkavnost (E4) § Mt jako
funkce jedné proménné IV a Gpiné vynaloZeni spotfebitelova pFijmu na pofizeni komodit
(ne nutné vdech) pfi jakékoliv trovni IVl. Engelova kiivka je (jen) slab& monoténni, nebot
zvySeni pfijmu nemusi nutné vést ke zvySeni poptavky pravé po 1-té komodité.
Teéna k Engelové krivce vyjadfuje hodnotu mezniho sklonu ke spotfebé dané
komodity, tzn. pomér mezi (limitn& chapanou) zménou spotieby (realizované poptavky) X; a

zménou diichodu M tj. 0 . Pfipomerime, Ze

A
vyraz §M — ) ’I\ﬁ—": A} / (?' - nazyvame prijmova pruznost poptavky.

L]

Na jeji hodnoté zavisi klasifikace ekonomickych statku: V ramci nich

a) je-li pfijmova pruznost poptavky vétsi nez 1, pak jde o luxusni statek .
b) je-li pFijmové pruznost poptavky v intervalu (1), jde o norméini statek.
c) je-li pfijmova pruznost poptavky rovna 0, jde o pfijmové inertni statek

d) je-li pfijmova pruznost poptavky mensi nez 0, jde o inferiorni statek.



4.6 Shephardovo lemma a Royova identita

vvvvvv

Hicksovskych poptavkovych funkci v rovnovazné situaci, je Shephardovo lemma.
Ronald W.Shephard [1953] je formuloval puvodné pro vztah mezi nakladovou
funkci (jako obdobou vydajové funkce) @ poptavkovymi funkcemi (po vyrobnich faktorech) v
teorii produkce.

Tvrzeni 6 Shephardovo lemma [Shephard lemma]

Mame danu vydajovou funkci M pfislugnou k uzitkové funkci UX s viastnostmi

(V1), (V2), (V3), (V4), (V5). Potom kazdou ze soustavy poptavkovych funkci po
komoditach ziskame timto zpsobem

(4.9) X_ bhp
N
coz znamena, ze tvar poptavkové funkce po komodité éi je uréen jako parcialni

derivace vydajové funkce podle ceny této komodity. Toto fundamentalni tvrzeni je
zakladnim vychodiskem pfi konstrukci soustavy poptavkovych funkci po uZitek
pfinasejicich statcich z vydajové funkce.

Dukaz tvrzeni 6

Zvolme pevné, ale jinak libovolné cenovy vektor p] hladinu uZitku lP a prislusny vektor

optimalnich (ve vztahu p’) n komoditnich mnozstvi X Déle pro jakykoliv jiny cenovy
vektor [ definujme funkci XJ& vztahem

(4.10) XP:kr_'p()Q_ELP,p

Protoze )@ neni nutné optimalni ve vztahu k [, vydaje na pofizeni mnozstvi )@ pfi
cenach U musi vzdy byt pfinejmensim tak velké, jako jsou analogické vydaje na pofizeni
téch mnozstvi, ktera jsou optimalni vzhledem k p) - tyto minimalni vydaje udava
vydajova funkce E}f,p Tedy X“ je vzdy vétsi nebo nejméné rovna U. Dale vime, Ze

“je rovna U, tj. X nabyva svého minima, pokud [ je rovno [‘J Proto vSude tam,

kde existuji derivace @ -, musi platit v komoditni kombinaci pJ podminka:

ﬁ - L
N - N a
(4.11) 0 8_ T m_
H /— a /_
ProtoZe jsme pevnou hodnotu pJ volili libovolng, je tim vztah (4.9) dokazan. 0.

Poznamka 1 | kdyz vydajova funkce spliiuje vSechny vlastnosti (V1),..., (V5), nelze
nijak obecné zaruéit, ze pomoci Shephardova lemmatu odvozeny systém
poptavkovych funkci splhuje vSechny vlastnosti predpokladané u funkci
deklarovanych jako (Hicksovské) poptavkové, {j. (D1H) ..., (D7H).
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Poznamka 2 Opacny postup - tzn. sestrojeni vydajové funkce integraci systému
poptavkovych funkci (aniz trvame na spInéni vlastnosti (D1M),... , (D7M) - neni
obecné uskuteénitelny, a to ani tehdy ne, jestlize s jistotou vime, Ze takova vydajova
funkce E}p,p existuje a ze ji lze vyjadfit v explicitnim tvaru. Pokud lze takovou

vydajovou funkci zkonstruovat ze soustavy poptavkovych funkci, fikame, ze tato
soustava splnuje tzv. "podminku integrability".

DalSim uziteénym tvrzenim je véta, ktera charakterizuje uréitou ,pfibuznost”
struktury mezi funkénimi tvary u jednotlivych poptavkovych funkci.

Tvrzeni 7 Symetrie Hicksovskych poptavkovych funkci [symmetry of the Hicksian
demand functions]

Méjme danu vydajovou funkci E,P,p prislusnou k pfimé uzitkové funkci UX s
vlastnostmi (V1), (V2), (V3), (V4), (V5), ktera ma navic spojité vSechny parcialni
derivace aspon do 2. fadu véetné. Potom pro systém poptavkovych funkci vyvozenych
pomoci Shephardova lemmatu ( 4.9) plati:

(4.12) 0 @_A tp
0 o s

Diikaz tvrzeni 7

OkamZité vyplyva ztzv. Youngovy véty znamé z matematické analyzy deklarujici
nezavislost druhych parciélnich derivaci na pofadi derivovani, jestlize jsou tyto druhé
parcialni derivace spojité. Pak plati:

(4.13) 8@ bp - j\ wp
—) Y =) A ) L

¢imz je dlikaz tvrzeni proveden. .

V tomto smyslu Ize tedy mluvit o podmince symetrie kazdé funkce ze soustavy
poptavkovych funkci. Je tedy zfejmé, Ze vSechny poptavkové funkce musi mit
formalné pfibuznou funkéni podobu, ktera se miZe u jednotlivych funkci systému liSit
riznymi hodnotami parametrl téchto funkci, nemlze jit vSak o principialné odliSny
funkéni typ. (napf. jedna poptavkova funkce nemuZe byt logaritmem souétu kvadratd svych
argumentd, zatimco druha by byla arkustangentou sou¢inu odmocnin téchze argumentd). Uvedena
podminka tedy vyrazné snizuje ,,rozmanitost® v moznych vzajemnych odliSnostech
jednotlivych poptavkovych funkci.

Shephardovo lemma umoziiuje generovat Hicksovy poptavkové funkce z vydajové
funkce. Pokud bychom chtéli odvodit Marshallovské poptavkové funkce, staCi k tomu
substituovat za argument U ve vydajové funkci hodnoty nepfimé uZitkové funkce

ktera ma argumenty P a IV. Dostaneme

(4.14) X_ HP_— HVPP_ P

tzn. soustavu poptavkovych funkci (pro I _ 4. ..1) v Marshallovském tvaru.

r

10



11

Pokud bychom byli postaveni pfed opaény problém, tj. vyvodit Hicksovy poptavkové
funkce z Marshallovskych, potom Ize postupovat v inverznim sméru. Mame-li dany
JNP.1_ ...I dosadime za argument IV-vydaj je piné vynalozen na nakup

X - hodnotu vydajové funkce EMP.

(4.15) X— Vp_ RUPP_ HP

Vztah mezi nepfimou uzitkovou a vydajovou funkci, jez jsou vzajemné inverzni, Ize
zapsat identitou

(4.16) YNp_ PP —

Obdobou Shephardova lemmatu formulovaného ve vztahu k vydajové funkci pro
vyvozeni poptavkovych funkci (tentokrat v Marshallovském tvaru) z nepfimé uzitkové

funkce ,,, VE je vztah znamy jako Royova identita. Je pojmenovana po

francouzském ekonomu a matematikovi René Royovi [1943]. Nezavisle na ném ji
formuloval jiny francouzsky matematik Jean Villé [1941].

Tvrzeni 8 Royova identita [Roy-Villé identity]

Mame danu nepiimou uzitkovou funkci (JJIV prislusnou uzitkové funkci UX

s vlastnostmi (W1), (W2), (W3), (W4), (W5). Potom soustavu Marshallovskych
poptavkovych funkci po komoditach ziskame timto zplsobem

e 4
(4.17) %Mo _ E (izﬁ‘_

To znamena, Ze Marshallovskou poptavkovou funkci po 1-té komodité obdrzime
jako zaporné vzaty podil dvou parcialnich derivaci nepfimé uzitkové funkce
I/ .'p, a to jednak podle ceny l-té komodity, jednak podle spotiebitelova

pfijmu M.
Dukaz tvrzeni 8

Vztahem (4.7) jsme zapsali, Zze vydajova funkce a nepfima uzitkova funkce jsou
vzajemné v inverznim vztahu. Ten mizeme vyjadfit zapisem identity:

(4.18) UEHRP_ .

Kdyz tuto identitu (platici pro libovolnou dvojici pevnych hodnot [ a U) derivujeme podle pevné
zvolené ceny n dostaneme uplatnénim retézového pravidla pro derivaci slozené funkce

(4.19) 0 M B !‘ﬂ ) Jp‘? m 3 nebot’
"A AP ‘A7

pfi pevném U je 8 a ‘01,0‘ nebot a (Kroneckerovo 7),

2|
J_ %..0a dale t”p‘ , nebot prijem U je rozdelen beze zbytku.

11
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Vztah (4.19) mlzeme tedy po substituci |:Hp‘_ prepsat do tvaru
(4.20) 0 "L’E I N p- -
' — H ~ H ra

Ze Shephardova lemmatu déle vime, ze % Jp\ U@ ( ti.Hicksovska

8|
poptavka po I-tém statku). Odtud tedy jiZ snadno odvodlme

o

(4.17) VX _ l\lp: d:é4 )
| UA P

Poznamka 3 Jestlize nepfimou uzitkovou funkci vyjadfime v normalizovaném tvaru,
tzn. argumenty pFedstavujicimi jednotkové ceny statki délené pfijmem, tj.

l|( h’%’%l\ I'z, . kde pracujeme s I-¢lennym  vektorem

normovanych cen i],rz,lﬁ pak Ize Royovu identitu zapsat jako

x
\

B (0)

tedy ve tvaru vyjadrujicim rozpo&tovou Ucast I-té komodity na celkovém prijmu M jako
podil parcialni derivace nepfimé uzitkové funkce podle [pgaritmované ceny této komodity

a souctu analogicky vyjadfenych parcialnich derivaci l|J i‘ podle vSech logaritmovanych
cen.

(4.21)

*/ Podrobnéji R.W. Shephard: Cost and Production Functions [1953] nebo tentyz autor: Theory of
Cost and Production Functions. Princeton U.P. [1970].

4Vzhledem k vlastnosti (W2) je ve vyrazu (4.17) Gitatel nekladny, zatimco jmenovatel je kladny. Vyraz
pro Marshallovskou poptavku na levé strané musi byt pfirozené nezaporny.

12



13

4.7 Schématické vyjadreni vztahu

mezi pfimou uzitkovou, nepfimou uZitkovou a vydajovou funkci a soustavami
poptavkovych funkci v Marshallovském a Hicksovském tvaru

K vyjadreni vztaht mezi ekonomickymi funkénimi typy muze slouzit schéma

rozpoctové omezeni spotrebitel uzitkova funkce
n
L] u an
SPX _99 (¥00:-- %)
Minimalizacni uloha Maximalizacni dloha
N
M||[v i Man((qp((jz,..gg1
zgpudmini Zgpodmin
U0, %) " M -0
o %) PR
substituce substituce
VYDAJOVA FUNKCE < ilverse NEPRIMA UZITKOVA
E}P, p FUNKCE
Yyip
Shephardovo lemma Royova identita

derivace E podle |} zaporny podil derivaci { podle [,V

SOUSTAVA POPTAVKOVYCH substituce | SOUSTAVA POPTAVKOVYCH

FUNKCI S FUNKCI
PO KOMODITACH PO KOMODITACH
V HICKSOVE TVARU v MARSHALLOVE TVARU

13
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4.8 Problém , integrability*

Poznamka 4

Poptavkové funkce v Marshallovském tvaru lze ziskat v podstaté tfemi zplsoby:

(A) Z primé uzitkové funkce pfimym feSenim maximalizacniho problému (1A) pfi
rozpoctovém omezeni (1B).

(B) Z nepiimé uzitkové funkce pomoci Royovy identity (4.15)

(C) Z Hicksovskych poptavkovych funkci (4.5) substituci (4.13)

Jen u druhého zpusobu je viak zajistén uspéch. Cesta feSenim maximalizacniho problému
zpravidla nevede k vyjadreni Marshallovskych poptavkovych funkci v explicitnim
tvaru a pokud je toto mozné, bude zpravidla zejména v obecnych n-komoditnich
pfipadech vysledny vyraz pro poptavky komplikovany (obecné se viemi parametry
vychozi pfimé uzitkové funkce, viemi cenami a piijmem). Ani v pfipadé (C) nemusime vzdy
ziskat explicitni tvar poptavek (Problém je ale méné vazny nez v pfipadé (A).
Poznamka 5

Poptavkové funkce v Hicksovském tvaru lze ziskat rovnéz tfremi zplsoby:

(A) Z primé uzitkové funkce pfimym feSenim minimaliza¢niho problému (6A) pfi
uzitkovém omezeni (6B).

(B) Z vydajové funkce pomoci Shephardova lemmatu (4.9)

(C) Z Marshallovskych poptavkovych funkci (4.4) substituci (4.13)

| zde je Uspéch zajistén jen ve druhém pFipadé. ReSeni minimalizaéniho problému nemusi
vést k vyjadieni Hicksovskych poptavkovych funkci v explicitnim tvaru a pokud to
tak bude, budou v obecnych n-komoditnich pfipadech vysledné vyrazy pro poptavky
komplikované (se viemi parametry pfimé uZitkové funkce, véemi cenami a uzitkem). Ani zde u
(C) nemusime obecné ziskat explicitni tvar poptavek (byt problém je méné vazny nez v (A).
Vztah (11) )ﬁ(ﬂl}’,n)_ Iuj,n a Shephardovo lemma (4.9) dovoluji psat obé

soustavy (Hicksovskych i Marshallovskych) poptavkovych funkci vyjadfenimi v
parcialnich diferencialnich rovnicich

(4.22A.B) )q(ﬂl.p);j:‘_ﬁm esp. X(VID)_" ‘jﬁmﬂ

Resenim jedné &i druhé soustavy (4.22) pro t(un resp. L&N,n bychom tedy mohli
— aspon v principu — ziskat vydajovou, resp. nepfimou uzitkovou funkci.

Vytvoreni vydajové funkce tpp z uplné soustavy Hicksovskych poptavkovych
funkci n p\ z (4.5) je vS8ak mozné jen za predpokladl (D6H), (D7H), tzn., Ze

matice O musi byt symetricka a pozitivné semidefinitni.

14
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Zpétna rekonstrukce nepiimé uzitkové funkce VI z  uplné soustavy
marshallovskych poptavkovych funkci { Mp z (4.4) je mozné jen za piedpoklad
(D6M), (D7M), tzn. pokud Sluckého substituéni matice & bude symetricka a
pozitivné semidefinitni.

4.9 Alternativni vyvozeni Sluckého rovnice

Sluckého rovnici (6.18) odvozenou v ¢asti 6 pfimo muzeme vyvodit takeé jinym
zpUsobem, pfi kterém vyuzijeme Shephardova lemmatu.

Vyjdeme pfitom z identity NUWp_ E(PP.

kterou derivujeme podle ceny j-tého statku H Dostaneme tak

“P‘ - ESB’E)a a U;JEEZ-a

Protoze viak ziejmé E(0_ " (Kroneckerovo 0) a protoze dle

Shephardova lemmatu (4.9) platl lﬂ) , dostavame z predchoziho

8 Lp‘ ) \3{7?'9).)9 M, neboli
aﬁmrz - am

Poznamka 1 PovSimnéme si, Zze vyraz vlevo reprezentuje Hicksovskeé, zatimco oba
vyrazy vpravo Marshallovské pojeti. Po pieskupeni ¢lent jiz dostavame Sluckého
rovnici v obvyklém zapisu

o [E(PP} E(pp' - W
0 ﬁwm:_ﬁ ﬁzpﬁ , resp
aa‘—: ﬁ[mh 5 :

Zaznamenejme, ze duchodovy ¢len je reprezentovan Marshallovskym zapisem,

n Il u
zatimco substitucni ¢len (obecné definovany jako Xj :A d: .d) je vyjadren

v Hicksovské notaci ( s nepfitomnosti IVl) .
Poznamka 2 Vzhledem k symetrii Hicksovskych poptavkovych funkci

50~ W
0 .0
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plati pro Marshallovské poptavkové funkce tato symetrie

L S 3

VP,
0
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