2.4 Priklady dvoukomoditnich uzitkovych funkci

V této Casti uvedeme nékolik pfikladd z oblasti béznych analytickych tvar(, které vySetfime z hlediska
vhodnosti jejich pouziti jako uzitkové funkce. Odvodime dale u nich analytické tvary pro nepfimou
uzitkovou funkci, vydajovou funkci a pro poptavkové funkce po komoditach, a to jak v Hicksové, tak
v Marshallové tvaru. Odvozeni poptavkovych funkci provedeme bud pfimou cestou (na zakladé
vyuziti nutnych podminek pro nalezeni rovnovazného bodu), nebo nepiimo z nepiimé uzitkové
funkce (pomoci Royovy identity) popf.z vydajové funkce (pomoci Shephardova lemmatu).
Poznamenejme, ze z kazdého jednoduchého funkéniho tvaru Ize odvodit fadu dalSich, uplatnime-li na
tento tvar spojitou rostouci transformaci s védomim, Ze (pfima) uzitkova funkce je urena pouze
s ordinalni pfesnosti ve smyslu vlastnosti (U5) obecné uzitkové funkce.

4.1 Linearni uzitkova funkce
Nejjednodussi moznou specifikaci uZitkové funkce je linearni funkce tvaru
(4.1) u€ = v ¢, + v X, + L+ orx,

s témito omezenimi na parametry : konstantni ¢len = 0 (nutné pro platnost u():: ))a a >)
i=,2,....;n (vzhledem k poZadavku kladnych meznich uzitk(i). Jak se Ize ihned pfesvédcit, pfi téchto
omezenich vyhovuje linearni tvar vdem poZadavkim (U1)-(U4),(U6) kladenym na uzitkovou funkci.
Ziejmé dale u, Q:z x pro vSechna r nezdvisle na x, m,, = z (tedy rovnéz nezavisle na x) a
o
um(c}) pro vSechna r,s= ,2,....,n. Jak mezni uZitky, tak mezni mira substituce mezi
kterymikoliv dvéma statky jsou tedy nezavislé na poloze kombinace statk(i v komoditnim prostoru.
Pfesto linearni tvar neni jako uzitkova funkce vhodny a v aplikacich se linearni uzitkova funkce neuziva.
Pro¢ tomu tak je, napovi obrazek [2A], ktery vystihuje situaci pro dvé komodity x,, x, : Na ném jsou
zakresleny tfi indiferencni kfivky odpovidajici hladinam uzitku ', u?, «° pfi u' < * < *. Vydajové
r
omezeni tvaru px, + »,x, = W je pfedstavovano UseCkou AB spojujici body A= %;01 ,
L Dy
"M
B= 0,— Jl . Rovnovazny bod je charakterizovan stavem, v némz se néktera z indiferencnich kfivek
L P

(pfi konstantni urovni pfijmu A/ a danych cenach p,, p,) pfi pfiblizovani zprava shora k poCatku

poprvé dotkne vydajového omezeni. V zakresleném pfipadé je to indiferenéni kfivka na hlading '
dotykaijici se vydajového omezeni v bodé A .

Mezni mira substituce je u dvoukomoditni lineérni funkce rovna podilu m,, = — a je tedy konstantni
o

v celém komoditnim prostoru. Déle je patrné, Ze bod A4 bude rovnovaznym bodem praveé tehdy, jestlize

o , e . . .
mezni mira substituce bude veétsi neZz pomér relativnich cen, tedy pfi — > P pokud tomu bude
o

. P
naopak, nastane rovnovaha (ustaleni poptavky na rovnovazné drovni) v bodé B . Ve vyjimetné situaci,
. a , " .. x - .
kdy plati — = p—l, bude existovat nekone¢na mnozina rovnovaznych bodu pfedstavovanych celou
a P,



useckou AB. Jestlize cenovy pomér 21 pude mit hodnotu blizkou i, pak to bude znamenat, ze
b, a_

o a _— . oy
kolisani kolem — povede ke skokovym pfesunim rovnovazného boduz 4 do B a naopak.
o

Nevhodnost uplatnéni linearni funkce jako uZitkové vyplyva tedy z nasledujiciho

a) Substituce mezi komoditami probiha zpravidla obtiznéji, nez jak udava konstantni pomér LAy
o

Zpravidla pfi dosazeni urcité (kriticky malé) hodnoty jedné z komodit mnozstvi druhé, ktera ji ma
nahradit, vyrazné vzrusta, ¢imz se substituce stava stale obtiznéjsi.

b) Neni typické, aby - az na vyjimku b bylo rovnovazné reSeni charakterizovano stavem,
o
2

kdy je poptavan jen jeden statek (x, v pfipadé, ze rovnovaha nastane v A, resp. x,, pokud je
rovnovahav B).

c) Podobné nepfirozené je alternovani (pfeskakovani) polohy rovnovazného bodu (z 4 do B
)28
P>

setrvaCnostem v chovéani spotfebitell ve vztahu k nakupovanym statkim. Navic, rovnovaha je pfi
uvedeném pomeéru relativnich cen vysoce nestabilni.

anaopak) pfi malé zméné poméru v okoli hodnoty 2 Odporuje to pozorovanym
(24

Nepfimou uzitkovou funkci pfislusnou k linearni uzitkové funkci nelze odvodit z nutnych podminek
pro polohu rovnovazného bodu, protoZze mezni uZitky neobsahuji jako argumenty pfislusné soufadnice
(ani pro x; ani pro x,). Mizeme vSak vyjit pfimo ze soufadnic, kterymi je definovan rovnovéazny bod

(viz téz obrazek). Je v3ak tfeba pfitom rozlisit dva pfipady:
.
a) je-li nakupovan pouze prvni statek, pak je rovnovaha urena bodem A= M;O—! ,

L P
Poptavkova funkce v Marshallovském vyjadreni ma tedy tvar

L

Nepfimou uzitkovou funkci obdrzime snadno dosazenim této poptavky do (pfimé) uzitkové funkce.

Vydajovou funkci pak ziskame substituci, pfi niz zapideme levou stranu (4.3) jako “u a kde na pravé
strané téhoZ vyrazu nahradime vydaj M vyrazem M = E(°u, p). Odtud snadno ziskame vyraz

T oM

b) je-li nakupovén pouze druhy statek, pak je rovnovaha urCena bodem B= 0;,— JI
P>

(4.3)

Poptavkova funkce v Marshallovském vyjadreni ma nyni tvar

Cs



Nepfimou uzitkovou funkci a vydajovou funkci obdrzime stejnym postupem jako dfive :

x M
(4.6A,B) Y M,p;.py.)= =

ECup)= 2
p> o

Poznamka 1 Treti pfipad pfedstavovany situaci, kdy je rovnovazny ,bod“ tvofen celou useckou AB,
neni tfeba uvazovat zviast , nebot jde o jisty ,pranik” obou pfedchozich. V némplati « p, = x p, .
Odvozeni poptavkovych funkci je mozné provéest téz nepfimo, vyjdeme-li zjiz znamé nepfimé
uzitkové nebo vydajové funkce. ProtoZe plati

J( D
w = :Z_ a podobné
o1 D, 0 ,; D,

0’ M) 1

2

(4.7) pro i= 2

obdrzime vyrazy (4.2) resp. (4.5) téZ aplikaci Royovy identity, obdobné jako bychom uplatnénim
Shephardova lemmatu na (4.4) resp. (4.6B) dostali vztahy

0 0 V4
(4.8) Tx, = aiaﬂ = % Znichz po dosazeni za u = L2 méme ihned (4.2), (4.5).
i a P

4.2 Kvadraticka uzitkova funkce

Ani tento funkéni tvar neni, jak nize ukazeme, jako uzitkova funkce vhodny: n-komoditni ryze
kvadraticka uzitkova funkce muze byt zapsana ve tvaru

(4.9) u€ = 7+ v o+ L+

pii ¢ > ), i=,2,.....n zajitujicich kladné mezni uzitky. Absence konstantniho Clenu vyplyva opét z
podminky u(l:: ). Ryze kvadraticka funkce s kladnymi koeficienty je koneéna, nezéporna, rostouci

ve vSech komoditach, spojita a neomezené diferencovatelnd, neni v8ak kvazikonkavni. K pfiblizeni
negativniho disledku nespinéni posledné jmenované vlastnosti stadi uvazovat dvoukomoditni pripad

(4.10) u€ = 5+t g,
jehoz geometrickym vyjadfenim je elipsa tvaru
a1x12 + szg — lO resp.

=
(S

(4.11)

7~ T TN\
N———
7~ T TN\

?\ ?\
o \S] (=)
N—— —

tedy se stfedem v poCatku a s poloosami " resp. . Na obrazku [2B] je zakreslena situace se

K
K

tfemi indiferencnimi kfivkami na hladinach uzitku »', u?, u’ pfi u' < +* < +*. Vydajové omezeni je

-
opét znazornéno useCkou AB s rovnici p,x, + »,x, =V spojujici body A= %;01,
b
s e - ,
B= 0;— . Bod Q, v némz se indiferencni kfivka u dotyka vydajového omezeni, vSak neni
P>



rovnovaznym bodem v plnohodnotném slova smyslu. Naopak, posun z néj po vydajovém omezeni v
obou moznych smérech vede k dosazeni bodu (komoditnich kombinaci), které leZi na indiferen¢nich
kfivkach o vysSich hladinach uzitku, coz je v protikladu s poZadavkem na vlastnost rovnovazného bodu.
Lze pozorovat pouze to, Ze jsou-li vybrany komodity v mnozstvich odpovidajicich souradnicim bodu Q,
potom ubytek mnozstvi jednoho ¢&i druhého statku bude znamenat vzdy pfechod na nizsi indiferencni
kfivku. To vSak nema zadny vztah ke kritériu pozadovanému pro rovnovazny bod, aby se komodity
nakupovaly v pomérech, které zajistuji nejlevnéjSi mozny vydaj (pro danou hladinu uzitku).

Na uvedeném obrazku Ize téz dobfe ilustrovat rozdilnost mezi rostouci a kvazikonkavni funkci.
UvaZované ryze kvadraticka funkce s kladnymi « , i = ,2 je neklesajici (je dokonce rostouci) v kazdé
proménné, neni v8ak kvazikonkavni. MnoZiné dvoukomoditnich rostoucich funkci odpovida tfida
indiferencnich kfivek, u kterych pribéh (zleva shora) po kterékoliv z nich je charakterizovan klesajici
hodnotou x, a rostouci hodnotou x,, zatimco kvazikonkavnost navic mj. vyZaduje, aby mezni mira

substituce pfi tomto pohybu kontinuainé klesala (coz u kvadratické funkce spinéno neni) a aby vSechny
indiferenéni kfivky byly pro danou uzitkovou funkci vzdy "vyklenuty smérem k poCatku".

Mezni uzitky u ryze kvadratické funkce jsou u, = 2 x,, u, = 2 x, (a jsou tedy zavislé na bodu

- A . . , . a X,
komoditniho prostoru, v némz jsou vycisleny), mezni mira substituce je rovna —

(a je tedy rostouci
_X

pfi snizovani x, a zvySovani x,).

Poznamka 2 Je ziejmé, Ze ke zlepSeni vlastnosti ryze kvadratické funkce nepovede specifikace se
zapornymi  koeficienty « , « . Pfi nich bude sice tato funkce kvazikonkavni, ale funkce sama bude

zaporna a klesajici, oba mezni uzitky budou tedy zaporné. Jako uzitkova funkce je tedy nepouzitelna.
Odvozeni poptavkovych funkci po komoditach provedeme na zékladé maximalizace vyrazu

G(x,/ )= Viax } € — 2 @,x, + 2,x, — U = Wax é{ ;o x5 — A @+ 2%, — U
Parcialnimi derivacemi podle x,,x, a A ajejich anulovanim dostaneme tfi podminky :

/4
u, =2ax,—A)y=) U, =2o x,— A =) §:p1x1+p2x2—M: ) fzn.

2 x; = 1 2a x, = 19, PixX,+0,x, =M,

z nichZ odvodime (feSenim tfi rovnic pro neznamé x,,x,, A) v zavislosti na parametrech ulohy, j. « ,
a , p,,p, a M poptavkové funkce po obou komoditach jako

M M
(4.12) M (M,p)= o BIm . My (M, p)= P
*)]a_ + Dza_/ *)IC(_ + 92&_/

a Lagrangetv multiplikator dany jako AIM,p)-= ‘9—\22‘ Q:A;a
1¢_ Ly

V obou pfipadech rostou poptavky pfimo umérné pfijmu A/ a nepfimo Umérné s cenou této komodity.

Pfistupme k odvozeni nepfimé uZitkové funkce. K tomu staci dosadit x,, x, z (4.12) do (4.10).
Po malych upravach dostaneme
ot i

(4.13) Y M,p,.p)= ——F5—
P& + o

Nepfima uzitkova funkce je tedy rovnéz kvadraticka v A/ a klesajici se étvercem cen p,, p,.



Vydajovou funkci ziskame standardné nahrazenim levé strany (4.13) pevnou hodnotou °u

a polozenim M = E(°u, p) . Pak jiz snadno z (4.13) ziskame vyraz

Viydajova funkce je tedy odmocninna ve vztahu k hladiné uZitku.

(4.14) = o

Marshallovsky tvar poptavkovych funkci Ize odvodit téZ pomoci Royovy identity, pficemz z (4.13)
mame
U
0 M,p)= 2025‘ v U . e g :
o1 a 9+t o, 0 ; (a 27+ ¢ 2,7)

o” M,p)_ 2t Mppyp
2

(4.15)

zatimco k vyjadreni poptavek v Hicksoveé tvaru musime pouzit Shephardovo lemma, dle néhoz

Shodu obou vyrazi provéfime napf. dosazenim vydajové funkce E(°u, p) za M

M 2 240 20
M a 7 a 7 (¢ )y +a n )Yu |« pu

- B _ — = X .
1 2 2 2 2 2 2 1
a )y +a o, a )y +a o, a a (a )y +a )

4.3 Leontiefova uzitkova funkce



Tento typ uzitkové funkce (téz uzitkova funkce s pevnymi koeficienty) Ize zapsat ve tvaru
(4.17) u€ = din B x,; B xoriff X,

kde g = ,2,...n jsou kladné konstanty. Tato uzitkové funkce je charakterizovana indiferenéni

mapou sestavajici z indiferencnich kfivek, které maji podobu ,rohd* (vrcholt a hran) neomezenych 7 -
rozmérnych kvadru. Vrcholy pfitom lezi na polopfimce vychazejici z pocatku souradnic.

Pro pfipad dvou komodit méa tato polopfimka rovnici x, = b x, a celou situaci Ize vyjadfit obrazkem

[2C], ktery opét obsahuje indiferenéni kfivky pro tii Urovné uzitku «',u”,u’. Jako oblast X”
oznadime mnozinu viech |,,x, , pro které plati x, > v, a jako X" oblast, v niZ plati x, > x,.
Hranici obou mnoZin tvaru x, = «, tvofi polopfimka vychazejici z poCatku soufadnic pod uhlem ¢, pro

ktery plati 7g¢ = z— Jinak je patrné,Ze Leontiefovska funkce spliiuje vlastnosti uZitkové funkce, nebot

je: (U1): realna koneéna a plati u0:: ), (U2): neklesajici v celé definicnim oboru, pfesnéji rostouci

B

ve sméru prirustku kazdé komodity az do hodnoty x, = == - x,, poté je konstantni, (U3) spojita v

celém definiénim oboru a (U4) kvazikonkavni, nebot funkéni hodnota v bodé lezicim na spojnici
libovolnych dvou bod(i komoditniho prostoru nikdy neklesne (jak plyne z konvexnosti mnoZin) pod
men$i z obou hodnot uZitku v krajnich bodech. Aplikace (U5) pak vede k obecnéj§im strukturam
komplementarnich uzitkovych funkci.

Pokud jde o hodnoty meznich uzitkti, musime rozli$it oblasti X', a X, vyznagené na obrazku [2C] :
voblasti X plati u, = 8 ,resp.u, =),

zatimco

voblasti X” plati u, = ), resp. u, = 8 .

Déle zfejmé v celém komoditnim prostoru plati u,, =u,, =u,, = ) a pro mezni miry substituce plati:

voblasti X7 : m, = L= o , zatimco voblasti X* : m,, =
U, U

u,

=).

Abychom odvodili u této funkce poptavkové funkce po komoditach, musime - pfi neexistenci parciélnich
derivaci na ,hfebeni* zvolit ponékud modifikovany postup : Je zfejmé, ze pfi jakychkoliv kladnych
cenach p,, p, apfijmu M vzéajemné propojenych rovnosti p,x, + »,x, = W bude maxima uZitku
dosazeno na ,hiebeni®. Bod maxima tedy ziskame jako priseCik UseCky p,x, + »,x, =W a
polopfimky /3 x, = 8 x, prochazejici potatkem soufadnic. Redenim pro x,, x, dostaneme
poptavkové funkce ve tvaru:
(4.18) o LS MO i s

PiS 1+ 928 P15 1+ 90
Odtud je vidét, Ze poptavka po kazdé komodité je pfimo umérna pfijmu A7 a nepfimo Umérna cené
vlastni (ale stejné tak i cizi) komodity. PovS§imnéme si pfitom, Ze z tohoto hlediska jsou komodity x,, x,
v typicky komplementarnim vztahu.

Uvedme dale, ze Leontiefova uzitkova funkce je (pro libovolné konecné ») linearné homogenni,
nebot pro ni plati:



419) ud: = Min B A+ Py Ay+t B As, =2 -Min Bx, + foxy +.+ f x, =1 u€_
pro libovolné kladné A .

Leontiefova uzitkova funkce je pro urCity typ vzajemného vztahu komodit (jsou-li tyto vzajemné
komplementarni) vystiznym analytickym nastrojem. Naopak, pro situace charakterizované vzajemnou
substitucnosti komodit neni adekvatné pouzitelna.

RovnéZ u Leontifeovy uZitkové funkce Ize snadno odvodit nepfimou uZitkovou funkci : StaCi dosadit
nalezené poptavkové funkce (4.18) do pfimé uZitkové funkce. Dostaneme

' M @ = -3 m

a vidime, ze oba vyrazy v zavorce jsou shodné — minima se tedy nabyva v obou bodech soucasné.
V souladu s ofekavanim roste nepfima uzitkova funkce pfimo umérné s pfijmem a nepfimo Umérné
s cenou vlastni i nevlastni komodity (opét zaznamenavame komplementaritu ve vztahu mezi obéma).

Nyni mOZeme odvodit Marshallovské poptavkové funkce alternativné pomoci Royovy identity.
Protoze

oY M,p)_ BB 0Y Mp)_  BBM
o1 B p,+ 5 p 0 ; (P p>+ 3,191)2 ‘
-
vede vyraz ¥ M.p) / oF M.p) pfesné ke tvaru poptavkové funkce v Marshallové tvaru,

| of
jak jsme ho odvodili vztahem (4.18).

Déle pfistoupime k uréeni vydajové funkce. Staci k tomu nahradit levou stranu v (4.20) pevnou
hodnotou uzitku *u a M nahradit zapisem vydajové funkce E(°u, p). Odtud jiz snadno mame

B s+ 3
(4.21) = | D .

Vydaj spojeny s nakupem statk( je pfimo Umérny Urovni uzitku a téZ pfimo Umérny cenam komodit.

Konecné rovnéz snadno ovéfime shodu poptavkovych funkci pro oba tvary (Marshalliv i Hickshv):
Nejprve odvodime pomoci Shephardova lemmatu Hickstv tvar poptavkovych funkci. Zfejmé

(4.22) i’a qmm, pro i, j=12;i# °

Tento velmi jednoduchy vyraz vyjadfuje linearni zavislost poptavky na hodnoté uzitku. Za povSimnuti
stoji, ze poptavkova funkce neni zavisla na cené zadné z komodit.

Jde o tvar korespondujici s Marshallovym vyjadrenim poptavek, nebot po dosazeni

4.23 M _* M, _ ﬂ_M - ﬂ_ .ﬂ402+ﬂ_p1.0 :()ﬂ:f * M, O.
O M )= o Boibo, g8 g (MR)T

4.4 Odmocninna uzitkova funkce
Dal§im funkénim tvarem, ktery maze byt vhodné uplatnén jako uzitkova funkce, je funkce tvaru



(4.24) u€ =3 Jx, + 3 o+ o+ 3\, L >,

resp. ve zjednoduSeném zapisu pro dvé komodity

(4.25) uk =3 Jx, + 3 \x, B >), B >).

Opét Ize snadno ukazat, Ze odmocninna funkce je redlna koneéna spojita rostouci a spliujici
u€Q _=). Je také kvazikonkavni a linearné homogenni stupné 1/2.

B ﬁ B Jx

—> lu, = > |, mezni mira substituce je m,, = ——=
2% 2 px
a méni se tedy vyznamné s polohou bodu v komodltnlm prostoru.

Poptavkové funkce odvodime obvyklym zplsobem, feSenim nasledujicich tfi rovnic pro x,,x,, A:

u] — —ﬂ_ — — —ﬂ_

24x, 2\x,

Nékterou z metod feSeni soustavy lineérnich rovnic (napf. komparaéni s porovnanim a eliminaci A)
ziskame feSenipro x,, x, a A:

;] |
(420 o B 7 o i

Z uvedenych vyraz( je patrné, Ze kazda z obou poptavkovych funkci je linearni funkci pfijmu M a
Ze poptavka je nepfimo zavisla na ji pfislusné cené. Z uvedenych hledisek tedy Ize odmocninnou funkci
pfijmout jako vhodnou pro popis (pfinejmensim urcité ¢asti) standardnich uZitkovych situaci.

Mezni uzitky jsou rovny u, =

Znazornéni situace na obrazku [2D] predstavuije trojici indiferencnich kiivek u', u*, 1>, které maji tu

vlastnost, ze jsou kvazikonkavni a pfiléhaji v koneCnych hodnotach k soufadnicovym osam. Kazda z
komodit je tedy pIné substituovatelna kone&nym mnoZstvim druhé komodity (stejné by tomu byloiv 7 -
rozmérném pfipadé). Rovnovazny bod O se nachazi v misté dotyku vydajového omezeni s indiferenéni
kiivkou u°. Vychyleni z ného v kterémkoliv sméru Usecky vydajového omezeni vede vzdy k nizsi
hlading uZitku nez u”.

Nyni vySetfime kvazikonkavnost odmocninné uzitkové funkce. K tomu staci vypo€ist determinant

, /2
2\/— 2./x
Ul= — 0 , protoze
ol 5 r =
p
0 L —
2 X2 4x2%

U, ‘:z L; U, “:z ’B__; “11‘5:: - B 517'5; Uy ‘C:: - B ’Czié; Up ‘\ “21€ ).
2% 2.x,

Hodnota determinantu tedy je (pouze 2 ze 6 ¢len( Sarusova rozvoje jsou nenulové)

*ﬂ P *u Pm iu .u P pro libovolna kladna 3,5 .

Odmocninna uzitkova funkce je tedy kvazikonkavni.



Nepfimou uzitkovou funkci ¥ {£, p,, p, ziskame prostym dosazenim nalezenych poptavkovych
funkci (v Marshallové tvaru) do uzitkové funkce. Dostdvame

LM \/ BoM
B pa+Bp . B pa+B D

: M M
Pi'B P+ B Pi P8 P+ B Pi_

:\/ = M > .(ﬂ"\/p_j_'_ﬁz &—I
B p+B b | Pi P |

nebo po vynasobeni Citatele i jmenovatele vyrazu v zavorce ./ p, p, dale

way Ty 5 13 nebo

g/ M;p]’pg:zﬂ_\/

fpatt 5.

(4.27A)  jinak psano ¥ = | r ﬂkm .

Nyni odvodime tvar vydajoveé funkce prislusné odmocninné uzitkove funkci. Vyjdeme z jiz vyvozené
nepiimé uzitkové funkce, kde za obecny vyraz ¥ U, p,, p, dosadime konkrétni hodnotu uZitku

%4 a obdobné (nyni hledany tvar vydajové funkce E . P, p, ) substituujeme z M . Ziskame

0
Oy = Ed,.p,'u \B p,+ 3 'p, ,zEehoZ snadno vyvodime
nebo také H % ﬂ .

Jak patrno, tato vydajova funkce je nezaporna (pro libovolné hodnoty parametri g,/ ), nulova
pouze pfi "u = 1 a rostouci s (druhou mocninnou) u.

PP,

(4.28A,B)

Nyni pfistoupime k ilustraci odvozeni poptavkovych funkci zprostfedkovang, z nepfimé uzitkové resp.
vydajoveé funkce. Z nepfimé uzitkové funkce spo¢teme poptavkové funkce pfes Royovu identitu

Viypoctem derivaci dostaneme

- (52 _ 3! 2 p2) :
ov M.p._ M .\6’_ NPiPy— B py+ 3 Pidm) -3 [, M
0 2P1P; \/,B ?Pz + 7 ZPJ 2\/ﬂ ?Pz + 7 ZPJPJ%
v S B, + 3
a podobné 0" Up__ /ﬁ - P27 . P14 tedy dosazenim do Royovy identity
1 2\Mp,p,
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oY M N _;)pz%\/ﬁ
a.’p/ 7\/ﬂ34+;2 7 ﬂ’M
X;M,p::-au\} - - | -pf -Ij’p’ = p27 y €0z odpovida
0" WP B pt3p, 2B a3 D
o1
2m\/P1\/P2

prvému z vyrazii uvedenych v (4.26). Vyraz pro xZ* bychom odvodili obdobné; obdrzeli bychom

druhy vyraz v (4.26). Jak patrno, Marshallovska poptavkova funkce je pfimo Umérna pfijmu
spotiebitele A a soucasné je klesajici se Etvercem ceny p, prislusné komodity.

Alternativné muizeme vSak ziskat také poptavkové funkce v Hicksové pojeti. K tomu uplatnime
Shephardovo lemma. Dle ného

~'9 [ + 57 ? i o
e (u _ (up 5°p, p;,u ’pa— t;pzpzﬂ_ a po pravd

',3 Pz"‘g Pz,

Hicksovska poptavkova funkce je tedy rostouci se &tvercem hladiny uzitku °u a klesajici
s rustem ceny p,.

Abychom mohli porovnat oba tvary poptavkovych funkci (Hickstiv a Marshalliiv), staéi napf. dosadit
do vyrazu pro Mx,* zZaM= E‘u,pl,p2/: Dostaneme

Obdobné bychom mohI| postupovat i obracené. Za

funkei ¥ U, p,.p, :

u dosadime vyraz pro nepfimou uzitkovou

(4.30)

KoneCné ukéZeme, Ze i tfeti postup vyvozeni Hicksovskych poptavkovych funkci resenim
minimaliza¢ni Glohy — vede taktéZ k tvaru shodnému s obéma predchozimi:

Resime tedy tlohu za podminky |3
Prislusny Lagrangian ma tvar m @ —u B —4 }

Derivujeme nyni podle obou neznamych a obé derivace poloZime rovny nule. Dostaneme
[ ! [ ]
4 2w mpp iy
X, 25 -
orl l [ o
N oo

X

( Derivaci podle x obdrzime opét podminku minimélniho uZitku ).

10
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Porovnanim vyrazl pro g z nutnych podminek ziskame

) 2
P 'P’JB\/Z: p'zg\/g a odtud déle /x, = % , €0z dosadime do
_ ) PP

podminky pro minimalni uzitek: 8 \/x, + 4 % = -, odkud uz snadno urgime

tedy vyraz identicky s (4.29).

Provéfime jesté nékteré vlastnosti vydajové a nepfimé uzitkové funkce:

Je snadné ukazat, Ze prvni z nich je homogenni stupné 1 v cenach, druhd homogenni stupné 0 soucasné
v cenach a pfijmu:

-~ 0 2 X ‘i \‘i N i 0. 2 -
@28)  EQua i, = S Arl2es L BRI ) iQup,p,
B A,+3 A, A% py+ 3 i

a uplatnénim (4.27A) pro nepfimou uzitkovou funkci rovnéz
4.2 % 3 = 7
(4.29) ¥ A Hn -

Pokud jde o monotdnnost, je ze zapisu (4.28B) vidét, Zze vydajova funkce je kvadraticky rostouci v uzitku

a rostouci v kazdé z cen.

Nepiima uzitkova funkce je ,odmocninné, rostouci v pfijmu a ,odmocninné, klesajici v kazdé z cen,
jak 1ze nazorné vidét z (4.27A).

Marshallovské poptavky (4.26) jsou linearné rostouci v pfijmu a homogenni stupné 0 v cenach a
pfijmu soucasné:
B A 5«
AR D
B Ay B A
B A b
u A0 , zatimco
B A y+p Ay

Marshallovské poptavky jsou kvadraticky rostouci v uzitku a homogenni stupné 0 v cenach

m Ay ‘.

Déle pro Marshallovské poptavky plati podminky souétovatelnosti,

T S mP hmp|

11
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zatimco analogicky souéet Hicksovskych poptavek nasobenych pfislusnymi cenami vede (podle
oCekavani) k vyrazu totoznému s nakladovou funkci:

12
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4.5 Logaritmicka uzitkova funkce

DalSim funk¢nim tvarem, ktery mize byt vhodné uplatnén jako uzitkova funkce je logaritmicka funkce
(4.31) u(x,,x,)= 3 logx, + 3 logx,,

u niz pfedpokladame — za uelem obou kladnych meznich uzitkd spinéni podminky g > ), >).

Funkcni tvar opét neobsahuje aditivni konstantu, abychom dosahli pozadavku #(0,0) = ).
Mezni uzitky, které pouzijeme k vypoctu poptavkovych funkci jsou zfejmé
€ =2 €=
X Xy

takze souradnice rovnovaznéeho bodu dostaneme fesenim tfi jednoduchych rovnic pro x,,x,, A:

u, = —= 1, u, = —= 11, a piXy+ 0%, =V

Jednoduchymi upravami p,x, = 6,/ 4 ,resp. p,x, = 6,/ A a dosazenim do rozpoctového omezeni
dostaneme S, + 8, = 4 neboli B, /M + 8,/ M = 1 a odtud jiz snadno Marshallovské poptavky
po obou komoditach jako

Ovéreni, zda je (dvoufaktorovd) Iogarltmlcka uzitkova funkce kvaZ|konkavn| je velmi snadné.
Hicksovy podminky stability zde maji tvar

f

£ B
5ty 53
U| = L ﬂ—z 0 |> , protoze
Lo, /%
- B - B - B -
ul(/z -, “2(,= - ”116,: - “22‘ =" 5 ”12‘ u21(,= ).
X X, Xy Xy

Vypocet determinantu vede k hodnoté
| |__/5_\| [ ﬂ\ /5\ (_ﬂ_,\, BB
2

\x ) K X, } \’Cz} L x ) X xy
(pfi pfijatych pfedpokladech g > ), > )) pro kladné objemy komodit x,, x, kladna.

- B + 3 kteraje evidentné

Dale odvodime tvar nepfimé uzitkové funkce. Pouzijeme k tomu prosté dosazeni poptavkovych
funkci v Marshallové tvaru do pfimé uzitkové funkce u Q* Tedy

(4.33) ¥

o
Mt L _— A
Mezni mira substituce je tedy zfejmé

13
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kteryzto vyraz Ize vyjadfit v nékolika dalSich ekvivalentnich tvarech, napf.

v Uoppps = 5 1+ bes |+ 5 llogs - 5 |+ 5 Do |+ 5+ 5 ,

nebo

kde konstanta C zavisi jen na parametrech (pfimé) uZitkové funkce.

VSimnéme si, Ze nepiima uzitkova funkce je (nehledé na aditivni konstantu C) rovnéz logaritmicka

M M « e A P en o
(vargumentech — a —). Je dle ofekavani rostouci pfi rostoucim pfijmu A/ a naopak klesajici
P P

v obou cenach p,, p,. Jeji derivace pouZijeme niZe pfi vypoctech poptavek pomoci Royovy identity:

Derivace nepfimé uzitkové funkce podle ceny p, ma tvar

v - ( R 74 ™
0 M’pe 3 B pri ﬁ*‘fl = r;_ stejné tak 0 " WP !/I,p/: - B
0 T M B +3 =0 p 0, 1)
Derivaci podle pfijmu A/ obdrzime jako
0V Up> g8 B B8 B _B+8
of M pB+3 T BM p,B+8 5 M

Odtud je mj. patrné, Ze derivace podle cen jsou obé zaporné, zatimco derivace dle pfijmu M nabyva
kladné hodnoty. MiZeme spoCist jesté druhé derivace

¥ Mp . B8 0¥ Up) B+3_ ¥ MUp. 8
o7  p oM’ M*

0 3 p;

z nichz je vidét, ze druhé derivace podle cen jsou kladné, zatimco druha parcialni derivace dle pfijmu je
zaporna. Ziskané hodnoty 1. parcidlnich derivaci muzeme pouzit k vypoCtu Marshallovskych
poptavek pomoci Royovy identity. Mame

l— . l— m >
(439 T %hm T
o
ve shodé s prvnim z vyrazu v (4.32).

%
Analogicky obdrzime %F ve shodé s druhou poptavkovou funkci v (4.32).
s

Nyni mUzeme pfistoupit k vyvozeni vydajové funkce E . p INZY:
Nejprve pfepiSeme nepfimou uzitkovou funkci do tvaru

(4.36) Y M,p,.p, = 2+ 9g(B +3 )M~ sgp/ — rgph-.

Nyni provedeme substituce ¥ ¥/,p,.p, = u (pevna hodnota) a naopak M = E€u,p,, p2;
(vydajova funkce s argumenty ceny a hladina uZitku) neboli
‘u=7+ 6 +3 zogEeu,p,— ogplﬂ* — ogpff, coz dava

14
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~ 0, ~ B B
log EQu,p = -+ ogp; + 28 p; a dale po Upravach
- B +3
~ B gh
108191 p,” g 'b)ﬂw!
lo E(u - u + \p+ri> )
SENLP = 0y B+ 1
[N\ 1
~ u [\ - i
IogE(u,p/— e + S
a po odlogaritmovani obdrzime
[T 1l
'mg g +p 7 ﬂ+ﬂ(P1\ (pzvill
E(‘f”"]jl \ﬂ)\ﬂ)JL
u, = ex, ex,
P pﬁ(ﬂﬂﬂ_f pl BTp |
I ! a kone¢né
L J
[ vyl
(o 1 | (\(WW
= I | BB D I
aph1+ﬂ”F&pT%Lﬁ+¢z/ Lﬂ) kﬂ) | j

(4.37)

PovSimnéme si, Ze vydajova funkce (pfislusna logaritmické uzitkové funkci vykazuje exponencialni
rist ve vztahu k uzitku "« a ma mocninny tvar vzhledem k cenam p,, p, .

Hickstv tvar poptavkovych funkci ziskdme prostfednictvim Shephardova lemmatu nasledovné:

( D { \ﬂ ( \”
" 5" . . 3+ 3+
Hx,(ou,p): WP1Py__ ﬂ+? 3 Pr B

(4.38) o1 kﬁ) kﬁj pi
_ E(u’Pppz B
B+ 3 ?p]
. T s H ¥ Mﬂ, o x : fr
resp. po dosazeni Eeu,p/— Ve "x, = m— x, , coz dokumentuje formalni shodu s
- - 1
jiz vyvozenymi Marshallovskymi poptavkovymi funkcemi. o.

V Hicksové tvaru zaznamenavame dle ocekavani rlst poptavky po dané komodité s rustem
hladiny uzitku - zavislost je exponencialni, intenzita ristu pak nepfimo Uméréa souctu parametri
S + 5 . Tataz poptavka klesa s ristem ceny p,: mocnina u p, je (s ohledem na pfitomnost této

4 B

ceny téz ve vydajové funkci ) rovna =- —=—<).

B+B B S

15
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Analogicky bychom dostali Hicksovskou poptavku po druhém statku jako

(4.39) ! k :

+ 3

[

Pro Uplnost i zde ukazeme, Ze i tfeti postup vyvozeni Hicksovskych poptavkovych funkci - feSenim

minimalizacni Glohy — vede k tvaru shodnému s obéma pfedchozimi:

Resime tedy tlohu za podminky m

Lagrangian mé zde tvar

a3z m m =

Derivujeme ho nyni podle obou neznamych a obé derivace poloZime rovny nule. Dostaneme

r |

olxpt_ By
X X
r I

ofxp' B,
X7 X5

(Derivaci podle u bychom obdrzeli zifejmé zase podminku minimalniho uzitku).

Porovnanim vyrazli pro u z nutnych podminek ziskame

U= Pty _ PaXy a odtud déle x, = p”B—-xl , coz dosadime do
B B )2Y:3
( PP X )

podminky pro minimélni uzitek: S logx, + S log

)29

neboli

(4.38)

i = 7 odkud opét snadno ur&ime

16
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Jako v pfedchozim pfipadé, ovéfime i zde nékteré vlastnosti vydajové a nepfimé uzitkové funkce:
Také zde plati, Ze prvni je homogenni stupné 1 v cenach, druha homogenni stupné 0 soucasné
v cenach a pfijmu:

~ ,0“7 7+f 7+f ~
E(u,/i pA 5 = Al o+ "(&ﬁ ) (; j =1 ?(u,p,,pL

vzhledem k jedni¢kovému souctu mocninnych Elend , resp.

W i6a 0, =3 la—L2l L3 &\=”M,p1,pg:
/11,B+3) A LB+ 3

Pokud jde o monotonnost, je ze zapisu (4.39) vidét, Ze vydajova funkce je exponencialni (tedy rostouci )

v uzitku a rostouci v kazdé z cen individuaing, zatimco z (4.34) plyne, ze

nepfima uzitkova funkce je logaritmicka, tj. rostouci v pfijmu a ,zaporné logaritmicky, klesajici
v cenach, jak Ize nazorné vidét z (4.34), upravime-li ho na tvar

(4.34) ¥ U,p,,p; :: C+ ogM + ogf + 3 :— 3 logp,— % logp, .

Marshallovské poptavky (4.32) jsou linearné rostouci v pfijmu, klesajici (nepfimo tmémé) ve vlastnich
cenach a homogenni stupné 0 simultanné v cenach a pfijmu (v3e je vidét bezprostfedné)

5 B o
= 5 3 = L3

Hicksovské poptavky (4.38) jsou exponencialné rostouci v pfijmu a klesajici (pfi mocniné ~—) vhgci

vlastnim cenam ( ;j je index druhé ceny).

Déle pro Marshallovské poptavky plati podminky souétovatelnosti,

2

p T s M
2 ey = may) S §

zatimco analogicky soucet Hicksovskych poptavek nasobenych pfisluSnymi cenami vede
k vyrazu odvozenému pro nakladovou funkci

* =hh % =Bk

E”‘ G g -

17
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4.6 Zobecnéna leontiefovska uzitkova funkce (Uiplna)
Jde o funkéni tvar zavedeny Erwinem Diewertem [1971]. Jeho podoba v dvoukomoditnim zapisu je:

(4.51) u€ =313 o+ s R 3l 3 3 e

s omezenimi na parametry (ne vSak pfijimanymi jednotné ve v3ech situacich). Obvykle se pfijima

> > >
Ma-li byt tento funkéni tvar uplatnén jako uzitkova funkce (s vlastnosti u(0,0,...0)= ", musi
zfejmé platit w Tedy
(4.52) =3 ? + 7 X+ 7 x,+ 3
Mezni uzitky spoCteme nasledovné
~ 3, 3+ 3, 3 +13,
ul‘:/z ﬂ‘ + ; r + _d,\/z= 3  + - x2 xl_ /2= 34_'+ _ x2
453 Voo T Ny T 2 Jar
~ 3, 3 +3, B +3,
u, & = A + 3,4+ “\/Z=3,+—‘ = xlx;/2:3_3+—‘ 2V

Mezni mira substituce odtud plyne jako

B+ B+ 3 3% 28 x4+ ?A\/x_,+ 3 ,xx,
N 2\/x_, B X, G, 2B x;+ 3 \/Z+ 3 AXx,

m;, = = = .
2 5os B+ 3 ,x; 28,0+ 3 Jxs + 3 oxx, X 28 xa+ 3 Ax, + 3,
B 2x, X
po Uprave
(4.54)

Homogenita Pro obecny tvar (4.51) to znamena vy3etfeni podminky
—ﬁ + 3277+ 82+ 8 A+ 8,45+ 8,457 %)
ﬂ,= | B= B = y ﬂ”xl+ 3 xy+ 7,7@]
Aby byla GL-funkce linearné homogenni, {j. platilo u(1 )= 1 «(x) pro kazdé kladné A, musi tedy
platit: |€ |= p |= p |= I ¢imz se (4.52) redukuje na
(4.55) =3 x4+ 3+ 3
Provéfit nezapornost funkce (4.55) znamena vy3etfit podminku

B x;+ 3 x4+ 3 x4, 2

(/_\/Z(g ﬁ ) F ) prolibovolné x, > ),x, > )

= > LBL,>LB B ,> 3,

18
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u€ = 3xp + hoxa + Proyfxi4xa
- /))1211362

u € =3+ =.p

1 11 By 1
- /))lquxl

u, € = 3y + = .p

2 22 e 2

Kladnost meznich uzitku

ﬁ‘c:: }x,+ 3 x, + ?_\/x_l\/x_p B >Lp >

ult::3+f))~—- s sp
- 2 \x “\x ”

I
proff <)1= Y2 o S
Vx, B
. -
proff > 1= BN b vZdy
VX B
u, € =p PN TR =4 > -8B
2 \x, X,
—
profi < \1= x—1<’8—<:>'8— P
\ X, B 2B Xy
—
prof > 1= hos i@ r__ < X2 vzdy
\ X, B - B X
Homogenita
ud: = B+ BAxP+ 3 A%+ 8 A+ 8,45+ 8,47%xP4x)?
B= p= p= LB x+3 a3 xlxzj

Aby byla GL-funkce linearné homogenni, musi platit: # =4 = =), takze
ik =3 x+ 3 x,+ 73 Jxx,.

Kvazikonkavnost protvar & = 3 x, + 3 x, + 3 Jxx,

/)) f)) 3 1 /))
ulZ’))AA+2A—_x—2 I/lz:'))_d+2‘—_;c—l ullz;\/z(—-\lf_/zz-;

3 [ ") 7 |x 3
”22:;\/)5_1'—,"5/22-; x_l U, = =
1
2
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l
2 \x 4x, \ x, 4.x,x, 4x, | x

- 2\« 4./x,x, 4x, \ x, 4,/x,x,
xl

Y T (Y S S |——

4.xx, T4 xx, K 4x, | x, ) k 4X1

4.6 Zobecnéna leontiefovska uzitkova funkce (klasicka)

Nalezeni rovhovazného bodu:

u€ = 3 1x) + dopxy + Prafapfxa
BiaJxs
u & =3 = .p
1 11+ \/Z 1
’>’12\/x_1: »
Jo 7
Resime soustavu rovnic
Pui SiaNry %, f124n
P1 Pl\/x_l P2 P2\/—

’)’12171\/_ ’7’12192\/_

za podminek P1X1+ 9pxp = 74

uy € = 3y +

Pripz — ‘P11 =
Bripa — $22.p1 = 312171,/ 121?2,/
Provedeme substituci z = Ll a nasledné dosadime

X2
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P11P2 — t20.P1 = P12 — 312p2.l , heboli po vynasobeni z
z

,512P1 .22 +Z(ﬂ22.p1 —ﬂl lpz)—ﬁlzpz =),a reSime jako kvadratickou rovnici

3
- Bi1p2 — 322m /()’1 1P2 — 32211 5= Whiap1 . Prapa

2B12m1

Smysl ma jenom koien s +, protoze jinak by feseni bylo zaporné (nepripustné).2

Ziejmé mame x; = 22

*Noale 1, miZe byt zapomé, takze to tak docela neni pravda.

21
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4.7 Uzitkova funkce typu TRANSLOG

vvvvv

4.71) logu& = i+ 3 logx, + 3 logx, + 3 log” x, + 3 ,logx,logx, + 3 ,log” x, .

jinak také

(471A) u€ = xp c‘g + 3 logx; + 3 logx, + 3 log” x, + } ,logx,logx, + } ,log” x, ‘
. u(c:= 'Ixff xff exp ,Bij log” x; + 3 ,logx, logx, + 3 ,log” x, }

Mezni uzitky jsou dany pfisluSnymi parcialnimi derivacemi (4.72)

ﬂ’= z(c:-lr 8—‘+ ’iﬁ_j logx; + ]—ﬂd,logxz—! = i B+ 'p logx, + 3 ,logx, :l
0 Ry 2y 2 | L

0 ¢/= z(c:-lr 6)—’+ 'L,BH, log x, + ]—ﬂd,logx]—! = i B+ 'B logx, + @Iogx,:
0, & 2y 2 ] %

—_—
>

Je patrné, Ze nelze zarudit, aby byly mezni uzitky kladné pro vSechna x; > J,x, > ) , a to tehdy ne,
ani kdyz budou vsechna S , 5 kladna.

Mezni mira substituce

4.13) . Y |+ IP logx; + 5 jlogx;
X, 03 |+ 1 ;logx, + 3 ,logx,
Ani zde nelze nijak zarugit, aby byla kladna pfi vSech hodnotach parametri
Kladnost meznich uzitkii mizeme posoudit s ohledem na zapis (4.72):
B +28 logx; +p ,logx, >0= p ,logx, > - =28 ,logx,
-B =2p logx, N

)

pro B ,<0=logx, <

f—ﬂ =25, logxﬂ

X, <exps ;.
L B J
pro f ,>0=logx, > il —ZﬁﬂIIng, = x, >expﬁ[_ﬂ' —;ﬂvlogxﬂkl
22 L E ]

Odtud je patrné, Ze mezni uzitek 2. statku maZze byt kladny jen v urcité ¢asti komoditniho prostoru

B +2B ,logx, +p ,logx; >0= p ,logx, > - =2 ,logx,
-B_—2p ,logx, —

pro B ,<0=logx, <

g
X, <expﬁ(_'8— —2p ,logx, ]F
L . J
pro B ,>0=logx, < —h. —Zﬂﬂ_glogxz = x, >expﬁ(_ﬂ- —2;’_31083‘2]?
2 L g J

Odtud je vidét, Ze mezni uZitek druhého statku maZze byt kladny jen v urcité ¢asti komoditniho prostoru.

22
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Homogenitu TRANSLOGU

popsaného definici (4.71) Ize vySetfit napf. timto zplsobem:

Vil

ul := 'xp6§+ 3 log A 1:+ 3 logA 2:+ ?”,log2 A 7,:+ ? ,log A JZOg% 2:+ 374,log2 A 2:

_ . '€ﬁ log%:]:' eﬁ log%:Z:' eﬁ ]log21/1¢]:. eﬁ 2[0g%:]20g1/172:_ eﬂ 2[0g21/172:

3t BB

-opxpoxy = ) unkee

Jak vidno, Cobb-Douglasova funkce je soucasti TRANSLOGU.

eﬂ log2 “, : _ B togi+ ag,\f]:logi+ agxlj _ b ()g2 A+ )gz X+ log A ogxlj -
e,BM]og2 “u 2: _ B togi+ agxziiog/1+ ang: _ B ()gz A+ agz X,+ 'log A ogxzj -
eﬂ'* log A lzlog% 2: _ B_dogi+ gy :logl+ )gxz: _ B ng A+ ogx;logx,+ og A ogx;+ og A ogxzj N

+3 +3 . 1bg*a logx;+ B . logx,+ 3 logx,+3 logx, Ibga log? x, log? x log x, log x
A+ 34 "= B s’ a BB logxt B logxy+ 3 logx+ 2 logx, bed B logtx | B log’ v, | B logxlogx,

U vV 2. ¢ast puivodnih TRANSLOGU

Aby byla funkce linearné homogenni, musi byt ¢len oznaceny U roven 1, tj. musi platit

(4.77) B +p,+p, log®> A=) neboli (xlibovong>0) g +4,+8,=).
Kromé toho musi platit
(4.78) I!ﬁil logx, + 6 ,logx, + p ,logx, + 3 ,logx, :logﬂ, =),

(A libovolné > 0), neboli obsah hranaté zavorky [ ] musi byt rovny 0.
Rozepsdno to znamena podminku €4, + 4, Togx, + I8, + 28, bgx, =). Jelkoz jsou
argumenty x,,x, libovolné kladné, musi byt

(4.79AB) 2B, +p,=) asouCasnétaké S ,+ 8, =).
2
Dohromady tedy > B =0,i=12.
Jj=1
Pokud tedy vezmeme g, > ),5,>)= ,=- B ;0 ,=- [, a TRANSLOG musi byt tvaru

”(::clxlﬂ'xzﬂ’ - €Xp 6{()gxl : ()gxl :_cz ()gxl:()gxz:+c2 ()gxz:()gxz: 2§, > ).

To je ale vrozporu s pozadavkem (1), protoZze pak by cela trojice £ ;.5 ,,8 , musela byt nulova.
Znamena to tedy, ze dvoukomoditni TRANSLOG nemuze byt homogenni za z&dnych okolnosti..
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