4.1 Vydajova funkce a jeji vlastnosti

Definice 13 Mame danu spojitou uZitkovou funkci u , cenovy vektor p a méjme dale
uréenu konkrétni velikost uzitku u° (skalarni, v ordinalnim pojeti). Potom funkci

(4.1) EC.p = linfxue> 0

nazveme vydajovou funkci [expenditure function] ve vztahu k uZitkové funkci u€ .

Argumenty vydajové funkce je cenovy vektor a velikost uzitku pozadovana spotfebitelem.
Vlydajova funkce pfedstavuje minimaini mozné naklady (spojené s nakupem nanejvys n
statku pfi exogenné stanovenych cenach p) vynalozené na komoditni kombinaci, ktera
poskytuje uzitek pfinejmenSim o velikosti u’. Spotrebitel pfitom nemusi nakupovat
vSechny komodity a s ohledem na kriterialni funkci v (3.11) da pfednost tém, u kterych
dosazeni uzitku na zadané vysi docili nejlevnéji.

Definice 13A Vydajova funkce E@,p pfisludna uZitkové funkci u€ s pfijatymi
vlastnostmi (U1) - (U5) mé tyto vlastnosti :

(V1) E@,p_je realna koneéna a nezaporna funkce, pficemZ E‘o,p,‘> | pro
libovolnou Grovei uzitku u® > 1. |
(V2) E‘,po‘ je rostouci v u pro jakykoliv cenovy vektor p0 > |, E(O,p‘ je
neklesajici v p a rostouci aspoii v jedné z cen p; pro libovolnou uroven uzitku u’.
(V3) E‘,p0 _je spojita v u pro jakykoliv cenovy vektor p’ > ). E‘,p0 _je spojita v
p pro libovolnou Uroven uzitku u’.

(V4) E‘O,p‘ je linearné homogenni v p pro libovolnou Uroven uzitku u’.
Znamena to, ze plati E(u®,Ap)= .E(u’,p) pro libovolné Ae 0,4+

(V5) E‘O,p‘ je konkavni v cenach p pro libovolnou uroven uzitku u’.

Znamena to, Ze plati E(UO,,LIp+ 1— I)p*)Z 1.E(u°,p)+ 1— I).E(uo,p*) pro libovolné
dva cenové vektory p,p’ > | alibovolné ye ).

Vlastnost (V2) konstatuje, ze s rastem velikosti uzitku pozadovaného

spotiebitelem (ostie) roste i vydaj na pofizeni komodit. Tataz vlastnost ve vztahu k
p pripousti, ze rist nékterych cen (zpravidla téch, které pravé nejsou ve vybirané
kombinaci statkil pro poskytujicich uZitek u®) nemusi nutné vést k rastu vydaji
spotiebitele. Oc¢ekavany (=iimérny) vyvoj nakladi na komoditni kombinaci pfi
zméneé cenového méritka vSech komodit pak vyjadfuje (V4), zatimco vlastnost (V5)
obrazné charakterizuje ,,ne vyssi nez linearni“ tendenci vyvoje vydaja pfi ristu
kterékoliv z cen p;,i= ,2,.., n. Vlastnost (V1) zahrnuje matematicka omezeni
funkce n+ proménnych v kontextu ekonomického vyznamu EQ,p _a konstatuje,
ze kladnou hodnotu uzitku nelze dosahnout zdarma. Spojitost (V3) v uzitku i
cenach konstatuje, Zze naklady nemohou skokovité rist (ani klesat) tehdy, jestlize

se jen nepatrné zméni néktera z cen nebo uroven uzitku u’.



Jestlize mame definovanu vydajovou funkci EQ,p s vySe uvedenymi vlastnostmi
(jmenovité vlastnosti (V2)), mame tim zaruceno, ze k této vydajové funkci existuje funkce
inverzni, kterd bude vyjadfovat hladinu uzitku v jako funkci vydaji a cen komodit.
Viyznam vydajové funkce spoCivd mj. v tom, Ze pomoci ni Ize generovat cely systém
poptavkovych funkci v tzv.Hicksové smyslu. Uvedena moznost (pro
diferencovatelnou vydajovou funkci) vychazi z modifikace tzv. Shephardova lemmatu. Z
uvedeného lemmatu vyplyva, Ze Ize psat :

~

0 :¢’p,= liq,p: ’ kde
0 )j

funkce na pravé strané vyjadiuje Hicksovskou poptavku po komodité x; 1.

(4.2)

4.2 Neprima uzitkova funkce a jeji vlastnosti

Definice 14 Mame danu vydajovou funkci M= E(O,p4 s cenovym vektorem pa
soucasné tim uréenu konkrétni velikost vydaji M. Potom funkci

(4.3) y&,p = lax f& px= 1
nazveme neprfima uzitkova funkce [indirect utility function] ve vztahu k vydajové

funkci E(o,p‘. Argumenty této funkce jsou tedy cenovy vektor a velikost pfijmu
spotrebitele vynalozeného na nakup komodit v mnozstvich x.

Definice 14A Nepfima uZitkova funkce w&l,p _ pfislusna k vydajové funkci E‘,uo; S
vlastnostmi (V1) - (V5) je charakterizovana témito vlastnostmi:
(W1) w&l,p je redlna koneéna a nezaporna funkce, pficemz y@,p =

(W2) tpﬂl,p0 _je rostouci v M pro jakykoliv cenovy vektor p0 > |. Dale Lpﬂlo,p‘je
nerostouci v p (pro libovolnou pevnou hodnotu vydajii M°) .

(W3) spojita v M pro jakykoliv cenovy vektor p° > | a spojita v p pro libovolnou
pevnou hodnotu vydaju M°.

(W4) tpﬂl,p:je homogenni funkce stupné 0 soucasné v cenach p a vydajich M.
Znamena to, ze plati w(AM,Ap) = (M,p) pro libovolné Ae ,+oo

(WS) Lpﬂlo,p ‘je konkavni funkce v p pro jakoukoliv troven vydaji M°. Znamena

to, ze plati w(M®,up+ 1— Jp’ )= WM®,p)+ I— )y(M’p’) pro pe 1),

(W5%) tpﬂlo,p4 je kvazikonvexni funkce v p pro jakoukoliv uroven V)'(dajﬁMO.
Znamena to, Ze plati pro pe 1)

WM pp+ - )p°)< tax [pM®,p)wM®,p%)

' Podrobné o nakladovych funkcich pojednava monografie R.W. Shephard: Cost and Production
Functions [1953] nebo tyz autor: Theory of Cost and Production Functions. Princeton U.P. [1970].



Prva z vlastnosti (W1) konstatuje mj. ze s nulovymi penéznimi prostfedky zadny
kladny uzitek neziskame: pfi kladnych cenach statki nejsme bez penéz prosté zadné
statky schopni zakoupit.

(W2) Ve vztahu k M se predpoklada, ze zvySeny pfijem je vynaloZzen uéelné a neni
alokovan do neuziteénych komodit. Dle téze (W2), se zvySenim kterékoliv z cen p;
(pfi neménnych vydajich) uzitek nemize nikdy vzrist (nemusi vSak ani nutné
klesnout, nebot’ ke zdrazeni cen muze dojit u nenakupovanych statki).2

Spojitost (W3) v cenach i pfijmu odpovida realné situaci, ze ,nepatrna zména“
kterékoliv z cen p; ani pfijem M nemize vyvolat skokovitou (nespojitou) zménu
uzitku plynouciho z nakupovaného spotrebniho koSe.

Vlastnost (W4) Ize chapat tak, ze pokud by doslo k tomu, ze by se vSechny ceny
P1,P25- Py | PFijem M zménily v témze poméru (napf. 1-nasobné), nezméni se na
situaci vidéné ocima spotrebitele vubec nic: pfi nezménénych relativnich
cenovych pomérech p;,/M neni ze strany spotrebitele ziejmy divod ke zméné

poptavkového chovani po potencialné dostupnych komoditach. (Spotiebitel se
bude Fidit stejnymi preferenénimi hledisky jako dfive.)

Koneéné posledni zvlastnosti (W5) interpretovana v prvni verzi (konkavnost)
obrazné znamena, Ze pri libovolné zméné cen bude uzitek z ,linearni smési“ obou
cenovych vektoru pfinejmensim roven ,linearni smési“ diléich uzitka ziskanych
s jednim, resp. druhym cenovym vektorem. Ve vlastnosti se nepfimo odrazi ,,zisk v
uzitku“ plynouci z toho, ze pfi cenovych zménach lIze aspon néco ,usetfit” tim, ze
pii substituénich moznostech Ize kupovat méné z vice zdrazenych statk( a vice
z méné zdrazenych (i zlevnénych nebo téch, u kterych se cena nezménila). Druha
interpretace (kvazikonvexnost) pak ur€uje horni mez, kterou uzitek ze smési nemiize

vEw s

WM pp+ - )p°)< tax [pM°,p);wM®,p%)

Vlastnost (W5*), ktera je ... , haopak omezuje dosazeny uzitek pfi ,promichani
cen ze dvou cenovych vektor( hodnotou vétsiho z uzitkGi dosazeného pfi pouziti
kazdého cenového vektoru samostatné.

Poznamka: VSechny zde uvedené vlastnosti Ize vyvodit z vlastnosti U(1) - U(4) pfimé
uzitkové funkce a z vlastnosti matematické funkce Minimum.

2 Jiz jsme zminili, Ze vydaj v ztotoziiujeme s pfijmem spotiebitele M



Doplnék Konvexnost, konkavnost, kvazikonvexnost a kvazikonkavnost

Rekneme, ze spojita funkce G(x4,X5,.., X,;) n proménnych X4,X,,.., X, (definovana
na konvexni mnoziné X ) je pro dva body x,ze (aniz vime, zda G(x) < i(z) nebo
naopak)
(A1) ryze konvexni, jestlize plati ostra nerovnost
G(Ax+ [- )z)< .G(x)+ |- ).G(2)
(B1) ryze konkavni, jestlize plati ostra nerovnost
G(Ax+ |- )z)> .G(x)+ |- ).G(z)
(C1) ryze kvazikonvexni, jestlize plati ostra nerovnost
GAx+ |- ).2)< lax [B(x),G(z)_
(D1) ryze kvazikonkavni, jestlize plati ostra nerovnost
G(Ax+ |- ).z)> lin[B(x),6(z)
ve vSech pfipadech pro libovolné skalarni Ae 11,
(A2) konvexni, jestlize plati neostra nerovnost
G(Ax+ |- )z)< .G(x)+ |- ).G(z)
(B2) konkavni, jestlize plati neostra nerovnost
G(Ax+ - )z)> .G(x)+ |- ).G(2)
(C2) kvazikonvexni, jestlize plati neostra nerovnost
GAx+ |- ).2)< lax [B(x),G(z)_
(D2) kvazikonkavni, jestlize plati neostra nerovnost
G(Ax+ |- ).2)> lin[B(x),6(z)_
ve vSech pripadech pro libovolné skalarni A b,1> .

Je-li znamo, ve kterém z obou bodu je hodnota funkce G(.) vétsi, napi. plati-li
G(x) < i(z) , pak Ize vyse uvedené definice modifikovat napr. takto:

(A3) konvexni, jestlize plati neostra nerovnost
G(x/2+ 12)< ,5.G(x)+ ,5.G(2)
(B3) konkavni, jestlize plati neostra nerovnost
G(x/2+ 12)> ,5.G(x)+ ,5.G(z)
(C3) kvazikonvexni, jestlize plati neostra nerovnost
G(x/2+ 12)< i(2)
(D3) kvazikonkavni, jestlize plati neostra nerovnost
G(x/2+ [12)> i(x)



4.3 Marshallovské poptavkové funkce a jejich vlastnosti

Resenim rovnic (3.1A) s podminkou (3.1B) pro neznamé X;,Xo,.., X,, pripadng i
veli¢inu A obdrzime pro kazdou komoditu

Definice 15 Poptavkovou funkci po i-té komodité [commodity demand function] v
Marshalovském tvaru [in the Marshallian form], zapsatelnou ve tvaru

(44) Xi= | ﬂ,p1,p2,----, pn: ]

ktera je zakladni charakteristikou informuijici o tvaru zavislosti spotrebitelovy poptavky na
cenovém vektoru p a pfijmu spotfebitele M.

Definice 15A Mame-li poptavku po komodité x; = ,2,..., n_ vyjadfenu zapisem (4.4) s
n&jakou poptavkovou funkci x; = |; €1,p _n+ proménnych M a p, pak kazda takové
poptavkova funkce ze soustavy n poptavkovych funkci gy,.., g, ma nasledujici
vlastnosti :

(D1M) g; €,p _je realna koneéna nezaporna funkce a plati pro ni g; €,p = /.

(D2M) g; €1,p je nerostouci v cené i-té komodity p; a neklesajici v pfijmu M.
(D3M) g; €,p _je spojita v pFijmu M a spojitav p; €= ,2,.., N

(D4M) Marshallovské poptavkové funkce x; = |; €l,p_jsou homogenni stupné 0
soucasné v cenach a pfijmu. Platitedy  g; €M,Ap = |, €l,p

(D5M) Uplna soustava marshallovskych poptavkovych funkci je aditivni a

n -~
souctovatelna. Znamena to platnost rovnosti > p,g; €,p =M .

i=1
(D6M) "Krizové" derivace marshallovskych poptavek (podle jednotlivych cen) jsou
symetricke, tzn. plati

0 ‘Il,p;_ ] 0 ‘ﬂ,p:: 75 ‘ﬂ,p;_ ] 0 j m!p:
a )j r a ’| 8 'i B a ’|

3:iqlspj 0 Mp

(D7M) Matice S rozmérti |x 1 sestavajici z prvki Sjj = 5 + fjam 1 je
).
j

negativné semidefinitni, tzn. pro libovolny vektor ¢ = §,5,.. &, : ne vSak identicky
nulovy, spliiuje kvadraticka forma uréena matici S podminku

nréxlllp ox; €p |
| 6

pro vSechna i, j

takze Ize psat ZZSU §i-¢; < 0. Pfimym dusledkem negativni semidefinitnosti $ jsou
1= j—

podminky s.. < i= 2,...,n.). Vlastni cenové pruznosti jsou nekladné.

I—!



4.4 Hicksovské poptavkové funkce a jejich vlastnosti

Re3enim rovnic (3.6A) s podminkou (3.6B) pro nezndmé Xi,Xy, .., X,,, (pfipadné i vyraz
pro Lagrangelv multiplikator ) obdrZime pro kaZzdou komoditu

Definice 16 Poptavkovou funkci po i-té komodité [commodity demand function] v
Hicksovském tvaru [in the Hicksian form] , zapsatelnou ve tvaru

(4.5) Xi = |i ﬂ,po],pz,...., pn : ;

ktera je zékladni charakteristikou informuijici o tvaru zavislosti spotfebitelovy poptavky na
cenovém vektoru p a na spotrebitelem zadané hladiné uzitku u.

Definice 16A Mame-li poptavku po komodité x; = ,2,..., n_ vyjadfenu zapisem (4.5) s
néjakou poptavkovou funkci h; (l,p:n+ proménnych u a p, pak kazda takova
poptavkova funkce ze soustavy m poptavkovych funkci hy,..., h, ma nasledujici
vlastnosti :

(D1H) h, @,p je realna koneéna a nezaporna funkce a plati pro ni h; @,p = |

(D2H) h, G,p je nerostouci v cené i-té komodityp; a neklesajici v uzitku u.
(D3H) h, G,p je spojitav uzitku u a spojitav p; €= ,2,.., N

(D4H) Hicksovské poptavkové funkce x; = | (l,p:jsou homogenni stupné 0 v
cenach p3. Znamena to, Ze plati h; @,Ap = 1, G,p_

(D5H) Uplna soustava Hicksovskych poptavkovych funkci je aditivni a

n -
souctovatelna. Znamena to platnost rovnosti > p;h; @,p =M
i=1

(D6H) "Krizové" derlvace h|cksovskych poptavek (podle jednotlivych cen) jsou
oLGp _ 7 Gp

8'1- 0

symetrickeé, tzn. plati pro vSechna i, ]

1 GP_
0)

'j
semidefinitni, tzn. pro libovolny vektor §= €;,¢5,u &, : ne vSak identicky nulovy,

(D7H) Matice S rozméru Bx  sestavajici z prvki s ———= je negativné

spliiuje kvadraticka forma urena matici s podminku

|Z E 8p Jl §I fl

j

3|-(|p/
i " kde sj = 5] , takZe lze psat 2125,1 6§ <0.
j i

Diisledkem negativni semidefinitnosti S* jsou podminky sii* <L

Matice S~ je tvofena prvky s;;

% Je-li vychozi (vydajova) funkce homogenni stupné 1, je jeji derivace (poptavkova funkce) homogenni stupné 0.



Posledni vyrok tvrzeni ad (D1) vyjadruje skuteénost, Ze s nulovym pfijmem nelze
poridit ani nejmensi mnozstvi Zadného uziteéného statku. Dvé vlastnosti obsazené
v (D2) charakterizuji zavisle proménnou (poptavku) jako monoténni funkce ceny p;
a pfijmu M, pfi€emz zvySeni ceny neznamena nutné snizeni poptavky (zajem
spotiebitele miZe byt upfen na jiné komodity) @ zvySeni pFijmu nemusi nutné vést (ze stejného
davodu) ke zvySeni poptavky po i-tém statku. Spojitost (D3) ve vSech argumentech
vyluCuje skokovity pfiristek poptavky pfi nepatrné zméné ceny ¢i pfijmu.
Vlastnosti uvedené v (D5) vyjadfuji uplné rozdéleni disponibilniho pfijmu A na
nakup (ne vsak nutné véech) n komodit bez ohledu na to, jakou formulaci poptavkovych
funkci pfijmeme. V podminkach (D4) je obsazena zasada, ze proporéni zména
duchodu a cen neovlivni nijak chovani poptavky po zadné z komodit.

Souctovatelnost (D5M) a homogenita nultého stupné (D4M) jsou dulezitym nastrojem
v teoretické analyze poptavkovych vztahl, nicméné Castéji se vyjadfuji zprostfedkované
v zapisech s derivacemi poptavkovych funkci (misto pavodnich poptavkovych funkci).

Z podminky souctovatelnosti (D5M) takto vyplyvaji vztahy (pIatné pro i= ,2,..,Nn):
0 Ik ‘Il,p:_ N o U, P
ol =m =Pk op;

takZze zména v pfijmu M a cenach p zpUsobi pfeskupeni v nakupech, které neporusi

(4.6A,B) S - %P qgp -
k=

n
vydajové omezeni. Ziskame je derivovanim rozpoctoveho omezeni > p;x; =M podle
i=1

pfijmu, resp. podle cenyp;.

|dentity (4.6A) a (4.6B) se nazyvaji Engelova resp. Cournotova agregacni podminka.
Z podminky homogenity nultého stupné (D4M) Marshallovskych poptavek obdobné
vyplyva, ze pro i= ,2,..., n plati

(4.7) s | 2k @p_ ") 0 kp "
k- 0 I ol
Ovéfeni: Z podminky homogenity 0-stupné vyplyva g, €M,Ap = |, €@,p _a tedy
o €A A @p
) I
0 (WAp Y 7 €MAp 20 W) 5 €MAp 0 wp) 3 €MAp S A €M, Ap)p
0 E \M) 0 E \p) 0 o \M) E \p)

Specialni volbou A = dostaneme

. 39 QP 9 €W, Ap %gkﬂlp,M qglkﬂllcu agkﬂlp,M "89kﬂlp)p
oA oA oM op oM k1 op

Chovani poptavky spotiebitele vici kazdé komodité ¢; ,i= ,2,..., n jen v zavislosti na
jeho pfijmu (tzn. pfi pevném cenovém vektoru p) pak udavaji Engelovy krivky.



4.5 Engelovy krivky

Fixujeme-li ceny p= p4,p5, P,,) V Marshallovské poptavkové funkci (4.4), ziskame
Definice 17 Engelovu kfivku pro i-tou komoditu [Engel curve] zapsatelnou ve tvaru

(4.8) xi= ;¥ ,

ktera je charakteristikou informujici o tvaru zavislosti spotfebitelovy poptavky na
jeho pfijmu M a odvoditelné z poptavkovych funkci g; €l,p poté, co do nich
dosadime jako pevné hodnoty ceny jednotlivych komodit P4, P2 Py -

Definice 17A Mame-li poptavku po i-té komodité x; = ,2,..., n: vyjadrenou zapisem
(4.8) s néjakou Engelovou krivkou f;(M) jedné proménné, pak kazda tato Engelova
kfivka ma nasledujici vlastnosti :

(E1) Engelova kfivka f; €1 _je realna, koneéna nezaporna funkce a plati f @ = .

(E2) Engelova kfivka f; (Il:je neklesajici v pfijmu M.
(E3) Engelova kfivka f; €1 je spojitav M.
(E4) Engelova kfivka f; €1 je konkavniv M.

’ n
(ES) Uplna soustava Engelovych kfivek je souctovatelna, tzn. plati > p;fi(M)=M .
i=1

(E6) Plati Engelova agregaéni podminka i (.a—é:n/:
k=
Viastnosti Engelovy kfivky f,€1J= ,2,...,n jsou vesmés konformni s viastnostmi

Marshallovské poptavkové funkce g; ﬂl,p:, pokud pfi pevném p omezime pozornost na
chovani poptavky ve vztahu k pfijmu. Navic se pfedpoklada konkavnost (E4) f, €1 jako
funkce jedné proménné M a UpIné vynalozeni spotfebitelova pfijmu na pofizeni komodit
(ne nutné vSech) pfi jakékoliv urovni M. Engelova krivka je (jen) slabé monotonni, nebot
zvySeni pfijmu nemusi nutné vést ke zvySeni poptavky pravé po i-té komodité.

Teéna k Engelové krivce vyjadfuje hodnotu mezniho sklonu ke spotfebé dané
komodity, tzn. pomér mezi (limitné chapanou) zménou spotieby (realizované poptavky) x, a

zménou dichodu A7 tj. 2—4 Pfipomenme, Ze

. 7, M 95 /ol . G .
vyraz s;y = —-—= — /—— nazyvame pfijmova pruznost poptavky.
onx, x/ M
Na jeji hodnoté zavisi klasifikace ekonomickych statku: V ramci nich
a) je-li pfijmova pruznost poptavky vétsi nez 1, pak jde o luxusni statek .
b) je-li pfijmova pruznost poptavky v intervalu (0,1), jde o normalni statek.
c) je-li pfijmova pruznost poptavky rovna 0, jde o pfijmové inertni statek
d) je-li pfijmova pruznost poptavky mensi nez 0, jde o inferiorni statek.



4.6 Shephardovo lemma a Royova identita

vvvvvv

Hicksovskych poptavkovych funkci v rovnovazné situaci, je Shephardovo lemma.
Ronald W.Shephard [1953] je formuloval puvodné pro vztah mezi nakladovou
funkci (jako obdobou vydajové funkce) @ poptavkovymi funkcemi (po vyrobnich faktorech) v
teorii produkce.

Tvrzeni 6 Shephardovo lemma [Shephard lemma]

Méame danu vydajovou funkci E @,p _pFisludnou k uzitkové funkci u€ s viastnostmi

(V1), (V2), (V3), (V4), (V5). Potom kazdou ze soustavy poptavkovych funkci po
komoditach ziskame timto zpsobem

9 i¢p

= p ,

coz znamena, ze tvar poptavkové funkce po komodité {; je uréen jako parcialni
derivace vydajové funkce podle ceny této komodity. Toto fundamentalni tvrzeni je
zakladnim vychodiskem pfi konstrukci soustavy poptavkovych funkci po uZitek
pfinasejicich statcich z vydajové funkce.

Dukaz tvrzeni 6

Zvolme pevng, ale jinak libovolné cenovy vektor p°, hladinu uzitku u® a pfislusny vektor
optimalnich (ve vztahu p° ) n komoditnich mnoZzstvi x". Dale pro jakykoliv jiny cenovy
vektor p definujme funkci xﬁ: vztahem

(4.10) X6 = oo —E€.p.

Protoze x” neni nutné optimalni ve vztahu k p, vydaje na pofizeni mnozstvi x° pfi
cenach p musi vzdy byt pfinejmensim tak velké, jako jsou analogické vydaje na pofizeni
téch mnozstvi, ktera jsou optimalni vzhledem k p0 - tyto minimalni vydaje udava
vydajova funkce E6°,p:. Tedy x € je vzdy v&tsi nebo nejméné rovna 0. Dale vime, Ze
x“"je rovna 0, tj. X nabyva svého minima, pokud p je rovno pO. Proto vSude tam,

(4.9) X;

0

kde existuji derivace aa:‘/ , musi platit v komoditni kombinaci p0 podminka:
i
0 ‘0 \_ 0 _ 3 E‘O!po \_ |

4.11 A
(@.11) > Wil |

ProtoZe jsme pevnou hodnotu p0 volili libovolng, je tim vztah (4.9) dokazan. 0.

Poznamka 1 | kdyz vydajova funkce spliiuje vSechny vlastnosti (V1),..., (V5), nelze
nijak obecné zaruéit, ze pomoci Shephardova lemmatu odvozeny systém
poptavkovych funkci splhuje vSechny vlastnosti predpokladané u funkci
deklarovanych jako (Hicksovské) poptavkové, {j. (D1H) ..., (D7H).
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Poznamka 2 Opacny postup - tzn. sestrojeni vydajové funkce integraci systému
poptavkovych funkci (aniz trvame na spInéni vlastnosti (D1M),... , (D7M) - neni
obecné uskuteénitelny, a to ani tehdy ne, jestlize s jistotou vime, Ze takova vydajova
funkce E‘O,p‘ existuje a ze ji lze vyjadfit v explicitnim tvaru. Pokud lze takovou

vydajovou funkci zkonstruovat ze soustavy poptavkovych funkci, fikame, ze tato
soustava splnuje tzv. "podminku integrability".

DalSim uziteénym tvrzenim je véta, ktera charakterizuje uréitou ,pfibuznost”
struktury mezi funkénimi tvary u jednotlivych poptavkovych funkci.

Tvrzeni 7 Symetrie Hicksovskych poptavkovych funkci [symmetry of the Hicksian
demand functions]

Méjme danu vydajovou funkci E‘O,p‘ prislusnou k pfimé uzitkové funkci u(: s
vlastnostmi (V1), (V2), (V3), (V4), (V5), ktera ma navic spojité vSechny parcialni
derivace aspon do 2. fadu véetné. Potom pro systém poptavkovych funkci vyvozenych
pomoci Shephardova lemmatu ( 4.9) plati:
ok@p NS @0
(4.12) j Sl
0 Ik 0 I

Diikaz tvrzeni 7

OkamZité vyplyva ztzv. Youngovy véty znamé z matematické analyzy deklarujici
nezavislost druhych parciélnich derivaci na pofadi derivovani, jestlize jsou tyto druhé
parcialni derivace spojité. Pak plati:

~ ~ ~ ~
oj€p " i€p T i€ T L Cp
0 I 0 .ja K 0 kO I 0 ’

(4.13)

¢imz je diikaz tvrzeni proveden. .

V tomto smyslu Ize tedy mluvit o podmince symetrie kazdé funkce ze soustavy
poptavkovych funkci. Je tedy zfejmé, Ze vSechny poptavkové funkce musi mit
formalné pfibuznou funkéni podobu, ktera se miZe u jednotlivych funkci systému liSit
riznymi hodnotami parametrl téchto funkci, nemlze jit vSak o principialné odliSny
funkéni typ. (napf. jedna poptavkova funkce nemuZe byt logaritmem souétu kvadratd svych
argumentd, zatimco druha by byla arkustangentou sou¢inu odmocnin téchze argumentd). Uvedena
podminka tedy vyrazné snizuje ,,rozmanitost® v moznych vzajemnych odliSnostech
jednotlivych poptavkovych funkci.

Shephardovo lemma umoziiuje generovat Hicksovy poptavkové funkce z vydajové
funkce. Pokud bychom chtéli odvodit Marshallovské poptavkové funkce, staCi k tomu
substituovat za argument u ve vydajové funkci hodnoty nepfimé uZitkové funkce v

ktera ma argumenty p a M. Dostaneme
(4-14) Xi = ‘i ﬁap:: |i q’ﬂ,p;p:: li “!p:

tzn. soustavu poptavkovych funkci (pro i = ,2,....,n) v Marshallovském tvaru.

10



11

Pokud bychom byli postaveni pfed opaény problém, tj. vyvodit Hicksovy poptavkové
funkce z Marshallovskych, potom Ize postupovat v inverznim sméru. Mame-li dany

g;¥,p ,i= 2,..,n, dosadime za argument M-vydaj je pIné vynalozen na nakup
x - hodnotu vydajové funkce E@,p .
(4'15) xi: |iﬂap:: 'iecsp:p:: 'iQ,p:

Vztah mezi nepfimou uzitkovou a vydajovou funkci, jez jsou vzajemné inverzni, Ize
zapsat identitou - .
(4.16) yd,p = 1€GpP,p =

Obdobou Shephardova lemmatu formulovaného ve vztahu k vydajové funkci pro
vyvozeni poptavkovych funkci (tentokrat v Marshallovském tvaru) z nepfimé uZzitkové
funkce w p,M je vztah zndmy jako Royova identita. Je pojmenovana po

francouzském ekonomu a matematikovi René Royovi [1943]. Nezavisle na ném ji
formuloval jiny francouzsky matematik Jean Villé [1941].

Tvrzeni 8 Royova identita [Roy-Villé identity]

Mame danu nepfimou uzitkovou funkci w @M pfislusnou uzitkové funkci u€_
s vlastnostmi (W1), (W2), (W3), (W4), (W5). Potom soustavu Marshallovskych
poptavkovych funkci po komoditach ziskame timto zplsobem

LD
_ T

o 14p

ol

To znamena, Ze Marshallovskou poptavkovou funkci po i-té komodité obdrzime

jako zaporné vzaty podil dvou parcialnich derivaci nepfimé uZitkové funkce
w M,p , a to jednak podle ceny i-t¢ komodity, jednak podle spotfebitelova

pfijmu A7 .

(4.17) X;(M,p) =

Dukaz tvrzeni 8

Vztahem (4.7) jsme zapsali, Zze vydajova funkce a nepfima uzitkova funkce jsou
vzajemné v inverznim vztahu. Ten mizeme vyjadfit zapisem identity:

(4.18) yEGp.p = |
KdyZ tuto identitu (platici pro libovolnou dvojici pevnych hodnot p a u) derivujeme podle pevné
zvolené ceny p;, dostaneme uplatnénim retézového pravidla pro derivaci slozené funkce

@.19) Mp]ﬂ 3 e(up‘p) 0 Gp_0 7 €upd) 0

= , nebot

i i

i,j= ,2,...n adale EQ,p = 1, nebot pfijem M je rozdélen beze zbytku.

. , . O 0 0 J
pfi pevném u je —= ' a 6__ 4,0,...,.1 ,...,0 nebot — = ) (Kroneckerovo 0),
J

11
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Vztah (4.19) mizeme tedy po substituci EQ,p = 1 piepsat do tvaru
01€p 0 Gp_ 7 1€hp

(4.20) »
6 ’| a 'i a ii
Ze Shephardova lemmatu déle vime, Ze a:a&/: "(u,p)= x, ( tj.Hicksovska
poptavka po ;-tém statku). Odtud tedy jiz snadno odvodime
AL B

Mo -~ 0 .

(4.17) X, = | €p = oldp 0.
o1

Poznamka 3 Jestlize nepfimou uzitkovou funkci vyjadfime v normalizovaném tvaru,
tzn. argumenty prfedstavujicimi jednotkové ceny statki délené pfijmem, tj.

(% P, Pno4)_ - : <anny
b= e, 1= ) €1, kde  pracujeme s n-Clennym  vektorem
normovanych cen €,r,,..., I, _, pak lze Royovu identitu zapsat jako
oy €
X ologr,
(421) PiX; — g*l _
n aq’ (/
2. |
j=1 ologr;

tedy ve tvaru vyjadfujicim rozpocCtovou ucast i -t¢ komodity na celkovém pfijmu M jako
podil parciélni derivace nepfimé uzitkové funkce podle logaritmované ceny této komodity

a souctu analogicky vyjadfenych parcialnich derivaci l|J* (: podle vSech logaritmovanych
cen.

*/ Podrobnéji R.W. Shephard: Cost and Production Functions [1953] nebo tentyz autor: Theory of
Cost and Production Functions. Princeton U.P. [1970].

4Vzhledem k vlastnosti (W2) je ve vyrazu (4.17) Gitatel nekladny, zatimco jmenovatel je kladny. Vyraz
pro Marshallovskou poptavku na levé strané musi byt pfirozené nezaporny.

12
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4.7 Schématické vyjadreni vztahu

mezi pfimou uzitkovou, nepfimou uZitkovou a vydajovou funkci a soustavami
poptavkovych funkci v Marshallovském a Hicksovském tvaru

K vyjadreni vztaht mezi ekonomickymi funkénimi typy muze slouzit schéma

rozpoctové omezeni spotrebitel uzitkova funkce
i%pixi <M U(X 1, X g pee Xp)
Minimaliza¢ni uloha Maximaliza¢ni uloha
Mini iX; Max u(x4,X5,...,X,,)
za p:dminky za podminky
U(Xq,Xg e Xp) > 10 épixi <M, x; 20
substituce substituce
WDAJ;\&% FUNKCE  ifverze — NEPlfeill:wljolN %EKOVA
yd,p_
Shephardovo lemma Royova identita

derivace E podle p; zaporny podil derivaci ¢ podle p;,M
SOUSTAVA POPTAVKOVYCH | «substituce | SOUSTAVA POPTAVKOVYCH
FUNKCI N FUNKCI
PO KOMODITACH PO KOMODITACH
V HICKSOVE TVARU v MARSHALLOVE TVARU
- €0 p xi=5U.p

13
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4.8 Problém , integrability*

Poznamka 4

Poptavkové funkce v Marshallovském tvaru lze ziskat v podstaté tfemi zplsoby:

(A) Z primé uzitkové funkce pfimym feSenim maximalizacniho problému (1A) pfi
rozpoctovém omezeni (1B).

(B) Z nepiimé uzitkové funkce pomoci Royovy identity (4.15)

(C) Z Hicksovskych poptavkovych funkci (4.5) substituci (4.13)

Jen u druhého zpusobu je viak zaijistén uspéch. Cesta FeSenim maximalizacniho problému
zpravidla nevede k vyjadfeni Marshallovskych poptavkovych funkci v explicitnim
tvaru a pokud je toto mozné, bude zpravidla zejména v obecnych n-komoditnich
pfipadech vysledny vyraz pro poptavky komplikovany (obecné se viemi parametry
vychozi pfimé uzitkové funkce, viemi cenami a piijmem). Ani v pfipadé (C) nemusime vzdy
ziskat explicitni tvar poptavek (Problém je ale méné vazny nez v pfipadé (A).
Poznamka 5

Poptavkové funkce v Hicksovském tvaru lze ziskat rovnéz tfremi zplsoby:

(A) Z primé uzitkové funkce pfimym feSenim minimaliza¢niho problému (6A) pfi
uzitkovém omezeni (6B).

(B) Z vydajové funkce pomoci Shephardova lemmatu (4.9)

(C) Z Marshallovskych poptavkovych funkci (4.4) substituci (4.13)

| zde je Uspéch zajistén jen ve druhém pFipadé. ReSeni minimalizaéniho problému nemusi
vést k vyjadieni Hicksovskych poptavkovych funkci v explicitnim tvaru a pokud to
tak bude, budou v obecnych n-komoditnich pfipadech vysledné vyrazy pro poptavky
komplikované (se viemi parametry pfimé uZitkové funkce, véemi cenami a uzitkem). Ani zde u
(C) nemusime obecné ziskat explicitni tvar poptavek (byt problém je méné vazny nez v (A).
Vztah (11) xi(E(uo,p)): |i(u°,p) a Shephardovo lemma (4.9) dovoluji psat obé
soustavy (Hicksovskych i Marshallovskych) poptavkovych funkci vyjadfenimi v
parcialnich diferencialnich rovnicich

3 iy 31
(422A.8) K(EWDP)= P resp. xi(Mp)= 1 ER)
[ §
Resenim jedné &i druhé soustavy (4.22) pro E(u,p), resp. ¥{M,p) bychom tedy mohli
— aspon v principu — ziskat vydajovou, resp. nepfimou uzitkovou funkci.
Vytvofeni vydajové funkce E@,p z Uplné soustavy Hicksovskych poptavkovych
funkci h; @,p _ z (4.5) je vSak mozné jen za predpokladi (D6H), (D7H), tzn., Ze

matice S* musi byt symetricka a pozitivné semidefinitni.

14



15

Zpétna rekonstrukce nepiimé uzitkové funkce wdl,p z  Uplné soustavy
marshallovskych poptavkovych funkci g; €1,p _z (4.4) je mozné jen za predpoklad(
(D6M), (D7M), tzn. pokud Sluckého substituéni matice S bude symetricka a
pozitivné semidefinitni.

4.9 Alternativni vyvozeni Sluckého rovnice

Sluckého rovnici (6.18) odvozenou v ¢asti 6 pfimo muzeme vyvodit takeé jinym
zpUsobem, pfi kterém vyuzijeme Shephardova lemmatu.

Vyjdeme pfitom z identity h;(u,p)=;(E(u,p),p) ,
kterou derivujeme podle ceny j-tého statku p;. Dostaneme tak
0 ii(u,p) _ 7 (E(u,p)p) oi(u,p) 01 7 &(E(up)p) 0

8'1' a(u,p) 0 8'1 0) 8;1
Protoze vSak ziejmé E(u,p)= 1, g—' = jjj (Kroneckerovo 0') a protoze dle
)
j
0 i(u,p) _

Shephardova lemmatu (4.9) plati

= |j, dostavame z predchoziho
) s

j
0 i(up) _ 7 G(E(u,p)p) . 7 G(E(u,p)p)

J ., heboli
a 'j aM 8 |j
0 (uwp)_7 iMp) 7 i(Mp)
o . oM ! ) ’

j j
Poznamka 1 PovSimnéme si, Zze vyraz vlevo reprezentuje Hicksovskeé, zatimco oba

vyrazy vpravo Marshallovské pojeti. Po pieskupeni ¢lent jiz dostavame Sluckého
rovnici v obvyklém zapisu

O G(E(pLp)  «(E(up)p) 7 i(up)
0 )i L oM o )

o iMp)_ * i(Mp) 7 (up) .
5 , .

, resp.

7l
j oM d

Zaznamenejme, ze duchodovy ¢len je reprezentovan Marshallovskym zapisem,
U.| 1. (U
zatimco substitucni clen (obecné definovany jako X;; = A.% = i.ﬁ‘) je vyjadren
Pj
v Hicksovskeé notaci ( s nepfitomnosti M ) .
Poznamka 2 Vzhledem k symetrii Hicksovskych poptavkovych funkci
o (up) 2 j(up)
0 0 |

J
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plati pro Marshallovské poptavkoveé funkce tato symetrie

AL L
M Ty oy

A
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