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Predmluva

Tato prace je podkladovym materidlem k pfedmétu Bayesianska analyza, ve
svych pocatcich vyucovanym na Ekonomicko-spravni fakulté pod nazvem Re-
gresni analyza. Obsahové i strukturou vychazi z vynikajici knihy Garyho Koopa
— Bayesian econometrics [19] a jednd se tak o jakysi neoficidlni pieklad.

Verze pro rok 2011 by meéla dale rozsirit a opravit puvodni text upravo-
vany od roku 2007, a to v nékolika ohledech. Prvnim z nich je doplnéni kapitoly
vénované flexibilnim modeltim, bayesovskému priameérovani modeli a dalsim vy-
branym problémtim bayesovské ekonometrie. Doplnény budou rovnéz ¢asti vé-
nované empirickym pfikladim, v prvni fazi minimalné v rozsahu, jaky nabizi
Gary Koop.

Postupné bych rad rozsifil a doplnil jednotlivé kapitoly o dalsi pasaze, které
v Koopové knize najit nelze, pfipadné jsou tam uvadény v redukované podobé.
Jedné se zejména o vybrana témata z neméné zajimavé ucebnice Tonyho Lan-
castera [21]. Dalsim piikladem by mohla byt specifickd problematika konverge-
nénich diagnostik.

Protoze je bayesianska ekonometrie nerozlucitelné spjata s vyuzitim pocita-
¢, rad bych rozsifil ¢ast prilohy vénované popisu uZite¢nych funkci a toolboxt
pro Matlab. Préce je to vSak naro¢na zejména z c¢asového hlediska, pfesto pevné
vérim, Ze se mi alespon vétsinu z planovanych aktivit podafi uskutecnit.
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Kapitola 1

Zakladni principy a pojmy
Bayesianské ekonometrie

Ekonometrii lze definovat nejlépe jako samostatnou védni disciplinu, ktera v so-
bé propojuje a rozsifuje zejména poznatky ekonomické teorie, matematické eko-
nomie, ekonomické statistiky a matematické statistiky. Ekonometrie dodéava eko-
nomické teorii empiricky rozmeér, pficemz obvykle vyuziva matematickou formu-
laci ekonomického problému, coz je hlavni naplni matematické ekonomie. Kazda
empirickd analyza je zalozena na realnych naméfenych datech, které poskytuje
ekonomickd statistika. Role ekonometra v tomto pfipadé nespociva jen v pa-
sivnim prejimani statistickych dat a ukazatelt, ale i v jejich aktivni analyze
a v jejich peclivém vybéru pro tcely praktického modelovani. Piikladem miize
byt ekonomicky pojem “Grokovd mira” (pouzity v ramci formulace néjaké hy-
potézy vychazejici z ekonomické teorie), pro ktery lze nalézt desitky riiznych
statistickych ukazateli. Poznatky matematické statistiky jsou nasledné zakla-
dem ekonometrickych technik a nastroji, které jsou obvykle vytvareny a voleny
s ohledem na specificky charakter ekonomickych dat a modela.

V tomto textu se budeme zabyvat jednim z moznych pfistupd k ekonome-
trické analyze, a to bayesovskym pfistupem. Tento piistup je hojné vyuzivan i
v jinych védnich disciplinach jakymi jsou biologie ¢i medicina. Ackoliv se tedy
budeme zabjvat bayesianskou! ekonometrii, prezentované principy (a mnohdy
i modely) maji univerzalni platnost.

1.1 Bayesianska teorie

Bayesidnskéa ekonometrie (¢i obecnéji analyza) je zaloZzena na nékolika jednodu-
chych zakonech pravdépodobnosti. Diky tomu je bayesovsky piistup charakteri-
zovan vysokou mirou univerzélnosti. At uz budeme chtit odhadovat parametry
néjakého modelu, porovnavat rtzné specifikované modely nebo snad vytvaret

1V dal$im textu je uzivano zcela rovnocenné pfidavné jméno ,bayesovsky“ i , bayesiansky“.



2 Zakladni principy a pojmy Bayesianské ekonometrie

predpovédi, vSechny tyto aktivity v sobé budou zahnovat jednotnou aplikaci
nékolika zédkont pravdépodobnosti.

Pro ilustraci bayesidnského principu predpokladejme, ze méame dvé spojité
nahodné veli¢iny A a B. Jedno ze zakladnich pravidel pravdépodobnosti nam
rika, ze

p(A, B) = p(A|B)p(B),

kde p(A, B) je simultanni ¢i sdruZend hustota pravdépodobnosti, p(A|B) je pod-
minéna hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny A za predpokladu realizace
B a p(B) je margindlni hustota pravdépodobnosti. Toto pravidlo samoziejmé
plati i pro diskrétni ndhodné velic¢iny, v jejichz pfipadé stac¢i hustotu pravdépo-
dobnosti nahradit pravdépodobnostni funkei. Logicky samoziejmé plati i vztah

p(A, B) = p(B|A)p(A).

Bayesovo pravidlo, které je alfou a omegou bayesianské ekonometrie, vyplyva

z rovnosti vySe uvedenych vyrazii pro sdruzenou hustotu pravdépodobnosti

p(A, B):

p(A|B)p(B)
p(4)

Pro ekonometrii a ekonomii viibec je charakteristickd prace s modely. Ty-
pickym zastupcem ekonometrického modelu je regresni model, ktery miizeme
chéapat jako urcitou formu néjakého obecnéjsiho ekonomického modelu. V ramci
ného nas zajimaji koeficienty resp. parametry tohoto modelu, které obvykle
chceme odhadnout. Oznac¢me si tedy pismenem y vektor ¢i matici dat a pisme-
nem 6 vektor ¢i matici parametrd modelu, kterym se snazime vysvétlit chovani
veli¢iny y. Chceme se tedy dozvédét néco o parametrech 6 na zékladé dostup-
nych dat y. Bayesianskd ekonometrie pro tento ucel vyuziva pravé Bayesova
pravidla. Sta¢i, pokud ve vztahu (1.1) nahradime ndhodnou veli¢inu B parame-
try 6 a ndhodnou veli¢inu A ziskanymi daty obsazenymi ve vektoru (& matici)
y. Ziskdme tak vztah:

p(BJA) = (1.1)

p(y|®)p(0)
ply)

Pravé podminéna hustota pravdépodobnosti p(f|y) je v centru zajmu bayesian-
ct1, nebot v sob& obsahuje odpovéd na otézku: ,,Co miZzeme ¥ici o parametrech
0, pfi ndm zndmych datech?“. Chapani parametri 6 jako nahodné veliciny?
odlisuje bayesiansky ptistup od pfistupu klasické ekonometrie (v anglické lite-
ratufe je presnéjsi oznaleni frequentist econometrics). Bayesidnska ekonometrie
je zalozena na subjektivnim chapéani pravdépodobnosti. V tomto kontextu tedy
budeme brat jako fakt, ze tento pfistup ndm umoznuje poznat néco neznamého
(napf. regresni koeficienty) za predpokladu, Ze néco zndme (napt. data), pficemz
nejlepsi souhrnnou charakteristikou takovéhoto pfistupu k poznani je koncept
podminéné pravdépodobnosti.

p(Oly) = (1.2)

2Vsimnéme si, Ze pro korektnost piedchoziho vztahu zde logicky musi dojit k nahrazeni
jednéch nahodnych veli¢in ndhodnymi veli¢inami druhymi.
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Pokud nas zajimé skutecné jen to, dozvédét se néco o parametrech 6, mizeme

v rovnici (1.2) ignorovat ¢len p(y), nebot ten v sob& # nezahrnuje. Mtizeme tedy
psat:

p(0ly) o< p(y|0)p(6). (1.3)

Podminénd hustota pravdépodobnosti p(0|y) se nazyva posteriorni hustota (éi
posteriorni hustota pravdépodobnosti — posterior density), funkce hustoty prav-
dépodobnosti (v angli¢tiné propability density function — p.d.f) p(y|0) je tzv.
vérohodnostni funkce (likelihood function) a vyraz p(f) je tzv. apriorni hus-
tota (prior density). Tento vztah se obvykle ¢te tak, Ze ,posteriorni hustota je
proporcionalni soucinu vérohodnostni funkce a apriorni hustoty.“

Apriorni hustota ¢ zkracené ,prior* p(6) v sobé obsahuje informaci o para-
metrech 6 nezavislou na datech. Jinymi slovy v sobé obsahuje vSe, co o 6 vime
pred tim, neZ se podivame na data. Apriorni hustota je jednou z kontroverznich
véci bayesovské ekonometrie. V dalsich kapitolach bude probirdna otazka tzv.
informativnich a neinformativnich priort (apriornich hustot). Existuji i bayesi-
anské empirické metody, které vyuzivaji informaci obsazenou v datech pro sta-
noveni apriorni hustoty, ¢imz ovSem ponékud narusuji zakladni premisu baye-
sianstvi. Nicméné, vzhledem k tspéchtim v praxi je tento druh metod ¢im dal
popularnéjsi a pouzivanéjsi.

Vérohodnostni funkce p(y|0) je podminénou hustotou pravdépodobnosti dat.
V tomto kontextu je chapana jako proces, kterym jsou data generovana. Napi.
v linearnim regresnim modelu ¢asto predpokladame, Ze ndhodné slozka ma nor-
malni rozdéleni, coz dale implikuje i to, Ze p(y|6) bude mit podobu odpovidajici
normalnimu rozdéleni, jehoz konkrétni podoba je zavisla na hodnoté regresnich
koeficientu a variabilité ndhodné slozky.

Posteriorni hustota ¢i zkracené ,posterior® p(f|y) v sobé zahrnuje informaci
0 tom, co vSe vime o parametrech 6, kdyZ jsme vzali v ivahu data. Rovnici
(1.3) je tedy mozno chépat jako ,updating rule“, tedy jakési pravidlo, které
nam fika, jak aktualizovat nasi apriorni informaci o parametrech 6 na zakladé
jeji konfrontace s daty. Posteriorni hustota je tak kombinaci datové i nedatové
informace.

V fadé aplikaci nas muze zajimat porovnani riznych modeld, coz lze uplat-
nit v ramci testovani alternativnich ekonomickych hypotéz. Model je formalné
definovan vérohodnostni funkci a apriorni hustotou. Pfedpokladejme, Ze mame
m ruznych modelta M; pro i = 1,...,m, které se snazi vysvétlit chovani y. M;
zavisi samozfejmé na parametrech #*. Posteriorni hustotu tak mfizeme zapsat
jako
) = p(ylo", Mi)p(6°| M;)

p(y[M;) ’
kdy indexy ¢ vyuzivame proto, abychom odlisili prior, vérohodnostni funkci a
posterior pro kazdy z jednotlivych modeld.

Logika bayesovské ekonometrie nas vede k uziti Bayesova pravidla pro od-
vozeni pravdépodobnostni vypovédi o tom co nezndme (napf. zda-li model je
korektni ¢i ne) za predpokladu platnosti toho, co zndme (napt. data). Tim je
mysleno to, Ze mizeme pouzit posteriorni pravdépodobnost modelu k vyjadieni

(1.4)
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miry podpory néleZejici modelu M;. Staéi tedy opét dosadit ve vztahu (1.1)
B = M,; a A =y, abychom ziskali:

(1.5)

V této rovnici oznacuje vyraz p(M;) apriorni pravdépodobnost modelu, coz je
méfitko toho, jakou pravdépodobnost tomuto modelu prisuzujeme bez znalosti
dat. Vyraz p(y|M;) je tzv. marginalni vérohodnost (marginal likelihood), kterou
miizeme ziskat ze vztahu (1.4), pokud integrujeme obé jeji strany podle 6% a
pokud vyuzijeme zndmou skute¢nost, ze [ p(6|y, M;)d0* = 1. Po upravé tak
dostavame:

p(y|M;) = / p(yl6°, Mi)p(0°[M;) a6 (16)

V dalsich kapitolach uvidime, jak prakticky marginalni vérohodnost spocitame.

Vyraz ve jmenovateli rovnice (1.5) neni snadné pfimo spoé¢itat, proto obvykle
porovnavame dva modely, ¢ a j, pomoci tzv. posteriorniho podilu Sanci (poste-
rior odds ratio), PO;;, coz je vzajemny podil posteriornich pravdépodobnosti
porovnavanych modelti:

_ p(Mily) _ p(y|Mi)p(M;)
U p(Mly)  p(yIMy)p(M;)

Mnohdy je mozné spocitat posteriorni podil pfimo. Pokud tento podil spoc¢itame
pro kazdou dvojici modelti a budeme-li predpokladat, ze nase mnozina modeli je
uplnd (tj. p(Mily) +p(Ma|y)+...+p(M,,|y) = 1), 1ze timto spoéitat i samotnou
posteriorni pravdépodobnosti modelt. Napf. pokud médme dva modely (m = 2),
pak lze vyuzit rovnice

PO

(1.7)

p(Mly) + p(Maly) =1

a
p(Miy)
POy = ——,
27 p(Maly)
abychom ziskali
PO;2
M =
p(Mily) 17 PO,

p(Mzly) = 1 — p(Mily).

Obvykle pfisuzujeme v§em modeltim stejnou apriorni vahu. V takovémto pfi-
padé nam piejde posteriorni podil Ssanci na podil meznich vérohodnosti modeli,
jenz je oznacovan jako Bayestv faktor, BFj;:

BF; = p(y\Ml) (1.8)

p(ylM;)

Posledni otazkou, které budeme na tomto misté vénovat pozornost, je pro-
blematika predpovédi. Zajiméa nas tedy, jak na zdkladé pozorovanych dat y
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muizeme predpovidat budouci nepozorované hodnoty y*. Bayesovsky pristup
vede k tomu, ze je tieba uvazovat o neurcitosti y* v kontextu podminéné prav-
dépodobnosti. Predpovéd je tak zaloZzena na tzv. predikéni hustoté pravdépo-
dobnosti (predictive density), p(y*|y), resp. v pfipadé vice alternativnich mo-
del na predikéni hustoté p(y*|y, M;). Tuto predikéni hustotu miZeme zapsat
pravdépodobnosti. Jednim z nich je to, ze marginalni hustotu pravdépodobnosti
lze ziskat ze sdruzené hustoty pravdépodobnosti prostou integraci:

p(y"ly) = / p(y",0ly)do.

Clen uvniti integralu lze dale rozepsat, ¢imz ziskdme obvyklé vyjadieni predikéni
hustoty za pomoci posteriorni hustoty pravdépodobnosti:

p(yly) = /p(y*ly, 0)p(0]y)do. (1.9)

Timto jsme si predstavili zakladni teoretické pojmy a principy bayesovské
ekonometrie. Pokud jednou p#ijmeme, Ze nezndmé charakteristiky (napt. 6, M;
a y*) jsou ndhodné veli¢iny, dostavame se k vnitiné logickému a nadéle jiz
nekontroverznimu bayesovkému pristupu, ktery vyuzivd matematicky ovérena
pravidla pravdépodobnosti pro statistickou analyzu zkoumanych charakteristik.
V ramci kazdého modelu je tfeba mit na paméti, ze bayesianskd ekonometrie
vyzaduje vybér apriorni hustoty a vérohodnostni funkce, které jsou dale vyuzity
k formulaci posteriorni hustoty (1.3). Zdtraznéme tedy, Ze posteriorni hustota
je zakladem analyzy nezndmych parametrti modelu. Pro porovnani vice modela
je mozno pouzit posteriorni pravdépodobnosti modelu (1.5), posteriorni podil
sanci (1.7) nebo Bayesiiv faktor (1.8), k jejichZ vypoétu je obvykle t¥eba spocitat
marginalni vérohodnosti modelid (1.6). Pfedpovéd je pak zaloZena na predikéni
hustoté pravdépodobnosti obvykle ziskdvané z (1.9). A¢ se to miize zd4t k neu-
vétfeni, téchto nekolik rovnic je mozno vyuzit ke statistické analyze jakjchkoliv
predstavitelnych aplikaci.

1.2 Bayesianské vypocetni postupy

Na ekonometrické ptudé byl bayesidnsky pristup pres svou teoretickou a kon-
ceptuéalni eleganci dlouho mimo hlavni pozornost. Duvody pro to byly v zasadé
dvojiho druhu: problematika apriorni informace a problém vypocetni. Prvni
problém se tak tyka viceméné filozofické debaty uziti ”subjektivni” apriorni in-
formace v ramci ”objektivni” ekonomické védy. Argumentem zde nicméné je to,
ze v ekonometrii jako takové v podstaté cely proces tvorby modela v sobé zahr-
nuje Sirokou §kalu nedatovych informaci, at jiz jde nap¥. o rozhodnuti jaky typ
modelu pouzit, jaké proménné zahrnout, jaka zvolit kritéria pro porovnani mo-
deld ¢i odhad parametri apod. Z tohoto ohledu je bayesiansky pristup zcela ¢isty
a rigordzni v tom, jak s takovymto typem nedatové informace pracovat. Navic,
pokud je k dispozici apriorni informace, méla by byt uzita, nebot v&tsi mnoZstvi
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informaci je vzdy preferovano pred mensim. Posledni obranou je i skute¢nost, ze
bayesianstvi “vyvinulo” pro celou fadu modeld neinformativni priory, coz dava
¢lovéku volnost v rozhodnuti, zda-li informativni apriorni hustotu vyuzit nebo
nevyuzit.
byl pfekonéan az v pribéhu poslednich dvaceti let, coz je spojeno s rozvojem vy-
pocetni techniky. Praktické vyuziti bayesianskych metod totiz vyzaduje aktivni
zapojeni pocitact. Tteba takové rovnice pro porovnani modeltl a predikci v sobé
primo ¢i nepfimo obsahuji integraly. Jen v ojedinélych pripadech existuje jejich
analytické feseni. Obvykle tak pro vyhodnoceni téchto integrald potrebujeme
poditac, s ¢imz souvisi rozvoj celé fady vypocetnich algoritmt. Samotna rov-
nice definujici posteriorni hustotu vyhodnoceni integrali nevyzaduje, nicméné
prezentace informaci o parametrech si jiz néjaké to pocitani vynucuje. Hustota
p(fly) shrnuje vSe, co mizeme Fict o parametrech 6 po shlédnuti dat. Prezen-
tovat veskerou informaci o p(f|y) je mozné pouze v ojedinélych piipadech, kdy
se jedna o posteriorni hustotu v jednoduché formé nebo vektor 6 je jednoroz-
meérny. V tomto pfipadé€ si mizeme napi. vykreslit posteriorni hustoty pravdeé-
podobnosti. Obécné nam vsak jde o prezentaci riznych numerickych souhrni
informace obsazené v posteriorni hustoté. A zde se opét dostavame k integro-
vani. Je tak napt. zddouci prezentovat bodovy odhad parametru 6. Bayesovsky
pFistup Fesi volbu takovéhoto odhadu v rdmeci teorie rozhodovéani (decision the-
ory). Pro nase potfeby je dostacujici védét, Ze veelku intuitivni bodové odhady
jako pramér (stfedni hodnota), medidn ¢éi modus posteriorni hustoty je mozno
odvodit pravé v kontextu této teorie rozhodovani.

Predpokladejme, Ze chceme jako bodovy odhad vyuzit posteriorni stfedni
hodnotu (posterior mean) a predpoklddejme déle, Ze 6 je k-prvkovy vektor,
0 = (61,...,0k) . Posteriorni stfedni hodnota je tedy definovéna jako:

E(6ily) = / 6,(6]y)d6. (1.10)

A7 na nékolik vyjimek nelze tento integral fesit analyticky. Vhodné je rovnéz
prezentovat miru stupné neurcitosti spojenou s bodovym odhadem. Obvyklym
mérfitkem je v tomto pripadé posteriorni smérodatna odchylka, tedy odmocnina
posteriorniho rozptylu, ktery lze vypocist jako

2
var (ily) = E (67 ly) — {E (0:ly)} ",
coz vyzaduje vyhodnoceni integralu v (1.10) v podobé
E (67ly) = /Gfp(ﬂ\y)dﬂ-

Dle kontextu feseného problému je mozné prezentovat jiné vlastnosti poste-
riorniho rozdéleni, napi. zda-li néktery z parametri je kladny. To znamend opét
vyhodnoceni intergalu, tentokrat ve formé:

p(0; > 0ly) = /Ooop(9|y) n
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VsSechny tyto posteriorni vypocty lze shrnout do jednotného vztahu:

E(g(0)ly) = / 9(0)p(0])d0, (1.11)

kde g(0) je funkce, kterd nas zajima. Napi. g(0) = 6;, pokud pocitdme poste-
riorni stfedni hodnotu pro 6;. Podobné bude g(8) = 1(6; > 0) v pfipadé, kdy
poditdme pravdépodobnost, ze 6; je kladné. Zde vystupuje 1(A) jako indikaéni
funkce, ktera je rovna jedné pokud podminka A plati a nule v ostatnich pripa-
dech. Predikéni hustota spadé také do tohoto obecného zapisu, nebot miizeme
polozit g(0) = p(y*|y, #). Jednémi z vyjimek, které nespadaji pod tento obecny
zapis jsou marginalni vérohodnost a kvantily posteriorni hustoty.

V ramci dalgiho vykladu bude stiedni hodnota E[g(6)|y] v rdmci v8ech disku-
tovanych modeld existovat, podobné jako funkce g(.). Pro nékteré modely vsak
existovat nemusi. Pfrikladem je Cauchyho rozdéleni, coz je t-rozdéleni s jednim
stupném volnosti, pro které stfedni hodnota neexistuje. Pfi vyuziti bayesian-
skych metod v rdmci nového modelu tedy miize byt dilezité existenci stfedni
hodnoty E[g(0)|y] ovétit. V piipadé, kdy p(8|y) odpovidad hustoté pravdépo-
dobnosti, vSak budou vzdy existovat kvantily této hustoty. Nejsme-li se jisti
existenci E[g(6)]y], je mozné vzdy prezentovat posteriorni informaci na kvanti-
lovém zakladé (napf. medidn nebo mezikvartilové rozpéti).

V ojedinélych pfipadech je mozné vyraz (1.11) vyhodnotit analyticky. Obec-
né je vSak potfeba vyuzit vypocetni techniku. V moderni bayesianské ekonomet-
rii je pfevazujicim piistupem posteriorni simulace. Existuje celd fada simulatori
a vSechny jsou aplikaci ¢i rozsifenim zakona velkych ¢isel a centralni limitni véty.
Jednim z disledkt zakona velkych ¢isel je:

Teorém 1.1 (Monte Carlo integrace). Necht (%) pro s = 1,...,S je nahodny
vybér (vzorek) z p(fly) a definujme

S

1 .

gs =5 >_9(0"). (1.12)
s=1

Potom gg konverguje k E[g(6)|y] pro S jdouci k nekoneénu.

V praxi je tim mysleno to, ze pokud pocita¢ dokaze generovat nadhodny
vybér z posteriorniho rozdéleni, miizeme aproximovat E[g(f)|y] jednoduchym
prameérovanim funkce, kterd nas zajimé, a to vyhodnocené v ramci tohoto na-
hodného vybéru (vzorku). Tvorba ndhodnych vybéra ¢ vzorkovani z posteri-
orni hustoty je pravé nazyvana posteriorni simulaci, kdy 0(*) je p¥islusny vybér
(draw) ¢i replikace (replication). Vyse uvedeny teorém je v podstaté nejjedno-
dussim posteriornim simuldtorem (tzn. generujeme nédhodné vybéry z posteri-
ornfho rozdéleni), pficemz Monte Carlo integrace je zptsob jak aproximovat
stfedni hodnotu E[g(0)|y].

Chyba aproximace by byla nulova pouze v pfipadé€, kdy by S bylo neko-
ne¢no. Muzeme si tak zvolit libovolné S, kdy samoziejmé s rustem S se zvysSuji
vypocetni naroky kladené na pocitac¢. Je mnoho zptisobi jak méfit chybu aproxi-
mace spojenou s konkrétni hodnotou S. Nékteré z nich jsou zalozeny na rozsifeni
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centralni limitni véty. Pro prfipad Monte Carlo integrace centralni limitni véta
implikuje néasledujici teorém:

Teorém 1.2 (Numerickd standardni chyba). Pfi vyuziti definice a postupu
z Teorému 1.1 plati

V8{gs — Elg(0)ly]} — N(0.0), (1.13)
pro S jdouci k nekoneénu, pfi¢emz o = var[g(d)|y].

Teorém 1.2 Ize vyuzit pro odhad chyby aproximace pfi Monte Carlo inte-
graci s vyuzitim vlastnosti normalniho rozdéleni. Skutecnost, ze standardizo-
vané normalni rozdéleni ma 95 % své hustoty uvnitt intervalu definovaném 1.96
nasobkem smérodatné odchylky od stredni hodnoty, nas vede tedy k tomu, Ze:

g g
Pr|—-1.96—%~ < gs— E[g(0|y)] < 1.96—L
g = 9s [9(0]y)] < 75

Volbou S lze zajistit, aby chyba odhadu gs — E[g(f]y)] bylo dostateéné mala,
a to s vysokou pravdépodobnosti. V praxi je o, neznamé, ovsem Monte Carlo
integrace ndm umoznuje jeji aproximaci. Vyraz % se oznacuje jako numericka

= 0.95.

standardni chyba a lze ji interpretovat jako miru chyby aproximace. Teorém 1.2
tedy implikuje, ze mame-li nap¥. vzorek velikosti S = 10000, pak numericka
standardni chyba je 1 % posteriorni smérodatné odchylky.

Problémem je, ze mélokdy je mozno Monte Carlo integraci tak snadno pro-
vést. Existuji algoritmy pro ndhodny vybér z mnoha obvyklych rozdéleni (nor-
mélni, chi-kvadrat), i kdyz pfesnéji feceno, tyto pocitacové algoritmy nejsou
z forméalniho vybéru ndhodné generatory, ale spise pseudo-ndhodné. V fadé mo-
delt v8ak posteriorni hustoty nemaji zadnou z obvyklych a znamych forem. V
takovychto pripadech je nutné vyuzit jinych posteriornich simulatori, jejichz vy-
tvofeni je tikolem naroc¢néjsim. K tomu se ale v dalsich kapitolach samoziejmé
vratime.

1.3 Software pro Bayesianskou analyzu

Existuje fada pocitacovych programt a balickd, které jsou uzitecné pro ba-
yesianskou analyzu v ramci urcité tfidy modelt. Bayesidnska ekonometrie je
vSak vypocetné mnohem naroc¢néjsi nez klasickd ekonometrie. Pro nastroje a
techniky klasické ekonometrie existuje celd fada programi, ve kterych uziva-
tel mize jednoduse klikat na odpovidajici ikonky ¢i nabidky a provést tak
pozadovany ekonometricky postup (odhad parametrit modelu, diagnosticky test
apod.). Lze namitnout, Ze tato vyhoda je i nevyhodou v tom smyslu, Ze pod-
poruje ekonometry v pouzivani jednoduse jen téch technik, které jsou v da-
ném programu obsazeny. To muze mnohdy svadét k jednoduché prezentaci vy-
sledk® odhadti, testovych statistik a diagnostickych testil, které ndm program
vraci, ale bez ohledu na to, jestli se jedna o adekvatni pouziti pro aplikaci ¢i
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problém, ktery resime.Bayesianska analyza nas naopak nuti pfemyslet v inten-
cich modelt (tzn. vérohodnostni funkce a apriorni hustoty), které jsou vhodné
pro empirické otazky. které potfebujeme fesit. Nepfeberna fada moznych véro-
hodnostnich funkci a apriornich hustot tak ztézuje vytvoreni bayesovského pro-
gramu s Sirokym pouzitim. Z tohoto diivodu si bayesovsti ekonometii vytvareji
vlastni programy a skripty v maticovych programovacich jazycich jako je napfr.
MATLAB, Gauss nebo Ox. Tento postup neni zase tak obtizny jak by se mohlo
zdat. Psat si vlastni program je navic velmi dobrym zpiisobem jak se donutit
plné porozumét podstaté danych ekonometrickych postupt. V nasem pripadé
budeme fesit priklady s vyuzitim MATLABU, ktery je pravdépodobné nejbéz-
néji pouzivanym pocitacovym jazykem pro bayesovskou ekonometrii a statistiku.
Pravdou je, Ze se jedna o komeréni software, nicméné volné dostupnou variantou
tohoto produktu je Octave (pouzivajici stejny syntax) a rozsifenym programo-
vacim jazykem podobnym Matlabu (s podobnym syntaxem) je pak program R
a jeho balicky. Prehled programu a nastavbovych balickt nabizi tabulka 1.1.

Tabulka 1.1: Piehled software pro bayesianskou ekonometrii.

Typ - Nazev Vyrobce Poznédmka

Open source

Octave University of Wisconsin »analogie“ Matlabu

R The R Project ruzné knihovny
BUGS/WinBUGS The BUGS Project

Komercni

GAUSS Aptech Systems, Inc.

Matlab MathWorks, Inc.
Balicky

BACC John Geweke i pro Matlab

DYNARE M. Juillard makromodelovani

Econometrics Toolbox James P. LeSage Matlab, Octave

Programy Octave, R a Matlab jsou v podstaté systémy s vlastnim progra-
movacim jazykem (Octave a Matlab ho maji totoZny) navrzené pro slozité nu-
merické vypocty. Disponuji celou fadou implementovanych ¢i externé stahnu-
telnych toolbox ¢i plugint (coZ jsou balicky jiz hotovych a naprogramovanych
funkci pro rizné ucely pouziti). Matlab tak mé k dispozici implementovany
statisticky toolbox (funkce pro zékladni regresni techniky a statistiku), ekono-
metricky toolbox (pro praci s éasovymi fadami) a optimaliza¢ni toolbox (na-
stroje pro optimalizaci). Zcela volné je pro Maltab dostupny tzv. Econometrics
Toolbox, z ¢asti naprogramovan a spravovan Jamesem P. LeSagem [22], ktery
obsahuje velké mnozstvi funkci a néstroju pro odhad Siroké skaly ekonometric-
kych modelt. Vyhodou tohoto typu programu je vsak obrovské flexibilita, kdy

vvvvvv


http://www.gnu.org/software/octave/
http://www.r-project.org/
http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/welcome.shtml
http://www.aptech.com/
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://www.econ.umn.edu/~bacc
http://www.cepremap.cnrs.fr/dynare/
http://www.spatial-econometrics.com/
http://www.spatial-econmetrics.com/
http://www.spatial-econmetrics.com/
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Zajimavym néstrojem pro makroekonomické modelovani (vyuzivajici i klasické
metody odhadu) je Juillardiv Dynare [17].

Ale ani c¢lovek, ktery si nechce zdokonalit své dovednosti v programovani
nemusi zoufat. Existuji balicky z naprogramovanymi funkcemi pro standardni
t¥idy modela. Piikladem mtze byt program BUGS, coz je akronym pro Ba-
yesian Inference Using Gibbs Sampling), vyuzivajici techniku Gibbsova vzor-
kovacde (s niz se blize sezndmime). Jinym relevantnim balickem je BACC (Ba-
yesian Analysis, Computation and Communication), ktery opét pokryva velkou
spoustu obvykle pouzivanych modelti. Jeho snadné vyuziti je pomoci dynamické
knihovny pro Matlab (lze jej tak vyuZivat prostfednictvim Matlabu). V rédmci
bayesovské analyzy se uplatni i nastroje a funkce LeSageho ekonometrického
toolboxu, zminovaného vyse. Existuje spousta dalsich programki a balick® pro
bayesovskou analyzu, ty jsou vSak obvykle vice sméfovany na statistiky nez eko-
nometry. Carlin a Louis [2] ve své pFiloze nabizeji prehled téchto programi a
balicki.

1.4 Shrnuti

V této kapitole jsme si pfedstavili obecné vSechny zékladni pojmy a principy
bayesianské ekonometrie. Velkou vyhodou bayesovského pristupu je to, Ze jsme
schopni vlozit veskerou obecnou teorii do jedné kapitoly, a to s vyuzitim zaklad-
nich principt pravdépodobnosti. Zakladnimi stavebnimi kameny bayesovského
pEistupu jsou vérohodnostni funkce (likelihood) a apriorni hustota pravdépodob-
nosti (prior). Jejich soucinem definujeme posteriorni hustotu pravdépodobnosti
(posterior), ktera tvori zéklad analyzy neznadmych parametrti modelu. Riizné
modely lze porovnat s vyuZitim posteriornich pravdépodobnosti modelu (po-
sterior model probabilities, které vyzaduji vypocet margindlnich vérohodnosti
(marginal likelihood). Pfedpovéd je zaloZena na predikéni hustoté pravdépodob-
nosti (predictive density). V naprosté vétsiné piipadi nejsme schopni pracovat
s témito zakladnimi stavebnimi bloky v analytickych tvarech. Proto zde na scénu
prichéazi bayesovsky zptisob vypoctu, jehoz dominantni metodou je posteriorni
simulace.

Nasledujici kapitoly se vénuji konkrétnim typtim modeli a ukazuje se v nich,
jak doposud predstavené abstraktni koncepty jsou zosobnény v konkrétnim kon-
textu. Logika bayesianské ekonometrie predstavena v této kapitole se promité i
do struktury nasledujicich kapitol. Kapitoly tak obvykle zac¢inaji vérohodnostni
funkeci a apriorni hustotou. Nasledné je odvozena posteriorni hustota spolu s vy-
pocetnimi metodami posteriorni analyzy a porovnani model. V tomto smyslu
uvazovani (tedy vérohodnostni funkce, apriorni hustota, posteriorni hustota a
vypocet) je dobré pfemyslet i v rdmci prace na vlastnich empirickych projektech
Fesicich problémy (nejen) ekonomie.


http://www.cepremap.cnrs.fr/dynare/

Kapitola 2

Normalni linearni regresni
model s prirozené
konjugovanym priorem a
jedinou vysveétlujici
proménnou

2.1 Uvod

Regresni model patii mezi zakladni stavebni kameny ekonometrie. Tento model
predpoklada zdvislost mezi proménnou y (oznacovanou jako zdvisle proménnd
¢i vysvétlovand proménnd) a k vysvétlujicimi proménnymi, oznadenymi jako
T1,...,Tk, ve formé:

y=P1+ Poxa+ ...+ Brxr + €,

kde e pfedstavuje ndhodnou slozku resp. regresni chybu a x; je obvykle roven
jedné, pokud uvazujeme model s tzv. Groviiovou konstantou ;. Je tedy zfejmé,
ze ocekavame linearni zavislost mezi vysvétlovanou proménnou a vysvétlujicimi
proménnymi, proto hovofime o linedrnim regresnim modelu (LRM).

Pro maximalni zjednoduseni je v této kapitole zakladni koncept a motivace
regresniho modelu prezentovana na prikladu s jedinou vysvétlujici proménnou.

2.2 Vérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkci miZeme intuitivné chapat jako piedpis ¢i stochastické
pravidlo, podle kterého jsou generovéna data. Necht y; a x; oznacuji postupné
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naméfend (pozorovand) data vysvétlované a vysvétlujici proménné pro jednot-
livd pozorovani ¢, kdy ¢« = 1,..., N. Mame tedy celkem N pozorovani. Jednot-
livd pozorovani mohou byt brana jako pozorovani v ¢ase, pozorovani tykajici se
jednotlivych subjektti (napf. firem, stat) apod. Pro zjednoduseni tedy pfedpo-
kladame linearni regresni model ve tvaru:

Yi = By + €, (2.1)

kde ¢; je ndhodné chyba. Nadhodné chyba je obvykle zosobnénim chyb v méreni
(v pozorovani), mozné chyby specifikace modelu (obsahuje tedy nevysvétlenou
slozku modelu), popf. v moderni dynamické makroekonomii (pracujici se sys-
témem interdependentnich, tedy vzajemné propojenych rovnic) je ekvivalentem
stochastickych Sokt (Soky v technologii, pokud mame rovnici produkéni funkce,
Soky v poptavce v rovnici poptavky apod.).

Predpoklady kladené na ¢; a x; urcuji tvar vérohodnostni funkce. Standardni
predpoklady (které budou v dalsich kapitolach pstupné uvolnény) jsou nésledu-
jlct:

1. ¢; mé normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o2,

pfiCemz ¢; a €; jsou na sobé nezavislé pro j # i. Zkracené lze zapsat
€; ~ N(0,0?). V anglickém textu je mozno nalézt znaceni, ze ¢; je i.i.d.
N(0,0?), kde i.i.d. je zkrdcené ,independent and identically distributed®,
tedy ,nezavisle a stejné rozdéleny“.

2. x; jsou bud pevné dand ¢isla (tj. nendhodné veli¢iny) nebo pokud se jedna
o nadhodné veliciny, pak musi byt nezavislé vzhledem k ¢;. Jejich funkce
hustoty pravdépodobnosti tak mtze byt oznacena jako p(z;|A), kde A je
vektor parametril, které nezahrnuji 8 nebo o2.

Predpoklad nendhodnosti vysvétlujicich proménnych nemusi byt v ekonomic-
kych aplikacich vzdy rozumny, nicméné nezévislost jejich pfipadnych rozdéleni
na nahodné sloZce a parametrech 3 a o2 jiz rozumné je. Lze tak hovofit o tom,
Ze x je exogenni proménnd (at ndhodnd, nebo deterministickd). Pozadavek nor-
mality ndhodnych slozek vysvétluje to, pro¢ hovofime o normalnim linearnim
regresnim modelu (NLRM).

Vérohodnostni funkce je definovana jako funkce sdruzené hustoty pravdeé-
podobnosti pro vSechna data podminénd nezndmymi parametry (viz (1.3)).
Pro strucnost znaceni definujeme vektor pozorované vysvétlované proménné
y = (y1,Y2,...,yn)" a vysvétlujicl proménné z = (z1,z9,...,zn)". Véroho-
dnostni funkce ma tedy logicky tvar podminénné hustoty pravdépodobnosti
p(y,x|B,0%, \). Druhy predpoklad (o nezavislosti vysvétlujici proménné na pa-
rametrech a rozptylu ndhodné slozky) umozituje zapsat vérohodnostni funkei
nasledujicim zptsobem:

p(y,x|B,0%, ) = p(y|z, B,0°)p(x|\)

Pokud néas pravdépodobnostni rozdéleni z nezajima, mizeme pracovat s véro-
hodnostni funkei p(y|x, 3,0?). Pro jednoduchost znaceni nebude vektor vysvét-
lujicich proménnych x ve vérohodnostni funkci dale uvadén. Je vsak tfeba mit
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na pameéti, Ze regresni model (af uz je s nim pracovano bayesovsky ¢i klasicky)
v sobé implicitné zahrnuje praci s rozdélenim y podminénym x, a ne sdruzenym
rozdélenim téchto dvou ndhodnych vektort.

Predpoklady kladené na nahodnou slozku umoznuji precizni formulaci véro-
hodnostni funkce:

e p(yi|3,0?) je normélni,
o E(yl|ﬂ7 02) = E(ﬂxl + €i|5702) = Bxia
o var(y;|3,0?) = var(Bx; + €|B,0%) = 0.

Stiedni hodnota y; vychazi z faktu, ze stfedni hodnota ndhodné slozek je nu-
lové. Rozptyl je ovlivnén pouze rozptylem nadhodné slozky, protoze uvazujeme
podminénou stfedni hodnotu, kdy S;x; je tfeba brat jako pevné hodnoty (jejichz
rozptyl je tudiz nulovy).

7 definice normalniho rozdéleni plyne analyticky tvar vérohodnostni funkce:

1 exp {_ (yi — ﬁxi)T
V2mwo? 202

ProtoZe pro i # j jsou ¢; a €; vzajemné nezavislé, znamena to, Ze i y; a y; jsou
nezavislé, tedy sdruzena hustota vsSech pozorovani je

p<yi|ﬁ702) =

ply|B; o HPM@

a vérohodnostni funkce je tak dana jako:

1 N
p(ylB,07) = m l Z — Ba;) ] (2:2)

Pro dalsi odvozovani je vhodné piepsat vérohodnostni funkci trochu odlis-
nym zptisobem. Lze snadno ukazat platnost nasledujiciho vztahu®:

N N N
D (yi—Bri)* =vs® + (B B)*)_af,
i=1 =1
kde
v=N-1, (2.3)
B—%ﬁ?, (2.4)
QZZQ%E@j (2.5)

3Staci zapsat 3 (v — Bxi)? = 3 {(vi — E$Z) — (B - /ﬁ\)xl}2
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V ramci klasické ekonometrie jsou B, s2 a v odhady ziskané metodou nejmen-
sich ¢tverct (OLS - Ordinary Least Squares) postupné pro 3, rozptyl rezidui a
stupné volnosti. Jsou rovnéz tzv. postac¢ujicimi statistikami pro (2.2). Mnohdy
je jednodussi pracovat misto s rozptylem chyb radéji s presnosti chyby (error
precision). Pfesnost chyby je definovana jednoduse jako: h = % Vérohodnostni

funkci lze tedy prepsat do podoby:
N
1 1 h o v hv
,h)= —— < h2exp |—=(8 - B)? x;)? h? ex
POl = s { b [ 5 (- PF 3 (e H { b 2”

(2.6)

Je dobré si vS§imnout, Ze prvni ¢len ve slozenych zavorkach je podobny jadrové

hustoté (kernelu) normdlni hustoty pro 8 a druhy ¢len je podobny rozdéleni

gama pro h. Vzhledem k tomu, Ze pojem jadrova hustota je v rdmci bayesidnské
ekonometrie hojné vyuzivan, nebude od véci si blize definovat, co to vlastné je.

Definice 2.1 (Jadrova hustota — kernel). Hustota pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny X m4 obvykle podobu kg(x), kde k je ¢iselnd konstanta, jejiz jedinou
roli je zajistit, aby integral kg(z) pfes vSechna z byl roven jedné (a jednalo
se tak o skutecnou funkci hustoty pravdépodobnosti). Zbyla ¢ast vyrazu, g(x),
kterd zahrnuje z, se nazyva jadrem (jadrovou hustotou, kernelem) této funkce.

Jako priklad si vezmémé t¥idu hustot pravdépodobnosti beta funkci. V tomto
piipadé je piislusnym jadrem hustoty funkce z¢~!(1 — x)*~1, kdy k je podilem
gama funkci, jez lze pro rizné typy rozdéleni nalézt v Priloze B. Co je obsahem
jadra zavisi na tom, co povazujeme za proménné dané hustoty pravdépodobno-
sti. Pokud nés napt. zajimé z, kernelem funkce normalni hustoty pravdépodo-
bnosti N(u,0?) je funkce exp{—5i;(z — p1)?} a integra¢ni konstantou je zde
\/2170. Na druhé strané, pokud uvazujeme normélni hustotu pravdépodobnosti

, . . . . . 1 1
pro dané x jako funkci parametri 4 a 02, je kernelem vyraz ~exp{—g,z(r— w)?}.
V obou ptipadech nés nezajima élen \/127

Jak jiz bylo feceno, vyznam k spociva v tom, aby hustota pravdépodobno-
sti integrovala do jedné. Pokud zname jadrovou hustotu, lze tuto konstantu
nalézt integraci této hustoty, ovSem malokdy nas tato konstanta zajima. Pro-
toze dokdzeme rozpoznat tfidu rozdéleni podle jejich kernelu, je vcelku obvyklé
zanedbavat tyto konstanty pfi praktickych manipulacich s hustotami pravdépo-
dobnosti. V ptipadé Bayesova teorému je to vice nez ziejmé, nebof se prakticky
vyuzivé bez integra¢ni konstanty p(y):

p(0y) < p(y|0)p(0),

tedy posteriorni hustota je proporcionalni soué¢inu vérohodnostni funkce a apri-
orni hustoty.

2.3 Apriorni hustota

Apriotni hustota pravdépodobnosti (zkracené prior) v sobé obsahuje informaci,
kterou ma vyzkumnik pfed tim, nez se podiva na data. Obvykle se vybiraji
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urcité t¥idy priorti, které lze snadno interpretovat a zjednodusuji vypocet. Pti-
rozené konjugovany prior ma obé tyto prednosti. Konjugované apriorni roz-
déleni je takové, které po kombinaci s vérohodnostni funkci déava posteriorni
hustotu, kterd spadd do téze t¥idy rozdéleni. PFfirozené konjugované apri-
orni rozdéleni pak mé tu dodatec¢nou vlastnost, ze méa dokonce stejnou funkéni
formu jako vérohodnostni funkce. Dtisledkem toho je, Ze apriorni informace miize
byt intepretovana stejnym zptsobem jako informace obsazend ve vérohodnostni
funkci. Jinymi slovy lze tento prior interpretovat tak, Ze pochézi z fiktivniho
datového souboru, ktery je generovan stejnym procesem jako redlna data.

V jednoduchém linedrnim regresnim modelu je tfeba specifikovat apriorni
(sdruzenou) hustotu pro parametry S a h, oznacovanou p(B,h). Jiz ze za-
pisu této hustoty je zfejmé, Ze nezavisi na datech y. Obvykle se tato hus-
tota zapisuje pomoci podminéné a marginilni hustoty pravdépodobnosti jako
p(B,h) = p(Blh)p(h). V takovémto pfipadé pak definujeme apriorni hustotu
pro 3]k a pro h. Tvar vérohodnostni funkce ve vztahu (2.6) nasvéd¢uje tomu, ze
pfirozené konjugovany prior bude zahrnovat normalni rozdéleni pro S|h a gama
rozdéleni pro h. Tento typ rozdéleni, ktery je soufinem rozdéleni gama a (pod-
minéného) normélniho rozdéleni, je oznacovin jako normaélni-gama rozdéleni.
V souladu se znacenim uvedenym v Piiloze B plati, ze pokud definujeme:

Blh~N(@B,h7'V) h~G(s™2p),
ziskdvame prirozené konjugovanou apriorni hustotu pro 5 a h jako
B,h~NG(B,V,s? v). (2.7)

Staci pak vybrat konkrétni hodnoty tzv. apriornich hyperparametrt 3, V, 572
a v. V dalsim znaceni tedy budeme uzivat podtrzeni pro parametry apriorni
hustoty a ¢arku nahoie pro parametry posteriorni hustoty.

2.4 Posteriorni hustota

Posteriorni hustota v sobé shrnuje apriorni informaci a datovou informaci o ne-
znamych parametrech. Je proporcionélni souéinu vérohodnostni funkce (2.2) a
apriorni hustoté (2.7). Lze ukézat, Ze posteriorni hustota ma rovnéz norméalni-
gama rozdéleni, coz samoziejmé odpovida tomu, Ze apriorni hustota je skuteéné
pfirozené konjugovana. To si nyni dokazeme. Posteriorni hustota pravdépodob-
nosti je tedy proporciondlni soucinu apriorni hustoty a vérohodnostni funkce.
7 definice normélniho-gama rozdéleni pro apriorni hustotu pravdépodobnosti
a drobnou tpravou vérohodnostni funkce (2.6) spoéivajici v rozndsobeni moc-
nin se spoleénym zékladem (kdy zaklad opiSeme a exponenty secteme) mizeme
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psat:
.0 o {nd e [~5 -2 v}
{n¥ow|-§ (v s -Br e} ]}

S e [ o v (- 92+ - 525 )|

Daéle mizeme oznacit 7 = v + N. Parametr 8 se nachézi pouze v ¢asti pred-
choziho exponentu, konkrétné v

BBV + (BB a2,
a ten snadno zapiseme jako

B-02> Vvt + (8- DBV ",

X

kde
V=) e
B=V (U '8+B> a?

Ukazme si nyni, ze tomu tak opravdu je. V prvni fazi umocnime obsah
zavorek a sdruzime ¢leny obsahujici parametr £, ¢imz dostaneme

BV 4> al) =28V + B8 al)+ BV + B al
Vyuzitim vztahtt pro V a j lze psat
BV —2BBV 4 BV Y4,
kdy po pfidani ¢lenu (327_1 — 327_1) ziskdme
B=BPV =BV 45V 4By ol
Déle se miizeme soustiedit na druhou ¢ast vyrazu (po znaménku minus) a do-
sadit puvodni vyraz pro 3, tedy
BV B et = VW BY a4 AV 4 B2 a?
= V][R 2B AV 4 B ]+t 4 P YR
=V VTV B Y @V - (v 288y etV —BQ(ZJI?)Q}
ézzqzq +ﬁ2K 1 Zm +3 Zmzv e Zx
~(V R 2B Y Y - (Y )]
(fV DIEEND DEELTE) P iy
E Zw vh

Il
<
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Parametr S se po této Gpravé nachézi jiz jen ve ¢lenu (8 — B)QV”. Diky tomu
je jadrova hustota pro S|y, h dana jako

h — o1
(.1 s exp | -5 (5 - 577,
coz je jadrova hustota normalni hustoty pravdépodobnosti a plati tedy, ze

Bly,h ~ N(B,h™V).

Marginalni posteriorni hustotu pro h lze odvodit na zakladé skutec¢nosti, ze

pmww:/pmeMﬁ:/EMWWWWAMﬂ

Protoze kazda hustota pravdépodobnosti integrovana pfes vSechny meze je rovna

jedné, lze timto vyintegrovat ¢ast sdruzené posteriorni hustoty pravdépodobnos-

ti zahrnujici funkci normalni hustoty pravdépodobnosti pro 3, tedy p(8|y, h) o
I —)

h exp[—2(8 — B)?V . Zistava ndm tedy

Tv—2

p(hly) x h™2Z exp [ Z {VS +vs 4 ( ZmQVV }}

kde R
752 = s’ +vs® 4+ (B — Q)Q Zx?VZil.

Vyraz pro p(h|y) je jadrova hustota gama rozdéleni, z éehoz vyplyva, ze

p(hly) ~ G(E2,7).

Protoze rozdéleni S|y, h je normélni a hl|y je gama, je zfejmé, Ze sdruZend

hustota rozdéleni pro parametry S a h odpovidd normalnimu-gama rozdélent,

v na$em znaceni tedy NG(B,V,5 2, 7). Apriorni i posteriorni hustota jsou obé&

z norméalniho-gama rozdéleni, ¢imz je ovéfena konjugovanost apriorni hustoty.
Shrime si tedy nase poznatky o posteriorni hustoté:

B,hly ~ NG(B,V,57%,), (2.8)
kde
V=—oF ! , (2.9)
Vo+ > a?
B=V(V'p+BY ad), 2.10)
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a 572 je implicitné definovano nasledovné:
Ust =ust st + ———, (2.12)

coz je zcela ekvivalentnimu pfechozimu vyrazu pro 752, protoze

2777 ,—1 2 1 -1 >} 1
Z%VK szz_l_’_zxgz 1+Z$%K Z1QU?+K.

V regresnim modelu nas nejvice zajimaji koeficienty 8 vyjadiujici marginalni
vliv pfislusné vysvétlujici proménné na proménnou vysvétlovanou. Posteriorni
stfedni hodnota E(fS|y) je hojné pouzivanym bodovym odhadem a posteriorni
rozptyl var(B|y) je obvykle vyuzivanou mirou neuréitosti spojenou s bodovym
odhadem. Posteriorni stfedni hodnotu lze spocitat jako:

E(Bly) = / / Bp(B, hly)dhds = / Bp(Bly)dB.

Pro jeji vipocet nas tedy zajima marginalni posteriorni hustota p(5|y). V tomto
pfipadé ji lze spocitat analyticky s vyuzitim vlastnosti normalniho-gama roz-
déleni. Vyuzijeme-li skuteénosti, ze p(Bly) = [ p(B, h|y)dh, potom marginilni
posteriorni hustota pro 8 odpovidd Studentovu t-rozdéleni:

Bly ~ t(8,5*V, ), (2.13)
z ¢ehoz vyplyva:
E(Bly) = B, (2.14)
U5
var(Bly) = —— V. (2.15)

Ditikaz toho, ze marginalni hustota pravdépodobnosti skute¢né odpovida t-
rozdéleni je relativné snadny. Sdruzend posteriorni hustota parametri 8 a h,
p(B,hly) ~ NG(B,V,572,7), ma analytické vyjadieni

v e[ [ () R (B)] e (-4,

Marginadlni hustotu ziskdme integraci pies vsechna h. Cleny neobsahujici h
muzeme vytknout pred integral a vzhledem k tomu, Ze presnost chyby A nemiize
nabyvat zapornych hodnot, mizeme psat

=)'+ (2)

Nl=

1

V 2
(2)

p(Bly) =

[N
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Pro vypocet vyse uvedeného integralu lze s ispéchem vyuzit nasledujici vztah
odpovidajici definici funkce gama:

* Lr+1
/ x’e‘”dw:M (a>0,r>-1),
0

CLr+1

=)
J(re-me )

Po usporadani jednotlivych ¢lend jsme schopni ziskat vyjadfeni Studentova ¢-
rozdéleni t(3,5°V,7):

¢imz dostavame

1

V 2
(2#)%

p(Bly) =

x|
—
7N
NN
'
| S|
=
7N
N|
|+
—_
N~

AR

Tv+1
2

P (2
(2m)2T (5)

Pokud jde o pfesnost chyby h, pak z normalniho-gama rozdéleni plyne:

=

rns ED) e V) 657

hly ~ G(372,7) (2.16)

E(hly) =572 (2.17)
2574

var(hly) = — (2.18)

Rovnice (2.8)-(2.18) ukazuji, jak bayesiansky pristup kombinuje apriorni a
datovou informaci. Tento model je jednim a snad i jedinym z pfipadu, u kte-
rého neni tfeba provadét posteriorni simulaci a jsme schopni odvodit analytické
feseni.

Klasicka ekonometrie casto vyuziva k odhadu parametru (3 estiméator me-
tody nejmensich étverctt 5. Bayesovsky bodovy odhad S je v tomto piipadé

vazenym primérem OLS estimatoru a apriorni stiedni hodnoty 3. Vahy jsou

proporcionalni k vjrazu > x? a V' Posledni z téchto vyrazii vyjadiuje veli-

kost dtvéry ve zvoleny prior. Pokud zadame vysokou variabilitu nasemu prioru,
vyjadfujeme tim velkou miru nejistoty o tom jaka asi bude hodnota . Vy-
sledkem tak je, ze V! je malé a jen mald véha je pFifazena apriorni stfedni
hodnoté (3, tedy fakticky nasemu apriornimu odhadu. Podobnou roli hraje i ¢len
> 2, snad jen s tim rozdilem, e v sobé& nese datovou informaci. Volné feceno,
zohlediiuje miru dvéry v to, Ze data v sobé obsahuji informaci o nejlepsim moz-
ném odhadu parametru 3, kterym je OLS estimator 3. V klasické ekonometrii
je (O-x?)~! proporcionalni k variabilité odhadu 3, k ¢emuz se jesté vratime.
Nicméné, pred tim si uvedme intuitivni piiklad. Mé&jme jednoduchy piipad, kdy
x;=1proi=1,...,N.V takovémto ptipadé je > x? = N a viha pfifazend
k OLS odhadu 3 je jednoduse velikost vzorku, coz je rozumné métitko pro objem
informaci v datech (a klasickd ekonometrie to tak skuteéné chépe).



20 NLRM s prirozené konjugovanym priorem — jediny regresor

V ramci vypoctu posteriorni stfedni hodnoty parametru jsou vahy pfifazeny
pi{mo timérné presnosti (tj. pFevracené hodnoté rozptyld) apriorni stfedni hod-
noty a OLS odhadu tohoto parametru. V klasické ekonometrii je rozptyl OLS
estimatoru naseho regresniho modelu s2(>" 2?)71, coz se vyuziva napt. k tes-
tovani statistické vyznamnosti parametru (tzv. t-statistika pro testovani 5 = 0

je e
(2.15). Neformalné tak mtZzeme interpretovat ¢ast posteriorniho rozptylu para-
metr (2.9) tak, Ze posteriorni pfesnost je priamérem apriorni ptesnosti (V') a
datové presnosti (3 2?). Podobné miizeme vztah (2.12) intuitivné interpretovat
tak, Ze posteriorni soudet ¢tvercii chyb (75%) je roven sumé apriorniho souctu
¢tverct chyb (vs?), souétu étvercti chyb OLS estimatoru (vs?) a ¢lenu jenz méii
miru souladu mezi apriorni a datovou informaci.

). Bayesidnskou analogii je posteriorni rozptyl § dany v rovnici

7 vyse uvedenych rovnic tedy vypyva, ze bayesiansky pristup kombinuje da-
tovou a apriorni informaci. Pfirozené konjugovana apriorni hustota navic impli-
kuje, Ze prior je mozné interpretovat tak, ze vyplyva z fiktivni datové mnoziny.
Vyrazy v a N hraji ve vztazich (2.11) a (2.12) podobnou roli, tudiZ v) 1ze chapat
jako apriorni velikost vzorku.

Na prvni pohled se zd4, zZe klasicky a Bayesidansky odhad maji mnoho spo-
le¢ného. Klasicky pifstup odhaduje 3 a jeho rozptyl s?(>" 2?)~! a odhadem o2
je s2. Bayesiansky pfistup rovnéz poéita posteriorni stiedni hodnotu a rozptyl

parametru 3, tj. B a 255V, a odhaduje h = o~2 pomoci posteriorni st¥edni

v—2
hodnoty 32. Existuji zde vSak dva zasadni rozdily: za prvé, bayesianské vztahy
vzdy kombinuji datovou a apriorni informaci, a za druhé, bayesianci interpre-

tuji parametr (resp. obecné parametry) 8 jakozto ndhodnou veli¢inu. Klasicky

pristup chape pouze odhad B jakozto nahodnou veli¢inu.

Pouziti pfirozené konjugovaného prioru nam implikuje to, Ze apriorni infor-
mace vstupuje do vypoctu stejnym zpusobem jako datova informace. To mize
pomoci se specifikaci prioru. Pii volbé 3, V, s72 a v miZe pomahat znalost
toho, Ze [ je ekvivalentni OLS odhadu z imaginarni datové sady o v pozo-
rovani s imaginarni ¢asti rozptylu parametru Y z? rovnou V! a stejné tak
imaginarnim rozptylem nahodné slozky s?> danym jako s?. Ekonometrie je viak
védou, s jejichz vystupy a vysledky prichazi do styku siroka vefejnost. V mnoha
pfipadech jsou C¢tenafi schopni posoudit a ztotoznit se s tim, co by mohlo byt
rozumnym priorem (napf. na zakladé ekonomické teorie, kterd mize napovédét,
jakych hodnot by parametry mohly nabyvat). OvSsem v pfipadech, kdy je mozno
pristoupit k problému se zcela rozdilnymi priory, je mozno bayesovskou analyzu
spoléhajici na jediny prior kritizovat.

Jednim z moznych TeSeni je analyza citlivosti apriorni hustoty. Tim je mys-
leno to, Ze empirické vysledky je mozno ziskat za pouziti raznych priori. Pokud
jsou v tomto piipadé vysledky podobné (pro rozumné priory), pak ¢tendr, ktery
se s témito vysledky seznamuje, mize byt presvédcéen o tom, Ze vyzkumnici
s ruznym apriornim pohledem na véc jsou schopni po konfrontaci s daty dojit
ke stejnym ¢i podobnym zévértim. Pokud naopak jsou vysledky citlivé na volbu
prioru, pak data jednoduse nedostacuji k tomu, aby nastala shoda mezi vyzkum-
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niky s riznymi apriornimi informacemi. I v tomto pfipadé je vsak bayesovsky
pfistup schopen najit z védeckého hlediska ¢isty zptisob FeSeni této situace.
Existuje samostatné literatura, kterd hledd meze pro napi. posteriorni stfedni
hodnotu parametru. Jedna se o tzv. analyzu extrémnich mezi (extreme bounds
analysis). Typicky zéveér této literatury je pfiblizné v podobé, ze ,,pro jakoukoliv
volbu V se musi 8 nachézet mezi specifikovanou dolni a horni mezi.“

Dalsi moznosti pro specifikaci prioru je pfipad, kdy vzhledem k neshodé
o apriorni informaci je nutné sdhnout k pouZiti tzv. neinformativniho prioru.
Opét zde existuje rozsahla literatura vénovana této problematice. Dostatecné je
vSak v tomto pfipadé védét, ze muze byt v mnoha pripadech vhodné, aby datova
informace prevazila informaci apriorni. V nasem konkrétnim modelu lze toho
dosdhnout velmi jednoduchou cestou. Staci konkretizovat v jakozto dostateéné
malé vzhledem k N a V dostatecné velké, coz v konec¢ném disledku zajisti, ze
apriorni informace bude hrat v posteriornim vztahu velmi malou roli. Tento
druh apriorni informace se nazyvé relativné neinformativni prior.

V limitnim pfipadé mtzeme vytvorit ¢isté neinformativni prior nastavenim
v=0aV =0 (tj. V. — 00). Vysledkem je posteriorni hustota parametrtt v
podobé 3, hly ~ NG(3,V,572,7), kde

V= lez, (2.19)
B=5 (2.20)
7=N, (2.21)
7s? = vs?. (2.22)

S Cisté neinformativnim priorem zahrnuji vyse uvedené vztahy jen datovou
informaci a odpovidaji ve skutecnosti vysledkim aplikace metody nejmensich
¢tvercti. Na jedné strané mé tento druh prioru atraktivni vlastnosti a je jakymsi
predélem mezi klasickym a bayesidnskym pfistupem (diky blizkosti vysledktim
odhadu metodou nejmensich ¢tverctt). Jeho nepiijemnou vlastnosti je vsak to,
ze tento prior neni apriorni hustotou v pravém slova smyslu, nebot jejim inte-
grovanim neziskdme jednicku. Takovyto druh prioru se nazyvéa nepravy prior
(improper prior). S jeho uZitim je spojena fada problémt, z nichZ jeden bude
ilustrovan na prikladu porovnani modelu.

Nepravost tohoto neinformativniho prioru lze ukazat tim, Ze posteriorni vy-
sledky uvedené v rovnicich (2.19)-(2.22) lze ziskat kombinaci vérohodnostni
funkce s nasledujici ”apriorni hustotou”:

p(B.h) = +

h 7

kde h je definovano na intervalu (0, 00). Integraci této hustoty na piislusném
intervalu ziskdme vysledek rovny nekonec¢nu. Tento druh prioru byva obvykle
zapsan jako:

p(B,h) x (2.23)

S| =
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opét se ale nejednd z formalniho hlediska o dobry zapis vzhledem k tomu, ze
nepracujeme se skutecnou funkci hustoty pravdépodobnosti. Je tfeba pozname-
nat, ze v mnohych modelech je tendence uzivat neinformativni prior jakoZzto
nepravy prior. VétSinou se jedna o aplikaci uniformiho rozdéleni na intervalu
(—00,00) (0 zkoumaném parametru tak predpokladame, Ze jeho realizace je
stejné pravdépodobnd na celé realné ose), coz samoziejmé z forméalniho hlediska
neni uniformni rozdéleni, které je definovédno na intervalu [a, b] pro koneéné hod-
noty a a b. Uniformni ”neinformativni” apriorni hustota je tak hojné uzivanym
nepravym priorem.

2.5 Porovnani modela
Predpokladejme, Ze mame dva regresni modely, M; a Ms, pfiCemz oba se

snazi popsat chovani y. Tyto modely se lisi ve svych vysvétlujicich promén-
nych. PfisluSnym indexem rozliSujeme i parametry téchto modeld. Model M;

pro j = 1,2 je tedy zalozen na jednoduchém linedrnim regresnim modelu v
podobé

Yi = Bjtji + €ji, (2.24)
pro i = 1,..., N. Predpoklady kladené na vysvétlujici proménné a ndhodnou

slozku ztstévaji stejné jako v pfedchozim oddile, tedy €;; je z i.i.d. N(O, hj_l)
a zj; je bud nendhodné nebo exogenni pro j = 1,2. Pro oba modely lze zapsat
pfirozené konjugované priory z normalniho-gama rozdéleni jako

Bj hilMj ~ NG(B,, V572, v). (2.25)

Ejr—1=J

To implikuje posteriorni hustoty ve tvaru

Bishily, My ~ NG(5;,V 1,5, %,75), (2.26)
kde
V- — 1 (2.27)
T K;l + Zx?i’ .
By =Vi(Vits,+ 8 ) a3, (2.28)
vij=v;+N (2.29)

a 572 je implicitné definovano jako

2

. (B; - B8,)
J Kj+

—< . (2.30)

522 g, 62 }
Vjs; = V;58; + ;s

Vyrazy Ej, sf a v; jsou OLS odhady analogické tém, definovanym ve vztazich
(2.3)—(2.5). Jinymi slovy, veskeré vysledky odpovidaji vztahtm (2.7)—(2.12), az
na dodané indexy j reflektujici konkrétné specifikovany model.
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Rovnice (2.26)—(2.30) 1ze vyuzit k posteriorni analjze kazdého z modelu.
V nasem piipad€ nas vsak zajimé bayesovské porovnani modeld, jez se provadi
pomoci posteriornich podild Sanci:

p(y|My)p(My)

FOw = L))

Apriorni pravdépodobnosti modela p(M;) pro i = 1,2 je tfeba zvolit pfed tim,
nez se “podivame” na data. Neinformativni volbou je pfifazeni kazdému z mo-
delt stejnou pravdépodobnost, tedy p(M;) = p(Ms) = % Marginélni vérohod-
nost p(y|M;) se pocita jako:

p(y|M;) = //P(y|ﬂj,hj)P(ﬂj,hj)dﬂjdhr (2.31)

Oproti jinym modeltim lze tento integral vyhodnotit analyticky. Vysledkem je
vztah: )
Vi\? (o -2
p(y|M;) = ¢; v (v;55) 2 (2.32)
-—J
pro j = 1,2, pricemz

r (%’) (vys) 7

Cj = P (233)
r %) T
a I'() je funkce gama. Posteriorni podil Sanci porovnavajici My a Ms je:
-\ _
— —92\ X1
¢ (%) (7157) " 2 p(Mn)
POy = —— (2.34)

. .
oNE . o 7
o2 (V) m253) % p(0he)
UkazZme si nyni, Zze tomu tak skutecné je. Odvodime si tedy vyraz pro margi-
nalni hustotu. Pro prehlednost znaceni nebudeme uvadét dolni index j, oznacu-

jici prislusnost k danému modelu. Na tvod vyjdeme ze vztahi pro vérohodnostni
funkci a apriorni hustotu parametru:

p(y|B, h) = (273)1; {hg exp [—;( —3)2;(%)21 } {h5 exp [—2232] }

p(B,h) =

[N

(27)

() v )] oo ()

V dalsim kroku spolu pronasobime vérohodnostni funkci a apriorni hustotu,
integra¢ni konstanty nezavislé na parametrech 8 a h dame pred odpovidajici
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dvojity integral, ve kterém oddélime ¢leny obsahujici jen h a ¢leny zavisejici na

B:

-1

[N

p(yIM) = [ [ p(ylB, h)p(B, h)dBdh
Jf
= ;NHK_

| (5) )
x /Ooo BT exp [—’; (vs® +us?)}
/_O; eXp{‘Z {(5 “B) Satav(s —5)2]}dﬁdh.

Nejprve vytesime integrale podle parametru (3, ktery lze pfi vyuziti predcho-
ziho znaceni (a odvozeni) piepsat do podoby

[ e {3 [(5-0) Carvvt+ (6-57 " fas

— 00

Wl

Clen neobsahujici parametr § mitizeme vytknout pied integral, ¢im# ziskame

[ e {-5[e-5"7"]as

o0

Vyraz uvnitf integralu odpovida jadrové hustoté normalniho rozdéleni parame-
tru 8, kdy 8 ~ N (B, h_lv). Z definice normalniho rozdéleni si snadno dopl-
nime odpovidajici ¢leny integracni konstanty, které miazeme z vétsi ¢asti ziskat
z vyrazi puvodniho dvojitého integralu. Pro prehlednost si ale ¢leny integrac¢ni
konstanty doplnime samostatné (tzn. dodame je do integralu a jejich inverzni
hodnotu pak pro korektnost nechdme pied danym integralem) a aZ% v zavéru
tyto vyrazy spojime s puvodnimi ¢leny integralu. Muzeme tedy psat

1 1—1 o 1 h
(27r)5h’5V2/ _h _h
o (27‘(‘)5 2

1
2

N

% eXp[ 6-3)°7 "] as.

Tento integral je ale roven jedné (nebot se jedna o integral funkce hustoty prav-

dépodobnosti), tudiz pfistoupime k integraci ptes h. VSechny ¢leny neobsahujici
h vytkneme pred integral, ¢imz ziskame:
_1
— ¥V 2

—2\ 5
(2m) =2 (281/ ) ) (%)
X /000 KT B3 exp {_; L/82 +us® + (B_ §)2 ngvv_l] } e

Nyni vypocitame piislusny integral, ktery lze pii znaceni zavedené v této kapi-

tole prepsat do podoby
® e h
/ K5 exp (—1/32> dh.
O 2

-1
1

(271')% 7_%
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V tomto pfipadé€ je vyraz uvnitf integralu jadrovou hustotou gama rozdéleni pro
parametr h, tedy h ~ G (E’z,ﬁ). Funkce hustoty gama rozdéleni je znama, a
tak si mtizeme doplnit odpovidajici ¢leny integracni konstanty, ¢cimz dostaneme

() Q) @) )

Tento integral ma hodnotu jedna. Vysledkem celého naseho snazeni je tak vztah
pro marginalni vérohodnost v podobé

o) = v i (BT (Z)}l () ()]

Po tpravé mtizeme dojit k vyrazu

PyIM) = (27:)15 (D (V282> )’

ktery plné odpovidd vztahim (2.32) a (2.33), protoze diky definici v = N + v

B OO OO

Posteriorni podil sanci mtize byt vyuzit k vypoctu posteriornich pravdépo-
dobnosti modelt p(M;|y):

(SIS
Y
E

N »
N
N——
|
NN

=
|
ISINISIN|
SN—"

—T N4+v—7v

PO,
[\/1 = —
p(Mily) 1+ POy’
(Maly) = ——
PR =1 P00,

Pohled na posteriorni podil sanci jasné ukazuje, co vSechno vstupuje do ba-
yesovského porovnani modelid a co jej tedy ovliviiuje. Konkrétné tedy miizeme
fict:
p(My)
p(Mz)’

1. Cim vétsi je apriorni podil Sanci tim vyssi je podpora pro M;.

2. Vyjraz PjE? obsahuje ¢len v; s?, coz je soucet ¢tvercii chyb (reziduf). Soudet
¢tvercid chyb je obvyklym méfitkem souladu modelu s daty, a to z hlediska
jeho schopnosti reprodukovat redlnd data, kdy nizsi hodnoty naznacuji
jeho lepsi soulad. Posteriorni podil sanci tedy oceniuje model, ktery 1épe
popisuje data.

3. Pokud vsSechny ostatni charakteristiky jsou stejné, posteriorni podil Sanci
uptednostni model, kde je vétsi koherence mezi apriorni a datovou infor-
maci (tj. (8; — Qj)27 coz vstupuje do 7;57).
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4. Clen (
tova tak ze pokud vSe ostatni zlstane stejné, bude uprednostnén model
s vétsi apriorni informaci (tedy mensi apriorni varianci) vztazené relativné
k posteriorni informaci.

) je podil posteriorni a apriorni variance. Tento ¢len lze interpre-

V dalsi kapitole pak bude ukézano, ze bude uprednostnén posteriornim podi-
lem Sanci ten model, ktery ma méné parametri, a to za predpokladu, ze ostatni
hodnoty si budou rovny. Toto je dtlézita vlastnost posteriorniho podilu Sanci,
ktera na tomto misté (vzhledem ke stejnému poctu parametri) nemtize byt
ukazana.

V pripadé€ uziti neinformativni apriorni informace neni marginalni véroho-
dnost definovéana a stejné tak neni definovan i posteriorni podil Sanci. To je jeden
z problému spojenych s uzitim neinformativniho prioru. Obvyklym feSenim je
nastaveni v; = vy, a to v podobé velmi malé hodnoty. Tentyz postup se uplatni
i pfi volbé Zl_l aVy L RovnéZ se nastavi 81 = S,. Za téchto pfedpokladu je
posteriorni podil Sanci definovan, zjednodusuje se, a dostava se blizko k vyrazu:

1

() (s~ ¥p(omy)
(%) (vs3)~ ¥ p(Mz)

V tomto pripadé reflektuje posteriorni podil Sanci pouze apriorni podil Sanci,
relativni kvalitu shody modelt s daty a pomér zahrnujici vyraz ﬁ, coz odpo-
ji

POy = (2.35)

vid4 presnosti posterioru pro M. Toto FeSeni problému pouziti neinformativniho
prioru vsak nelze pouzit (jak uvidime pozdéji) v situaci, kdy je pocet parametri
v obou porovnavanych modelech odlisny.

Pokud bychom chtéli porovnavat vice modelt, je mozné porovnat kazdy
par a spocitat posteriorni pravdépodobnosti kazdého z modelu, pokud budeme
predpokladat, Ze soudet jejich pravdépodobnosti je roven jedné (a mame tak
uplnou mnozinu relevantnich modeltt).

2.6 Predikéni hustota

V této sekci se vratime zpét k puvodni specifikaci modelu s vérohodnostni funkci
a apriorni hustotou definovanou rovnicemi (2.6) az (2.7). Rovnice (2.8)—(2.12)
popisuji bayesidanskou metodu poznavani parametrua 3 a h, zalozeného na datové
mnoziné N pozorovani. Nyni se zaméfime na predikci nepozorované hodnoty
vysvétlované proménné generované stejnym modelem. Forméalné budeme pted-
pokladat vztah:

Yt =P + €, (2.36)
kde y* neni pozorovan. Vsechny predpoklady kladené na tento model jsou stejné
jako v predchozi ¢asti, tedy €* je nezavislé na ¢; proi = 1,..., N a ma normalni

rozdéleni N (0, h~1). Parametr 3 je totozny s parametrem definovanym v tivodu
této kapitoly. Je nutné predpokladat, ze z* je pro néas znamé ¢i pozorované,
jinak by nase predikce neméla valny smysl.
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Bayesianska predikce je zalozena na predikéni hustoté, ktera je dana jako:

ply) = / / p(y* 1y, B.h) p (B, hly) dBdh. (2.37)

Skutecnost, ze €* nezavisi na ¢; implikuje, ze y a y* jsou na sobé€ nezavislé, a
tedy p(y*ly, B8,h) = p(y*|B,h). V integralu pro posteriorni predikéni hustotu
se tak vyskytuje posteriorni hustota p(8, hly) a hustota p(y*|3, h). Analogickou
uvahou pro odvozeni vérohodnostni funkce dostavame:

P18 = e |-G - e (2.38)
(2m)2 2

Nésobenim této vérohodnostni funkce predikce a posteriorni hustoty a integraci

podle vztahu (2.37) ziskdme:

P ly) o [P+ (y° = Ba™ P52 (14 V™) 77 (2.39)
Opét mizeme vidét, Ze se jedna o jadrovou hustotu t-rozdéleni se stfedni hod-
— > —
notou [z*, rozptylem £ (1 + Va*?) a s poltem stupiii volnosti 7. Jinymi
slovy

Y |y ~ t(Bx*, 32 {1 + Va*?}, 7). (2.40)

Tyto vysledky lze vyuzit pro bodovou predikci a miru neurcitosti asociovanou
s bodovou predikci, coz je standardni chyba predikce.

Na tomto misté je dobré zavést dulezity bayesidnsky koncept zvany priimeé-
rovani modelt (Bayesian model averaging). V predchozi ¢asti jsme si ukazali,
jak vypoéitat posteriorni pravdépodobnosti modelt p(M;|y) pro j = 1, 2. Tuto
charakteristiku lze vyuzit pii volbé ¢i upfednostnéni konkrétniho modelu. Ne
vzdy je vSak zadouci vybrat jeden model s nejvyssi posteriorni hustotou modelu
a nezabyvat se déale ostatnimi modely. Bayesidnské primérovani modelu v sobé
zahrnuje vysledky vsech modelti, ovSem prezentace vysledki probiha primeéro-
vanim pres vSechny modely. Z pravidel pravdépodobnosti jednoduse vyplyva:

Py ly) = p(y* |y, M1)p(Mily) + p(y*|y, M2)p(Maly). (2.41)

Strucné fefeno, pokud se zajimame o predikéni hustotu p(y*|y), neméli bychom
se zaméfit na jeding model a pracovat tak napf. s p(y*|y, M1). Méli bychom
spiSe prameérovat vysledky pies oba (¢i obecnéji vSechny) relevantni modely, a
to za pouziti vah danymi posteriornimi hustotami pravdépodobnosti. S vyuzitim
vlastnosti operatoru ocekavani dostavame:

E(y*ly) = E(y*|y, My)p(Mily) + E(y* |y, M2)p(Ms|y),

coz lze vyuzit k vypoc¢tu bodové predikce ziskané primeérovanim pies oba mo-
dely. Pokud nés zajima néjaka funkce predikovanych hodnot g(-), pak lze pfed-
chozi vysledek zobecnit do podoby:

Elg(y")ly] = Elg(y")ly, Malp(Mily) + Elg(y™)|y, Ma]p(Maly), (2.42)
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coz lze zase vyuzit napf. pro vypocet rozptylu predikce. Tyto vysledky lze zobec-
nit na pripad vice modeli nebo na pfipad, kde funkce, kterd nas zajimé, v sobé
misto y* bude obsahovat parametry. Detailnéji bude bayesovské prtimeérovani
modeli diskutovano pozdéji.

2.7 Empiricka ilustrace

Regresni model s jedinou vysveétlujici proménnou je prilis jednoduchy pro prak-
tické pouziti, zvlasté pak bez pritomnosti uroviiové konstanty. Pro ilustraci za-
kladnich principti popsanych v této kapitole tak vyuzijeme uméle vytvorena
data. Volba rozsahu datového souboru, vysvétlujicich proménnych a apriornich
hyperparametrti je Cisté ilustrativni. Budeme postupovat v nasledujicich kro-
cich:

1. Zvolime si pocet uméle vytvorenych dat N = 50 a skutecné hodnoty pa-
rametra f =2a h=1.

2. Vygenerujeme si jednotlivé vysvétlujici proménné, z;, které budou po-
chézet z rovnomérného (uniformniho) rozdéleni, U(0,1), proi =1,...,50.
Podobné ziskame jedbotlivé hodnoty ndhodnych slozek, ¢;, které pochazeji
z normélniho rozdéleni, N (0, h~1).

3. Vyuzijeme vytvorené vysvétlujici proménné a ndhodné slozky k vygenero-
vani zavisle proménné y; = Bx; + ¢€;.

4. Vyuzijeme dva typy apriornich hustot - neinformativni (viz 2.23) a infor-
mativni, pfirozené konjugovanou (viz 2.7) s parametry 3 = 1.5, V. = 0.25,
v=10as2=1.

Data pro tento priklad jsou obsahem souboru data_NLRM1.mat a priklad je feSen
v Matlabu ve skriptu priklad_NLRM1.mat. Zde je mozno snadno replikovat vy-
sledky na zakladé ,originalnich“ dat odpovidajicich vysledkiim prezentovanym
na tomto misté ¢i si provést bayesidnskou analyzu na datech zcela novych.

Tabulka 2.1: Apriorni a posteriorni charakteristiky parametru

Prior Posterior
Informativni (Inf. prior) (Neinf. prior)
Stf. hodnota 1.500 1.794 1.862
Sm. odchylka” 0.559 0.199 0.216

*
Jedné se o smérodatnou odchylku pfislusného t-rozdéleni, apriorni ¢i posteriorni V' tedy

neudava primo hodnotu rozptylu.

Tabulky 2.1-2.2 ukazuji vysledky odhadu pro parametry 3 a h, s vyuzitim
vztaht (2.8)—(2.22). Obrazek 2.1 zobrazuje posteriorni hustoty parametru 8 pro
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Tabulka 2.2: Apriorni a posteriorni charakteristiky parametru h

Prior Posterior
Informativni (Inf. prior) (Neinf. prior)
Stf. hodnota 1.000 1.215 1.283
Sm. odchylka” 0.447 0.222 0.257

* Jedné se o smérodatnou odchylku odpovidajiciho gama rozdéleni.
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Obréazek 2.1: Marginélni apriorni a posteriorni hustoty pro parametr S.

pripad informativni apriorni hustoty a neinformativni apriorni hustoty. Souc¢asti
je rovnéZ vykresleni informativni apriorn{ hustoty parametru § (neinformativni
hustota by odpovidala nekoneéné ploché piimce na intervalu (—oo, 00). Z rov-
nice 2.13 vyplyva, ze se jedna o funkce hustoty pravdépodobnsoti odpovidajici
t-rozdéleni (zmifiovand rovnice je analogickd i margindlni apriorni hustoté, kdy
piislusné parametry odpovidaji apriornim hyperparametriim). Posteriorni cha-
rakteristiky zalozené na neinformativni apriorni hustoté obsahuji jen informaci
danou vérohodnostni funkci a odpovidaji tak klasickym zavéram pri vyuziti
metody nejmensich ¢tvercti (viz vztahy (2.19)—(2.22)). Pravé proto oznacujeme
v obrazku 2.1 vyslednou margindlni posteriorni hustotu pro g jako vérohod-
nostni funkci (likelithood).
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Tabulky i obrazek ukazuji zcela jasné jak bayesiansky pristup kombinuje
apriorni a datovou informaci do podoby posteriorni hustoty. Na obrazku 2.1
tak vidime, Ze posteriorni hustota vychazejici z informativniho prioru vypada
jako primeér apriorni hustoty a vérohodnostni funkce. Z tabulek 2.1 a 2.2 je
patrné, Ze posteriorn{ stfedni{ hodnoty obou parametri, E(8ly) a E(hly), které
jsou zalozeny na totozné apriorni informaci lezi mezi odpovidajicimi stfednimi
hodnotami apriorni hustoty a vérohodnostni funkce (coZ je posteriorni hustota
pfi neinformativnim prioru). Zvolena apriorni hustota obsahuje méné informace,
nez té, ktera je obsazena v datech. To vidime jak na obrazku, kde je apriorni
hustota mnohem ,roztahlejsi“ (rozptylenéjsi) nez funkce vérohodnosti, ptipadné
stejny zavér vycteme i z tabulek, kdy jsou apriorni smérodatné odchylky mno-
hem vétsi nez ty, vychazejici z ,,vérohodnostnich®“ odhadii.

Je tfeba mit na paméti, ze diky uméle vytvofenym datiim znédme skutec¢nou
hodnotu parametrt, tedy 8 = 2 a h = 1. Samoziejmé nemutzeme nikdy ocekavat,
Ze nas bodovy odhad, coz je napf. posteriorni stfedni hodnota nebo prislusny
OLS odhad budou pfesné roven skutecné hodnoté hledaného parametr. Ovsem,
posteriorni stredni hodnoty jsou vcelku dost blizko svym skute¢nym hodnotam
vzhledem ke svym posteriornim smérodatnym odchylkdm. Uvédomme si, ze po-
steriorni smérodatnd odchylka pfi pouziti informativni apriorni hustoty jsou
trochu mensi nez smérodatné odchylky pii vyuziti neinformativnich priord. To
odpovida intuitivné faktu, ze vice informaci ndm obecné umoznuje presnéjsi
odhad. Je tedy rozumné predpokladat, ze posteriorni hustota kombinujici jak
datovou, tak i apriorni informaci, bude méné rozptylené nez posteriorni hustota
zaloZend na neinformativnim prioru. Vratime-li se zpét k vzorcim predchozich
podkapitol, je tento intuitivni zdvér v souladu s vyrazem (2.9), ktery bude mensi
nez (2.19) pokud je V. > 0. Ale pozor, tato intuice nebude platit v kazdém p¥i-
padé. Pokud budou apriorni a datova informace od sebe hodné odlisné, potom
(2.12) mize byt mnohem vétsi nez (2.22). Protoze jak V, tak i ¥s* vstupuji do
vztahu pro posteriorni smérodatnou odchylku parametru 8 symetricky, je mozné
(i kdyz neobvyklé), ze posteriorni smérodatnd odchylka pfi informativnim prioru
bude vétsi nez pii pouziti neinformativni apriorni hustoty.

Pro ilustraci porovnani modelt pfedpokladejme, ze nas zajiméa porovnani
modelu uvedeného vyse s linedrnim regresnim modelem, ktery bude obsahovat
pouze uroviiovou konstantu. V tomto druhém piipadé€ tedy bude vysvétlujici
proménnd z; = 1 pro ¢« = 1,...,50. Pro oba modely vyuzijeme tutéz apriorni
hustotu jako u modelu ptivodniho (NG(1.5,0.25,1,10)). Vysledky odhadu na-
bizi tabulka 2.3.

Budeme predpoklddat apriorni podil Sanci roven jedné. V tomto piipadé
vyuzijeme vztah (2.34) k vypoctu posteriorniho podilu Sanci, ktery porovnava
pravdépodobnosti téchto dvou modelti. My samoziejmé vime, Ze nas prvni mo-
del je ten pravy, a mizeme tak ocekavat, ze i podil Sanci tuto skutec¢nost dokaze
vzit v tivahu. A skutecéné tomu tak je, posteriorni podil Sanci je 7346. To slovné
popiSeme tak, ze na zdkladé naSich odhadt je prvni model 7346 krat pravdépo-
dobnéjsi nez model druhy. Vyjadiime-li si tento podil Sanci pomoci pravdépo-
dobnosti jednotlivych modelt, ziskdvame vysledek (oba modely chipeme jako je-
diné mozné a vzajemné se vylucujici), ze p(Mi|y) = 0.9999 a p(Ma|y) = 0.0001,
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Tabulka 2.3: Apriorni a posteriorni charakteristiky pro model jen s Groviiovou

konstantou
Jé] h
Prior Posterior Prior Posterior
Stf. hodnota 1.500 0.990 1.000 0.917
Sm. odchylka 0.559 0.145 0.447 0.167

Pokud bychom na tomto zékladé provadéli (napf. v ramci predikei) bayesovské
priumérovani modelil, potom bychom 99.99% vahy priradili vysledkiim prvniho
modelu a jen 0.01% véhy vysledkim modelu druhého (viz (2.41)).

Pokud jde o analyzu zaméfenou na predikci, tu mizeme snadno provést
s vyuzitim vztahu (2.40). Zvolme si nepozorovanou hodnotu vysvétlujici pro-
ménné z* = 0.5 (nepozorovanou ve smyslu toho, Ze nebyla pouzita v ramci
odhadu parametrtt). Pfi vyuziti informativniho prioru ziskdvdme vysledek

y*|y ~ t(0.897,0.833, 60).
V piipadé neinformativni apriorni hustoty je vysledek:
y*|y ~ t(0.931,0.7915, 50).

Tyto pravdépodobnosti 1ze vyuzit pro prezentaci bodové predikce, smérodatné
odchylky predikce ¢i jakékoli jiné funkce predikce, kterou chceme spocitat. Z vla-
stnosti t-rozdéleni tak napi. vyplyva, Ze pro informativni apriorni hustotu jsou
stfedni hodnota E (y*|y) = 0.897 a smérodatnd odchylka predikce je 0.928 (zis-
kame ji jako /0.833-60/(60 — 2)). Analogicky postupujeme i pro neinforma-
tivni apriorni hustotu.

2.8 Shrnuti

V této kapitole jsme si prosli kompletni postup bayesidnské analyzy, tzn. véro-
hodnostni funkci, apriorni hustotu, posteriorni hustotu, porovnani modela a
predikci. Postup jsme si ukazali na normalnim linedrnim regresnim modelu s
jedinou vysvétlujici proménnou a tzv. prirozené konjugovanou apriorni husto-
tou. Pro parametry modelu, 8 a h, ma odpovidajici apriorni hustota norméalni-
gama rozdéleni. Podstatou prirozené konjugované apriorni hustoty je to, ze i po-
sterironi hustota mé normaélni-gama rozdéleni. Pro tuto apriorni hustotu maji
posteriorni hustota, predik¢ni hustota a vyrazy pro porovnani modeli analy-
tické vyjadreni. Neni tedy nutné vyuzit posteriornich simuldtoria. Posteriorni
hyperparametry ziskdvame prostym ,vylepSenim® apriornich hyperparametri o
datovou informaci. Tyto postupy byly klicové v dobach, kdy vypocetni tech-
nika nebyla na tak dobré urovni, aby zvladala naro¢né posteriorni simulace.
Nicméné, je zfejmé ze predpoklad prirozené konjugovanych apriornich hustot
mize byt pro redlné aplikace hodné svazujici (pfipadné neredlny).
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Doplnénim této kapitoly bylo zavedeni neinformativnich apriornich hustot a
Bayesovského priimérovani modeltl, coz je vyznamnou ,specialitou” bayesian-
ského pristupu.



Kapitola 3

Normalni linearni regresni
model s prirozené
konjugovanym priorem —
vice vysvétlujicich
proménnych

V realnych aplikacich si tézko vystacime s regresnim modelem obsahujicim jedi-
nou vysvétlujici proménou. V této kapitole tak rozsifime nase dosavadni znalosti
o pfipad regresniho modelu s vice vysvétlujicimi proménnymi. Znaceni a postupy
v této kapitole vyuzivaji maticovou algebru, coz umoznuje jednak kompaktni
zapis, jednak se tak zjednodusuje prezentace samotnych vysledki. Nebude asi
prekvapujici, ze vysledky a postupy prezentované v této kapitoly budou ve své
podstaté identické se zaveéry kapitoly predchozi.

3.1 LRM v maticovém vyjadreni

Predpokladejme tedy, Ze mame data vysvétlované (zavislé) proménné y; a k
vysvétlujicich proménnych x;1,...,x;x prot = 1,..., N. Linedrni regresni model
bude mit podobu

Yi = B1 + Baiz + ... + Brwik + €. (3.1)

Aby se v modelu vyskytovala i iroviiovou konstanta, je proménnd x;; implicitné
nastavena na hodnotu 1 (smozfejmé pro pfipad, kdy troviiovou konstantu mit
nechceme, tak tento implicitni pfedpoklad nezaviddime). Mnohem kompaktnéji
muZeme nas model zapsat v maticové podobé, a to definovanim jednotlivych
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vektoru rozméru N x 1 a matice rozméru N x k. Konkrétné

Y1 €1 B1 1 z12 -- mig

Y2 €2 Ba 1 mop -+ ok
y = . € = . B = . X =

YN EN BN 1 zn2 -+ ZNk

Linearni tegresni model 1ze maticové vyjadrit jako

y=XB+e (3.2)

3.2 Vérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkci mizeme odvodit podobnym zpisobem jak je naznace-
no v predchozi kapitole. Pfedpoklady kladené na vektor nahodnjch slozek € a
matici vysvétlujicich proménnych X urcuji tvar vérohodnostni funkce. Maticové
zobecnéni téchto predpokladi je néasledujici:

1. Vektor ndhodnych slozek ¢ je z vicerozmérného normaélniho rozdéleni se
stfedni hodnotou Oy a kovarianéni matici o2Iy, kde Oy je N-rozmérny
(sloupcovy) nulovy vektor a Iy je jednotkovd matice rozméru N x N.
Jednoduse feceno, € ~ N(On, h~11,), kde piesnost chyby h = o=2.

2. Vsechny prvky matice X jsou pevnd Cisla (tj. nendhodné veli¢iny). V pii-
padé nadhodnych veli¢in predpokladame, Ze tyto jsou nezavislé na vSech
prvcich vektoru e a jejich funkce hustoty pravdépodobnosti je p(X|\), kde
A je vektor parametri, ktery neobsahuje 8 ani h.

Kovarian¢ni matice pfislusna vektoru parametra ¢i nahodnych slozek je ma-
tice, kterd obsahuje na hlavni diagonale postupné rozptyly jednotlivych prvki
tohoto vektoru. Kovariance mezi jednotlivymi prvky je pak obsahem prvki
mimo diagonalu (kovarianéni matice je symetrickd matice), tedy

[ wvar(e;)  cov(er,ea) ...  cov(ey,e)
cov(er,e3)  wvar(es)
var(e) = . cov(€z, €3) .
. cov(en—_1,€N)

| cov(er, en) . o var(en)
(Rt 0 . . 0

0 ht

. . . .0

0 . . 0 nt

Jingmi slovy slovy, vyraz var(e) = h~ Iy je kompaktnéjsi vyjadieni predpokla-
du, Ze var(e;) = h™! (konstantni rozptyl) a cov(e;, €;) = 0 (nezdvislost jednot-
livych ndhodnych slozek) pro i,j =1,...,N ai # j.
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Z druhého predpokladu (tykajictho se matice vysvétlujicich proménnych)
vyplyva, Ze lze vérohodnostni funkci definovat jako p(y|X, B, h), kdy pro zjed-
noduseni zapisu matici X z tohoto vyrazu vypoustime.

Z definice vicerozmérného normalniho rozdéleni lze psat vérohodnostni funk-
ci v podobé

N
Pl = oo {ew S Xorw-x0) ). 63)

Opét je obvykly zapis vérohodnostni funkce pomoci OLS odhadi, tedy:
v=N —k, (3.4)
B- (X'X) Xy, (3.5)
2 - Xﬁ)}'j(y - XB) (36)

diky Cemuz si muZeme snadno ovéfit, Zze vérohodnostni funkci lze piepsat do
podoby:

p(y]B, h) = (2;),; {h% exp H(ﬂ By X'X(5 - B)} } {hé exp [— 2@‘”2] } |

3.3 Apriorni hustota

S ohledem na tvar vérohodnostni funkce (3.7) je odpovidé4 pfirozené konjugo-
vana apriorni hustota normalnimu-gama rozdéleni. Pokud tedy pfedpokladame
apriorni podminénou hustotu pravdépodobnosti pro 8 a apriorni hustotu pro h
ve tvaru

B|hNN(§a hilv) hNG(§727Z)>

potom i prislusné posteriorni hustoty budou z téchto t¥id rozdéleni. Sdruzenou
apriorni hustotu pravdépodobnosti tedy zapiseme v podobé:

B,h ~NG(B,V,s 2 v). (3.8)

Jedna se o témér identicky zapis jako (2.7). Pouze § je v tomto pfipadé k-
rozmérny vektor obsahujici apriorni stiedni hodnoty k regresnich koeficienttt
B1,...,0k a V je pozitivné definitni matice rozméru k x k, kterd je pevnou
soucasti apriorni kovarianéni matice parametrii (diky normalnimu-gama rozdé-
leni se nejedna pfimo o kovarianéni matici). Sdruzenou apriorni hustotu prav-
dépodobnosti miizeme zapsat jako p(3,h) = fna(B,h|B,V,s572,v).

3.4 Posteriorni hustota

Posteriorni hustotu pravdépodobnosti parametr ziskdme nasobenim apriorni
hustoty s vérohodnostni funkci. Podobné jako v pfedchozi kapitole vyjdeme z
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definice normalniho-gama rozdéleni pro apriorni hustotu pravdépodobnosti a
upravime vérohodnostni funkei (3.7) roznidsobenim mocnin se spoleénym zakla-
dem (kdy zdklad opiSeme a exponenty secteme). Jedinym rozdilem je zde prace
s maticemi. Mizeme tedy psat:

(B, hly) o {hé exp [_}2‘(5 — BV (B - 5)} } . {h”zz exp [_ hVSQ] }

2
1% e |5 {4 5 - Brxxes - B} |

k+y—2+4N

e H (v5? +vs* + (8- BYV (8 - B)

+ (8- ByX'X(5-B))

Stejné jako v predchozi kapitole oznacime 7 = v+ N. Parametr 3 se nachazi
pouze v ¢asti exponentu, konkrétné v

B=B)V(B-B)+(B—B)X'X(B-B),
a ten snadno zapiSeme jako
(BB X'XVV " B-B)+B-BV (- D),
kde
V=W+Xx'Xx),
B=V-(V'B+X'XP).

Opét nebude od véci ukazat si, pro¢ tomu tak je. V prvni fazi roznidsobime
obsah zavorek a sdruzime ¢leny obsahujici parametr 5, ¢imz dostaneme

BV BBV BBV B+BV B+ X XB-F X' XB-B X' XB+BX'XB
Usporadanim ¢lenti a zejména pak vyuzitim vztahtt pro V a 3 lze psat
BVIB+BX'XB-F (V8 +X'XB)—(BV ' +FX'X)8
+BVIB+ XX
— BV BBV B-BV 'B+BV'B+BX'XF
Po ptidéni élenu (VB — BV ' B) ziskdme
B-B)V (B-B)-BV B+pV 'S+ X XB.

Vyuzivame zde toho, ze V i V jsou symetrické matice (stejné jako jejich inverze),
tedy napt. V. = V'.* Déle se mlizeme soustfedit na druhou &ast vyrazu (po

4Této vlastnosti je mozno vyuzit i v avodu odvozeni, kdy plati (6’171§ = (ﬁ’zilﬁ)’ =
Q/Z’lﬁ). Vysledkem soucinu je totiz skalar, ktery i po transpozici zistava tim samym skala-
rem.
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znaménku minus) a dosadit ptivodni vyraz pro 3, tedy

BV B+ BV B+ B X' XB
(VB X' XBYVV VW B+ X'XB) + BV B+ FX'XB
= BV WV pVIWVX'XB - BX'XVV - X' XVX'X]
+8VIB+BX'XB
= BV WV BVTIWVX'XE - BX'XVV - X' XVX'X]
+§V WV B+ BX'XVV B
—BVTWYTIB - BVTIVX'XE - X' XVV 8- X' XVX'X]B
FAVTWY TS+ BVTIVX'XB+ BX'XVV B+ B X' XVX' XS
= BV WX XB-BFX'XVV B+ BV VX' XB+ X' XVV 'S
= (B-BYX'XVV (B~ p).
Plati totiz 'V 'VX'XB = (BV'VX'XB) = B/ X' XVV~'B. Vyuzije se zde

symetrie matic V' a rovnéz i skutecnost, ze se jedna o transpozici skalaru.
Dalsi postup je zase v souladu s tim, co bylo feCeno v predchozi kapitole.

Parametr 3 se po nasi tipravé nachézi jiz jen ve élenu (3 — )’V (8 — B). Diky
tomu je jadrova hustota pro S|y, h déna jako

p— —1 p—

h _
P(Blysh) x exp | =SB -B)V ' (8-F)]
coz je jadrova hustota normalni hustoty pravdépodobnosti a plati tedy, ze

Bly,h~ N(B,h~'V).

Marginalni posteriorni hustotu pro h lze odvodit na zakladé skutec¢nosti, ze

p(hly) = / p(B, hly)dp = / p(Rly)p(Bly, W)dp

Protoze kazd4a hustota pravdépodobnosti integrovana pres vSechny meze je rovna
jedné, lze timto vyintegrovat ¢ast sdruzené posteriorni hustoty pravdépodobnos-
ti zahrnujici funkci normalni hustoty pravdépodobnosti pro 3, tedy p(8|y, h) o

h% exp[~2(8 — B)V (8 — B)]. Zistavé nam tedy
p(hly) o h*7" exp [—;L {&2 +vs® + (B—B) X' XVV (B - 5)}}
= h""22exp [21/32] ,

kde =R ~
s’ = s +vs’ + (8- B) X' XVV (5 - ).
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Vyraz pro p(hly) je jadrova hustota gama rozdéleni, z ¢ehoz vyplyva, Ze

p(hly) ~ G2, 7).

Protoze rozdéleni S|y, h je normalni a hly je gama, je zfejmé, Ze sdruzend hustota
rozdéleni pro parametry 5 a h odpovida skuteéné normalnimu-gama rozdéleni,
v nasem znaceni tedy NG(3,V,52,7). Apriorni i posteriorni hustota jsou z
normalniho-gama rozdéleni, ¢imz je ovéfena konjugovanost apriorni hustoty.

Pokud si tedy shrneme dosazené vysledky, mame posteriorni hustotu v po-
dobé:

B, hly ~ NG(B,V,5 2,1), (3.9)
kde
V=W'4+X'Xx)1 (3.10)
B V'8 + X'XP), (3.11)
—V+N (3.12)

a 52 je implicitné definovano nasledovné:
75t =vs? +vs? + (B—B) [V + (X' X)) (B - B). (3.13)

Neni nijak obtizné ovéfit si ekvivalenci vyrazt X’ {VZA alV+(X'X)" 1t
Sta01 si v prvnim vyrazu dosadit ptvodni vyraz za V a uvédomit si, ze (X' X) =

: a stejné tak V! = V Po roznasobeni ¢lent v takto ziskaném jmeno-

(X'X)~*1 ’X )
vateli je zavér jednoznacny.

Zajimé-li nas misto sdruzené hustoty marginalni hustota pro 3, je tfeba ji
integrovat pres h. Vysledkem je pak vicerozmérné ¢-rozd€leni:

Bly ~ t(8,5*V, ), (3.14)
z ¢ehoz vyplyva:
E(Bly) = B, (3.15)
e
var(Bly) = = 2V. (3.16)

Postup dikazu je zcela identicky s postupem z predchozi kapitoly a nebudu
ho zde proto rozvadét. Pokud jde o presnost chyby h, pak z norméalniho-gama
rozdéleni plyne:

hly ~ G %,7), (3.17)
E(hly) =52, (3.18)
var(hly) = 25 (3.19)

Vysledky jsou (jak jiz bylo nékolikrat zdiraznéno) podobné tém z piedcho-
zi kapitoly, jen skalary nahradily vektory a matice. Napf. 8 je vektor, matice
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(X’ X)~! hraje podobnou roli jako skalar ﬁ, V je matice rozméru k x k apod.
V kapitole 2 jsme mohli intepretovat posteri(;rni stfedni hodnotu parametru j3,
f3, jako vazeny primér apriorni stfedni hodnoty, 3 a OLS odhadu, 3, kdy védhy

reflektuji silu apriorni informace obsazené v V' a v datech (3 2). Stejnou
tvahu lze pouzit i zde, s tim rozdilem, Ze se jedna o maticové vazeny primeér
apriorni a datové informace.

Opét je samoziejmé nutné rozhodnout o volbé apriornich hyperparametra,
konkrétné tedy 3, V, s~2 a v. V mnoha piipadech ndm pii jejich volbé pomfize
ekonomické teorie, zkuSenost, cit ¢ znalost piedchozich empirickych studii za-
lozenych na jinych datovych vzorcich. V tomto ohledu ndm zjednodusuje volbu
apriornich hyperparametrti skute¢nost, ze vyuzivame prirozené konjugovanou
apriorni hustotu. Tento druh apriorni hustoty lze chapat a interpretovat jako
vysledek fiktivni datové sady generované stejnym procesem jako skutecna data.
Jiny pristup k volbé apriornich hyperparametra spociva ve volbé fady ruznych
hodnot v ramci citlivostni analyzy, pfipadné mizeme pracovat s relativné nein-
formativnim priorem. Muzeme tedy volit ¥ hodnotové vyrazné nizsi nez je N a V.
jako ”dostatecné velké”. Vzhledem k tomu, Ze pracujeme s maticemi, neni vyraz
”dostatecné velky” zrovna snadno predstavitelny. Maticové zobecnéni nerovnosti
a > b, kde a i b jsou skalary, je obvykle chapano tak, Ze rozdil A — B je pozi-
tivné definitni matice (porovnavame tedy ¢tvercové matice stejnych rozméri).
Méritkem velikosti matice je jeji determinant. Pokud tedy budeme hovorit o
tom, Ze matice ” A by méla byt relativné velkd vzhledem k B”, mame tim na
mysli to, ze A — B by méla byt pozitivné definitni matice s hodnotové velkym
determinantem.

Cisté neinformativni prior miZeme ziskat volbou ¥ = 0 a v jako dosta-
te¢né malé. To lze FeSit riznymi zptsoby. Jednim z nich je nastaveni V' =
cly, kde c je skalar blizici se limitné k nule. V takovémto ptipadé bude platit
B,hly ~ NG(B,V,572,7), kde

V=XXx)", (3.20)
B =5, (3:21)
7 =N, (3.22)
7s? = vs®. (3.23)

Vsechny tyto vztahy v sobé obsahuji pouze datovou informaci a odpovidaji
odhadim metodou nejmensich ¢tvercti. Tento druh neinformativniho prioru je
nepravym priorem a lze jej tedy vyjadfit v podobé:

p(B,h) (3.24)

X —.
h

3.5 Porovnani modela

Linearni regresni model s k vysvétlujicimi proménnymi v sobé zahrnuje fadu

moznosti porovnani vétsi skaly rtzné specifikovanych modeld. V rdmci porov-
nani jednotlivych specifikaci modli bdeme rozliSovat dva pfipady: v prvnim
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pripadé se modely lisi omezenimi ve tvaru nerovnosti, ktera jsou kladena na
jednotlivé parametry (¢i obecnéji parametricky prostor, jakoZto mnozinu para-
metrit), ve druhém piipadé jsou modely odliSeny riizné specifikovanymi omeze-
nimi jednotlivych parametr ve tvaru rovnosti.

3.5.1 Porovnani modelti s omezenim ve tvaru nerovnosti

V fadé aplikaci se mizeme zamérit na analyzu jen Casti parametrického pro-
storu. Pfedpokladejme napt. model, ve kterém je zavisle proménna objem pro-
deje néjakého produktu a jednou z vysvétlujicich proménnych jsou vydaje na
uréitou marketingovou kampan. V takovémto pfipadé by nas mohlo zajimat,
jestli reklamni kampan zvysSuje prodejnost vyrobku, konkrétné se tedy zamétu-
jeme na to, zdali p¥islusny regresni koeficient (vyjadiujici efekt reklamni kam-
pané) je kladny resp. nezaporny. V jiné modelové aplikaci nds muze zajimat,
zdali vynosy z rozsahu jsou rostouci ¢i klesajici. To v kontextu regresniho mo-
delu znamené zodpovédét otazku, zdali urc¢itd kombinace parametri je mensi
¢i vétsi nez jedna. Oba piiklady v sobé zahrnuji omezeni ve tvaru nerovnosti,
které klademe na urcité regresni koeficienty.
Predpokladejme tedy, ze nase omezeni maji tvar

RB >, (3.25)

kde R je znamé matice rozméru J X k a r je zndmy vektor rozméru J x 1.
Takovyto pfedpoklad nam umoziiuje formulovat J linedrnich omezeni ve tvaru
nerovnosti, ktera souviseji s jednotlivymi regresnimi koeficienty 5. Abychom se
vyhnuli tomu, Ze se néktera z omezeni budou vzajemné duplikovat, musime pred-
poklddat plnou hodnost matice R, tedy rank(R) = J. MizZeme tedy definovat
dva modely M7 a Ms:

M 1 - Rﬁ >r

MQIRBZT

, pfiemz znaceni v definici modelu M, znamend, Zze J omezeni v modelu M;
neni splnéno.

Pro modely definované timto zpiisobem je vypocet posteriorniho podilu Sanci
snadny a neni zde ani problém s vyuZitim neinformativniho prioru:

p(Mily) _ p(RS = rly)
p(Maly) — p(RB Zrly)

Protoze je posteriorni hustota pravdépodobnosti pro vektor parametri 5 z vice-
rozmérného Studentova t-rozdéleni, plati, Ze i posteriorni hustota linedrni kom-
binace tétohoto vektoru p(RS|y) je z t-rozdéleni. Kvalitni software jako napf.
MATLAB dokéze intervalové pravdépodobnosti pro vicerozmérné t-rozdéleni
spocitat, tudiz i p(RS > r) lze snadno spoéitat. Pokud je podet omezeni J = 1,
lze s ispéchem vyuzit i statistickych tabulek pro jenorozmérné t-rozdéleni.

POy = (3.26)
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3.5.2 Omezeni ve tvaru rovnosti

Porovnani modelti, které v sobé zahrnuji omezeni ve tvaru rovnosti, je trosku
komplikovanéjsi a vznikaji zde problémy s pouzitim neinformativniho prioru.
Lze se setkat s dvéma typy porovnani modeli:

e V prvnim piipadé nas muze zajimat porovnani modelu M, ktery v sobé
obsahuje omezeni R = r, s modelem Ms, ktery toto omezeni nema. Model
M; je prikladem vnofeného (nested) modelu, to znamend, ze model M;
ziskdme z modelu My zohlednénim omezeni R = r.

e V druhém piipadé nas zajima porovnidni modelu M; : y = X181 + €1
s modelem M; : y = Xaf(2) + €2, kde X; a X3 jsou matice obsahujici
v pifipadé nutnosti i zcela odlisné vysvétlujici proménné. Oznaceni ;)
oznacuje koeficienty v j-tém modelu (jelikoz médme dva modely, tak j =
1,2). Jedné se o piipad porovnani nevnofenych (non-nested) modela.

Obé vyse uvedené typové kategorie porovnani modeltt muzeme fesit v kon-
textu forméalniho zépisu
M;:y; = Xjﬂ(j) + €5, (3.27)

kde j = 1,2 oznacuje nase dva modely, y; bude definovdno nize, X; je matice
vysvétlujicich proménnych rozméru N x kj, B(; je kj-rozmérny vektor regresnich
koeficientti a ¢; je N-rozmérny vektor chyb pochazejici z normalniho rozdéleni
N(On, by ' Iy).

Ptipad porovnani nevnofenych modela ziskame volbou y; = yo. Pro pripad
vnofenych modeld je t¥eba vychizet z neomezeného LRM z rovnice (3.2). Model
M je préavé tento neomezeny model. Volime tedy y2 =y, Xo = X a Bz) = 5.
Model M;j, ktery obsahuje omezeni RS = r, lze definovat zahrnutim téchto
omezeni do vysvétlujicich proménnych. Na tomto zédkladé je pak tfeba rovnéz
predefinovat vysvétlovanou proménnou. Princip (bez néjakého formalniho zo-
becnéni) lze ukdzat na néasledujicich ptikladech:

1. Omezeni ve tvaru 5, = 0 implikuje, Ze matice X; odpovid4d matici X s
vypusténou m-tou vysvétlujici proménnou.

2. Omezeni ve tvaru 3, = r implikuje, Ze matice X; je matice X s vypusté-
nou m-tou vysvétlujici proménnou a y; = y — rx,,, kdy vektor x,, je m-ty
sloupec matice X.

3. Omezeni By — 3 = 0 lze ziskat vypusténim piislusnych vysvétlujicich pro-
ménnych (22 a x3, coZ jsou druhy a tieti sloupec matice X) a definovanim
nové vysvétlujici proménné (x93), kterd je souctem téchto vypusténych
proménnych, tedy xo3 = 2 + x3.

Vicenasobna a komplikovanéjsi omezeni lze fesit zobecnénim vyse uvedenych
priklad.
Oznac¢ime-li normélni-gama apriorni rozdéleni dvou modelt jako

By hilM; ~ NG(B V577, v) (3.28)

j’i-]’ij
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pro j = 1,2, mé posteriorni hustota podobu

By hilys ~ NG(8;,V;,5;%,75) (3.29)
kde
V=5 + XX5)7, (3.30)
B =V;(V; '8, + X} X;8), (3.31)
vi=v;+ N (3.32)

a 5 2 je implicitné definovano ve vyrazu

75} = vys) +vist + (B — )1V + (X)) (B - B,)- (3.33)

—J

Vyrazy Bj, s? a v; jsou OLS odhady analogické tém definovanym ve vztazich
(3.4)—(3.6).

Odvozeni marginalni vérohodnosti pro kazdy z modelt a tedy néasledné i
posteriorniho podilu Sanci je obdobné jako v predchozi kapitole. Marginalni
vérohodnost tak lze spocitat jako

Pl M) = ¢ ('Vj')é ;%)% (3.39)

pro j = 1,2, pficemz

cj = — (3.35)
)
Posteriorni podil Sanci porovnavajici modely M; a My odpovida vyrazu
e (F2) @5 #p0m)
P02 = — . (3.36)
2 g\ T
e (12]) " 233) % p(0te)

Faktory ovliviiujici posteriorni podil Sanci byly diskutovany v pfedchozi kapi-
tole 2. Posteriorni podil Sanci tedy zavisi na apriornim podilu Sanci, zvyhodnuje
soulad modelu s daty, koherenci mezi apriorni a datovou informaci a Setrnost
pokud jde o pocet vysvétlujicich proménnych.

Problém nam vSak opét mizZe zpusobit pouziti neinformativni apriorni hus-
toty. Tento druh prioru jsme zavedli zptisobem, kdy v = 0 a V™! = ¢l},, pFi¢emz
¢ se limitné blizilo nule. Volné fefeno, v = 0 implikuje, Ze zde neni apriorni
informace o pfesnosti chyby h a nastaveni c limitné se blizici nule znamena ne-
existenci apriorni informace o regresnich koeficientech § (jejich rozptyl je neko-
neéné velky). V nasledujici ¢asti budeme tyto dvé rizné specifikace analyzovat
oddélené. Duezitym zavérem bude to, Ze je rozumné vyuzit neinformativniho
prioru pro h;, kde j = 1,2, ale neni rozumné uzit neinformativnich priori pro
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B(j)- Diivod je takovy, ze pfesnost chyby je parametr spolecny pro oba modely
a ma v obou modelech stejnou interpretaci. Naopak 3(;) a B(2) nejsou stejné
(respektive nemusi byt) a v piipadech, kdy pocty parametrtt se budou v obou
modelech lisit, tedy k1 # k2, bude pouziti neinformativnich priort ptisobit vazné
problémy v chovani posteriorniho podilu Sanci.

Obecné 1ze formulovat nésledujici pravidlo (platné pro jakykoliv model, tedy
nejen regresni): pokud porovnavame modely vyuzitim posteriorniho podilu San-
ci, pak je zddouci pouziti neinformativnich priort pro parametry, které jsou
spole¢né obé&ma modeltim. Cisté informativni priory je nutné uzit pro véechny
ostatni parametry.

Pokud nastavime v; = v, = 0 (pfesnéji oba ¢leny se budou limitné k nule
blizit stejnym tempem), potom se nam vztah v rovnici (3.36) zjednodusi, nebot
¢1 = co. Posteriorni podil Sanci mé pfesto stdle rozumnou interpretaci, nebot
v sobé obsahuje méritko souladu modelu s daty, tj. s?, jakozto koherenci mezi
apriorni a datovou informaci, apod.

Pouzijeme-li neinformativni priory pro f3(;), nastanou problémy zejména v
pfipadé, kdy k1 # ko. V pfipadé porovnani nevnofenych modelt muze byt inter-
pretace parametrii 51y a B2 zcela odlisnd. V pifipadé vnotfenych modeltt ndm
restrikce kladené na model M; zajisti, Ze 3(1) mé& mensi dimenzi nez 32y a tedy
k1 < k2. Rozdilnost poctu vysvétlujicich proménnych, k1 # ko, je tedy obvykla.
Problém s interpretaci posteriornich podili Sanci nastdvéa diky ¢lenu [V ;|. Po-
kud K;l = cl, potom |V ;| = 0%7 Blizi-li se ¢ k nule, potom se ¢leny zahrnujici
¢ v (3.36) vzajemné nevyrusi. Pokud je apriorni podil Sanci kladny a koneény,
nastane v pfipadé nerovnosti k1 < ko situace, kdy PO12 je nekoneéno. V pii-
padé, kdy ki > ko, bude podil Sanci PO15 roven nule. Jinymi slovy, posteriorni
podil Sanci vzdy upfednostni model s mensim pocCtem parametri bez ohledu
na data, v limitnim pfipadé pak tak bude zcela upfednostnén Setrnéjsi model
(z hlediska poc¢tu puzitych parametri resp. vysvétlujicich proménnych). Tento
vysledek nés nuti k upfednostnéni pouziti informativniho prioru pfinejmensim
u koeficientt, které jsou odlisné v obou porovnavanych modelech.

V piipadé rovnosti po¢tu vysvétlujicich proménnych (k; = k2) mé posterioni
podil sanci podobu

po,, - (XEX1DE01sH) =¥ p(ary)
- 1 N
2

. 3.37
(1X5Xo[)2 (v283) ™ 2 p(Ma) (337

Hodnota tohoto vyrazu bude zaviset na mérnych jednotkach jednotlivych ve-
li¢in. Pokud by vysvétlujici proménné v modelu M; byly méfeny v jednotkach
dolarti a toto méritko bychom nasledné zménili na tisice dolari, pficemz v matici
vysvétlujicth proménnych druhého modelu (X3) bychom tuto zménu nezohled-
nili, zménil by se i nas posteriorni podil Sanci. To je neprijemna vlastnost, ktera
opét vede k uprednostnéni informativniho prioru i v pripadé, kdy k1 = ko. V
pripadé informativniho prioru totiz tento problém nenastava. Jako priklad uva-
Zujme regresni model zavislosti ceny domu na rtznych charakteristikach, kdy x-
miuZe byt rozloha obytné plochy v metrech ¢tvere¢nich. Parametr S miZeme in-

~M 7

tepretovat jako méritko toho, o kolik dolarii vzroste cena domu, jestlize zvysime
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jeho obytnou plochu o jeden metr ¢tvereéni a ostatni charakteristiky ztistanou
nezménény. Z ohledem na to pak volime pfislusny hyperparametr apriorni hus-
toty (resp. apriorni hustotu jako takovou) pro 2 (jeho apriorni stfedni hodnotu
a rozptyl). Pokud by se méfitko x5 zménilo na stovky metrii étvereénich, pak se
i interpretace parametru 8o zméni na méritko toho, o kolik dolari vzroste cena
domu, zvysi-li se jeho obytna plocha o sto metru ¢tvere¢nich a ostatni charak-
teristiky ztistanou nezménény. Tuto zménu reflektuje i volba apriorni hustoty.
Pokud tedy volime pouziti informativni apriorni hustoty, implicitné bereme do
avahy i piislusné meérné jednotky.® To vsak neplati pii pouziti neinformativniho
prioru.

Shrneme-li obsah této ¢asti kapitoly, pak je nutné zdiraznit, ze uziti nein-
formativniho prioru je akceptovatelné, pokud se zaméfime na odhad parametr
¢i predikci a chceme zistat ”objektivni”, tedy presnéji nechceme (nebo neu-
mime) do nasich vypo¢ti vnaset néjakou apriorni informaci. V pfipadé vypoctu
posteriorniho podilu Sanci vSak volba neinformativniho prioru akceptovatelna
neni.

3.5.3 Intervaly nejvyssi posteriorni hustoty (HPDI)

Tradi¢ni techniky bayesovského porovnani modelt jsou zaloZeny na intuitivni
myslence, ze p(M;l|y) je souhrnem veskerych nasich znalosti a nejistoty tyka-
jicich se modelu M; po konfrontaci s daty. Vypocet rozumnych posteriornich
pravdépodobnosti modeld v sobé obvykle zahrnuje praci s informativnimi pri-
ory. Pokud bychom vsak presto chtéli testovat ¢i porovnavat modely za pouziti
neinformativnich priord, mizeme vyuzit jinych technik. Tyto techniky vsak jiz
nejsou do té miry intuitivni jako bayesovské pravdépodobnosti modelu a jejich
opravnénost je dana ad hoc. V této casti zavedeme pojem ,interval nejvyssi
posteriorni hustoty“ (Highest Posterior Density Interval - HPDI, ¢ jenom HDI)
a ukaZeme si, jak jej lze vyuzit pro ad hoc porovnani vnorenych modeld.

Nasledujici definice jsou definovany v kontextu vektoru parametria S nor-
maélniho linedrniho regresniho modelu, nicméné jsou dostatecné obecné a lze je
tak vyuzit pro parametry jakéhokoliv modelu. Predpokladejme tedy, Ze prvky
vektoru regresnich koeficienti 5 se mohou nachézet v intervalu (—oo, 00), coz
oznacime jako 8 € RF (zde R oznacuje mnozinu realnych &isel). Necht w = g(3)
je m-rozmérny vektor funkci 8 definovany na mnoziné 0, kdy m < k. Necht C
je oblast v ramci €, tedy C C Q.

Definice 3.1 (Pfijatelné mnoziny (Credible Sets)). Mnozina C C  je 100(1 —
a)% ptijatelnd mnozina vzhledem k p(w|y) jestlize

p(w € Cly) = /C p(ly)dw =1-a

5Pt¥ipoménme si v této souvislosti tvrzeni o tom, Ze volbu apriorni hustoty nam ulehéuje
skute¢nost, ze apriorni hustota odpovida (pro ,pfirozené konjugovany“ piipad) procesu ge-
nerujiciho fiktivni datové sady. Pravé tento generujici proces se odviji od pouzitého méritka
vysvétlujicich proménnych, coz musi byt samoziejmé zohlednéno v apriorni hustoté.
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Jako priklad pfedpokladejme w = g(5) = B;, tedy jediny regresni koeficient.
Potom 95% prijatelny interval pro 3, je interval [a, b] takovy, Ze

b

pla < B; < bly) = / p(B;ly)dB; — 0.95

a

Existuje obvykle nekone¢né mnoho moznych pfijatelnych intervald. Pfedpokla-
dejme priklad, kdy 5,|y pochazi z N(0,1). Potom ze statistickjch tabulek pro
standardizované normalni vyplyva, ze 95% piijatelny interval je [—1.96,1.96]
stejné jako [—1.75,2.33], [-1.64, co] atd. Abychom si z této nekoneéné mnoziny
intervalti vybrali jediného reprezentant, provadime volbu obvykle tak, Ze zvo-
lime ten interval, ktery mé nejmensi rozsah. Pro standarni normalni rozdéleni
je [—1.96,1.96] nejkratsi pfijatelny interval. Pro tento druh vybéru uzivime
oznadeni interval s nejvyssi posteriorni hustotou (Highest Posterior Density In-
terval).

Definice 3.2 (Interval nejvyssi posteriorni hustoty (HPDI)). (1 — «) - 100%
interval nejvyssi posteriorni hustoty pro mnozinu w je (1 — «) - 100% ptijatelny
interval mnoziny w, pro ktery plati, Ze mé nejmensi rozsah oproti jinym (1 —

a) - 100% ptijatelnym intervalim mnoziny w.

Kromé bodovych odhadt parametrt (v rdmci bayesovského odhadu) je ob-
vyklé uvadét i tyto intervaly nejvyssi posteriorni hustoty. Mtzeme tak napiiklad
uvadét posteriorni stfedni hodnotu a 95% HPDI pro f3;. Jsme si tak z 95 % jisti,
ze 3 lezi uvniti HPDI. Lze jej rovnéz vyuzit pro ad hoc porovnani modeld. Pied-
pokladejme v této souvislosti dva NLRM a muzeme se zajimat o to, zdali j-ta
vysvétlujici proménna ma byt zahrnuta do modelu. Dva modely které budeme
uvazovat budou

M, : B; =0,
Mglﬂj#o.

Posteriorna analyzu lze provést (analyticky) standardnim zptisobem a HPDI pro
B; lze spocitat vyuzitim vlastnosti Studentova t-rozdéleni. Pokud tento HPDI
neobsahuje nulu, potom je to diikaz ¢i skute¢nos hovorici v neprospéch modelu
M. Pokud by zavér znél, ze HPDI obsahuje nulu, potom bychom méli diikaz
ve prospéch modelu M;. Tento postup 1ze zobecnit standardnim zptisobem pro
ovéfeni platnosti soustavy linedrnich omezeni (RS = r).

Tento pristup je podobny pristupu klasické ekonometrie v rdmci standard-
niho testovani hypotéz. Obvykle se tak testuje omezeni 5; = 0 (nevyznamnost
parametru) pomoci konfidenénich intervali (intervald spolehlivosti) pro 3;. Po-
kud tento interval obsahuje nulu, pak je nulovd hypotéza pfijata, v opacném
pfipadé je zamitnuta. Tato podobnost je jen velmi hrubou, ramcovou intuici.
Konfidenc¢ni intervaly maji oproti HPDI velmi odliSnou interpretaci.

HPDI je obecnym nastrojem, ktery existuje vzdy, kdyz existuje posteriorni
hustota pravdépodobnosti. Lze jej tak vyuzit i pii pouziti neinformativni apri-
orni hustoty. Ackoliv je vSak opravnénost jejich vyuziti pfi porovnani modela
smysluplnd, ma jen neforméalni charakter, ktery neméa pevnou oporu v teorii
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pravdépodobnosti (oproti posteriornimu podilu Sanci, ¢ konfidenénim interva-
lum v klasické ekonometrii a statistice).
)

3.6 Predikéni hustota

V této ¢asti si jen rozsifime poznatky o predikéni hustoté z minulé kapitoly
pro pripad vice vysvétlujicich proménnych. Predpokladejme, Zze nas zajima pre-
dikéni analyza T nepozorovanych hodnot zavisle proménné y* = (v, ..., y5),
generovanych jako

Y =X"B+ €, (3.38)

kde €* je nezavislé na e a ma normdlni rozdéleni N (0, h~1Ir). Matice X* je ma-
tice rozméru T x k analogicka matici X a obsahujici k£ vysvétlujicich proménnych
pro kazdé z T pozorovani mimo dostupny datovy vzorek.

Kroky vedouci k odvozeni predikéni hustoty pro y* jsou zobecnénim vztaht
(2.37)—(2.40). Bayesidnska predpovéd je zaloZena na

p(y"ly) = / / p(y* |y, B, h)p(B, hly)dBdh.

Skutecnost, ze €* je nezavislé na €, soucasné implikuje nezavislost y na y* a tedy
p(y*ly, B,h) = p(y*|B, h). Déle plati
* h% h’ * * /(. % *
py*1B, h) = —Fexp | =5y — X"B)'(y" — X"B)| . (3.39)
(2m)2 2

Nésobenim vztahu (3.39) a posteriorni hustoty v (3.9) a naslednou integraci
ziskame vicerozmérnou t-predikéni hustotu pravdépodobnosti ve tvaru

vty ~ t(X*B, 5 {Ir + X*VX*'}, D). (3.40)

Na tomto zakladé 1ze provést veskerou predikéni analyzu normalniho linearniho
modelu s pfirozené konjugovanym priorem.

3.7 Monte Carlo integrace

Porovnani modeld, predikci a posteriorni analyzu tykajici se vektoru S lze pro-
vést analyticky za vyuziti vysledkdl pfedchozich ¢asti kapitoly. Protoze mar-
ginalni posteriorni hustota pro vektor parametra § odpovida vicerozmérnému
Studentovu t-rozdéleni, jsou i linearni kombinace vektoru S z vicerozmérného
t-rozdéleni. Pokud tak definujeme matici R podobné jako ve vztahu (3.25), lze
provést posteriorni analyzu i pro linedrni kombinaci nasich parametra, tedy R/.
Marginalni posteriorni hustota pro pfesnost chyby h odpovidd gama roz)adéleni,
tudiz lze vyuzit vlastnosti tohoto rozdéleni k analyze pfesnosti chyby.
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V nékterych piipadech nas vSak nemusi zajimat vektor /5 ¢i Rf3, ale pozornost
muZe byt zaméfena na nelinedrni funkci parametra 3, f(/5). Budeme pfedpo-
kladat, ze f(-) je skaldrni funkce, ovSem techniku zminénou v tomto oddile je
mozno roz§ifit i pro pripad vektorovy.

Obecné nemusi platit, Zze posteriorni hustota pro f(3) bude spadat do t¥idy
hustot se znamymi analytickymi vlastnostmi. V tom pifipad€ je nutné vyuzit
simula¢ni metody. Nejjednodussim simula¢nim algoritmem je Monte Carlo inte-
grace zminovana jiz v kapitole 1. V kontextu normalniho linedrniho regresniho
modelu 1ze zapsat zdkladni teorém Monte Carlo integrace nasledovné:

Teorém 3.1 (Monte Carlo integrace). Necht 3(*) pro s = 1,...,S je ndhodny
vybér (vzorek) z p(Bly) a g(-) je funkce a definujme

®|

1 S
gs =< Y _9(BY), (3.41)
s=1

potom gs konverguje k E[g(53)|y] pro S jdouci k nekoneénu.

)a

Neni tifeba nechat se zmdst zavedenim dvou funkei f(-) a g(-). POkud bu-
deme definovat ¢g(-) = f(-) mizeme ziskat odhady E[f(8)|y] pro jakoukoliv
funkci parametrit f(-). Pokud chceme spocitat néjaké dalsi posteriorni charak-
teristiky funkce parametri f(3), je tfeba funkci g(-) zavést. Pro vypocet roz-
ptylu var[f(B)|y] je tteba definovat g(-) = f(-)? a spocitat pomoci vztahu (3.41)
E[f(B)?]y]-

Rovnice (3.41) ndm fikd, Ze pro dany ndhodny vybér z posteriorniho roz-
déleni prislusnému parametrim S je mozno analyzovat jakoukoliv funkci téchto
parametrt. Prakticky lze algoritmus vypoc¢tu (nap¥. pro MATLAB) shrnout do
nasledujicich krokii:

1. Vygenerujeme nahodny vybér 3(*) z posteriorni hustoty pro 3 dané vzta-
hem (3.14), a to za pouZiti generatoru ndhodnych ¢isel pro vicerozmérné
t-rozdéleni.

2. Spoéitame g(3®)) a uchovame si tento vysledek.
3. Opakujeme kroky 1 a 2 celkem S-krat.
4. Spoéitame celkovy priimér S ndhodnych vybéra g(8M),. .., g(8).

Témito kroky ziskdme odhad E[g(8)|y] pro jakoukoliv funkci parametri, ktera
nas zajima. Volbou S mizeme Fidit velikost chyby aproximace, které se dopou-
$time, nebotf pouze jen volba S = oo by ndm dala skuteénou stfedni hodnotu
funkce parametri, kterd nas zajima. Jak jiz bylo popsano v kapitole 1, mizeme
snadno ziskat i ¢iselné vyjadieni chyby aproximace, a to vyuzitim centralni
limitni véty. PYesnéji feceno, vyjdeme z definice chyby odhadu, a konkrétné
vyuzijeme tu vlastnost, ze

V5 {gs — Elg(B)ly]} — N(0,07) (3.42)
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pro S jdouci k nekone¢nu, pti¢emz O'g = var[g(B)|y]. Intuitivné ndm tento vztah

fika, Ze stfedni hodnota chyby odhadu je nulova, a variabilita chyby odhadu
(tedy mira nejistoty spojend s tim, Ze mame koneény pocet vzorki) se snizuje s
rustem poc¢tu generovanych vzorka S. Rozptyl chyby odhadu ag Ize odhadnout
Monte Carlo integraci a tento odhad oznacime 83. Pouzitim tohoto odhadu,
vztahu (3.42) a vlastnosti normalniho rozdéleni mtzeme psat:

Pr {E[g(ﬁ)y] - 1.96\3/9g <gs < E[g(B)|y] + 1.96%} ~ 0.95. (3.43)

Dalsi ipravou miizeme zjistit pfiblizny 95% konfidenéni interval pro stfedni
hodnotu funkce parametrii, kterd nas zajima, E[g(8)|y], ve tvaru
~ g ~ o
gs — 1.96—%, gs + 1.969] .
{ VS VS
Tento vyraz lze vyuzit jako méfitko pfesnosti naseho odhadu E[g(8)|y] nebo
jako voditko pro vybér velikosti poctu generovanych vzorkd S. Alternativné lze
vyuzit i numerickou standardni chybu %7 ktera obsahuje stejnou informaci v
ponékud kompaktnéjsi podobé.

3.8 Empiricka ilustrace

K ilustraci bayesianské analyzy v rdmci modelu vicenasobné regrese vyuzijeme
data obsahujici udaje o prodejnich cendch N = 546 domt prodanych ve Wind-
soru (Kanada) v roce 1987. Data jsou obsahem souboru hprice.txt. Nasim
zéjmem je nalézt faktory, které ovliviiuji prodejni cenu domu. Prodejni cena je
tedy vysvétlovanou (zvisle) proménnou. Vyuzijeme ¢tyfi vysvétlujici proménné
(datovy soubor jich obsahuje vice, a tak je samoziejmé mozné model dale rozsifo-
vat), konkrétné celkovou rozlohu domu (véetné pozemku), poéet loZnic, pocet
koupelen a pocet pater. Definujeme tedy:

e y; = prodejni cena i-tého domu (v Kanadskych dolarech),
e 1,5 = rozloha i-tého domu (ve ¢tvereénich stopéch),

e 1;3 = pocet loZnic v i-tém domé,

e 1;4 = pocet koupelen v i-tém domu,

e 1;5 = pocet pater v i-tém domu.

Pokud bychom skutecné provadéli vyzkum faktora ovliviujici cenu domu ve
Windsoru, asi bychom méli néjaké povédomi o tamnim trhu s nemovitostmi, a
na tomto zakladé bychom mohli stanovit parametry odpovidajici apriorni hus-
toty. Dalsi moznosti je zeptat se mistniho realitniho agenta, ktery by ndm mohl
tuto apriorni informaci poskytnout. Mohli bychom se tak tohoto agenta zeptat
na nékolik otazek v podobé: ,Jakou cenou byste ohodnotil jednopatrovy dim s
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rozlohou 4000 ¢tvereénich stop, se dvéma loZnicemi a jednou koupelnou?*; , Ja-
kou cenou byste ohodnotil dvoupatrovy dim s rozlohou 6000 ¢tverecnich stop,
se tfemi loZnicemi a dvéma koupelnami?“, apod. Protoze mame pét neznamych
regresnich koeficientd, odpovédi na pét otazek v této podobé nam da pét rov-
nic o pét neznamych. Jejich fesenim bychom ziskali agentiv odhad regresnich
koeficientti. Ty pak mohou byt vyuzity pro nastaveni apriorni stfedni hodnoty
parametru 5.

Pro ilustra¢ni acely pouzijeme pouze hruby odhad apriorni hustoty. Ceny
domi ve Windsoru v roce 1987 maji velkou variabilitu, nicméné vétsina domu je
prodéavana za cenu 50000 az 150000 dolarti. Regresni model, ktery dobfe vyrovna
data, by mohl mit chyby v f4du nékoika tisic dolart, feknéme, maximalné 10000
dolard. To ndm napovida, ze smérodatna odchylka, o, by mohla byt asi 5000.
Protoze jsou ndhodné chyby norméalné rozdéleny se stfedni hodnotou nulovou,
potom, pokud predpoklddame, ze o = 5000, bude 95 % chyb v absolutni hodnoté
mensi nez 1.96 x 5000 = 9800 dolarti. Protoze je h = %, bude rozumny apriorni
odhad pro h roven ﬁ = 4.0 x 108, Nastavime tedy s72 = 4.0 x 10~8. To
je vsak jen velmi hruby odhad, a tak mu chceme pfifadit jen malou vahu, a
to nastavenim v na hodnotu mnohem mensi nez velikost vzorku, IN. Protoze
je N = 546, bude volba v = 5 relativné neinformativni. Volné feceno, rikame,
Ze apriorni informace o h by méla odpovidat 1 % vahy datové informace (tj.
% ~0.01).

Pro regresni koeficienty volime:

0.0
10
B = | 5000
10000
10000

Pripomerime si, ze regresni koeficienty lze interpretovat tak, Zze nam fikaji, ,,jest-
lize vysvétlujici proménna j vzroste o jednotku a ostatni vysvétlujici proménné
zustanou konstantni, cena tohoto domu bude mit tendenc zvysit se o 3; do-
lari.“ Nase apriorni stfedni hodnota by tak méla implikovat tvrzeni v podobé:
,»jestlize porovname dva domy, které jsou identické, az na to, Zze prvni diim ma
o0 jednu loznici vice nez druhy, potom ocekdvame, ze prvni dim bude o 5000 do-
lart drazsi nez druhy,“ nebo, , jestlize pocet koupelen vzroste o jednu a ostatni
charakteristiky se nezméni, budeme ocekavat, ze cena domu vzroste o 10000
dolart,* apod.

Vsechny tyto odhady regresnich koeficientii jsou velmi hrubé, a tak nam
dava smysl prifadit jim relativné vysokou variabilitu. Pfedpokladejme napii-
klad, ze nase apriorni informace o troviiové konstant€ je nejista. V tomto pripadé
bychom mohli chtit, aby var(3;) = 10000 (tzn. apriorni smérodatna odchylka
je 10000), a tudiz ptifazujeme zhruba 95% apriorni pravdépodobnost oblasti
[—20000, 20000], coz je vcelku §iroky interval. Pokud si budeme hodné jisti, ze

SPouzivame zde aproximativni pravidlo, které nam #ka, ze 95 % pravdépodobnosti funkce
hustoty je obsazeno v oblasti dvojnasobné smérodatné odchylky od své stiedni hodnoty. Tato
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vliv rozlohy bude mezi 0 a 20 dolary za stopu ¢tverecni, zvolime var(f2) = 25
(tzn. apriorni smérodatnd odchylka pro 32 je 5). Pro ostatn{ koeficienty volime
var(B3) = 25002 a var(B4) = var(Bs) = 5000%. Tyto hodnoty hyperparametrii
nam tikaji, ze naptiklad nejlepsi apriorni odhad pro 84 je 10000 a domnivame se
tedy, Ze se tato hodnota bude nachézet s vysokou pravdépodobnosti v intervalu
[0,20000].

Pro tuto volbu rozptyld si miZzeme predstavit apriorni kovarianéni matici.
Vlastnosti norméalniho-gama rozdéleni nam implikuji, Ze kovariansni matice pro
vektor parametri 8 ma podobu:

vs?

v—2""

var(B) =

Protoze 522 = 41666666%, implikuji volby var(8;) pro j=1,...,5:

2.40 0 0 0 0
0 60x1077 0 0 0
V=10 0 0.15 0 0
0 0 0 060 O

0 0 0 0 0.60

Poznamenejme, ze jsme vSechny apriorni kovariance nastavili na hodnotu nula.
To je obvykla volba, protoze je apriori velmi obtizné odhadnout jakd by mohla
byt vzajemna zavislost mezi témito parametry. Nase apriorni informace o moz-
nych hodnotach 8; by tak mohla byt ta, Ze jsou nekorelovany s ; pro i # j.
V fadé pripadt se jedna o rozumny predpoklad. Tim jsme dokondili specifikaci
informativni apriorni pfirozené konjugované hustoty parametru naseho modelu.

Predchozi odstavce nam ilustrovaly, jak lze v praxi postupovat pfi nastaveni
priort. Stanoveni apriornich predstav muze byt obtizny a obsahuje velkou ¢ast
prace. Nicméné tato prace se vyplati, nebot nas nuti pfemyslet o naSem modelu
a o interpretaci pfislusnych parametri. Pokud se nachazime v situaci, ze nas nic
nenapada, nemame tedy apriorni informaci, nebo ji nechceme pouzit, mizeme
bayesidnskou analyzu provést s vyuzitim neinformativni apriorni hustoty (3.24).

Tabulky 3.1 a 3.2 ukazuji apriorni a posteriorni vysledky a informace za pou-
ziti jak informativni, tak i neinformativni aproorni hustoy. Veskeré vypocty jsou
naplni souborti chapter03.m resp. chapter03_neinf.m. Tyto soubory vyzaduji
dalsi podpirné funkce, zejména pak nlrm_ncp.m, kterd pro vypocet posterior-
nich hustot vyuziva vztahy (3.9)-(3.19). Na zdkladé vztahu (3.20)—(3.23) lze
provést posteriorni analyzu pro neinformativni hustotu. V nasem ptipadé jsme
vS8ak vyuzili funkce pro informativni apriorni hustoty, s tim, Ze jsme pouzili
pro [ vysoce neinformativni apriorni hyperparametry. Tabulka 3.1 potvrzuje,
Ze naSe apriorni hustota je relativné neinformativni, protoze vysledky zalozené
na informativni apriorni hustoté jsou podobné tém zaloZenym na hustoté nein-
formativni. V predchozi kapitole jsmé vidéli, Ze posteriorni stfedni hodnota jed-
noho regresniho koeficientu pii vyuziti informativniho prioru lezi mezi apriorni

aproximace je témér dokonald pro normalni rozdéleni ¢i rozdéleni s podobnym pribéhem jako
je ono normalni (napf. ¢-rozdélent).
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stfedni hodnotou a OLS odhadem. V tabulce 3.1 je vidét tendence, Ze posteriorni
stfedni hodnota vychézejici z informativni apriorni hustoty leZi mezi apriorni
stfedni hodnotou a OLS odhadem. Vzpomenme si, ze OLS odhad je identicky
posteriorni stfedni hodnoté zaloZené na neinformativni apriorni hustoté (viz
(3.21)). OvSem ne kazd4a posteriorn{ stfedni hodnota zaloZené na informativnim
prioru lezi mezi apriorni stfedni hodnotou a OLS odhadem (viz vysledek pro
B1). To je z toho dtivodu, Ze posteriorni stfedni hodnota je maticové vaZenym
pramérem apriorni stfedni hodnoty a OLS odhadu (viz (3.11)). Maticové vazeni
nam neimplikuje, Ze kazdy jednotlivy koeficient lezi mezi svou apriorni st¥edni
hodnotou a OLS odhadem.

Tabulka 3.1: Apriorni a posteriorni stfedni hodnoty pro 8 (smérodatné odchylky v

zavorkach)
Prior Posterior
Informativni (Inf. prior) (Neinf. prior)

5 0 —4035.05  —4009.55

' (10000) (3530.16)  (3590.11)
5 10 5.43 5.43

2 (5) (0.37) (0.37)
P 5000 2886.81 2824.61

° (2500) (1184.93)  (1210.43)
5 10000 16965.24 17105.18

* (5000) (1708.02)  (1728.18)
P 10000 7641.23 7634.90

° (5000) (997.02) (1004.34)

Tabulka 3.2: Apriorni a posteriorni stfedni hodnoty pro h (smérodatné odchylky v

zévorkéch)
Prior Posterior
Informativni (Inf. prior)  (Neinf. prior)
St¥. hodnota 4x1078 3.05 %1077 3.03 x 1077
Sm. odchylka 2.53 x 1078 1.84 x 10710 1.83 x 10710

Tabulka 3.2 ukazuje apriorni a posteriorni vysledky pro h. Pro tento pa-
rametr opét muzeme vidét, ze datova informace pfevySuje apriorni informaci.
Posteriorni vysledky jsou tedy podobné tém ziskanym na zakladé neinformativ-
niho prioru.

Obsah pisemné zpravy shrnujici vysledky tabulek 3.2 a 3.2 by odpovidal
standardni interpretaci regresnich koeficient. Napft. by zde mohla byt obsazena
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tvrzeni: ,Bez ohledu na to, jestli pouZijeme informativni nebo neinformativi
apriorni husotu, zjistujeme, Ze posteriorni stfedni hodnota pro parametr 54 je
pfiblizné 17000. N&s bodovy odhad tak vypovida o tom, Ze pokud srovname
dva totozné domy, az na to, Ze jeden mé o jednu loznici vice nez druhy, mazeme
ocekavat, ze prvni dim bude zhruba o 17000 dolari hodnotnéjsi nez druhy.“
Toto tvrzeni lze vyjadrit i stroze v podobé, ze ,bodovy odhad mezniho vlivu
poctu loznic na cenu domu je zhruba 17000 dolard.“

Tabulka 3.3 obsahuje vysledky vztahujici se k rtiznym metoddm porovnéni
modelti, diskutovanych v této apitole. VSechny vysledky lze pouzit pro ob-
jasnéni otazky, jestli jendotlivé koeficienty jsou nulové. Sloupec oznaceny jako
p(B; > Oly) vyuziva (3.14) a vlastnosti ¢-rozdéleni k vypocu pravdépodobnosti,
ze jednotlivé koeficienty jsou kladné. Uzitecnost téchto pravdépodobnosti je ob-
sahem ¢asti 3.5.1. Sloupec oznaceny jako ,Posteriorni podil Sanci pro §; = 0¢
obsahuje logicky posteriorni podil Sansi porovnavajici modl s omezenim, ze dany
parametr je roven nule oproti neomezené alternativé. K vypoctu posteriorniho
podilu Sanci pro modely M; : 3; =0 a My : §; # 0 se pouzivaji metody z ¢asti
3.5.2 (i to je obsahem funkce nlrm_ncp.m).

Tabulka 3.3: Porovnani modelt zahrnujici parametr §

P. podil sanci

p(B; > 0ly) 95% HPDI 99% HPDI pro 3; =0
Informativni apriorni hustota
B1 0.13 [-10969.27,2899.17] [-13159.75,5089.64] 4.14
B2 1.00 [4.71,6.15] [4.49,6.38] 0.00
B3 0.99 [559.29,5214.34] [-175.96,5949.58] 0.39
Ba 1.00 [13610.20,20320.27] [12550.37,21380.10] 0.00
Bs 1.00 [5682.82,9599.65] [5064.16,10218.30] 0.00
Neinformativni apriorni hustota™
B1 0.13 [-11061.65,3042.54] [-13289.45,5270.34] —
B2 1.00 [4.71,6.15] [4.48,6.38] —
B3 0.99 [446.96,5202.27] [-304.15,5953.38] —
B4 1.00 [13710.50,20499.85] [12638.10,21572.25] —
Bs 1.00 [5662.07,9607.73] [5038.84,10230.96] —

* Jako neinformativni apriorni hustota byla pouzita apriorni hustota blizici se ¢isté
neinformativni hustoté. Podil Sanci tak bylo mozno spocitat, ale neni zde uvadén.

Omezeny model vyuZiva informativni apriorni hustotu, ktera je stejna jako
neomezend apriorni hustota, s tou vyjimkou, ze 8 q V jsou postupné matice
rozméru 4 x 1 respektive 4 x 4, po vypusténi apriorni informace vztahujici se k
vypusténému ;. Apriorni podil Sanci je nastaven na hodnotu jedna (vysledkem
je tedy Bayestiv faktor). Zbylé dva sloupce tabulky 3.3 obsahuji 95% a 99% in-
tervaly nejvyssi posteriorni hustoty (HPDI) pro kazdy z parametria 3; (vyuzita
je zde jednoducha funkce HPDI_nlrm_ncp, vyuzivajici vlastnosti posteriorni hus-
toty odpovidajici t-rozdéleni). Jak bylo popséno v ¢asti 3.5.3, HPDI lzde pouzit
testovani omezeni ve tvaru rovnosti. Tyto intervaly maji své opravnéni (byt
ad hoc) i v pfipadé pouZiti neinformativni apriorni hustoty. Nezapomenme, Ze
posteriorni podil Sanci vyzaduje pouziti informativnich priort (pfinejmensim
v piipadé spoleénych parametrit porovndvanych modelt). Pfestoze jsme prak-
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ticky v algoritmu vyuzili ,,témér* neinformativni hustoty, posteriorni podil Sanci
v tomto pripadé neprezentujeme.

Vysledky tabulky 3.3 jsou konzistentni s témi z tabulky 3.1. V této posledné
jmenované tabulce jsme vidéli, Ze posteriorni stfedni hodnoty pro B2, B4 a 85
jsou kladné a velmi vysoké relativné ke své smérodatné odchylce, coz je silny
dikaz pro to, Ze vSechny tyto koeficienty jsou nenulové a kladné. Bez ohledu
na to, jestli pouzijeme informativni nebo neinformativni prior, tabulka 3.3 rika,
ze p(B; > 0ly) je v podstaté rovna jedné pro j = 2,4,5, a zadny z intervald
nejvyssi posteriorni hustoty neobsahuje nulu. Pro informativni prior jsou poste-
riorni podily Sanci, porovnévajici modely M; : §; = 0 vzhledem k My : 3; # 0
pro j = 2,4,5, velmi malé, coz ndm indikuje, ze neomezeny model ma mno-
hem vétsi pravdépodobnost oproti modelim omezenym. Vysledky pro 51 a (3
jsou smisené. Vétsina dikazti hovori pro to, ze B3 # 0. Nicméng, 99% HPDI
pro tento parametr obsahuje nulu. Pokud bychom tedy pouzili postup vybéru
modelt nastinény v ¢asti 3.5.3, budou vysledky zaviset na volbé intervalu nej-
vyssi posteriorni hustoty. 95% interval by implikoval 83 # 0, ale 99% HPDI
tikd, ze B3 = 0. Tato nejistota je zobrazena i v posteriornim podilu Sanci, ktery
tiké, ze omezeny model je 0.39 krat pravdépodobnéjsi nez neomezeny model.
Pokud pouzijeme tento posteriorni podil Sanci k vypoctu posteriorni pravdeé-
podobnosti modelu, zjistime, ze P(M; : B3 = 0]y) = 0.28 (pfedpoklddame zde
pro jednoduchost, ze omezeny a neomezeny model tvori iplnou mnozinu, i kdyz
s ohledem na nulové podily Sanci u ostatnich modeli, nam staci ,ignorovat®
model s moZnosti nulové Groviiové konstanty). Jinymi slovy, existuje 28% Sance,
7e B3 = 0 a 72% Sance, %e tomu tak neni. Pokud zde méme tuto nejistotu, je
rozumné vyuzit bayesovské priamérovani modelt. Alternativné miZzeme zvolit
bud neomezeny nebo omezeny model. V kazdém pripadé je zde vSak vyznamna
pravdépodobnost, Ze zvolime Spatny model.

Pro ilustraci, jak provést predikci v normaélni linedrnim regresnim modelu,
budeme predpokladdat ptipad, kdy nés zajima predikce prodejni ceny domu s
rozlohou 5000 ¢tverecnich stop, dvéma loznicemi, dvéma koupelnami a jednim
patrem. S vyuzitim (3.40) miZzeme v piipadé informativniho prioru pracovat s
rozdéleni ¢(70468,3.33 x 108,551). Pro neinformativni prior je rozdéleni predi-
kéni hustoty (70631, 3.35 x 108, 546). Nékterou z téchto hustot (jsou podobné)
muZeme vyuZit k prezentaci informace pro klienta, ktery chce prodat dum s
vyse uvedenymi charakteristikami. Mizeme fict, ze nas nejlepsi odhad prodejni
ceny je 70000 dolart, nicméné je zde velkd nejistota spojend s timto odhadem,
kdy predikéni smérodatna odchylka je zhruba 18000 dolari. Predikéni hustota
je vykreslena na obrazku 3.1.

Cést 3.7 byla vénovana Monte Carlo integraci. Monte Carlo integrace neni
v pripadé normalniho linedrniho regresniho modelu a pfirozené konjugovanou
apriorni hustotou nezbytna, pokud nas nezajimaji nelinearni funkce regresnich
koeficientii. Zname psteriorni vlastnosti S (viz tabulka 3.1), a Monte Carlo inte-
graci na tomto misté neni tfeba provadét. Pro ilustraci si vsak s jejim vyuzitim
spoCitame posteriorni stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku parametru fs.
Z tabulky 3.1 vime, ze stfedni hodnota je 5.43 a smérodatné odchylka 0.37. Tyto
analytické hodnoty lze vyuzit pro hodnoceni kvality Monte Carlo integrace. Z
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Predikovana cena domu, y' x10*

Obréazek 3.1: Predikéni hustota ceny domu (pfirozené konjugovand apriorni
hustota).

divodu uspory mista si vysledky ukdzeme jen pro informativni apriorni hustotu.

Monte Carlo integraci lze provést na zékladé ndodnych vybéra z posterior-
niho rozdéleni 3, a to naslednym zprimérovanim néjaké funkce (kterd nas za-
jim4a) téchto vybért (viz (3.41)). Z (3.14) vime, ze p(Bly) odpovidé t-rozdéleni.
Miuzeme tedy vytvorit program, ktery bude opakovat vybéry z této hustoty a
nésledné je zpriméruje (pfipadné zpriimeéruje néjakou funkei téchto vybéri).

Tabulka 3.4 ukazuje posteriorni stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku
pro 33 spo¢itanou riznymi zpiisoby (vyuzita je funkce MCI_nlrm_ncp.m). Radek
oznaceny jako ,Analyticky“ je pfesny vysledek ziskany z (3.14)—(3.16). Ostatni
rfadky ukazuji vysledky na zakladé Monte Carlo integrace s riznym poctem
replikaci. Je zde uvedena rovnéz numerickd standardni chyba (NSE), ktera ndm
poskytuje pohled na presnost Monte Carlo aproximace stfedni hodnoty para-
metru, E(fs|y) resp. jeho n&jaké funkce (viz diskuze v ¢asti 3.7).

Jak bychom asi oc¢ekévali, pfesnost aproximace jak posteriorni stfedni hod-
noty, tak i smérodatné odchylky se zvysuje s rostoucim poctem replikaci.” Z
empirického hlediska zavisi volba S na nami pozadované piesnosti. Pfi pfed-
bézném priazkumu dat nékdy sta¢i hruby odhad, a tedy volba S = 10 nebo
S = 100. Pro hodné presné vysledky je vsak tieba nastaveni S = 10000 nebo

7V ramci naseho programu neni mozno zreplikovat presné dané vysledky, protoze je zde
zcela ndhodné nastavovan generator ndhodnych cisel, a to dle ¢asu spusténi programu.
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Tabulka 3.4: Posteriorni vysledky pro parametr 2 spocitané alternativnim

zpusobem
Smérodatna
Stf. hodnota odchylka NSE
Analyticky 5.43 0.37 —
Pocet replikaci
S =10 5.44 0.27 0.085
S =100 5.43 0.38 0.038
S = 1000 5.44 0.36 0.011
S = 10000 5.44 0.36 0.004
S = 100000 5.43 0.37 0.001

dokonce S = 100000. Numericka standardni chyba je dobrym méfitkem pies-
nosti kazdé aproximace. Aporixmativni posteriorni stfedni hodnoty jsou ziidka
odlisné o vice nez jednu numerickou standardni chybu od skute¢né posteriorni
stfedni hodnoty dané v fadku ,, Analyticky“.

Je potifeba zdtraznit, ze rostouci S sice zvysi presnot Monte Carlo aproxi-
mace stfedni hodnoty E(S2]y), nicméné toto zvySeni neni linedrni v S. Tabulka
3.4 ukazuje vysledky pro S = 100000, které nejsou desetkrat presnéjsi nez ty
pro S = 10000. Analyticky, numericka standardni chyba, U—-‘g, se snizuje tempem

%. Vysledky pro S = 100000 by tedy mély byt jen zhruba /10 = 3.16 krat
presnéjsi nez ty pro S = 10000.

3.9 Shrnuti

V této kapitole jsme si prosli postup bayesianské analyzy, zahrnujici vérohod-
nostni funkci, apriorni hustotu, posteriorni hustotu, porovnani modeld a pre-
dikci, a to pro pripad normalniho linearniho regresniho modelu s pfirozené kon-
jugovanou apriorni hustotou a k vysvétlujicimi proménnymi. Tato kapitola v
podstaté odpovida kapitole predeslé, az na to, Ze jsme zde vyuzili znaceni s
vyuzitim matic, abychom se tak vyporadali s ,komplikacemi® vznikajicimi v
dusledku vice vysvétlujicich proménnych (k > 1). Zavedli jsme si rovnéz kon-
cept intervalil nejvyssi posteriorni hustoty a ukazali jsme si, jak vyuzit Monte
Carlo integraci pro posteriorni analyzu nelinedrnich funkci regresnich parame-
tri.
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Kapitola 4

Normalni linearni regresni
model s jinymi priory

Pro realné aplikace je pfirozené konjugovana apriorni hustota ponékud omezujici
a neni tak pravdépodobné, ze bychom si s ni vystacili. V této kapitole tak bu-
deme pracovat s normalnim linedrnim regresnim model s nezavislym normalnim-
gama apriornim rozdélenim. Nezavislost rozdéleni parametru S a h mé totiz
zésadni dusledky, nebot posteriorni hustota, predikéni hustota a posteriorni po-
dil Sanci jiz nebudou mit znamou analytickou formu. Bude tedy nutné vyuzit
posteriornich simuldtori. V této kapitole tak bude zaveden mocny nastroj po-
steriorni simulace — Gibbsiv vzorkovac¢ (Gibbs sampler). V této souvislosti si
vysvétlime problematiku tzv. konvergenénich diagnostik, pomoci kterych bu-
deme ovérovat, zda-li je pocet simulovanych a vyuzitelnych vzorkt dostatecny
natolik, abychom mohli hovofit o reprezentativnim vybéru z posteriorni hus-
toty pravdépodobnosti. Uvidime rovnéz jak vypocitat posteriorni podil sanci
pro vnofené modely, a to za uziti tzv. Savage-Dickeyeho pomér hustot (Savage-
Dickey density ratio). Jako druhou variantu apriorni hustoty si ukdzeme takovy
typ hustoty, ktery v sobé bude obsahovat urcité restrikce kladené na vektor
parametru 5. V této souvislosti bude zavedena technika zvana importance sam-
pling. Cesky ekvivalent by mohlo byt ,vzorkovani dle diilezitosti“ popt. ,,vazené
vzorkovani“, nicméné v textu bude uvadén spise anglicky vyraz. V obou ana-
lyzovanych situacich budou vérohodnostni funkce totozné a budou odpovidat
funkci z kapitoly 3, nebot se stale pohybujeme v intencich normélniho linear-
niho regresniho modelu.
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4.1 NLRM s nezavislou normalni-gama apriorni
hustotou

4.1.1 Apriorni hustota

Predpokladejme tedy, Ze rozdéleni vektoru parametri S neni podminéno pres-
nosti chyby h a Ze jsou tedy tyto parametry vzajemné nezavislé. Plati tedy, ze
sdruzend apriorni hustota pravdépodobnosti je rovna p(8,h) = p(8)p(h), kde
p(B) odpovidd norméalnimu rozdéleni a p(h) rozdéleni gama:

1

—1 1 ry—1
b = gV hew [5G -pv 0 -0)), @)
1) = g% o (5% ). (2)

kde c¢ je integraéni konstanta pro funkci hustoty pravdépodobnosti odpovidajici
rozdéleni gama. Znaceni je uz tradiéni, 8 je apriorni stfedni hodnota parametru
B, apriorni stfedni hodnota a stupné volnosti pro pfesnost chyby h jsou s~2
a v. Matice V je pfimo apriorni kovariancéni matice vektoru parametria S (v
pfipadé ptirozené konjugované apriorni hustoty byl rozptyl parametri podminén
presnosti chyby, tedy var(8|h) = h=1V).

4.1.2 Posteriorni hustota

Posteriorni hustota je proporcionalni souc¢inu vérohodnostni funkce a apriorni
hustoty. Pokud budeme abstrahovat od ¢lenii nezavislych na 8 nebo h ziskavame
jadrovou hustotu v podobé:

5.t o {exp | =5 {nly = X5 0 - X5)+ (3~ /v (- )] |

o e |- (43)

Tato sdruzena hustota pravdépodobnosti pro 8 a h neméa tvar zndmé hustoty
pravdépodobnosti a nelze ji tedy snadnym zptsobem vyuzit pro posteriorni
analyzu. Pro nalezeni napf. posteriorni stfedni hodnoty E(8) je nutné vyu-
7it néjakého posteriorniho simulatoru. Ackoliv tedy sdruzena hustota pravdé-
podobnosti nemé obvyklou formu (ve smyslu zndmého rozdélen{), podminéné
posteriorni hustoty jiz tuto formu mit budou. Podminénou posteriorni hustotu
p(Bly, h) snadno ziskdme, budeme-li zachézet se vztahem (4.3) jako s funkci pa-
rametri 5 pro pevné dané h. Formalné feceno, pravidla pravdépodobnosti im-
plikuji p(Bly, h) = %. Jelikoz vSak p(hly) nezévisi na vektoru £, davad ndm
samotnd p(f, hly) jadrovou hustotu p(SB|y,h). ProtoZze je vSak hustota defino-
vana svou jadrovou hustotou, jsme schopni z tvaru sdruzené posteriorni hustoty
(B, hly) vyvodit informaci o podminéné hustoté p(S|y, h) za pfedpokladu, Ze
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budeme fixovat h (bereme tento vyraz jako proménnou, jejiz hodnota je dana a
Znama).

Po maticovych tpravach analogickych tém z ptredchozich kapitol mizeme
definovat:

hy — XB)(y— XB) + (8- BV (8- 8)
—(B-B)V (6-D)+Q.

kde
V = (V'4+rX'X), (4.4)
B V'8 +hX'y), (4.5)
Q = hyly+pV s8-8V B

Dalsi kombinaci s rovnici (4.3) a vypusténim ¢lentl, které nezahrnuji vektor 3
(véetné vyrazu Q), lze psat:

P(Bly ) o< exp [~ (8- BV (5~ P)| (16)

coz je samoziejmeé jadrova hustota vicerozmérného normalniho rozdéleni. Jinymi
slovy
Bly,h ~ N(B,V). (4.7)
Podminénou posteriorni hustotu presnosti chyby p(hly, 8) ziskdme z (4.3)
jako funkci presnosti chyby h. Lze tedy odvodit:

plhly. 8) o b exp | D (- X0y - x8)) . @8)
Mtuzeme si snadno ovéfit, ze se jedné o jadrovou hustotu gama rozdéleni a tedy
hly,B ~ G(5 %, 7), (4.9)

kde
7 = N+u, (4.10)
R ES.C (VRS (U RI% i)

Tyto vztahy vypadaji podobné jako v pfipadé normaélniho linedrniho re-
gresniho modelu s prirozené konjugovanou apriorni hustotou. Neformalné zde
samoziejmé plati podobnda tivaha o tom, jak je kombinovana datova a apriorni
informace. Je v8ak tfeba zdiraznit, ze vztahy (4.4)-(4.11) se nevztahuji pfimo k
posteriorni hustoté, kterd nas zajima, tedy p(8, hly), ale vztahuji se k podminé-
nym hustotam p(Bly, h) a p(hly, ). Jelikoz viak p(8, hly) # p(Bly. k)p(kly, B).
nefikaji ndm podminéné posteriorni hustoty (4.8) a (4.9) vSe o sdruzené po-
steriorni hustoté p(S3, hly). Existuje vSak posteriorni simuldtor zvany Gibbstv
vzorkovac, ktery vyuziva ndhodnych vybéri z podminénych hustot k vytvoreni
mnoziny ndhodnych vzorkt z odpovidajici sdruzené hustoty pravdépodobnosti.
Ty pak 1ze vyuzit k odhadim posteriornich stfednich hodnot apod.
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4.1.3 Gibbsuv vzorkovagd

Princip tohoto nastroje budeme prezentovat ve zcela obecné podobé. Méjme
tedy dan p-rozmérny vektor parametru 6, vérohodnostni funkci p(y|6), apriorni
hustotu p(#) a posteriorni hustotu p(f|y). V piipadé linedrniho regresniho mo-
delujep = k+1a6 = (,h). Rozdélme si navic vektor parametr 6 do
nékolika (B) blok, tedy 6 = (021), 022), ... ’623))/’ kde ;) je skalar nebo vektor
pro j = 1,2,...,B. V linearnim regresnim modelu je obvyklé nastavit pocet
bloktt B = 2, tedy prvni blok parametrt 6(;) = 38 a druhy blok 6(5) = h.

Mounte Carlo integrace poskytuje odhad F[g(6)|y] na zdkladé ndhodnjch vy-
bért z posteriorni hustoty pravdépodobnosti p(|y), a to pro jakoukoliv funkeci
parametrii g(6). Ne vzdy je v8ak moZno provést ndhodny vybér piimo z p(0|y).
Casto je véak mozné provést nahodné vybéry z podminénjch hustot pravdépo-
dobnosti

POy, 02y, -, 0(B)), POy, 01y, 03y, - - -, O())s - - -
0Oy, 00, -, 08-2,0(B)),p(0B) Y, 01)s - - -, O(B-1))-

Mnozinu téchto rozdéleni nazyvame plné podminénymi posteriornimi rozdéle-
nimi, nebot definuji posteriorni hustotu pro kazdy blok jako hustotu podminé-
nou ostatnimi bloky.

V NLRM s nezavislou normalni-gama apriorni hustotou je podminéné hus-
tota p(Bly, h) norméalni a hustota p(h|y, ) ma gama rozdéleni, z nichz je velmi
snadné provést nahodny vybér. Nahodné vybéry z takto definovanych plné pod-
minénych rozdéleni ndm daji sekvenci vzorka 6V, 02, ... (5 ze kterych jsme
schopni ziskat Monte Carlo integraci E[g(6)|y].

Predpokladejme tedy ptipad, kdy B = 2 a méjme jiz dan jeden pocatecni
nahodny vybér z p(0(2)|y), ktery oznacime 983 . Doln{ index indikuje blok, horni
index pak ¢islo vzorku. Protoze p(0|y) = p(0(1)|y, 02))p(0(2)|y), je tak zfejmé, ze
vybérz p(0)ly, 98;) je fadnym vybérem 61y z p(f|y). Oznacme tento vybér 983
Nebot p(fly) = p(0(2)|y,0(1))p(01y|y), plati, Ze ndhodny vybér z p(0(2)|y,98§)

je platnym vybérem 69y z p(fly). Tedy vektor parametra o) = (083/,085/)’

je Fadnym vybérem z p(f|y). Takto lze postupovat do nekonecna. Jsme-li tedy
schopni Gspésne najit 08 , potom sekvencni vybér z posteriorniho rozdéleni ;)
podminéného piedchozim vybérem 0(3) a vybér 63y podminény takto ziska-
nym 61y ndm dava fadu ndhodnych vybért (vzorki) z posteriorniho rozdéleni.
Strategie sekvené¢nich vybéru z plné podminénych posteriornich rozdéleni je na-
zyvana Gibbstuv vzorkovac.

Problémem je samoziejmé ziskdni pocatec¢niho vybéru 98;. Pokud bychom
uméli ziskavat nahodné vybéry z p(6(2)|y), mohli bychom jej piimo vyuzit spolu
s podminénou hustotou pro prvni blok p(6(1)|6(2),y) v rdémci Monte Carlo inte-
grace a Gibbstiv vzorkova¢ by nebylo potieba vyuzit.® Lze vsak ukézat, Ze za

8Pt¥ipomenime si, ze pravidla pravdépodobnosti nam iikaji, Zze sdruzenou hustotu pravdé-
podobnosti mtizeme piepsat do podoby p(0(1y,0(2)ly) = p(0(1)|0(2), ¥)P(0(2)|y)-
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podminky splnéni tzv. slabjych podminek nehraje pocatecéni vybér 9((25 zaddnou
roli v tom smyslu, ze Gibbsiv vzorkova¢ bude vzdy konvergovat k sekvenci vy-
bért z p(f|y). Obvykle tak zvolime pocéatecni hodnotu Hggg nechéame probéhnout
Gibbsiiv vzorkova¢ v rdmci S replikaci. Poté prvnich Sy vzorkt odstranime (tzv.
burn-in replications) a zbyvajicich S; vzorkt pouzijeme k odhadu stfedni hod-
noty funkce parametrii, kterd nas zajima, E[g(0)|y], pficemz Sy + S1 = S.

Pokud jde o ony slabé podminky zminované vyse, sta¢i nam pro nase potieby
védeét, ze nejtypictéjsim prikladem, kdy nejsou splnény je pripad, kdy posteri-
orni hustota je definovana ve dvou ruznych oblastech, které nejsou vzajemné
propojeny. V tom piipadé Gibbstv vzorkovaé poskytne vybéry jen z jedné z
téchto oblasti (do druhé oblasti se nebude schopen dostat). To samoziejmé neni
pfipad normalniho-gama rozdéleni.

Gibbstv vzorkovaé lze tedy algoritmicky definovat (pro obecny pocet B
blok) nasledovné:

e Krok 0: Zvolime pocateéni hodnotu vektoru parametrit #(®). Pro s =
1,...,8:

e Krok 1: Provedeme nahodny vybér 98 z podminéné posteriorni hustoty

pravdépodobnosti p(61)|y, 08)_1), 98)_1), ce 083_)1)).

e Krok 2: Provedeme ndhodny vybér, 983

pravdépodobnosti p(62)|y, 087 98)_1), ce QE;_)U). -

z podminéné posteriorni hustoty

e Krok B: Provedeme ndhodny vybér 052) z podminéné posteriorni hustoty

pravdépodobnosti p(6 gy, 98, 08), ce 0&)_1)).

Ziskame timto S vybért, ) pro s = 1,...,5. Prvnich Sy vybéri vyhodime,
abychom eliminovali efekt poc¢atecni volby () a zbyvajicich S, vybért mizeme
zprumeérovat, abychom obdrzeli pozadované posteriorni charakteristiky. Pokud
nés zajima funkce parametri g(-) a

S
1 .
TR ) (112
1S:So+l

potom gs, konverguje ke stfedni hodnoté E[g(6)|y] pro S jdouci k nekoneénu.

Tato strategie bude fungovat pro jakoukoliv volbu blokili, nicméné ve vét$iné
pripadiu se tato volba nabizi sama. Centralni limitni véta ndm rovnéz umoznuje
pfiblizné urceni chyby aproximace. Nicméné oproti samotné Monte Carlo inte-
graci zde vznikaji dva problémy:

1. V ramci Gibbsova vzorkovade se musime ujistit, Ze volba #(®) nema vliv
na ziskané vysledky.
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2. Sekvence vybért neni i.i.d. (stejnomérné a nezavisle rozdélena). Konkrét-
né, vektory 0(*) a #5—1) nejsou vzajemné nezavislé, nebot 98; zéavisi na

9&5)_1) proj=1,...,.B—1al>j.

Prakticky tedy je nutné pro dosazeni pozadované irovné presnosti vygenerovat
mnohem vice vybéru pii vyuzivani Gibbsova vzorkovace nez by tomu bylo v
pfipadé Monte Carlo integrace.

4.1.4 Markov Chain Monte Carlo diagnostiky

Skutecnost, ze stav Gibbsova vzorkovace pro vybér s (tj. #(9)) zavisi na jeho
stavu pii vybéru s — 1 (tj. #¢°~1)) znamend, 7e sekvence tvoii tzv. Markovsky
fetézec (Markov chain). Existuje mnoho dalsich posteriornich simulatori s touto
vlastnosti. Tento druh posteriornich simulatorti ma obecné oznaceni jako Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) algoritmy. Existuje zde celd fada moznosti jak
méfit chybu aproximace v ramci MCMC algoritmu a mnoho dalSich diagnostik,
které analyzuji, zda-li odhadnuté vysledky jsou spolehlivé. Souhrné je lze oznacit
jako MCMC diagnostiky.

Prvni MCMC diagnostikou je numerickd standardni chyba. V pfedchozim
textu byla odvozena na zakladé centralni limitni véty. V kontextu MCMC metod
lze rovnéz odvodit numerickou standardni chybu, nicméné vzhledem k tomu, ze
nahodné vybéry nejsou v ramci téchto algoritmut nezavislé, je tfeba pouzit jiny
typ centralni limitni véty. Jedna se o to, ze za slabjch podminek nutnych pro
konvergenci Gibbsova vzorkovace ziskavame znadmou podobu centralni limitni
véty:

Vi {Gs, — Elg(@)ly]} — N(0,02) (4.13)

pro S; jdouci k nekonecénu. V tomto pripadé ma 03 VVVVVV

nez v pfipadé (3.42) a v literatufe zatim nebyl publikovin dostateéné ovéfeny
zpusob jejiho odhadu. Intuitivné by 03 méla zohlediiovat skute¢nost, ze 6(%)
pro s = 1,...,S je vzdjemné korelovana fada. Geweke [14] na tomto zékladé
navrhuje myslenku pfevzatou z literatury pojednéavajici o Casovych fadach a
nabizi odhad 03 v podobé:

52 = @

g S,
Opréavnéni tohoto odhadu je spiSe neformalni nicméné v praxi se osvédéuje. S(0)
je spektralni hustota fady 8¢ pro s = So+1,. .., S vyhodnocens v 0. Podstatné
pro nés nemusi byt co pfesné spektralni hustota vyjadiuje, sta¢i ndm, ze odhad
2

o, existuje a pocitacové programy jej dokazi spocitat. Lze tak obdrzet nume-

rickou standardni chybu

(4.14)

&, . s . S
T Interpretace je stejna jako v predchozi kapitole.

Geweke [14] nabizi rovnéz diagnostiku zaloZzenou na intuici, Ze pokud byl
u¢inén dostatecné velky vybér, odhad g(6) zaloZeny na prvni poloviné vybéru
by mél byt zhruba stejny jako odhad zalozeny na poloviné druhé. Pokud jsou
tyto odhady rozdilné, nasvédéuje to tomu, ze mame malo vybéri (a odhad je
tak nepfesny) nebo vliv pocateéniho vybéru 6(°) jesté neodeznél a ovliviiuje
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nam prvni polovinu vybéru. Obecnéji tedy rozdélme nasich S vybéra z Gibb-
sova vzorkovaée na prvnich Sy vzorkl, které zahazujeme, a S; vzorku, které
ponechavame. Tento vzorek pak dale rozdelime na prvni sadu S4 vybért, pro-
stfedni Sp a posledni S¢. V praxi se osvédcila volba S4 = 0.1.57, S = 0.55}
a Sc = 0.45;. Pro potfeby diagnostiky nebudeme pouzivat prostiedni mnozinu
vzorkd Sp. Tim si zajistime vétsi pravdépodobnost, Ze prvni a posledni sada
vybéri bude na sobé nezavisla. Necht gs, a gs. jsou odhady E[g(0)|y] za pou-
ziti prvnich S4 vzorkt (po vyhozeni Sy vybéri) a S¢ vzorki. Definujme \%‘7

a \‘/?5% jakozto numerické standardni chyby téchto odhadi. Potom lze vyuzit

centralni limitni vétu analogickou (4.13):
CD — N(0,1)

kde C'D je konvergencni diagnostika dana vyrazem:

cp = o295 (4.15)
Vb T Vo

V empirickych aplikacich vyuzivajicich Gibbstuv vzorkovac lze tuto konvergenéni
diagnostiku spocitat a porovnat s kritickymi hodnotami standardizovaného nor-
mélniho rozdéleni. Vysoké hodnoty C'D ukazuji na to, Ze gs, a gs. jsou od sebe
vzdalené a je tedy potfeba vice replikaci. Pokud naopak tato diagnostika na-
svédcuje tomu, ze jsme provedli dostateény pocet replikaci, 1ze konecné statistiky
posteriorni hustoty vypocist na zékladé celého vzorku S; vybéru.

Predchozi MCMC diagnostiky jsou vcelku informativni, pokud jde o otazku,
zda-li Gibbstv vzorkovaé¢ pracuje dobre a zda-li jsme zadali dostatecny pocet
replikaci pro dosazeni zadouci Grovné presnosti. Neni zde ovSem vzdy zajisténo,
ze nam budou davat spolehlivé vysledky. Pfikladem muze byt pripad bimodalni
posteriorni hustotou pravdépodobnosti. Pfedpokladejme, Ze posteriorni hustota
je kombinaci dvou normalnich rozdéleni nachézejicich se v riznych ¢astech para-
metrického prostoru. Je mozné, ze Gibbstv vzorkovac, ktery za¢ina blizko jedné
ze stfednich hodnot téchto normalnich rozdéleni zde setrvd a vSechny vzorky
budou jen z této oblasti. Numerické standardni odchylky budou vypadat ro-
zumné, vysSe zminované konvergencni diagnostiky budou indikovat konvergenci,
ovSem ve skutecnosti vSechny nase vysledky budou postradat jedno z normalnich
rozdéleni, které zahrnuje posteriorni hustota. Toto neni pfipad normalniho line-
arniho regresniho modelu s nezavislym normélnim-gama apriornim rozdélenim.
Nékteré kombinace norméalnich modeli vSak v sobé€ mohou zahrnovat multimo-
délni posteriorni hustotu.

Druhym piikladem, kdy by vysledky Gibbsova vzorkovace byly zavadéjici a
zminované MCMC diagnostiky nas na to neupozorni, je pfipad, kdy nas poca-
tecni vybér 09 je extrémé vzdalen od oblasti parametrického prostoru s nejvétsi
posteriorni pravdépodobnosti. Pokud je mira korelace ve vzorcich vysoka, bylo
by tfeba enormné velkého pocétu vybéru Gibbsovym vzorkovacem, abychom se
dostali do oblasti vyssi posteriorni pravdépodobnosti. Ve vétsiné piipadt tento
problém bude indikovat C'D diagnostika, nebot gs, a gs. se budou od sebe lisit
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(jak se bude Gibbsiv vzorkovaé postupné vzdalovat od 0(0)), ovSem v neobvyk-
Iych pripadech tomu tak byt nemusi.

Gibbsuv vzorkovaé je ¢asto oznacovan jakozto prochézejici posteriorni roz-
déleni, pricemz nejvice navstévuje oblasti s vysokou posteriorni pravdépodobno-
sti a méné pak oblasti s pravdépodobnosti mensi. Ve vyse uvedenych ptripadech
vSak tomu tak nebylo, coz zptisobilo nevérohodnost MCMC diagnostik. Ostatné,
Gibbsuv vzorkova¢ nam tézko miZe néco Fict o oblastech parametrického pro-
storu, které nenavstivil.

Tyto dva pripady nastaly z divodu, Ze neodeznél efekt pocatecniho vybé-
ru 09, Obvyklou praxi je nechat vzorkovaé bézet nékolikrat po sobé s uzitim
riznych 6(°). Pokud Gibbstiv vzorkova¢ dosahne ve vech piipadech podobné vy-
sledky, mizeme si byt jisti, Ze jsme provedli dostatecny pocet replikaci a zaroven
jsme i vyhodili dostate¢ny pocet prvnich vzorkd, coz v souhrnu anulovalo vliv
pocate¢niho vybéru. Tato myslenka byla formalizovana v ramci dalsi MCMC
diagnostiky.

Necht 6% pro i = 1,...,m oznaluje m pocate¢nich hodnot z rizngch
oblasti parametrického prostoru. Jednd se o tzv. overdispersed starting values,
tedy silné rozptylené po¢ateéni hodnoty. Nechf (%) pro s = 1, ..., S oznacuje S
vybéri navzorkovanych Gibbsovym vzorkovacem z i-té po¢atecni hodnoty a §gl)
oznacuje odpovidajici odhad E[g(0)|y]. Intuitivné, pokud by efekt pocateénich
hodnot odeznél, kazda z téchto m sekvenci by méla byt stejna resp. podobna.
Tedy rozptyl spocteny mezi sekvencemi by nemél byt velky vzhledem k rozptylu
v rdmci sekvence. Obvyklym odhadem rozptylu sekvence je:

S
1 ; ~()]?
=g O |g0)) -5 (4.16)
1 s=So-+1

coz se oznacuje jako vnitini rozptyl sekvence. Lze pak definovat primeérny roz-
ptyl vnitfnich rozptyld sekvenci jako

W=t > s (4.17)

Obdobné lze ukazat, ze mezisekvencni rozptyl je mozno odhadnout jako:

m
B= 2L 3l - g2 (4.18)
m—1 p Si
kde
PO B
= — E 4.19
g m & S; ( )

Poznamenejme, ze W je odhadem var[g(f)|y]. Lze ukézat, ze dalsim odha-
dem rozptylu, var[g(8)|y], je

— S1—1 1
var[g(0)|y] = 151 W+§B. (4.20)




4.1 NLRM s nezavislou normalni-gama apriorni hustotou 65

Pokud Gibbstiv vzorkovaé nezkonvergoval, potom W podhodnoti var[g(6)|y].
Intuitivné feceno, pokud Gibbsiv vzorkova¢ prosel jenom ¢ast posteriorni hus-
toty, mél by podhodnotit jeji varianci. Naopak B je zalozeno na sekvencich s
rozptylenymi poc¢ateénimi hodnotami. Tato 1£zp\ty1enost by mélo implikovat, ze
pokud Gibbstv vzorkovaé zkonvergoval, var[g(6)|y] nadhodnocuje var[g(9)|y].
Obvyklda MCMC kovergenc¢ni diagnostika ma podobu:

—

var(g(0)|y]

R = 4.21
R W (4.21)

Hodnoty by mély byt vétsi nez jedna, pficemz hodnoty blizké jedné indikuji

uspésnou konvergenci. \/> je oznaCovana jako estimated potential scale Te-
duction. Lze ji interpretovat jako mez toho, jak vzdéalené mohou byt odhady
smérodatné odchylky ¢(#) diky nedostateéné konvergenci. V literatufe jsou hod-
noty R vétsi nez 1.2 indikétorem nedostateéné konvergence.

4.1.5 Porovnani modelu: Savage-Dickey density ratio

Pro NLRM s normalni-gama apriorni hustotou neexistuje analytickd podoba
marginalni vérohodnosti. Marginalni vérohodnost je tak dana standardnim vy-

y) = / / p(y18. h)p(8, h)dBdh

kde p(8, h) ma podobu danou vyrazy (4.1) a (4.2) a p(y|3, h) je vérohodnostni
funkce normalniho linedrniho regresniho modelu definovana v predchozi kapi-
tole. Obecnd simula¢ni metoda pro vypocet marginalni vérohodnosti je tzv.
metoda Gelfanda a Deye. Ta mize byt nékdy dosti komplikovana. Na tomto
misté bude predstavena jednodussi metoda, ktera neni sice obecné uplatnitelna,
ale umoziiuje zépis (a nasledné i vypocet) Bayesova faktoru pro vnofené modely.
Tento zapis je nazyvam jako Savage-Dickey density ratio (Savageho-Dickeyho
pomér hustot). Je mozno tohoto vztahu vyuzit pouze pro porovnani vnorenych
modelti a to pouze v pfipadé ur¢itych typt apriornich hustot. Pokud jej vSak
muZeme vyuzit, nabizi se velmi jednoduchy zptsob jak vypocitat Bayesiuv faktor
a tedy i posteriorni podil Sanci.

Myslenka stojici v pozadi je nasledujici: Predpoklddejme neomezenou verzi
modelu M; s vektorem parametrii § = (w’,¢’)’. Vérohodnostni funkce a apriorni
hustota je ddna hustotami p(y|w, 1, M2) a p(w, 1), Ma). Omezena verze modelu
M; méa w = wy, kde wq je vektor konstant. Parametry vektoru 1 jsou neomezené
pro oba modely. Vérohodnostni funkce a apriorni hustota pravdépodobnosti jsou
p(ylw, M1) a p(p|M;). ProtoZze w je rovna wy v rdmci modelu M; neni t¥eba
specifikovat apriorni hustotu pro tento vektor parametri.

Teorém 4.1 (Savage-Dickey density ratio). Pfedpoklddejme, Ze apriorni hus-
toty obou modeld splnuji vztah:

p(Ylw = wo, Ma) = p(¢, M) (4.22)
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potom BF}s, Bayestv faktor porovnavajici M; a Ms méa podobu:

p(w = woly, M)

BF5 =
- p(w = wo|Ma)

(4.23)
kde p(w = woly, M2) a p(w = wp|Maz) jsou postupné neomezend posteriorni a
apriorni hustota pravdépodobnosti vyhodnocené v bodé wy.

Vztah (4.23) je nazyvan jako Savage-Dickey density ratio (Savage-Dickey-
eho pomeér hustot). Dikaz tohoto teorému a ponékud komplikovanéjsi vyraz pro
Bayestiv faktor pro ptipad, kdy apriorni hustoty nespliiuji vztah (4.22) 1ze nalézt
v ¢lanku Verdinelliho a Wassermana [28].

V mnoha pripadech je rozumné vyuzit stejnou apriorni hustotu pro parame-
try, které jsou stejné v obou modelech (tj. p(¢¥|Mz) = p(v)|M1)). Ve skute¢nosti
je podminka (4.22) mnohem slabsi, nebot vyzaduje shodu apriornich hustot pro
1) pouze v bodé w = wy.

Savage-Dickey density ratio v sobé obsahuje informaci tykajici se modelu
Ms, tudiz se nemusime zatézovat posteriorni analyzou pro model M;. Navic
vztah (4.23) zahrnuje pouze apriorni a posteriorni hustoty, se kterymi se velmi
snadno pracuje. Pfimy vypocet marginalni vérohodnosti neni potiebny.

Pro ilustraci vyuziti Savage-Dickeyeho poméru hustot v rdmci NLRM v této
kapitole predpokladejme omezeny model M; zahrnujici omezeni 5 = y. Pripad
omezeni BB = r je jen jednoduchym rozsifenim této ilustrace. Neomezeny model
My je model diskutovany v této kapitole. Bayestv faktor porovnavajici tyto
modely je:

p(ﬂ = 60|ya M2)
p(B = Bo|M2)

Jmenovatel tohoto vyrazu lze snadno spoécitat, nebot marginalni apriorni hus-
tota pro S je normélni a lze ho spocitat pfimo, tedy:

BFy, = (4.24)

P8 = FolMa) = — [V Fexp | =3 (B0— BV M50~ B)| . (4.25)

(2m)%
tota p(Bly, h, Ms) odpovidd normalnimu rozdéleni, nezndme podobu p(S8|y, M).
Ovsem vyuzitim zakont pravdépodobnosti a vysledki Gibbsova vzorkovace lze
p(B = Boly, Mz) snadno odhadnout. Gibbsovym vzorkovacem ziskdme nadhodné
vzorky ) a h(®) pro s = Sy +1,...,S. Pokud pak zpramérujeme p(f =
Boly, h'*), My) pies viechny vybéry h(®), ziskaime pozadovany odhad p(8 =
Boly, Ms). Pfesnéji feceno,

S

Sil > p(B=Boly, MY, Mz) = p(B = Boly, M2) (4.26)
s=Sp+1

pro S7 jdouci k nekonec¢nu. Protoze plati

p(B = Boly, b, My) =

T V|~% exp —%(ﬁo BV (B -B)| (427
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prumér pravé strany (4.26) tak ziskdme velmi snadno. Abychom pochopili, proé¢
plati vztah (4.26), poznamenejme, ze zékony pravdépodobnosti implikuji

p(8 = Boly, Ma) = / p(8 = Boly: hy Ma)p(hly. Ms)dh

Jelikoz p(B8 = Poly, h, M) v sobé neobsahuje nadéle 8 (je zde nyni vektor kon-
stant Sy), jedinou ndhodnou veli¢inou v rdmci integrélu je h. MuZeme tak psat

p(8 = foly, M) = / g(hyp(hly)dh = Elg(h)]y]

kde g(h) = p(8 = Poly, h, M3). Posteriorni simuldtory vSak jsou pouzitelné
pravé pro vypocet charakteristik jako je F[g(h)|y]. Vztah (4.26) ndm dava odhad
p(B = Boly, M2) podobné jako (4.12) poskytuje odhad E[g(6)|y] pro jakykoliv
vektor parametri 6 a jeho funkci g(6).

Na zavér je dobré poznamenat, Ze je celd fada modeli, pro které je Gibb-
stv vzorkova¢ vhodnym posteriornim simulatorem. Pro tyto modely je vétSinou
velmi snadné spocitat i Savage-Dickey density ratio. Jedna se tedy o silny a
rozsifeny nastroj pro vypocet Bayesova faktoru.

4.1.6 Predpoved

Stejné jako v pfedchozi kapitole nas bude zajimat predikce pro T nepozorova-
nych hodnot zavisle proménné y* = (y7,...,ys)" danymi jako:

v =X"B+ € (4.28)

kde €* je nezavislé na € a je z N(0,h 1I7) a X* je matice rozméru T x k
analogickd matici X, obsahujici k£ vysvétlujicich proménnych pro kazdé z T
pozorovéni pro predikci. Predikéni hustota je dana jako

p(y°ly) = / / p(y* |y 8. W)p(B. hly)dBdh (4.29)

Skutecnost, ze €* je nezavislé na ¢, implikuje, Ze y a y* jsou vzajemné nezavislé,
a tudiz p(y*ly, B, h) = p(y*|B, h), coz lze zapsat jako

T

h2

p(y*|B,h) = @)

h
T exp [—Q(y* - X*B) (y* — X*B) (4.30)

Integral ve vztahu (4.29) nelze pro NLRM s nezavislou normaélni-gama apri-
orni hustotou fesit analyticky. S tspéchem zde vyuzijeme simula¢nich metod.
V podstaté jakdkoliv prediktivni charakteristika mtze byt zapsdna v podobé
Elg(y*)|y] pro pfislusnou funkci g(-). Naptiklad vypocet stfedni hodnoty pre-
dikce y; implikuje g(y*) = y}, vypocet rozptylu predikce vyzaduje znalost pre-
diktivni stfedni hodnoty a E[y}|y], tedy bude nés zajimat g(y*) = y;2. Zajim4
nas tedy vypocet

Elg(y)ly] = /g(y*)p(y*ly)dy* (4.31)
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Tento vztah je samoziejmé obdoba vztahu pro analyzu parametru 6

Elg(6)]y] = / 9 (0)p(Bly)dy* (4.32)

pro jakoukoliv funkci g(#). Stac¢i zameénit 6 a y*. Monte Carlo integrace a Gibb-
stiv vzorkovaé vyuzivaji skuteénosti, ze pokud 6¢) pros = 1, ..., S jsou ndhodné
vybéry z posteriorni hustoty, potom

R 1

S o)
gs Ss g(6*")

M

Il
—

konverguje k E[g(6)|y] pro S jdouci k nekone¢nu.? Logicky, pokud jsme schopni
nalézt 3*(¥) pro s = 1,...,S jakozto vybéry z p(y*|y), potom

Wl

S

1 s

gy =< g™ (4.33)
s=1

bude konvergovat k E[g(y*)|y].

Nasledujici postup ndm poskytne pot¥ebné vzorky y*. Pro kazdé () a h(®),
které nam dava Gibbstv vzorkovaé, vezmeme vybér y*(*) z predikéni hustoty
p(y* |y, B, h(*)). Protoze se jedné o hustotu odpovidajici normélnimu rozdéleni
(viz (4.30)), je tato strategie jednoduse relizovatelna. Mame tedy 3(), h(*) a
y*®) pro s = 1,...,S. Zakony pravdépodobnosti nam Fikaji, ze p(83, h,y*|y) =
p(y*|y, B, h)p(B, hly) a tedy strategie vybéru nejdiive z posteriorni hustoty a
potom z p(y*|y, B, h) nam déava vibér z p(B, h,y*|y). Nas soubor vybéri 50),
h(®) a y*(*) 1ze tedy vyuzit k vyhodnoceni jakékoliv posteriorni charakteristiky
vyuzitim vztahu (4.12) a prediktivni charakteristiky za vyuziti (4.33).1°

Postup uvedeny v této casti lze vyuzit pro jakykoliv model, kde je vyuzit
posteriorni simuldtor pro ziskani vzorkt z p(fly) a p(y*|y,f) ma podobu, se
kterou lze snadno pracovat.

4.1.7 Empiricka ilustrace

K ilustraci pouziti Gibbsova vzorkovace pro normalni linearni regresni model s
nezavislou normalni-gama apriorni hustotou pouzijeme data obsahujici tdaje o
prodejnich cendch N = 546 domt prodanych ve Windsoru (Kanada) v roce 1987.
Data jsou obsahem souboru hprice.txt (stejnd data jako v kapitole 3). V této
kapitole jsme se rovnéz zabyvali postupem volby apriornich hyperparametru. Je

9V piipadé Gibbsova vzorkovade je zadouci prvnich Sg vzorkt vyhodit, tudiz sumace ptjde
od Sop+1do S.

10Tento zavér vyuziva obecné pravidlo, ze pokud mame vybéry ze sdruzené hustoty prav-
dépodobnosti p(d, y*|y), potom samostatné vybéry € jsou vybéry z marginalniho rozdéleni
p(0ly) a samotné vybéry y* jsou vybérem z p(y*|y).
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logické, Ze i zde pouzijeme obdobny postup, tzn. v =5, s72 = 4.0 x 1078 a

0.0
10
B = | 5000
10000
10000

Tyto hodnoty jsou stejné jako hodnoty z predchozi kapitoly a maji podobnou
interpretaci, jen s tim rozdilem, ze V bude odpovidat primo kovarianéni matici
parametru (3, tedy

var(f) =V.

Jen pro pripomenuti, v pfipadé pfirozené konjugované apriorni hustoty jsme
méli
2

vs
var(B) = PETLs
Abychom méli srovnatelné apriorni hustoty s témi z predchozi kapitoly, zvolime
100002 0 0 0 0
0 52 0 0 0
V= 0 0 25002 0 0
0 0 0 50002 0
0 0 0 0 50002

Vsimnéme si, ze v piipadé nezavislé norméalni-gama apriorni hustoty je obykle
snadné stanoveni V, nebot odpovid4 apriorni kovarianéni matici vektoru para-
metra . V pripadé prirozené konjugovné apriorni hustoty vSak mame apriorni
zéavislost mezi # a h. coz znamena, ze rozptyl [ zavisi na bolbé priort pro h a
V.

Bayesianskou analyzu v tomto modelu provedem snadno s vyuzitim Gibb-
sova vzorkovace. Prislusny skript je podobny tomu, ktery byl vyuzit v pred-
chozi kapitole pro Monte Carlo integraci, kdy pouze musime sekvencné ge-
nerovat vybéry z podminénych hustot p(8|h) a p(h|B) oproti jednoduchému
vybéru p(8) z MC integrace. Pfislusny soubor se skriptem je oznaden jako
priklad_NLRMjiny_Gibbs.m. Mohou byt vyzadovany dalsi funkce LeSageho
toolboxu [22].

Tabulka 4.1 obsahuje empirické vysledky naseho modelu vztazené k para-
metru S, véetné MCMC konvergen¢nich diagnostik. Nastavili jsme pocateéni
vybér piesnosti chyby jako inverzni hodnotu k OLS odhadu rozptylu o2 (tzn.
RO = S%) Vyhodili jsme prvnich Sy = 1000 replikaci a ponechali S; = 10000
replikaci. Pro prehlednost neukazujeme vysledky pro h.

Posteriorni stfedni hodnoty a smérodatné odchylky jsou velmi podobné tém
z tabulky 3.1, coz odpovida skutecnosti, ze jsme v obou kapitolach pouzili po-
dobné informativni apriorni hustoty. Sloupec oznacéeny jako ,NSE“ obsahuje
numerickou standardni chybu aproximace E(f;|y) pro j = 1,...,5. Pro odhad
spektralni hustoty S(0) byla vyuZzita funkce momentg.m, nicméné v rdmci skriptu



70 Normalni linearni regresni model s jinymi priory

Tabulka 4.1: Apriorni a posteriorni stfedni hodnoty pro parametr 8 (smérodatné
odchylky v zdvorkach)

Gewekeho P. podil sanci

Prior Posterior NSE CD pro f; =0
0 —4119.01
51 34.273 —0.065 1.39
(10000) (3251.44)
10 5.45
B 0.004 —1.474 0.00
(5) (0.36)
5000 3228.83
B3 11.389 1.073 0.18
(2500) (1080.46)
10000 16136.64
B4 16.919 0.144 0.00
(5000) (1605.11)
10 7685.55
Bs 10.406 —0.597 0.00
(5) (987.20)

byla pouzita i funkce Matlabu pro odhad spektralni hustoty. Interpretace NSE
zistava stejnéd, méri tedy presnost naseho odhadu. Pokud pozadujeme vyssi aro-
ven presnosti, je tfeba zvysit pocet replikaci, S7. SLoupec oznaceny jako C'D
je hodnota Gewekovy konvergen¢ni diagnostiky. V nasem pripadé porovnava
odhad E(B;|y) zaloZeny na prvnich 1000 ponechanych vzrocich s poslednimi
4000. Pokud nam efekt pocate¢nich podminek odeznél a generovali jsme dosta-
te¢ny pocet vybérd, mély by byt tyto dva odhady podobné. Vzhledem k tomu, ze
C'D ma asymptoticky standardizované normaélni rozd€éleni, plati, Ze konvergence
MCMC algortimu nastala v pfipadé, pokud je C'D mensi nez 1.96 v absolutni
hodnoté pro vSechny parametry (1.96 odpovida 97.5% kvantlu standardizova-
ného normdlniho rozdéleni). Z tabulky vidimé, Ze zkonvergovaly odhady pro
vSechny parametry.

Tabulka 4.1 obsahuje rovnéz i posteriorni podily Sanci porovnavajici dva re-
gresni modely: M; : 8; = 0 vzhledem k M, : 8; # 0. Stejné jako v kapitole 3,
omezeny model pouziva informativni apriorni hustotu, ktera je stejné jako apri-
orni hustota neomezenéo modelu s tou vyjimkou, ze [ je vektor rozméru 4 x 1 a
V je matice rozméru 4 x 4, kdy informaci o 3; vynechavame. Apriorni podil $anci
je jednicka. Informace z porovnani modelt v tabulce 4.1 je kvalitativné podobna
jako informace z tabulky 3.3. Existuje zde tedy jasny dikaz toho, Ze 2, 54 a
S5 jsou nenulové, nicméné je zde urcita nejistota pokud jde o to, jestli je nulovy
parametr beta; nebo fs. Pokud porovname empirické vysledky z tabulky 4.1 s
vysledky z kapitoly 3, jsou vysledky porovnani modelid hodnotové vice odlisné
nez vysledky napf. odhadu stfednich hodnot posteriornich hustot. To je vcelku
obvykly jev. Informativni apriorni hustota mé tendenci mit vétsi vliv na poste-
riorni podil Sanci nez na posteriorni stfedni hodnoty a smérodatné odchylky.
Odlisnosti apriornih hustot kapitol 3 a 4 se tak projevuji vice v posteriornim
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Obrézek 4.1: Predikéni hustota ceny domu (Gibbsiiv vzorkovag).

podilu sanci nez v posteriornich stfednich hodnotach.

Snadno si rovnéz sestrojime predikéni hustotu pro dim s danymi charakte-
ristikami. Budeme opét predpokladat pripad, kdy nas zajima predikce prodejni
ceny domu o rozloze 5000 ¢tvere¢nich stop, dvéma loznicemi, dvéma koupel-
nami a jednim patrem. Bohuzel v tomto pfipadé nemame analytické vysledky.
Nicméné vlastnosti predikéni hustoty lze ziskat snadnou modifikaci skriptu pro
simulaci Gibbsovym vzorkovacem. Pokud do néj pfidame fadek kédu pro ge-
nerovani 3*(*) podminéného 3(*) a h(*) s vyuzitim vztahu (4.30) a ulozime-li si
vysledky vybéra 3*(*) pro s = Sy + 1,...,S, mizeme spocitat jakoukoli cha-
rakteristiku predikéni hustoty s vyuzitim (4.33). Na tomto zdkladé zjistime,
7e posteriorni stfedni hodnota domu s témito specifickymi charakteristikami je
69499 dolart a predikéni smérodatna odchylka ¢ini 18111. Tyto hodnoty jsou
podobné tém z minulé kapitoly.

Pro jednorozmérny (maximélné dvojrozmérny) pfipad mohou byt efektiv-
nim zpusobem prezentace empirickych vysledki grafické metody. Obrazek 4.1
vykresluje nas$i predik¢éni hustotu. Obréazek je prostym historgramem vsech na-
hodngch vybéra, y*(®) pro s = Sy +1,...,5. Aproximace je to z toho divodu,
protoze histogram muzeme brat jako diskrétni aproximaci spojité funkce pre-
dikéni hustoty. Tneto obrazek nam tak nejen umoznuje hruby odhad predikéni
stfedni hodnoty, ale rovnéz ndm dava i nahled na rozptylenost predikovanych
hodnot, coz je vyjadreno tloustkou koncti ,rozdéleni“. Tento obrazek nam napo-
vid4, Ze dand datovad mnozina ndm neumoziuje dostateénou (pfesnou) predikéni
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analyzu. Ackoliv je naSe nejlepsi predikce ceny domu o rozloze 5000 ¢tvereénich
stop, dvou loznicich, dvou koupelnach a jednom patru asi 70000 dolard, predi-
kéni hustota dava i nezanedbatelnou pravdépodobnost cendm do 30000 dolart
nebo nad 110000 dolart.

4.2 NLRM s omezenimi ve tvaru nerovnosti

V této casti bude diskutovan linearni regresni model, ve kterém budeme poza-
dovat omezeni koeficienti ve tvaru nerovnosti. Tento pozadavek lze zapsat v
podobé 5 € A, kde A je pfislusna relevantni oblast parametrického prostoru.
Bayesianské feSeni tohoto problému je jednoduché, nebof omezeni kladena na
parametry lze zakomponovat do aprioni hustoty pravdépodobnosti. Pro poste-
riorni analyzu se vyuziva technika zvanda importance sampling, tedy néco jako
vzorkovani dle dilezitosti ¢i vazené vzorkovani. Pro nékteré typy nerovnostnich
omezeni (napf. linedrni omezeni 3; > 0) je mozno vyuzit jesté jednodussich
metod. Nicméné, importance sampling je i tak dosti jednoducha a prahledna
metoda posteriorni analyzy a lze ji vyuzit pro jakykoliv typ omezeni ve tvaru
nerovnosti a v podstaté i pro jakykoliv typ modelu.

4.2.1 Apriorni hustota

Pro zavedeni nerovnostnich omezeni je obvyklé vyuzit apriorni hustoty. Tedy
tvrzeni 5 € A je ekvivalentni tvrzeni, Ze oblast parametrického prostoru mimo
A je apriori vyloucena, a tedy mély by ji byt pfifazeny apriorni vahy hodnoty
0. Tuto apriorni informaci lze kombinovat s dalsimi apriornimi informacemi,
napfiklad je mozna kombinace s nezavislym apriornim normdalnim-gama roz-
délelenim, nebo pfirozené konjugovanym priorem. V ramci pfiblizeni konceptu
importance sampling ji budeme kombinovat s pfirozené konjugovanou apriorni
hustotou danou ve vztahu (3.8). Specidlnim piipadem je pak neinformativni
prior danym vztahem (3.24). Tento neinformativni prior je uziteéné vyuzit v
pripadé, kdy chceme zavést omezeni ve tvaru nerovnosti na parametry (3, ale
nemame zadnou dalsi apriorni informaci.
Apriorni hustota je tedy déna jako

p(B,h) x fna(B,h|B,V,s7% v)1(B € A) (4.34)

kde 3, V, s72, v jsou apriorni hyperparametry a 1(3 € A) je indika¢ni funkce,
ktera nabyva hodnot 1, pokud 3 € A a 0 jinak.

V ptipadé pfirozené konjugovaného prioru odpovida marginalni apriorni hus-
tota parametru 8 t-rozdéleni (obdobné jako margindlni posteriorn{ hustota):

p(B) o< f:(BIB, sV, v)1(B € A) (4.35)

Neinformativni variantu pfirozené konjugovaného prioru ziskdvame nastavenim
-1 oy
v=0aV = =cl, kde ¢ se blizi nule:

p(B, 1) %1(5 € A) (4.36)
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4.2.2 Posteriorni hustota

Odvozeni posteriorni hustoty je analogické odvozeni v kapitole 3 s jedinou vy-
jimkou, kdy musime brat v tivahu omezeni ve tvaru nerovnosti. Sdruzené po-
steriorni hustota pro # a h tedy bude z normalniho-gama rozdélelni a mar-
ginalni posteriorni hustota pro 5 bude odpovidat vicerozmérnému t-rozdéleni
(neinformativni prior pak byl specidlnim p¥ipadem pfirozené konjugovanho pri-
oru). Ziskavame tedy totozné vysledky, kdy vysledné hustoty budou ohranicené.
Presnéji, p(f3, hly) bude ohraniend v ramci oblasti 5 € A,(5|y) je vicerozmérné
t-rozdéleni omezené na stejnou oblast g € A:

p(Bly) o< fu(BIB.5°V, 7)1(B € A) (4.37)

kde 3, V, 52 a ¥ jsou definovany rovnicemi (3.10)-(3.13). Posteriorni hustota
pro neinformativni apriorni hustotu mé tutéz podobu, kde 3, V, 372 a 7 jsou
definovany rovnicemi (3.20)-(3.23)

Pokud bychom kombinovali nase omezeni s nezavislou normalni-gama apri-
orni hustotou, pak by vztah pro p(S|y, h) v (4.6) mél byt ndsoben 1(5 € A).

4.2.3 Importance sampling

Pro nékterou volbu A jsou k dispozici analytické vysledky. Pro jiné lze vyu-
zit Gibbsuv vzorkovaé. Pro obecnou volbu A v8ak nelze vyuzit zadny z vyse
uvedenych pfistuptd. Ukazeme si tedy pfistup posteriorni simulace zvany im-
portance sampling. Jelikoz se jednd o obecné uplatnitelnou metodu, vyuzijeme
obecného znaceni. Budeme tedy vyuzivat vektor parametrd 6, vérohodnostni
funkci p(y|@), apriorni hustotu p(#) a posteriorni hustotu p(f|y).

Monte Carlo integrace v sobé zahrnuje ndhodné vybéry z p(0|y), ovsem v celé
fadé modeli je neni snadné ziskat. Predpoklddejme na misto toho, ze ndhodné
vybéry 0(*) pro s = 1,..., .S pochazeji z hustoty pravdépodobnosti q(f), ze které
je snadné tyto vybéry ziskat. Tato hustota se nazyva importance function. Je
ziejmé, ze primérovani téchto vybéri neziskdme pozadované vysledky, nebot

Wl

1 S
Gs = =5 g(6%)
s=1

nebude konvergovat k F[g(0)|y] pro S — oo. Pro lepsi pfedstavu pfedpokla-
dejme situaci, kdy ¢(6) a p(f|y) maji podobnou stfedni hodnotu, nicméné ¢(6)
m4 vySSi variabilitu nez p(f|y). Ndhodné vybéry z ¢(6) budou obsahovat pFilis
mnoho vybéri z okraji hustoty p(f|y) a pfili§ malo vybért z blizkosti stfedni
hodnoty hustoty pravdépodobnosti p(f|y). Importance sampling koriguje tento
nesoulad tim, ze prifazuje mensi vahu odlehlym vybérim a vétsi vahu vybértm
blizko stfedni hodnoty. Jednoduse feceno, namisto jednoduchého priméru be-
reme vazeny prumer.
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Teorém 4.2 (Importance sampling). Nechf 6(*) pro s = 1,...,S je nahodny
vybér z ¢(f) a definujme

S w (s) (s)
. Zs—zlsiew(e)i()i ) (4.38)

kde "
0 =060"y)
9(5)) = p(i 4.39
potom gs koverguje k E[g(0)|y] pro S jdouci k nekoneénu (pfi splnéni slabych
podminek)!!.

Jelikoz vahy se objevuji v Citateli i jmenovateli (4.38), je tfeba vyhodnotit
pouze jadrové hustoty p(f|y) a ¢(6). Pokud p*(0]y) < p(fly) a ¢*(0) x q(0), lze
(4.39) nahradit vyrazem

(4.40)

a vySe zminény teorém bude stale platit.

Jak se na prvni pohled mize zdat, importance sampling je krasnym fesenim
jakéhokoliv problému posteriorni simulace. Zda se, ze mizeme brat nahodné
vzorky z obvyklé a zndmé hustoty ¢(0) a vyuzitim (4.38) pro odhad E[g(8)|y].
Bohuzel v praxi to neni tak jednoduché. Pokud ¢(#) nebude dobfe aproximo-
vat p(fly), mohou nastat ptipady, kdy w(#*)) je nula pro téméf kazdy vyber.
To znamena, Ze vazeny prumér bude v sobé zahrnovat velmi malo vybéra. To
by znamenalo, ze S by muselo byt enormné vysoké, abychom ziskali dostate¢né
presné odhady F[g(6)|y]. Importance sampling tak muze byt neproveditelné, po-
kud ¢(€) neni vhodné zvolena. Jelikoz vhodny vybér ¢() s sebou mize pfinaset
hodné price a rozdilné ¢(f) jsou pouzitelné pro rizné t¥idy modelil, vétsinou
se v ramci moznosti vyuziva jinych strategii, jako je Gibbsiv vzorkovaé. Po-
kud zvolime pocet blokl, Gibbstv vzorkovac dovoluje vytvaret nahodné vybéry
z podminénych hustot pravdépodobnosti (a monitorovat konvergenci). Impor-
tance sampling v sobé obsahuje hledani a ovéfeni obvyklé tiidy importance
funkei (napf. z t¥idy norméalnich rozdéleni), a po té je tfeba v rdmci této t¥idy
piislusnou funkci vhodné zadefinovat (napf. vybrat stfedni hodnotu a rozptyl
normalniho rozdéleni) abychom dobfe aproximovali p(f|y). Zejména pokud je 6
vicedimenziondalni, mize byt extrémné obtizné najit vhodnou importance funkci.
Obecnou strategii pro vybér rozumné importance funkce nabizi Geweke [13].

Pro normalni linearni regresni model omezeny pozadavky ve formé nerov-
nosti se nabizi importance function v podstaté sama a importance sampling tak
lze provést vcelku jednoduse. Predpokladejme co se stane, kdyz zvolime

Q(ﬁ) = ft(5|57§2vvv) (441)

1 Tyto podminky obnaseji zejména to, ze q(9) podporuje p(fly) a E[g(fy)] existuje.
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Z této importance function je snadné provadét ndhodné vybéry, nebot se jedné
o vicerozmérné t-rozdéleni. Vyuzitim (4.37) a (4.40) mizeme véhy spocitat jako

w(f®)) =1(8") € A)

a (4.38) lze vyuzit pro odhad E[g(8)|y] pro jakoukoliv funkci parametra g(-),
kterd nas zajimé. Vsechny tyto vahy jsou bud rovny jedné, pokud ) € A,
a nebo nula, pokud 3(*) ¢ A. Tento postup tedy zahrnuje ndhodny vybér z
neomezené posteriorni hustoty a vyhozeni vybérd, které nespliiuji omezeni (maji
nulovou vdhu). Tento postup je tedy snadné vyuzit, pokud A neni piili§ mala
oblast, kdy by veskeré vzorky byly vyhozeny.

Numericka standardni chyba se snadno vypocte vyuzitim centralni limitni
veéty.

Teorém 4.3 (Numerickd standardni chyba). Vyuzitim definice a znadeni v
ramci teorému 4.2 plati

V5{gs — Elg()ly]} — N(0,07) (4.42)

pro S jdouci k nekone¢nu, pricemz 03 je mozno konzistentné odhadnout jako

52 — %Zf:l [w(e(s)) {9(9(8)) - §S}]2

g (355 woe)]

Numerickou standardni chybu, a—g, lze tedy vypocitat, coz ndm napomiize
ve volbé S.

4.2.4 Porovnani modelu

Omezeni ve tvaru nerovnosti obvykle neumoziuje pfimy vypocet marginalni
vérohodnosti takovéhoto modelu. Predpokladejme pripad, ve kterém M; je nor-
malni linedrni regresni model s pfirozené konjugovanym priorem s omezenimi
ve tvaru nerovnosti (tj. 5 € A). Necht M, je tentyz model, pficemz predchozi
restrikce neplati (tj. 8 ¢ A). JelikoZ omezeni ve tvaru nerovnosti jsou obvyklou
implikaci ekonomické teorie, porovnani modelti v této podobé je pro nas vice
nez zajimavé. Ekonomicka teorie mtize implikovat 8 € A a p(M;|y) tak oznacuje
pravdépodobnost, ze ekonomicka teorie je v souladu s daty, Ze tedy plati.
Piiklad modeld tohoto typu (a jejich porovnani) byl diskutovan v kapitole
3. Prakticky lze tedy vyuzit neomezeny NLRM s pfirozené konjugovanym pri-
orem k vypoctu p(Mily) = p(8 € Aly) a p(Mz|y) = 1 — p(Mi|y). Pokud maj
omezeni ve tvaru nerovnosti linedrni podobu, p(5 € A) lze vypocist analyticky.
Alternativné lze vyuzit i importance sampling, v rdmci neomezeného modelu,
p(B € Aly) = Elg(0)]y], kde g(8) = 1(8 € A). Pravé posteriorni simulace je
idealni pro vyhodnoceni takovychto charakteristik. Mizeme tedy vzit nahodné
vybéry u neomezené posteriorni hustoty (f;(3|3,5°V,7)) a jednoduse spoéitat
podil téch, které spliiuji 5 € A. Tento podil je odhadem p(5 € Aly). OvSem
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vybér z f,(B|3,5%V,7) je pravé to, co bylo diskutovdno v predchozi ¢asti pii
ilustraci techniky importance sampling. Jejim provedenim a zachovanim infor-
mace o tom, kolik vzork® jsme nechali a kolik vyhodili (pfifadili jim nulovou
vahu), ziskdme zdklad pro vypocet p(Mi|y) a p(Maly).

Savage-Dickey density ratio lze vyuzit k porovnani vnorenych modeli, na
které jsou kladeny tytéZ nerovnostni omezeni. Necht My je NLRM s pfirozené
konjugovanym priorem a nerovnostnimi omezenimi, jehoz posteriorni hustota je
déna rovnici (4.37) a necht M; je stejny jako My s tou vyjimkou, ze 5 = fp.
Pokud ptedpoklddame v obou modelech tutéz apriorni hustotu pro h, Savage-
Dickey density ratio nam fika, ze Bayesuv faktor lze spocitat jako

p(B = Boly, Ma)
p(B = Po|Ma)

Nanestésti vyhodnoceni Bayesova faktoru neni tak jednoduché, jak by se mohlo
znat, nebot vysledky v (4.35) a (4.37) jsou apriornimi a posteriornimi jadrovymi
hustotami (neni zde znaménko rovnosti). Formalné maji apriorni a posteriorni
hustoty podobu:

BFy =

p(B) = cft(BIB, s>V, v)1(B € A),p(Bly) =¢f+(B|3,5°V.,7)1(3 € A),

kde ¢ a € jsou apriorni a posteriorni konstanty zajistujici integrovatelnost téchto
hustot na hodnotu jedna. Savage-Dickey ratio ma tedy podobu

Eft (ﬂ‘Ba EQVa P)

Bl = Cr 618, 2V )

(4.43)

Tento vztah vyzaduje vyhodnoceni dvou hustot pravdépodobnosti z viceroz-
mérného t-rozdéleni v bodé 8 = By a vypocet konstant ¢ a ¢. Pro nékteré typy
hypotéz je vypocet téchto konstant snadny. Predpoklddejme pripad jednoroz-
mérného omezeni majici podobu §; > 0. V tomto pfipadé je mozno vyuzit
statistickych tabulek ¢-rozdéleni (nebo jejich pocitacové podoby) pro ziskani
téchto integracnich konstant. Pro obécnéjsi nerovnosti je tfeba vyuzit metody
predchoziho odstavce, kterd pocitala pravdépodobnost p(M;|y), jez odpovidala
pravdépodobnosti, Ze omezeni 3 € A plati. OvSem ¢ = POTAME protoze

1
[ f:(BIB, 5V, 7)L(B € A)dp

C =

a p(Mily) = [ f:(B|B,5%V,7)1(B € A)dB. Vipodet ¢ je podobny, jen je tfeba
vyuzit importance sampling v ramci apriorni hustoty pravdépodobnosti.

4.2.5 Piedpovéd

Postup vyjadreny ve vztazich (4.28) az (4.33) lze vyuzit i v tomto p¥ipads. Vy-
béry z importance function je tfeba vazit zpisobem popsanym v (4.38) a (4.39).
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V ramci obecného znaceni oznaéme 0*) jakozto ndhodny vybér z importance
function a y*(*) jako nahodny vybér z p(y*|y,8)) pro s = 1,...,S. Potom

S
gY:Zsfls( ) ( ) (444)

> w(0)

konverguje k E[g(y*)|y] pro S jdouci k nekoneénu, kdy w(#*)) je dana vyra-
zem (4.39) nebo (4.40). Tento postup pro vypocet predikénich charakteristik je
mozno vyuzit vsude tam, kde je provddéno importance sampling, tedy i v pti-
padé normaélniho linedrniho regresnitho modelu s prirozené konjugovanym prio-
rem s omezenim ve tvaru nerovnosti.

4.2.6 Empiricka ilustrace

K ilustraci techniky importance sampling opét pouzijeme dana o prodejnich ce-
nach N = 546 domt prodanych ve Windsoru (Kanada) v roce 1987. Data jsou
tradi¢né obsahem souboru hprice.txt. Pfipomenme si, Ze zavisle proménna je
prodejni cena domu a vysvéltujici proménné jsou rozloha domu, pocet loznic,
pocet koupelen a pocet pater. Budeme predpokladat, ze vSechny tyto veli¢iny
maji kladny vlv na cenu domu. Navic predpokladejme, Ze mame informaci, Ze
B2 > 5, B3 > 2500, B4 > 5000 a B5 > 5000 a tuto informaci chceme samoziejmé
v¢lenit do nasi apriorni hustoty. To nam bude definovat oblast omezeni parame-
trit, A. Apriorni hustota je sou¢inem 1(8 € A) normélni-gama apriorni hustoty.
Predpokladame, Ze se nyni pohybujeme v rdmci modelu s pfirozené konjugova-
nou normalni.gama apriorni hustotou. Musime si tedy zvolit hyperparametry 3,
V., 572 a v. Zvolime si stejné hodnoty jako v kapitole 3. To znamen4, Ze volime
s2=40x10"8 v =5,

0.0

10

B = | 5000

N 10000

10000

a

2.40 0 0 0 0
0 60x1077 0 0 0
Vv=1]0 0 015 0 0
0 0 0 060 0
0 0 0 0 0.60

Prestoze bychom byli schopni vyuzit pfimo Monte Carlo integraci zalozenou
na vybérech z omezené ho normalniho rozdéleni (diky jednoduchosti omezeni),
zaméfime se na vyuziti techniky importance sampling. Pfislusny programovy
kéd je jednoduchy a je obsazem v souboru priklad NLRMjiny_IS.m. Jako im-
portance function mtzeme vyuzit (4.41) coz je ale stejnd funkce jako je poste-
riorni hustota pravdépodobnosti z kapitoly 2. Vahy pro importance sampling
ziskdme jednoduse na zakladé vztahu (4.37). P¥i dané volbé importance fnction
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je tak jasné, Ze vahy budou nabyvat hodnoty 1 (pokud vybér spliiuje omezeni)
nebo 0 (pokud vybér omezeni nesplituje). Na zdkladé vazeného priméru jsme
schopni ziskat posteriorni vlastnosti vektoru parametrti 5 (resp. kazdého jeho
prvku). Jsme schopni spoéitat i numerickou standardni chybu. Tabulka 4.2 ob-
sahuje posteriorni stiedni hodnoty, standardni odchylky a numerické standardni
chyby parametra 3 spolu s hodnotami posteriorniho podilu Sanci porovnévajici
model s 3; = . s modelem zahrnujicim pouze zavedend nerovnostni omezeni.
Tato volba modelt, které porovnavame je pouze ilustrativni, kdy k vypoctu
posteriorniho podilu Sanci vyuzivame vztah (4.43). Protoze §; = éj je jedno-
rozmérné omezeni, muzeme c a ¢ spocitat na zakladé vlasntosti jednorozmérného
t-rozdéleni. Tabulka 4.2 je zalozena na 10000 replikacich (tj. S = 10000).

Tabulka 4.2: Posteriorni vysledky pro parametr 3

Smérodatna P. podil sanci
Sti. hodnota odchylka NSE pro f; = ﬁj
B1 —5658.15 3011.44 41.245 1.20
B2 5.50 0.30 0.004 0.00
Bs 3571.50 777.15 10.644 0.49
Ba 16638.59 1671.19 22.889 0.00
Bs 7454.92 925.41 12.675 0.22

Vysledky jsou velmi podobné tém z tabulek 3.1 nebo 4.1. VSimnéme si,
Ze pro parametry 84 a 05 mély zavedené restrikce nepatrny dopad. Posteriorni
stfedni hodnota (resp. smérodatnd odchylka) pro 84 a 85 jsou 16965.24 (1708.02)
respektive 7634.90 (1004.34). Veskera posteriorni hustota se tak nachézi v oblasti
B4 > 5000 a B5 > 5000 a dodani takovéhoto dpliiku k apriorni hustoté tak
neptineslo zadnou novou informaci.

Omezeni ve tvaru nerovnosti vSak ovlivnila 8o a (3, kdy doslo ke zvyseni
jejich posteriorni stfedni hodnoty. Pokud a priori odfizneme oblast By < ba
B3 < 2500, neni prekvapujici, ze se stfedni hodnota zvysi. Doslo rovnéz ke
snizeni posteriornich smérodatnych odchylek, coz nam naznacuje, Zze dodani
dalsi apriorni informace sniZilo nasi posteriorni nejistotu o hodnotéch danych
parametri.

Numerické standardni chyby nam fikaji, Ze jsme dosahli rozumné presnosti
odhadti, ale pokud bychom chtéli pfesnost vyssi, tak stadi (stejné jako u ja-
kychkoli jinych posteriornich simulatort) zvysit pocet replikaci, S. Porovnanim
s tabulkou 3.4 vSak ukazuji, Ze numerické standardni chyby (a tedy aproxima-
tivni chyby odhadu) jsou v rdmci importance sampling vy$si nez u Monte Carlo
integrace. Napf. se obdobnym poctem replikaci 10000 byla NSE odhadu E(53|y)
rovna v pripadé Monte Carlo integrace hodnoté 0.004, po zaokrouhleni smérem
nahoru, kdezto u importance sampling 0.004, po zaokrouhleni smérem dolt. I
kdyz tento rozdil nemusi byt az tak patrny, je vcelku logicky, protoze Monte
Carlo integrace vychazi z vybéra pfimo z posteriorni hustoty, kdezto impor-
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tance sampling generuje vybéry z importance function, coz je jen aproximace
posteriorni hustoty. Importance sampling tak je numericky méné efektivni.
Posteriorni podily Sanci jsou v souladu s tim co ndm poskytuji vysledky od-
hadu posteriorni stfedni hodnoty a smérodatné odchylky. S vyjimkou aroviiové
konstanty, nemame diikaz pro tvrzeni, ze 3; = . Pro parametry (3 a 35 dava
posteriorni poddil $anci vyssi pravdépodobnost platnosti restrikei. Pro tyto koe-
ficienty totiz neni posteriorni stfedni hodnota prili§ vzdalena od ﬁj (vzhledem k

prislusné smérodatné odchylce), posteriorni poddil Sanci tak je svou hodnotou
vcelku odpovidajici.

Predikéni hodnotu ceny domu s danymi charakteristikami lze spocitat tak
jak je zminovéano v ¢asti 4.2.5. Kazdy vybér v rdmci importance sampling tak
Ize vyuzit k vibéru y*) pro s = 1,...,S. Tyto vibéry se pak odpovidajicim
zpusobem zpraméruji (viz (4.44)) pro ziskani pozadovanych predikénich cha-
rakteristik. V pfedchozi empirické ilustraci v ¢asti 4.1.7 jsme generovali vybéry
z p(y*|3®),h)). To bylo vcelku snadné, nebot se jednalo o hustotu odpovi-
dajici norméalnimu rozdéleni. Je snadné pfevzit podobnou strategii i pro nas
priklad, prestoZe v tomto pfipadé musime rozsifit nasi importance function pro
generovani vybért z h(*). Logickou volbou pro tuto funkci bude normalni-gama
posteriorni hustota z (3.9). Alternativné lze vyuzit analogické postupy pfechodu
z (3.39) k (3.40), coz ndm implikuje, Ze

p(y*ly. B) = p(y*|B) = fu(y*|X*B,5%Ir, ).

Vybéry z p(y*|5*)) lze tak generovat z t-rozdéleni. Pokud nés piekvapuje to,
kam se podély nase omezeni kladend na Sm staci si uvédomit, ze predikéni vy-
béry z p(y*|5*)) jsou podminény vybéry § na zakladé importance sampling.
Tyto vybéry jiz v sobé dand omezeni zahrnuji. POkud tedy pouzijeme tento po-
stup pro ziskani charakteristik predikéni hustoty prodejni ceny domu s rozlohou
5000 ¢tverecnich stop, se dvéma loznicemi, dvéma koupelnami a jednim patrem,
zjistime, ze predikéni stfedni hodnota a smérodatna odchylka jsou postupné
69639 a 18311. Tyto vysledky jsou podobné tém z predchozich empirickych ilu-
straci vyuzivajicich tuto datovou sadu.

4.3 Shrnuti

V této kapitole jsme si popsali metody bayesovské posteriorni analyzy, predikéni
analyzy a porovnani modelti pro normalni linedrni regresni model s dvéma typy
apriornich hustot. Prvni z nich byla nezavisld norméalni-gama apriorni hustota
a druhd pfirozené konjugovand s omezenim ve tvaru nerovnosti. Tyto apriorni
hustoty se ndm mohou hodit v fadé empirickych apikaci. Divod vsSak byl i
ten, ze ndm dovolily zavést dvé dulezité metody bayesovského vypoctu, a to v
nam znamém kontextu. Prvni z téchto metod byl Gibbstv vzorkovaé. Oproti
Monte Carlo integraci, zahrnujici ndhodné vybéry ze sdruzené hustoty prav-
dépodobnosti, vyuzivd Gibbstuv vzorkova¢ sekven¢ni vybéry z plné podminé-
nych apriornich hustot. Tyto vybéry lze brat jako vybéry ze sdruzené hustoty
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pravdépodobnosti, nicméné je tfeba davat si pozor v disledku toho, Ze se ne-
jedna o nezavislé vybéry a mohou byt ovlivnény volbou pocate¢nich podminek
(poc¢atecniho vybéru). Odstranéni techto problémti lze ovéfit s pomoci MCMC
konvergencnich diagnostik.

Druhou vypocetni metodou bylo importance sampling. Tento algoritmus
umoznuje generovat vybéry z ,importance function“, tyto vybéry nasledné od-
povidajicim zpusobem pfevazi pro zohlednéni toho, Ze ,importance function®
a posteriorni hustota nejsou identické. V ramci této kapitoly byl zaveden i
Savageho-Dickeyeho pomér hustot, coz je obvykly zpisob zapisu Bayesova fak-
toru pro vnofené modely.

Mame tak k dispozici jiz t¥i algoritmy posteriorni simulace: Monte Carlo
integraci, Gibbstiv vzorkova¢ a importance sampling. Otazka, ktery z nich vy-
uzit, zavisi na podstaté feSeného problému. Pokud dokézeme snadno generovat
nahodné vybéry z posteriorni hustoty, Monte Carlo integrace je tou spravnou
volbou. Pokud je generovani vzorkd s posteriorni hustoty obtizné, nicméné je
snadné generovani z podminénych hustot, nabizi se Gibbstiv vzorkovac¢. Pokud
nelze pouzit ani Monte Carlo integraci, ani Gibbsiv vzorkova¢, nicméné miazeme
posteriorni hustotu snadno aproximovat, je rozumnou volbou importance sam-

pling.



Kapitola 5

Nelinearni regresni model

5.1 Uvod

V predchozich kapitolach jsme pracovali s linedrnim regresnim modelem v po-
dobé:

yi = B1+ Poio + ... + Brlik + €

pro jednotlivad pozorovani ¢ = 1,..., N. Tento model je uzitecny nejen v pripa-
dech, kdy vztah mezi vysvétlovanou a vysvétlujicimi proménnymi je linearni,
ale i v pripadech, kdy tento vztah lze pfevést do linedrni podoby. Prikladem
miZe byt Cobb-Douglasova produkéni funkce vyjadiujici zavislost vystupu y na
vstupech xo, ..., %k
y:alzf2~...~x£’“

Logaritmovanim obou stran této rovnice a pridanim nadhodné slozky ziskavame
regresni model:

In(y;) = B1 + B2 In(wi) + ... + B In(zik) + €,

kde 81 = In(ay). Tento model je jiz linedrni v logaritmech jak vysvétlované tak
i vysvétlujicich proménnych a lze tak uplatnit postupy z pfedchozich kapitol.

Nékteré funkéni formy vSak do linedrni podoby snadno transformovat nelze.
Piikladem skute¢né nelinearniho funkéniho tvaru je produkéni funkce s kon-
stantni elasticitou substituce (CES funkce), kterd ma podobu

1
Th+1

k
_ V41
Yi = E ViLij
Jj=1

V této kapitole se zaméfime na bayesidnskou analyzu regresnich modeld, ve
kterych vystupuji vysvétlujici proménné nelinearni formou. Empiricka ilustrace
bude vedena v intencich CES produkéni funkce, tedy nelinearni regresni model
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bude mit podobu:

1
Yk+1

k
Yi = Z vz + €. (5.1)
j=1

Notace bude standardni, tedy € a y jsou N-rozmérné vektory obsahujici nahod-
nou slozku a pozorovani zavisle proménné, X je matice rozméru N X k obsahujici
pozorovani k vysvétlujicich proménnych. Tradiéni predpoklady jsou:

1. € je z normélniho rozdéleni N (On,h ).

2. V8echny prvky matice X jsou pevna &isla (tj. nendhodné proménné) nebo
pokud jsou to ndhodné veli¢iny, jsou nezavislé se vSemi prvky vektoru e,
pri¢emz jejich funkce hustoty pravdepodobnosti je p(X|A), kde A je vektor
parametrt, ktery neobsahuje zadny s ostatnich parametri modelu.

Hlavni myslenky této kapitoly budou platit pro obecny nelinearni regresni
model majici podobu

vi = [(Xi,7) + €

kde X; je i-ty fadek matice X, f(-) je funkce zévisejici na X; a vektoru parametri
~. Tento model miuzeme v maticové podobé zapsat jako:

y=F(X7)+e (5.2)

kde f(X,v) je N-rozmérny vektor funkci s i-tym prvkem danym obecné ne-
linedrni funkei f(X;,7). Pfesnd implementace algoritmu posteriorni simulace
diskutované v této kapitole bude zaviset na tvaru f(-). Zakladni koncept tak
bude nejprve rozebirdn za pouziti vztahu (5.2).

Nelinearni model je velmi uzite¢ny v fadé modelovych aplikaci. V ramci ného
si ukadzeme fadu technik, které budou aplikovatelné v podstaté v jakémkoliv mo-
delu. Linerani regresni model byl velmi specidlnim piipadem, ktery umozioval
prezentovat vysledky posteriorni analyzy v analytickém vyjadieni. Dokonce i
pri pouziti apriornich hustot, které analytickou posteriorni analyzu neumoznuji,
jsou k dispozici specidlni techniky posteriorni analyzy (napf. Gibbsiv vzorkovad
a Savage-Dickey density ratio). Nékteré modely vSak pouziti téchto specidlnich
technik neumoznuji a je tedy dilezité vyvinout obecné metody vyuzitelné v ja-
kémkoliv modelu. Nelinearni regresni model dovoluje zavedeni téchto obecnych
metod v kontextu velmi podobném linedrnimu regresnimu modelu. V ramci po-
steriorni simulace zavedeme vyznamnou t¥idu psteriornich simulatort zvanych
Metropolis-Hastings algoritmy. Zavedeme rovnéz obecnou metodu vypoc¢tu mar-
ginalni vérohodnosti vyvinutou Gelfandem a Deyem [12]. Méfitkem kvality mo-
delu pak bude charakteristika zvana posteriorni predikéni p-hodnota (posterior
predictive p-value).
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5.2 Vérohodnostni funkce

Z definice vicerozmérného normalniho rozdéleni Ize zapsat vérohodnostni funkci
nelinedrniho regresniho modelu jako

plyl.h) = (2’;) {eo|-S0-recyo-rean]h. 69

V ramci linearniho regresniho modelu bylo mozno zapsat tento vyraz pomoci
kvantit OLS odhadt, coz nahravalo pouziti pfirozené kojugované apriorni hus-
toty. Takovéto zjednoduSeni zde neni mozné, pokud f(-) nemé vyloZzené speci-
ficky tvar.

5.3 Apriorni hustota

Volba apriorni hustoty bude zdviset na podobé f(-) a vyznamu parametri ~.
Napftiklad pro ptipad CES produkéni funkce odpovida i1 odpovidd pruznosti
substituce mezi jednotlivymi vstupy. V tomto piipadé by vyzkumnik pravdé-
podobné mél apriorni informaci o tom, jakych hodnot by tento parametr mél
nabyvat. Volba apriorni hustoty tak zavisi na kontextu, ve kterém probiha em-
pirické analjza. V této kapitole budeme pouzivat bud obecnou apriorni hustotu
p(7, h) nebo neinformativni prior vyuzivany v rdmci LRM:

POk = 7. (54

Tato apriorni hustota je uniformni pro v a In(h).

5.4 Posteriorni hustota

Posteriorni hustota je proporcionélni souc¢inu vérohodnostni funkce a apriorni
hustoty a lze ji zapsat jako

h h /
P ) ol o {exw |5l — SV = x| 63)

Obecné neni mozno tento vyraz dale zjednodusit. Ve zavisi na specifikaci p(y, h)
a f(-). Posteriorni hustota nebude nabyvat tvaru hustoty obvyklého rozdéleni.
Pokud vyuzijeme apriorni hustotu z (5.4), lze h analyticky ” vyintegrovat” a mar-
ginalni posteriorni hustota pro v je

w|2

p(Yly) o {y = F(X, )My — F(X, 1)} (5.6)

V piipadé, kdy f(-) byla linedrni, bylo moZno tento vyraz pfepsat do podoby
jadrové hustoty t-rozdéleni.
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5.5 Metropolis-Hastings algoritmus

Neexistence analytickych posteriornich vysledka vyzaduje vyuziti posteriorniho
simuldtoru. Pro nékteré tvary f(-) je mozno odvodit Gibbsiiv vzorkovac. V uréi-
tych pfipadech, kdy se sama nabizi vhodnéd aproximace p(7y|y) je mozno vyuzit
importance sampling. Zde si zavedeme tfeti moznost — Matropolis-Hastings al-
goritmus. V rdmci ného je mozné predstavit si celou tiidu algoritmi, jez lze
vyuzit k vytvoreni posteriornich simulatort pro Sirokou skalu modelt. Opét vy-
uzijeme obecné znadeni 6 jakoZto vektor parametri, p(y|d) pak bude vérohod-
nostni funkce a samoziejmé p(f) a p(f|y) budou postupné apriorni a posteriorni
hustota.

Metropolis-Hastings algoritmus ma mnoho spole¢ného s importance sam-
pling. Obé techniky se vyuzivaji v situacich, kdy je obtizné z posteriorni hus-
toty prfimo generovat nahodné vzorky. V rdmci importance sampling se nabiela
moznost generovat nahodné vybéry z importance function, v rdmci Metropolis-
Hastings algoritmu je analogicka funkce nazyvana candidate generating density,
tedy kandidatskd hustota. Nehct 6* oznacuje vybér pravé z této hustoty prav-
dépodobnosti, ktery oznacime q(G(S’l); ). Toto oznaceni je interpretovano tak,
ze kandidatsky vybér 6* je realizaci ndhodné veli¢iny 6 jejiz hustota zévisi na
6¢=1)_ Jingmi slovy, stejné jako u Gibbsova vzorkovace soucasny vybér zavisi na
predchozim vybéru. M-H algoritmus je tedy také Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) algoritmem a fada vybért %) pro s = 1...,S je oznacovéna jako
Fetézec (chain).

V ramci importance sampling jsme rozdilnost importance function a poste-
riorni hustoty korigovalia vazenim jednotlivych vzorkd. V pfipadé M-H algo-
ritmu maji vSechny vybéry stejnou vahu, nicméné ne vSechny kandidatské vy-
béry (kandidati) jsou akceptovany. Jinymi slovy, pokud g(-) je funkce, kterd nas
zajima, je mozno ziskat odhad E[g(0)|y], oznacovany gs, jednoduchym primeéro-
vanim nagich vybéru:

S
1
G = — (s)
s = 5 2 9(0) (5.7)

Metropolis-Hastings algoritmus tak mé vzdy néasledujici podobu:
e Krok 0: Zvolime poéateéni hodnotu, 8(°).

e Krok 1: Vygenerujeme kandidatsky vybér 8* ze zvolené kandidatské hus-
toty q(0¢=1):0).

e Krok 2: Spocitdme akceptacni pravdépodobnost (acceptance probability),
(0= %),

e Krok 3: Piifadime 0(®) = 6* s pravdépodobnosti a(#C~1, 0*) a §(5) =
6= s pravdépodobnosti 1 — (A1 9*).

e Krok 4: Opakujeme Krok 1, 2 a 3 celkem S krat.

e Krok 5: Spocitame pramér S vybéra g(0™M), ..., g(6).
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Timto postupem ziskdme odhad E[g(0)|y] pro jakoukoliv funkci, kterd nas za-
jima.

Stejné jako u Gibbsova vzorkovace, M-H algoritmus obvykle vyzaduje znalost
pocatecéni hodnoty 6(°). Pro omezeni efektu této pocateéni hodnoty je rozumné
vyhodit prvnich Sy vzorkid. Je zde rovnéz vhodné vyuzit MCMC diagnostik
(z nichze nékteré byly prezentoany v kapitole 4) pro ovéfeni toho, zda-li bylo
generovano dostateéné mnozstvi vybéri a zda-li byl vyhozen dostateény pocet
prvnich vzorkd.

Pred tim, nez si uvedeme presny vztah pro akcepta¢ni pravdépodobnost
(A=Y, 0%), bude uziteéné prodiskutovat vlastnosti, které by dobra akceptaéni
funkce méla mit.

V predchozi kapitole byla zminka o tom, ze MCMC algoritmus lze intuitivné
chapat jako proces prochézejici posteriorni hustotu, kdy vybira vzorky nejcastéji
z oblasti vysoké posteriorni pravdépodobnosti a proporcionalné méné vzorki z
oblasti nizké posteriorni hustoty pravdépodobnosti. Kandidatska hustota prav-
dépodobnosti neni identicka s posteriorni hustotou a z ni brané vybéry by tedy
nepokryly adekvatné oblast parametrického prostoru. Matropolis-Hastings al-
goritmus Tesi tento nesoulad tim, Ze neakceptuje kazdy kandidatksy vybér. Od-
vozuje se tak akceptacni pravdépodobnost, ktera je nejvyssi v oblastech, kde je i
posteriorni hustota vysoka a nejnizsi v oblastech nizké posteriorni pravdépodob-
nosti. Intuitivné tedy v p¥ipadé, kdy 05~ je z oblasti nizké posteriorni pravdé-
podobnosti, bude algoritmus sméfovat pry¢ od ¢~ To znamen4, 7e soucasna
pozice Tetézce je v oblasti nizké pravdépodobnosti, a je tedy pravdépodobné, ze
kandidatsky vybér, ktery nas posouva ze soucasné pozice, bude s velkou prav-
dépodobnosti akceptovan. Pokud naopak #¢°~1) je v oblasti vysoké posteriorni
pravdépodobnosti, bude algoritmus sméfovat k tomu, ze v této pozici zistane
(v ramci Kroku 3 je mozno nastavit #() = #(5=1)), Pokud algoritmus zfistava
na misté, dava se tomuto bodu vysoké posteriorni hustoty implicitné vyssi vaha
podobné jako tomu je v pripadé vah u importance sampling. Podobné zavéry
lze uéinit i u kandidatského vybéru 6*. Pro dany stav #*~1) chceme kandidata
0*, ktery bude akceptovan s vysokou pravdépodobnosti, pokud je v oblasti vyssi
posterioni hustoty nez >~ . Kandidaty 0* v oblastech nizsi pravdépodobnosti
pak budeme chtit s vysokou pravdépodobnosti zamitnout.

Predchozi odstavec poskytl intuici pro akceptacni pravdépodobnost, kterad
zévisi na 6* a #~1 zptsobem, ktery ma tendenci posunout Fetézec z oblasti
nizké posteriorni pravdépodobnosti do oblasti s pravdépodobnosti vyssi. Sa-
moziejmé je zde nutné zdlraznit spojeni "mé tendenci”. Neni zadouci, aby
fetézec neustale zistaval v oblastech vysoké posteriorni pravdépodobnosti. Na-
opak chceme, aby byly prozkoumdany i oblasti nizké pravdépodobnosti (i kdyz
samozfejmé ne tak ¢asto). Zpusob konstrukce akceptacéni pravdépodobnosti by
tedy mél zajistit, aby se fetézec obvykle (ne vzdy) posouval z oblasti nizké
pravdépodobnosti do oblasti pravdépodobnosti vyssi.

Vybornym tivodem do M-H algoritmu je Chib a Greenberg [6], ktery zahrnuje

i odvozeni akceptacni pravdépodobnosti, kterd zajistuje konvergenci Metropolis-
Hastings algoritmu k posteriorni hustoté. Akcepta¢ni pravdépodobnost mé po-
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dobu:
p(0 = 0"|y)q(6*;0 = 6=—V)

9(5—1),9* — .
Oé( ) min p(9 — 9(6—1)|y)q(9(5_1), 0 — 9*)a

(5.8)

Poznamenejme, ze p(@ = 0*|y) je oznacdeni posteriorni hustoty vyhodnocené
v bodé 6 = 6*, pficemz ¢(0*;6) je hustota pro ndhodnou veli¢inu 0, a tudiz
q(6*:0 = 9C~1) je tato hustota vyhodnocena v bodé § = 8(*~1). Lze ovéfit, ze
akceptacni pravdépodobnost mé zadouci vlastnosti diskutované vyse. Operator
minima je uplatnén proto, aby akceptacni pravdépodobnost nemohla byt vétsi
nez jedna.

Stejné jako importance sampling i M-H algortimus je na prvni pohled skvélé
feSeni pro jakykoliv problém posteriorni simulace. Zda se, Ze je mozné generovat
nahodné vzorky v podstaté z jakéhokoliv obvyklého rozdéleni, ¢(6¢*~1);6) a
pFijmout nebo zamitnout kandidatské vybéry za pouziti (5.8) k ziskéni sekvence
vybéri 6(5) pro s = 1,..., 5, ktery lze pouzit pro odhad E[g(6)|y]. V praxi to
vSak takto jednoduché neni. Pokud kandidatskd hustota neni dobie vybréana,
muze dojit k tomu, ze fakticky vsichni kandidati budou zamitani a fetézec bude
setrvavat po dlouhou dobu na jednom misté. Vybéru kandidatské hustoty je tedy
tfeba vénovat peclivou pozornost a vzdy je tieba puzivat MCMC diagnostiky
k verifikaci konvergence algoritmu. Existuje celd fada moznych strategii vybéru
kandidatskych hustot. V nasledujicich ¢astech si popiseme dvé nejobvyklejsi.

5.5.1 Independence Chain M-H algoritmus

Jak jiz nazev napovidd Independence Chain Metropolis-Hastings algoritmus
vyuziva kandidatskych hustot, které jsou nezavislé na vybérech. Tedy funkce
q(0¢=1;0) = ¢*(#) a kandidatska hustota tak nezavisi na §(*~1). Tento pifstup
je uziteény v pripadech, kdy existuje vhodnda aproximace posteriorni hustoty.
Tuto vhodnou aproximaci muzeme vyuzit jako kandidatskou hustotu. Pokud
tak ucinime, zjednodusuje se akceptacni pravdépodobnost na

p(0 = 0%|y)g*(0 = 6°Y)
p(0 =60 Dy)g*(6 = 0+)’

a(f™Y, 0*) = min (5.9)

Independence Chain M-H algoritmus je tizce sviazan s importance sampling.
To lze ukazat, pokud budeme definovat vahy importance sampling:

p(0 = 64]y)

w0 ==

akceptacni pravdépodobnost v (5.9) lze tak zapsat jako

(0~ 9*) = min [w(u;ﬁ*)l))? 1}

Akceptacni pravdépodobnost je tak jednoduse pomér vah importance sampling
vyhodnocenych v poslednim a kandidatském vybéru.
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Pokud jde o nelinearni regresni model, pouzitelnost tohoto algoritmu zavisi
na tom, zda-li f(-) mé tvar takovy, Ze lze najit vhodnou kandidatskou hustotu.
Neexistuje zcela obecny postup na vybér aproximativni hustoty. Pokud vSak
néjakou vzvolime, je tfeba uzit MCMC diagnostiky pro verifikaci konvergence
vysledného algoritmu.

Jednam z postupu je vyuziti vysledkt klasické metody maximalni véroho-
dnosti pro nalezeni vhodné ¢* (). Cisté bayesovsky zaméfeny ¢tenaf miize tento
odstavec pieskocit a vénovat se az praktickym doporucenim. Nicméné, klasicka
ekonometrie vychazi z toho, ze estimator metody maximéalni vérohodnosti 0,7,
je za urcitych podminek asymptoticky normélni s asymptotickou kovarianéni
matici danou jako

var(gML) =16)7"

kde I(0) je informacéni matice definovand jako zapornd o¢ekavand (stfedni) hod-
nota druhé derivace logaritmované vérohodnostni funkce (pfi¢emz operétor oce-
kévani resp. stfedni hodnoty je bran vzhledem k y):

2 n
-—s[255)

Slovné feéeno, pokud je velikost vzorku dostatecné velika, inverze informacni

matice ndm davd dobrou predstavu o podobé p(y|f). Dokonce i kdyby nebylo

. . Y s o < 21 0 o . o
mozno informa¢ni matici pfimym zptsobem spoéitat, % ptjde vydis-

lit (ru¢né anebo vyuzitim numerickych procedur pro derivaci, které jsou do-
stupné napt. v Matlabu) a lze ji tak vyuZit pro ziskdni aproximativniho vyja-

21 0) - < oz
%@%‘)) je oznacovan

dreni var(0yr), coZ oznaéime jako var(fpp). Vyraz

jako Hessidn, a lze tak mluvit o odhadu var(@M 1) jako o "zaporném inverznim
Hessidnu”.

Vysledky predchoziho odstavce implikuji pro nase potieby, zZe pokud je ve-
likost vzorku dostatecné velkd a apriorni informace relativné neinformativni,
potom posteriorni hustota mutze byt aproximativné z norméalniho rozdéleni se

=
stfedni hodnotou é\M 1, a kovaria¢ni matici aproximativné rovnou var(gM L). Pro
nékteré druhy modelu existuji pocitacové programy, které pocitaji pfimo tako-
véto veli¢iny maximéalni vérohodnosti. Alternativné lze vyuZit napi. prostiedi
Matlabu, ktery dokéze nalézt optima uZivatelem specifikované funkce. To je
mozné vyuzit pro pocitani charakteristik odhad® metodou maximéalni vérohod-
nosti. Pokud jsme schopni naprogramovat proceduru, maximalizujici vérohod-

nostni funkci a hledajici var(@M 1), je mnohdy Zadouci na misto toho maxi-
malizovat posteriorni hustotu, tedy nalézt émax a vzit druhé derivace posteri-
orni hustoty k nalezeni aporximace k var(fmax). Tento postup je vhodny pfi
pouziti informativni apriorni hustoty, nebot je zde posteriorni hustota aproxi-
movana mnohem lépe nez jen za vyuziti vérohodnostnich odhadt. Asympto-
tické Vysledkmvédéuji tomu, Ze posteriorni hustota bude aproximativné z

fn (9|§max, var(é\max)). V nésledujici ¢4sti budeme pracovat s vysledky odhadii
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metodou maximélni vérohodnosti, které vsak lze nahradit odhady z maximali-
zace posteriorni hustoty, é\max a var(émax), pokud je mame k dispozici.

Volba ¢*(0) = fn(0]0ar1, var(fx1)) mitze byt v fadé piipadi velmi Gspés-
na. Obvyklejsi je v8ak volba t-rozdéleni jako kandidatské hustoty, tedy ¢*(0) =

ft(9|§ML,var(§ML),V). Dtivod je ten, ze v praxi je dtlezité, aby kandidatska
hustota méla své konce pfinejmensim stejné tak tlusté jako posteriorni hustota.
Geweke [13] zdivodiioval tuto volbu v kontextu importance sampling, nicméné
stejné zduvodnéni plati i pro Independence Chain M-H algoritmus.

Normaélni hustota méa velmi tzké konce. Oproti tomu ¢-hustota ma konce
mnohem tlustsi, zejména pro malé hodnoty v. Uziteénymi vlastnostmi t-rozdé-
leni je to, ze pro v — o¢ se toto rozdéleni blizi norméalnimu a pro malé v jsou jeho
konce velmi tlusté. Ve skutecnosti, t-rozdéleni pro v = 1 je Cauchyho rozdéleni,
které m4 natolik tlusté konce, Ze jeho stfedni hodnota je nekoneéno (i kdyz
jeho mediadn a modus jsou kone¢né hodnoty). V nékterych piipadech je mozné
vySetfenim posteriorni hustoty najit takové hodnoty v, které zajisti, ze konce
kandidatské hustoty prevysi konce hustoty posteriorni. Z opatrnosti se vsak voli
malé hodnoty v a MCMC diagnostiky se vyuziji k verifikaci konvergencnich
vlastnosti algoritmu.

Je dilezité zdtraznit, ze existuji pripady, kdy je pouziti t-rozdé€leni neade-
kvatni pro generovani kandidata. Naptiklad, pokud je posteriorni hustota mul-
timodalni, potom unimodéalni t-hustota nebude obvykle dobfe pracovat. Rovnéz
pokud je posteriorni hustota definovdna v omezené oblasti (napf. Gamma roz-
déleni je deifnovano pouze v oblasti kladnjch redlnych ¢isel), potom ¢-rozdélent
(definované na celé mnoziné redlnych éisel) nemusi pracovat nejlépe, pokud po-
steriorni hustota neni ostfe vymezena uvnitf této oblasti.

V pripadé nelinedrniho regresniho modelu vyzaduje maximalizace véroho-
dnostni funkce (posteriorni hustoty) napsani programu pro vyhodnoceni (5.3)

nebo (5.5). Obychom ziskali odhad var(,@\M L), je tfeba provést druhou derivaci
(5.3) nebo vyuzit podprogramu pro numerickou derivaci, ktery je dostupny v
ramci kazdého relevantniho pocitacového programového prostiedi. Tento postup
bude zaviset na pfesné specifikaci f(-).

7 predchozi diskuze je patrné, zZe nalezeni aproximativni hustoty pro In-
dependent Chain M-H algoritmus popfipadé importance sampling mize byt
uméni. Pro vétsinu modeld vsak existuji asymptotické vysledky, které nam fi-
kaji, ze tim, jak se velikost datového vzorku blizi nekone¢nu, blizi se poste-
riorni hustota normélnimu rozdéleni. Pro modely této tfidy (mame-li dosta-
teény podet pozorovani) je vhodnou aproximaci funkce hustoty pravdépodob-

nosti ft(9|§ML,’UCL’I”(§j\4L), l/).

5.5.2 Random Walk Chain M-H algoritmus

Random Walk Chain Metropolis-Hastings algoritmus je uziteény v ptipadé, kdy
nejsme schopni najit dobrou aproximaci pro posteriorni hustotu. V ramci Inde-
pendence Chain M-H algoritmu (podobné jako u importance sampling), bereme
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vybéry z hustoty, kterd je podobnéa posteriorni hustoté a akceptacni pravdé-
podobnost (nebo vazeni v pfipadé importance sampling) se vyuzije pro korekei
rozdilu mezi posteriorni a aproximativni hustotou. V ramci Random Walk Chain
M-H algoritmu nezkousime aproximovat posteriorni hustotu, misto toho vybi-
rame kandidatskou hustotu, kterd ma Siroky zabér a bere proporciondlné na-
hodné vybéry v riznych oblastech posteriorni hustoty.
Formalné feceno, tento M-H algoritmus generuje kandidaty podle néasleduji-
ciho schématu:
0 =001 4 2 (5.10)

kde z se nazyva increment random variable, tedy prirtustkova nahodnd velici-
na. Predpoklad v (5.10) implikuje, Ze kandidati jsou generovani jako ndhodnd
prochéazka, tj. kandidati jsou vybirani v ndhodném sméru ze soucasného bodu.
Akcepta¢ni pravdépodobnost zajisti, Ze fetézec se posune zadoucim smérem.
Poznamenejme, ze 6* a 0(s — 1) vstupuji do vztahu (5.10) symetricky a vzdy
bude platit ¢(f*;6 = 0¢~D) = ¢(#~Y:0 = 6*). To znamena, ze akceptacni
pravdépodobnost lze zapsat jako

p(0 = 0"ly)

(s—1) p*\ _ .
ol ,60") = min o0 =GDly)’

(5.11)

a je zrejmé, ze random walk chain ma tendenci posunovat se do oblasti vyssi
posteriorni hustoty.

Vybér hustoty pro z determinuje presnou formu kandidatské hustoty. Obvyk-
lym a vhodnym vybérem je vicerozmérné normalni rozdéleni. V tomto pripadé
(5.10) uréuje stfedni hodnotu tohoto norméalniho rozdéleni, coz je #(°~1) a nam
nezbyva nic jiného nez zvolit kovarian¢ni matici, kterou oznacime jako X:

q(0C0:0) = fn (0104, %) (5.12)

V rdmci tohoto piistupu je nutné zvolit ¥, a to tak, aby akceptacni pravdé-
podobnost nebyla ani moc vysoka, ani moc nizka. Pokud je akcepta¢ni pravdé-
podobnost obvykle velmi nizka, potom kandidatské vyery jsou témér vzdy zami-
tany a Fetézec se jen ziidka pohne. To neni moc dobré situace, nebot implikuje,
ze S musi byt extrémné vysoké, aby fetézec prosel celou posteriorni hustotu.
Malé akceptacéni pravdépodobnsot indikuje, ze ¥ je prilis ”velkd”a vétSina kan-
didatd pochézi z oblasti konct posteriorniho rozdéleni. Druhym extrémem je
situace, kdy akcepta¢ni pravdépodobnost je blizko jedné (3 je pfili§ "mald”). V
tomto pifpadé lezi 0* a (5~ velmi blizko u sebe a akceptacni pravdépodobnost
bude blizko jedné. I v tomto pfipadé by S muselo byt velmi obrovské cislo, aby
fetézec prozkoumal celé posteriorni rozdéleni.

Neexistuje obecné pravidlo, které nam tika, jakd by méla byt optimalni mira
akcepta¢niho pomeéru (tedy podil poctu akceptovanych ze vSech vybért). Ve
specialnim pripadé, kdy posteriorni i kandidatska hustota jsou obé normalni
byl vypocitan optimalni akceptacéni podil 0.45 pro pfipad jednodimenzionalni-
ho problému a o néco mensi hodnota pro vicedimenzionalni problém. Pokud se
pocet dimenzi blizi nekoneénu, optimélni akceptacéni podil se priblizuje hodnoté
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0.23. Jinym hrubym a casto zminovanym pravidlem je akceptacni pomeér na
hodnoté 0.5. Obecné, pokud si zvolime ¥, které zajisti, ze akcepta¢ni podil bude
v tomto rozmezi, je nepravdépodobné, ze bychom se touto volbou dopoustéli
zévazné chyby. Vzdy je vsak nutné verifikovat konvergenci algoritmu.

Tvrzeni, ze by ¥ mélo byt vybrano tak, aby akceptac¢ni podil spadal do on-
tervalu od 0.2 do 0.5 je dostatecnd informace pro jeji vybér v pripadé, kdy 6 a
tedy i X je skalar. V tomto pripadé lze experimentovat s riznymi hodnotami
>} a opakovat Random Walk Chain M-H algoritmus dokud nebudeme dostavat
rozumné akceptacni podily. V pfipadé, kdy € je p-dimenzionélni je tento pfistup
ponékud obtizngjsi, nebot ¥ bude mit w prvki. V tomto pripadé je vhodné
nastavit % = c€2, kde c je skalara €2 je odhad posteriorni kovarianéni matice vek-
toru 6. Pak lze experimentovat s riznymi hodnotami ¢, abychom ziskali rozumné
akceptacni podily. Tento p¥istup vyzaduje najit Q a odhadnout var(8|y). To lze
ucinit dvéma zpiisoby. Z pohledu vyzkumnika je nejjednodussi zacit se X = cI,
a zkouSet najit hodnoty ¢, které nebudou implikovat nepuzitelné hodnoty ak-
ceptacnich pravdépodobnosti (to je pfipad, kdy kandidéti jsou akceptovani s
pravdépodobnosti 0.000001 nebo 0.99999, pokud bychom samoziejmé neméli
k dispozici vykonné pocitace, které by byly schopny generovat biliony vzorki).
Tuto hodnotu ¢ je pak mozné pouzit pro velmi hruby odhad 2. Pak je moZné na-
akceptacni pravdépodobnosti. Vysledky po tento pfipad je pak zase mozné vyu-
Zit pro ziskani lepsi matice €2, kterou dale vyuzijeme pronalezeni lepSich hodnot
pro X atd. Tento postup lze opakovat az do nalezeni vhodné matice 3. Jedné se
o jednoduchy postup z toho hlediska, ze pokud si vytvorime zdkladni program
pro Random Walk Metropolis-Hastings algoritmus, neni uz nutné zadné dalsi
programovani. Ovsem jsou zde urcité naroky na vypocetni dobu.

Alternativné Ize Q nastavit na hodnotu var(a ML), teda jako odhad variance
odhadu metodou maximalni vérohodnosti. Tento odhad je vSak nutno zjistit,
coz vyzaduje dalsi programovani.

5.5.3 Metropolis-within-Gibbs

Metropolis-Hastings algoritmus poskytuje posteriorni simulator pro p(f|y). V
predchozi kapitole jsme zavedli Gibbstuv vzorkovag, ktery pro pfipad dvou blokii,
kde 6 = (9;1), 9;2))’, vyzadoval sekvenéni vybéry z p(6(1)|y, 0(2)) a p(0(2)|y, 0(1))-
Pro NLRM s nezévislou normélni-gama apriorni hustotou bylo snadné Gibbsiv
vzorkovaé implementovat, protoze p(Sly,h) odpovidalo normalnimu rozdéleni
a p(hly, 8) odpovidalo rozdéleni gama. V nelinedrnim regresnim modelu, nein-
formativni apriorni hustota nebo nezavisla gama apriorni hustota pro h bude
implikovat, ze p(h|y,v) odpovidd gama rozdéleni. Naopak p(v|y,h) bude pro-
porcionélni k (5.5) a tedy nebude mit podobu obvyklé hustoty, ze které by
bylo mozno generovat ndhodné vybéry. Zda se tedy, ze zde neni mozno vyuzit
Gibbstv vzorkova¢ zahrnujici p(hly,v) a p(v|y, h). Lze vSak ukézat, Ze pokud
vyuzijeme Metropolis-Hastings algoritmus pro p(v|y, h), vysledné nasimulované
vzorky 7*) a h(®) pro s = 1, ..., S jsou platnjmi posteriornimi vybéry. Formalné
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feceno, vyuziti Metropolis-Hastings algoritmu pro jednu ¢i obé podminéné po-
steriorni hustoty vyuzité v Gibbsové vzorkovaci, p(61)|y, 0(2)) a p(0(2)|y, (1)), je
zcela akceptovatelné a uziteéné. Toto je mozné vyuzit i kdyz Gibbstuv vzorkovaé
zahrnuje vice nez dva bloky. Tento Metropolis-within-Gibbs algoritmus je ob-
vyklou technikou, nebot fada modeltt mé jednak posteriorni hustoty, ze kterych
je snadné generovat nahodné vzorky, ovSem jedna ¢i dvé podminéné hustoty
standardni formu nemaji, a pravé pro né je mozné vyuzit M-H algoritmus.

5.6 Meéritko kvality modelu: Posteriorni predi-
kéni p-hodnota

Typickou bayesidnskou metodou pro porovnani modelu je posteriorni podil
Sanci, coz je relativni pravdépodobnost dvou plné specifikovanych modeld. Mo-
hou vsak nastat situace, kdy je zadouci provérit kvalitu modelu v jakémsi abso-
lutnim slova smyslu a nikoliv tedy relativné vzhledem k alternativnimu modelu.
Rovnéz v fadé pripadd muze byt zddouci vyuzit nepravy, neinformativni prior,
kdy ovsem posteriorni podil Sanci nemusi byt spocitatelny respektive muze byt
nesmyslny, pokud je tato apriorni hustota pouzita pro parametry, které nejsou
spolecné obéma modeltim. V téchto situacich je rozumnou alternativou posteri-
ornimu podilju Sanci posteriorni predikéni p-hodnota.

V dalsim vykladu budeme rozlisovat mezi aktudlné pozorovanymi daty y a
pozorovatelnymi daty y°, které by mohly byt generovany modelem (tj. y° je
ndhodny vektor rozméru N x 1 s funkei hustoty pravdépodobnosti p(y°|6), coz
je vérohodnostni funkce bez zahrnuti y). Necht g(-) je funkce, kterd nés za-
jima. Potom p(g(y°)|y) je souhrnem veskeré informace, kterou ndm déva model
0 ¢g(y°) po shlédnuti dat. Jinymi slovy nadm ukazuje, jaky druh dat mize nas
model generovat. Pro pozorovana data mizeme pfimo spocitat ¢g(y). Pokud g(y)
je z odlehlého konce p(g(y°)|y), potom model nemiize dobfe vysvétlovat g(y),
tedy g(y) neni tim typem charakteristiky dat, které lze pfijatelné generovat
modelem. Formalné jsme schopni ziskat pravdépodobnosti okrajovych oblasti
zpusobem podobnym p-hodnoté z klasické statistiky. Presnéji feceno, posteri-
orni predikéni p-hodnota je pravdépodobnost modelu generovat datovou sadu,
ktera bude mit extrémnéjsi vlastnosti nez ta, kterou skuteéné pozorujeme (ana-
logicky s p-hodnotou klasické statistiky ¢i ekonometrie je mozné prezentovat
bud jednostrannou nebo oboustrannou p-hodnotu).

Hustotu pravdépodobnosti p(g(y°)|y) je mozno spoéitat pouzitim simulac-
nich metod obdobnych pro predikéni analyzu. Lze tedy psat:

p(g(y”)ly) = / p(9(u™)16.)p(6ly)do = / o) OpOly)ds  (5.13)

posledni rovnice vyplyva ze skutecnosti, ze diky podminénosti vektorem para-
metri 0, aktualni data neprinaseji zadnou dodate¢nou informaci o y°. Posteri-
orni simuldtor poskytuje vybéry z p(f|y) a jsme tak schopni simulovat vybéry
z p(g(y°)|f) pro dany posteriorni vybér parametrt 6.

Posteriorni predikéni p-hodnotu 1ze vyuzit dvéma zptisoby:
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1. Jako méritko souladu modelu s daty, tedy jakd je pravdépodobnost, ze
data byly generovana dle tohoto modelu.

2. Pro porovna raznych modelt, tedy jestlize jeden model poskytuje poste-
riorni predikéni p-hodnoty vyrazné nizsi nez druhy model, potom je to
dikaz v neprospéch tohoto druhého modelu. Pro porovnani modelt se
vSak (je-li to mozné) vyuziva posteriorni podil Sanci.

Pristupy vyuzivajici posteriorni predikéni p-hodnoty vyzaduji vybér funkce,
kterd nas zajima, g(-). Pfesny vybér g(-) bude zaviset na empirické aplikaci.
Pokud se vratime k nelinedrnimu regresnimu modelu z této kapitoly, potom
mame

yi = f(Xi7) +e

pro¢ = 1,...,N. Vzhledem k pfedpokladim kladenym na nédhodnou slozku
plati:
p(yo|’}/7h) :fN(yO|f(Xa’y)vh_1IN) (514)

kde f(X,v) je N-rozmérny vektor definovany v (5.2). Poznamenejme, %e pro
dany vektor parametri je simulace hodnot 3° vcelku snadné, nebot postacuje
generovat ndhodné vybéry z vicerozmérného norméalniho rozdéleni. Tato jedno-
duchost je obvykla pro fadu modeltl, coz usnadnuje vypocet posteriorni predi-
kéni p-hodnoty.

Pro nelinearni regresni model s neinformativni apriorni hustotou uvedenou
v (5.4) je moZno predchozi vyraz dale zjednodusit, nebof h lze vyintegrovat.
Pfesnéji feceno, odvozenim obdobnym pfechodu z (5.5) do (5.6) lze ukazat, ze

p(yoh/) = ft(yo|f(X7'7)’§21N’N> (5'15)
kde
2 [y—f(Xm)]];[[y—f(Xm)] (5.16)

Vybéry y° lze tak ziskat vyuzitim vicerozmérného t-rozdéleni (podminéného
vektorem 7). Tyto vybéry lze interpretovat jako reprezentatnty typt dat, které
je schopen generovat nas model. Pristup vyuzivajici posteriorni predikéni p-
hodnotu vyuzivd myslenky, ze pokud je model rozumné formulovéan, méla by
skutecné pozorovana data spadat do kategorie dat, kterd dokaze nas model
bézné generovat. Nalezeni pfisluného percentilu, ktery vytvari g(y) v rdmci
hustoty p(g(y°)|y) je zalezitost vyuziti formélni metriky.

Pro konkrétnéjsi predstavu si nastinime moZnosti pro volbu g(-). Kvalita
modelu se ¢asto posuzuje skrze tzv. analyzu rezidui. V rdmci klasické ekonome-
trie se pocitaji odhady €;, které se nazyvaji rezidua. Poté lze zkoumat vlastnosti
téchto rezidui pro ovéfeni toho, jestli pfedpoklady kladené na model a techniky
pro odhad jeho parametrt jsou splnény. V bayesovském kontextu jsou chyby ¢;
proi=1,..., N dany jako

Ei:yi_f(Xa,Y)
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O téchto chybovych ¢lenech jsme vyslovili fadu predpokladt, Predpokladali
jsme, Ze maji normélni rozdélelni, a to i.i.d. N(0,h~!). Mnohdy je mozné, Ze
tyto predpoklady nemusi byt v souladu s pozorovanim, a tudiz je zadouci otes-
tovat je. Tento predpoklad v sobé zahrnuje skutecnost, ze chybové c¢leny jsou
vzajemné nezavislé, maji stejny rozptyl apod. My se zatim zaméiime pouze na
predpoklad jejich normality. Typickou vlastnosti norméalniho rozdéleni je, ze ma
nulovou sikmost a specifickou $picatost. Sikmost a $picatost je méfena pomoci
tfetich a ¢tvrtych momentti. Pro standardizované normalni rozdéleni je tieti
moment nulovy a ¢tvrty moment ma hodnotu tii. Pfedpoklad normality tedy
implikuje, ze nasledujici obvykle uzivané miry sikmosti a pfevisu Spicatosti by
meély byt obé nulové:

NS 3
Skew = Lﬂz (5.17)
[Zil 612} ’
NN
Kurt = Y216 g (5.18)

[Zf\; 612}2

Tyto miry Sikmosti a Spicatosti nelze vypodéitat pfimym zptisobem, nebot ¢;
je nepozorovatelné. Klasicka ekonometrie nahradi ¢; pfislusSnymi OLS rezidui a
provede test Sikmosti a Spicatosti.

Bayesianska analogie klasického pristupu vyzaduje vypocet ocekavané hod-
noty (5.17) nebo (5.18) a ovéfeni, zda-li je tato hodnota pfijatelnd. Formalné
tedy,

VNS [y — S (X))
[l — £ P2

je néco, co dokazeme spocitat, pokud mame posteriorni simulator. Skew je
tedy funkce parametri modelu a dat. Jeji posteriorni stiedni hodnota tak muize
byt spocitana jako jakékoliv posteriorni stfedni hodnota funkce, ktera by nas
zajimala. Rovnéz E[Kurt|y] miZzeme spocitat analogickym zptisobem. Pokud
plati pfedpoklad normality, E[Skew|y] a E[Kurt|y] by mély byt shruba nulové.
Nyni se vratme zpét k tématu posteriorni predikéni p-hodnoty. E[Skew|y] a
E[Kurt|y] jsou funkce pozorovanych dat a lze je spo¢itat vyuzitim posteriorniho
simuldtoru. Pro jakdkoliv pozorovatelnd data y°, E[Skew|y] a E[Kurt|y] lze
spocitat stejnym zpusobem. Pokud tyto dvé posledné zminované funkce spoci-
tame pro celou fadu pozorovatelnych datovych vzorkt, mizeme ziskat rozdéleni
hodnot Sikmosti a pfevisu Spic¢atosti, které je schopen model generovat. Pokud
E[Skew|y] nebo E[Kurt|y] lezi hluboko na koncich rozdéleni E[Skew|y°] respek-
tive E[Kurt|y°] jedna se o ditkaz svédéici proti pfedpokladu normality. Je tfeba
zdiraznit, ze E[Skew|y] a E[Kurt|y] jsou prosta ¢isla, oproti tomu E[Skew|y°]
respektive E[Kurt|y°] jsou obé ndhodné veli¢iny s rozdélenim pravdépodob-
nosti pocitanym dle (5.13). V kontextu naseho ptedchoziho znaceni nastavime
9(y) = E[Skewly] nebo E[Kurtly] a g(y°) = E[Skew|y°] nebo E[Kurt|y°].

E[Skew|y] = F
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V praxi vyzaduje programovy kéd pro vypocet posteriorni predikéni p-
hodnoty pro nelinedrni regresni model vyuzivajici neinformativni apriorni hus-
totu nize uvedené kroky. Pripad vypoCtu previsu Spicatosti nebo jiné funkce,
ktera by nas mohla zajimat, je naprosto podobny. Tyto kroky predpokladaji, ze
mame odvozeny posteriorni simuldtor (napf. M-H algoritmus).

o Krok 0: Vezmeme vybér v(*) vyuzitim posteriorniho simulatoru.

e Krok 1: Vygenerujeme reprezentativni datovou sadu 3° z p(y°|y®)) uzitim
(5.15).

e Krok 2: Definujeme 61(-8) =y — f(Xs,7®)) proi =1,..., N a vyhodnotime
(5.17) v tomto bodé, abychom ziskali Skew(®).

e Krok 3: Definujeme ef(s) = yf(s) — f(Xi,7®) proi =1,...,N a vyhod-
notime (5.17) v tomto bodé, abychom ziskali Skew°(®).

e Krok 4: Opakujeme Krok 1, 2, 3 a 4 celkem S krat.

e Krok 5: Spo¢itame pramér S vybéra Skew™, ..., Skew'®) pro odhad
E[Skewly].
e Krok 6: Spocitame podil S vzorka Skew°®) ..., Skew°®), které jsou me-

nsl nez odhad E[Skewly]. Pokud je toto ¢islo mensi nez 0.5, potom je
to odhad posteriorni predikéni p-hodnoty. V opacném pripadé je timto
odhadem jedna minus toto ¢islo.

Neexistuje néjaké pevné pravidlo, které nam fFekne kolik presné by tato hod-
nota méla byt, aby svédéila v neprospéch naseho modelu. Uziteénym hrubym
pravidlem je vzit posteriorni predikéni p-hodnotu mensi nez 0.05 (nebo 0.01)
jako dtkaz svédcici proti modelu. Pokud tedy napf. posteriorni predikéni p-
hodnota pro sikmost je rovna 0.05, potom mizeme fict, Ze model generuje
méfitka Sikmosti vyssi nez tu, kterou skutecéné pozorujeme, pouze v péti pro-
centech pripadi. Je tedy nepravdépodobné, Zze by model generoval pozorovana
data.

5.7 Metoda Gelfanda-Deye

V ramci porovnani modelu je v pripadé nelinearni specifikace ¢asto zadouci po-
rovnévat rizné funkéni tvary f(-). Ve vétsiné piipadi se bude jednat o porovnéani
nevnoienych modelt. Alternativné je moZno porovnavat linedrni a nelinearni
specifikaci. Naptiklad pro CES produkéni funkci zavedenou v iivodu této kapi-
toly se model stava linearnim pro 511 = 1 a linedrni model je tak vnofenym
modelem modelu nelinearniho, tedy M1 : y,4+1 = 1 a My : v neomezeno. Pii po-
rovnavani vnofenych odeld tohoto typu je obvyklym nastrojem Savage-Dickey
density ratio. Pro nelinedrni regresni model, jestlize apriorni hustota pro v ma
jednoduchou podobu, lze Savage-Dickeyeho pomér snadno spoéitat (tzn. pokud
posteriorni hustota pro 7, kterd musi byt vyhodnocena v bodé 7x41, mize mit
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podobu, se kterou Ize jednoduse pracovat'?). Naptiklad, pokud apriorni hustota
ma podobu

p(v)
p(v,h) < o

potom posteriorn{ hustota pro v bude mit podobu danou v (5.6) ndsobenou p(7).
Pokud je vsak apriorni hustota komplikovanéjsi, miize byt nemozné vyhodnotit
Savage-Dickey denstiy ratio.

Pro porovnani nevnofenych modeld, ¢i vnofenych modelt, kde nelze snad-
no vyuzit Savage-Dickey density ratio, je tfeba obecnéjsi metody vyhodnoceni
posteriorniho podilu Sanci. Nejen v téchto pfipadech 1ze vyuzit metodu Gelfanda
a Deye [12].

Metoda Gelfanda a Deye je zalozena na skutecnosti, ze inverzi marginalni
vérohodnosti pro model M;, ktery zavisi na vektoru parametri 6, lze zapsat
jako E[g(0)|y, M;] pro specifickou volbu g(-). Pravé posteriorni simuldtory jako
napi. M-H algoritmus jsou vytvoreny pravé pro odhad takovychto charakteristik.
Nésledujici teorém ukazuje nutnou volbu pro g(-).

Teorém 5.1 (Metoda Gelfanda a Deye). Necht p(0|M;) oznaduje apriorns hus-
totu, p(y|0, M;) vérohodnostni funkci a p(0ly, M;) posteriorni hustotu pro model
M; definovany v oblasti ©. Pokud f(0) je funkce hustoty pravdépodobnosti de-
finovand na oblasti obsahujici ©, potom

f(0) 11
[P(9|Mz‘)p(y|9,Mi) y’Ml} = P (5.19)
Diikaz
f(9) 1 7(0) |
_ / £(0) p(6M)p(y|0, M)
(9|M (ylo, M;) p(y|M;)

yIM /f

p(y|Mi)

Tento teorém se zda byt na prvni pohled velmi silny v tom smyslu, ze pro
jakoukoliv p.d.f f(#) muZeme nastavit:

f9)
9(0) = 5.20
) = L0031 (>20)
a vyuzit vysledky posteriorniho simuldtoru k odhadu E[g(0)|y, M;]. Pro aspé-

$né pouziti této metody je potieba obezietné volby f(6). Napiiklad Geweke [16]

12 Je tieba poznamenat, Ze existuji algoritmy, které pii danych vystupech posteriorniho si-
mulatoru v(*) pro s = 1,...,S dokazi aproximovat p(v|y). Tuto aproximaci lze vyuzit pfi
vypoctu citatele Savage-Dickeyeho poméru. Tyto algoritmy spadaji do oblasti neparametric-
kych odhada hustoty a vyzaduji specifické znalosti presahujici zaméreni tohoto textu.
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£(0)
p(01M:i)p(yl0,M;)
konecénych hodnot pro jakoukoliv volbu 6.
Geweke [16] doporucuje nasledujici strategii pro volbu f(6), kterd se v praxi
ukdzala jako velmi u¢innéd. Tato strategie v sobé zahrnuje definovani f(0) ja-
kozto funkce normélni hustoty pravdépodobnosti s ohrani¢enymi okraji. Duvod

. L S e . £(0) . . .
je ten, Ze je obtizné ovérit, zda-li SO Py [0.3T) € konec¢né na okrajich hustoty

poukazuje na to, ze musi byt shora omezena, tedy musi nabyvat

normaélniho rozdéleni. Odfiznutim téchto konct je f() pro tyto potencialné pro-
blematické oblasti nulova. Formalné feéeno, nechf 8 a 3 jsou odhady E (Oly, M;)
avar(0|y, M;) ziskané z posteriorni simulace. Déle necht pro ur¢itou oblast prav-
dépodobnosti p € (0,1) oznacuje © oblast defini¢niho oboru funkce f(6), ktera
je definovéana jako:

O={0:(0-0yS0-0) <3 ,(k)} (5.21)

kde x7_,(k) je (1 — p) procentni kvantil rozdéleni chi-kvadrat s k stupni vol-
nosti, pficemz k je pocet prvkia vektoru 6. Geweke potom doporucuje volbu
f(0) jakozto funkei vicerozmérné normélni hustoty pravdépodobnosti omezené
do oblasti ©:

~ o~

0 —0)S"1H—0)|1(6 € ©) (5.22)

10 = s e |-

kde 1() je indika¢ni funkce. Oc¢ekava se, ze nejlepsich vysledkii dosahujem pfi
volbé nizkych hodnot p (napf. p = 0.01), nebof potom pii odhadu margi-
nalni vérohodnosti zahrnujeme mnohem vice vzorki. Jak ovSem dale zdiraznuje
Geweke, dodatecny naklad zkouseni rznych hodnot p je velmi maly. Standar-
nim zpisobem jsme schopni spocitat i numerickou standardni chybu, kterou
lze vyuzit pti vyhodnoceni pfesnosti odhadu marginalni vérohodnosti metodou
Gelfanda-Deye. Implementace této metody je obsaZena napt. v baliku BACC.

Je tfeba zduraznit, Ze obecnd metoda Gelfanda-Deye pro vypocéet marginalni
vérohodnosti funguje pro jakykoliv model. V praxi jsou redlnymi pozadavky
pouze to, aby byl k dispozici posteriorni simuldtor a aby byly zndmy p(0|M;)
a p(y|0, M;). Pravé druhy z pozadavkl neni az tak trividlni, nebot v nékterych
pfipadech zndme pouze jadrové hustoty apriorni hustoty a(nebo) vérohodnsotni
funkce, a tedy ne plnou p.d.f. V téchto pfipadech metodu Gelfanda-Deye nelze
pouzit. Gewekova implementace této metody funguje pouze v piipadé, kdy de-
finiéni obor posteriorni hustoty obsahuje oblast definovanou v (5.21), tj. © € ©.
Pokud tomu tak neni, nabizi Geweke [16] ndvrhy postupu, jak tuto implemen-
taci mirné pozmeénit. Gewektv pristup je tedy o néco méné obecny, nicméné je
presto uplatnitelny pro Sirokou skalu modeld.

5.8 Predikce

Predikéni analyza probihéd analogickym zptisobem nastinénym v pfedchozi ka-
pitole. Vybéry z p(v|y), které ndm poskytuje M-H algoritmus, vyuZijeme pro
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tvorbu vzorkii z podminéné predikéni hustoty p(y*|y, (). Jejich primérova-
nim pak ziskdme odhad jakékoliv charakteristiky predikéni hustoty, kterd nés
muze zajimat. Pokud napiiklad vyuzijeme neinformativni apriorni hustotu da-
nou v (5.4) a s vyuzitim techniky analogické pro odvozeni (3.40) lze ovéfit,
ze

Py ly. ) = fely* | f(X7,7), 51, N)

kde 52 je definovana v (5.16). Vybéry z y* podminéné vektorem - lze tedy ziskat
velmi snadno.

5.9 Empiricka ilustrace

K ilustraci bayesidnské analyzy nelinearniho regresniho modelu vyuzijeme pii-
klad z mikroekonomie. Vyuzijeme data z N = 123 spolecnosti tykajici se jejich
vystupu, ¥, a vstupt v podobé prace, x1, a kapitalu, xs. Data jsou obsahem tex-
tového souboru ch5data. out. Abychom nemuseli Fesit problém jednotek jednot-
livych veli¢in, jsou vSechny proménné standardizované, tedy jejch smérodatna
odchylka je jedna. Pozorovani kazdé proménné tedy byla vydélena svou sméro-
datnou odchylkou. Standardizace se nékdy déla proto, Ze vysledna interpretace
koeficientti probiha v intencich pravé smérodatnych odchylek proménnych. Napf.
v linedrnim regresnim modelu lze parametr ; interpretovat tak, ze nam fiké:
»Pokud se vysvétlujici j-t4 proménnd zvysi o jednu smérodatnou odchylku, vy-
svétlovand proménna ma tendenci zvysit se o 3; smérodatnych odchylek.“
Budeme pracovat s CES funkci v podobé (viz (5.1)):

1
yi =+ (erl +y55) 7 + e

Volba aditivné pfidané troviové konstanty ma jediny tcel, a to ten, ze omezeni
~v4 = 1 povede k linedrnimu regresnimu modelu.

Zacneme porovnanim vysledki posteriorni analyzy tohoto modelu, a to na
zékladé pouziti Independence Chain a Random Walk Chain Metropolis-Hastings
algoritmt. Kompletni analyza je obsahem soubor priklad_CES.m. V tomto
piipadé vyuzijeme neinformativni apriorni hustotu danou vyrazem (5.4). Za-
méfime se zatim jen na marginalni posteriorni hustotu pro vektor parametri
v = (71,---,74)", danou vyrazem (5.6). Ke konstrukeci kandidity generujicich
hustot pro tyto dva algoritmy, vyuzijeme optimaliza¢ni techniku k nalezeni 4y, .y,
tedy modu marginalni posteriorni hustoty, p(y|y). K dispozici je moznost vyuziti
optimaliza¢niho algoritmu z ekonometrického toolbox LeSageho [22] nebo funkci
pro neomezenou optimalizaci (minimalizaci) fminunc.m, kterd je sou¢asti Opti-
malisation toolboru Matlabu. Obé funkce poskytujiﬂ_eiién, ktery vyuzijeme ke
konstrukei kovarianéni matice odhadu parametrl, var(max) (viz ¢ést 5.5.1). Op-
timalizaci miiZzeme obejit i zptisobem postupného vylepsovani stfedni hodnoty a
kovarianéni matice, kdy vyjdeme napt. z pocatecniho vektoru jednicek a jednot-
kové kovarian¢ni matice a provedeme M-H algoritmus pro zkraceny pocet iteraci
s neextrémnimi primérnymi akceptaénimi pravdépodobnostmi (viz ¢ast 5.5.2).
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Funkce CES_post je ndmi vytvofena funkce odpovidajici jadrové marginalni po-
steriorni hustoté. Jedna se o zaporny logaritmus jadra marginalni posteriorni
hustoty (algoritmus tak hledd minimum logaritmu této funkce, coz odpovid4 i
nalezeni maxima ptivodni nelogaritmované funkce).

Tabulka 5.1 ukazuje vysledky na zakladé implementace obou algoritmi.
Prislusny skript matlabovského souboru odpovidéa krokiim popsanym v ¢asti 5.5.
Algoritmy se lisi jen ve svych kandidatskych hustotach, a tedy ve vyrazech pro
akceptacéni pravdépodobnost (viz (5.9) a (5.11)). Akceptacéni pravdépodobnosti
jsou zapsany s ohledem na to, ze pracujeme se zapornym logaritmem prislusné
posteriorni hustoty a logaritmem kandidatské hustoty. Independence Cﬁai\n algo-
ritmus generuje kandidéaty z vicerozmérného t-rozdéleni, fi(v|Ymax, var(Ymax), D)
a Random Walk algmu bere kandidaty z vicerozmérného normalniho roz-
déleni, fx(v|7*7, var(Fmax)). S kandiddtskymi hustotami lze experimentovat
pouzitim riznych kovarianén@\ma‘cici v obou kandidatskych hustotach. Jak
jiz bylo naznacéeno, matici var(Ymax) jsme mohli aproximovat kovarianéni ma-
tici var(yly) ziskanou na zakladé vychoziho béhu kazdého z algoritmii. Déle si
muzeme vyhrat s pouzitim c - anﬁl\nax) a experimentovanim s rtznymi vol-
bami skalaru ¢ pro vylepSeni vykonnosti algoritmt. Pro Independence Chain
Metropolis-Hastings algoritmus si mtizeme zkusit ménit i parametr vyjadiujici
pocet stupiiii volnosti v kanditaty generujici hustoté. V pripadé obou algoritmil
jsme zvolili pocet generovanych vzorku S = 25000 a pocet vyhozenych vzorka
So = 5000.

Tabulka 5.1: Posteriorni vysledky na zakladé dvou M-H algoritmt

Independence Chain Random Walk Chain

Stf. hodnota Rozptyl Stf. hodnota  Rozptyl
04l 1.022 0.003 1.019 0.003
Y2 0.706 0.011 0.710 0.012
3 1.004 0.024 0.983 0.023
Y4 1.393 0.081 1.336 0.058

Akceptacni pomér u Independence Chain algoritmu byl 45 % u Random
Walk algoritmu pak 21 %. V obou pfipadech jsou vysledné odhady velmi po-
dobné. S ohledem na posteriorni smérodatnou odchylku (odmocnina z prezen-
tovaného rozptylu) jsou odhadnuté posteriorni stfedni hodnoty skoro stejné.
Odhadnuté posteriorni rozptyly jsou jiz trochu odlisné, nicméné ne moc drama-
kandidatské hustoty nebo zvysit pocet replikaci. Tyto algoritmy jsou vypocetné
naroc¢né, i kdyz v nasem pripadé ¢as vypoctu na ¢tyfjadrovém procesoru Intel
Core 2 Quad (Q9550), 8Gb RAM a 64bitovym opera¢nim systémem zabrala
doba vypodtu asi 40 sekund (celkové pro oba algoritmy). S rozvojem poéitaci
je samoziejmé mnohem snadnéjsi generovat vice a vice vzorki, pro velky pocet
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replikaci staci nechat bézet pocitac pfes noc ¢i pres vikend. To méa sviij vyznam
pro empirickou praxi. Pro dosazeni pozadované tirovné pfesnosti mame moznost
bud zlepSovat algoritmus posteriorni simulace, nebo pracovat s méné efektivnim
algoritmem na vice replikacich. Prace nad vytvorenim lep¢iho algoritmu zabira
hlavné Cas nas, prace s vice replikacemi zabere ¢as pocitace. Vétsina z nas si
asi vice vazi ¢asu svého nez pocitace a tak radéji prezentuje vysledky na za-
kladé ,dostatecné dobrého“ algoritmu, nez na zakladé algoritmu ,nejlepSiho
pro danou aplikaci.

Vysledky v tabulce 5.1 jsou ziskdny na zakladé nepravé, neinformativni apri-
orni hustoty. Z tohoto duvodu nelze vyuzit posteriorni podil Sanci pro porovnani
tohoto modelu s modely jinymi. Misto toho pouzijeme posteriorni predikéni p-
hodnotu, pro pohled na to, jak dobfe je model v souladu s daty. Cast 5.6 po-
pisuje, jak tyto p-hodnoty ziskat. V kazdém kroku tak generujeme uméla data
z (5.15) a spoéitdme méfitko Sikmosti a pfevisu Spicatosti, tedy (5.17) a (5.18).
Na tomto zékladé jsme shopni ziskat posteriorni predikéni hustotu pro tato dvé
meéfitka. Formélné poéitdme F[Skew|y°] a E[Kurt|y°], coz jsou ndhodné ve-
li¢iny, protoze y° je nahodna veli¢ina. Muzeme rovnéz spocitat méritko Sikmosti
a $picatosti pro nadmi pozorovana data, F[Skew|y] a E[Kurt|y], coZ jiz nejsou
ndhodné veli¢iny, protoze y neni ndhodné. Umisténi E[Skew|y] a E[Kurt|y]
v rdmci posteriornich predikénich hustot E[Skew|y®] a E[Kurt|y®] ndm dava
dostateény nahled na to, jako dobfe model popisuje data.

Obrazky 5.1 a 5.2 nam vykresluji aproximace vySe zminovanych predikc-
nich hustot. Jedna se o histogramy vybéri, které jsme v ¢asti 5.6 oznacovali
jako Skew°® ... Skew°®) a Kurt?®™ . .. Kurt°®®).V téchto obrazcich jsou
rovnéz oznaceny hodnoty E[Skew|y®] a E[Kurt|y°] jako ,,Pozorovan sikmost“
a ,Pozorovana sSpicatost®. Jinymi slovy, posteriorni predikéni hustota pro Sik-
most (nebo Spicatost) ndm ¥Fikd, jaké hodnoty Sikmosti (nebo Spicatosti) ma
na$ model tendenci generovat. Obrazek 5.1 ndm naznacuje, Ze nelinedrni re-
gresni model z tohoto piikladu v podstaté ve vSech pfipadech generuje data s
hodnotou Sikmosti v absolutni hodnoté mensi nez jedna. Kdyby nam skutecna
data ukézala hodnotu Sikmosti v abolutni hodnoté vétsi nez jedna, byl by to
ditkaz toho, ze model neni vhodny pro aplikaci na tato data. Ve skutec¢nosti je
E[Skewl|y] = 0.233, coz je v blizkosti stfedu vykreslené hustoty z obréazku 5.1.
Odpovidajici p-hodnota je 0.51. V rdmci naseho skritu se jedna o oboustrannou
p-hodnota). Toto ¢islo ndm Fika, ze 51 % uméle vygenerovanych dat bude vy-
kazovat v absolutni hodnoté vyssi hodnotu sikmosti nez aktualni data. Sikmost
pozorovanych dat je tak v souladu s tim, co by ndm mél generovat nas neline-
arni regresni model. Podobny zavér lze ucinit pro posteriorni predik¢éi hodnotu
previsu Spic¢atosti. Pozorovana data vraceji hodnotu E[Kurtly] = —0.326, coz
je konzistentni se Spi¢atosti data generovatelnych modelem. Posteriorni predi-
kéni p-hodnota 0.43, coz ndm ¥ik4, Ze 43 % uméle vytvorenych datovych vzorkt
bude mit extrémné&jsi hodnotu Spicatosti (v absolutni hodnoté). Mzeme tedy
ulinit zavér, ze nelinearni regresni model pouzity v tomto prikladé dobfe vy-
stihuje data, alespoii pokud jde o jejich Sikmost a $picatost. Samoziejmé lze
prezentovat i jednostranné varianty p-hodnoty.

Doposud jsme se zaméfili na empirickou analyzu vektoru parametri v a
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Obrazek 5.1: Posteriorni predikéni hustota Sikmosti.

nic jsme si nerekli o parametru h. Pokud by néas zajimala posteriorni analyza
parametru h, potfebovali bychom posteriorni simulator, ktery by ndm poskytl
vybéry h(*). Kromé toho, metoda Gelfanda-Deye pro vipocet marginalni véro-
hodnosti vyzaduje vybéry z tlného vektoru parametrti, 6 = (7', h)’. Z téchto
divodt (a pro ilustraci dalsiho algoritmu posteriorni simulace) si v kratkosti
odvodime Metropolis-within-Gibbs algoritmus (viz ¢éast 5.5.3), ktery bude ge-
nerovat vybéry z p(hly,v) a p(yly, h).

Porovnani modeld na zakladé posteriorniho podilu Sanci si budeme ilustrovat
na prikladu analyzy toho, jestli je pro nas priklad adekvatni linedrni regresni
model. Nas omezeny model bude M; : v4 = 1. Neomezeny model he M5 : 4 # 1.
K vypoctu posteriorniho podilu Sanci porovnavajiciho tyto modely potFebujeme
informativni apriorni hustotu. Pouzijeme normalni-gama apriorni hustotu pro
oba modely (viz kapitola 4, ¢4st 4.1). Pro model My je apriorni hustota pro ~
nezavisla na apriorni hustoté pro h a ma podobu

B N(l’ Z)
Apriorni hustota pro h odpovida hustoté
h~G(s?,v).

Zvolime v = (1,1,1,1), V. = 0.25I4, v = 12 a 572 = 10.0. Vzhledem k pravdé-
podobnym rozmérlm mezniho produktu prace a kapitalu a diky zpiisobu stan-
dardizace dat jsou tyto volby vcelku rozumné, i kdyz relativné neinformativni.
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Obréazek 5.2: Posteriorni predikéni hustota Spicatosti.

Pro model M; pouzijeme tutéz apriorni hustotu s tim, ze v bude mit jen
tii prvky, tudiz v bude bez svého posledniho fadku a podobné V. bude bez
posledniho fadku a sloupce.

Pro linearni regresni model vyuzijeme veskeré postupy z kapitoly 4, ¢asti 4.1,
vcetné Gibbsova vzorkovace pro posteriorni simulaci. Pro nelinearni regresni mo-
del s touto apriorni hustotou si odvodime Metropolis-within-Gibbs algoritmus.
Ke konstrukei tohoto algoritmu si musime odvodit podminéné hustoty p(hly, )
a p(7v|y, k). Vyuzitim stejného postupu jako pro odvozeni (4.8) az (4.11) zjistime,
ze

hly,y ~ G(5%,7), (5.23)
kde
V=N +v,
2= ly — (X' ly — fF(X,7)] + vs®
= .

S vyuzitim (5.5) a s védomim toho, Ze p(y|y, h) x p(7, hly), mizeme vidét,
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ol ) xexp |~ {y = FXY = JX Y

exp {—;(v -V y - 7)] : (5.24)

Tato podminéna posteriorni hustota nema podobu znamého rozdéleni, ze kte-
rého bychom mohli snadno generovat nadhodné vybéry. Nicméné, miizeme pouzit
Metropolis-Hastings algoritmus pro p(v|y, h), ktery v kombinaci s vybéry z gama
rozdéleni z (5.23) dava Metropolis-within-Gibbs algoritmus. V nasem piikladé
pouzijeme pro vybéry z (5.24) Random Walk Chain Metropolis-Hastings algo-
ritmus. Tento algoritmus je stejny jako v ivodni ¢asti tohoto prikladu, jen s tim
rozdilem, Ze akcepta¢ni pravdépodobnost je pocitdna s vyuzitim (5.24).

Vypocet marginalni vérohodnosti metodou Gelfanda a Deye je vcelku jasny,
pokud mame vystup z takovych posteriornich simulatora jako jsme vyuzili pro
modely M7 a Ms. V ¢asti 5.7 1ze nalézt potfebné detaily. Samotny vypocet je
obsahem souboru priklad_GelfandDey.m. Po tom, co ziskdme vybéry poste-
riornich simulétort, musime vyhodnotit pro tyto vybéry vérohodnostni funkci
(funkce CES_like.m a CES_like_lin.m) a apriorni hustotu (CES_like_lin.m),
viz (5.20). ProtoZe je pro oba modely apriorni hustota v podobé nezavislé
normalni-gama hustoty, vyhodnoceni apriorni hustoty je jasné. Pro model M; je
vérohodnostni funcke déna vyrazem (3.3) a pro M je ddn v (5.3). Z Matlabov-
skych funkci 1ze vidét, ze napsaani prislusnych kéd neni nijak obtizné. Stejné
tak 1ze snadno naprogramovat funkci oznacenou jako f(6) (viz (5.20)), zahrnujici
jen (5.21) a (5.22). Jakmile vyhodnotime apriorni hustotu, vérohodnostni funkci
a f(-) v kazdém posteriornim vybéru, mizeme spocitat g(-) (5.20) a zprimeéro-
vat ziskané vysledky, ¢imz ziskdme odhad marginlni vérohodnosti (resp. jeji
inverzi).

Oba posteriorni simulatory (jak Gibbstv vzorkovaé pro linearni model, tak i
Metropolis-within-Gibbs algoritmus pro nelinedrni model) generovaly S = 25000
vzorkd, z ¢ehoz jsme Sy = 5000 vzorku vyhodili. Marginalni vérohodnost byla
spoéitana pro p = 0.01 (viz (5.21)). Pro jiné hodnoty ale vysledek nebude ptilis
odlisny. Vysledny odhad Bayesova faktoru je 1.09. Linearni model tak je tak
stejné pravdépodobny jako model nelinearni. S ohledem na vysledky odhadu
Y4 a prislusny rozptyl to neni prekvapujici vysledek. Pro vérohodnost vsech
predchozich vysledkl je tfeba ovérit konvergenci algoritmi pomoci MCMC di-
agnostik.

5.10 Shrnuti

V této kapitole jsme se zabyvali bayesidnskou analyzou nelinearniho regresniho
modeli. Aspekt nelinearity znamené, Ze nemame k dipozici analytické vysledky,
a to 1 pro ptipad jednoduchych neinformativnich apriornich hustot. Obecné neni
mozné vyvinout Gibbstv vzorkova¢ pro posteriorni simulaci. Tyto vlastnosti
nas motivovaly pro zavedeni nevé tfidy velmi obecnych algoritmid posteriorni
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simulace, tfidu Metropolis-Hastings algoritmi. Dvé obvyklé varianty jsou In-
dependence Chain a Random Walk Chain Metropolis-Hastings algoritmy a obé
jsme si detailné popsali. Prvni z nich pracuje velmi dobfe v ptipadé, kdy existuje
dobra aproximace posteriorni hustoty. Druhy algoritmus lze pouzit v pfipadé,
kdy tato aproximace neexistuje resp. ji nelze nalézt. Nelinearni regresni model
jsme vyuzili k zavedeni nové metody hodnoceni modelu nebo modelt Jedna se o
prediktivni p-hodnotu, coz je obecny néstroj pro vyjadieni kvality modelu z hle-
diska jeho souladu s daty. Obecny nastroj pro vypocet marginalni vérohodnosti
je metoda Gelfanda a Deye, ktery byl rovnéz detailné vysvétlena.

Na tomto misté jsme si fakticky predstavili veskeré zakladni nastroje a kon-
cepty vyuzivané v nasledujicich kapitolach. Pokud jde o posteriorni simulatory,
tak jsme se seznamili s Monte Carlo integraci, importance sampling, Gibbso-
vym vzorkovacem a Metropolis-Hastings algoritmem. V ramci porovnani mo-
delu jsme pokryli metodu Gelfanda a Deye pro vypocet marginalni vérohodnosti,
stejné jako snadnéjsi, ale méné obecnou metodu Savage-Dickeyeho pomeéru hus-
tot. Rovnéz byl popsan pfistup vyuzivajici predikéni p-hodnotu. Tento pfistup
1ze nejlépe popsat jako zptisob souladu modelu s daty, nicméné jej lze vyuzit i
k porovnani modeli.

Zbytek kapitol se zabyva problematikou implementace doposud probranych
obecnych nastroji a konceptt na konkrétni typy modeli. Je dobré pozname-
nat, ze k dispozici mame Sirokou paletu nastroji, kdy po nékteré modely je
mozno pouzit vicero z nich. V pripadé€ nelinedrniho modelu tak mizeme pouzit
jak importance sampling, tak i Metropolis-Hastings algoritmus. Pro porovnani
modeli miizeme pouzit posteriorni podil Sanci nebo posteriorni predikéni p-
hodnotu. Pouziti konkrétniho nastroje tak muze byt spiSe otézkou preferenci
nebo zvyku. Konkrétné zvoleny pfistup ¢i nastroj v dalsich kapitolach tak nelze
automaticky brat jako jediny mozny nebo dokonce ten nejlepsi.
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Kapitola 6

Linearni regresni model s
obecnou kovarianc¢ni matici

chyb

6.1 Uvod
V této kapitole se vratime k norméalnimu linedrnimu regresnimu modelu
y=Xp+e (6.1)

V predchozich kapitolach jsme piedpokladali, Ze € je z N(On, h~'Iy). Piedpo-
klad, Ze ndhodné slozka ma nulovou stfedni hodnotu, pokud by tomu tak snad
nebylo, je mozno tuto nenulovou stfedni hodnotu zahrnou do troviiové kon-
stanty (tedy pokud mame model bez troviiové konstanty a predpokladame-li
nenulovou stredni hodnotu chybového ¢lenu, je tento model mozno zapasat jako
model s droviiovou konstantou a ndhodnou slozkou, ktera jiz nulovou stfedni
hodnotu mit bude). Pfedpoklad kovarianéni matice h~'Iy vSak jiz tak sa-
moziejmy neni, a v fadé pripadu jej bude Zadouci uvolnit, rovnéz i predpoklad
u normalité ndhodné slozky nemusi byt vzdy adekvatni modelové situaci.

V ramci této kapitoly budou vSechny modely zaloZeny na (6.1) a na nésle-
dujicich predpokladech:

1. € je z vicerozmérného normalniho rozdéleni s stfedni hodnotou 0x a kova-
rianéni matici A1), kde ) je pozitivné definitni matice rozméru N x N.

2. Vsechny prvky X jsou bud pevné dan4 ¢isla (tj. nendhodné veli¢iny) nebo
pokud se jedna o nadhodné veliCiny, pak musi byt nezavislé vzhledem k €
s funkci hustoty pravdépodobnosti p(X|\), kde A je vektorem parametri,
které nezahrnuji 8 nebo h.

Rizné modely diskutované v této kapitole se budou odlisovat v presné po-
dobé 2. Budeme se zabyvat nékterymi specifickymi tvary, se kterymi se miazeme
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setkat v fadé apikaci. Za¢neme predpokladem heteroskedasticity, coz je pripad,
kdy se rozptyly ndhodnych slozek budou v ramci jednotlivych pozorovani lisit.
Budeme ptedpokladat dva typy heteroskedasticity: v jednom piipadé bude jeji
podoba znama, ve druhém pak bude neznamaé. Posledni pfipad nam umozni
uvolnit predpoklad normality a ukadzeme si, jak urcity model s heteroskedas-
ticitou v nezndmé podobé je ekvivalentni LRM s ndhodnou slozkou ze Stu-
dentova t-rozdéleni. Tento model nam umozni zavést koncept hierarchického
prioru. Dale bude pfedpokladdat pfipad, kdy ndhodné chyby jsou vzdjemné ko-
relovany. Pfesnéji, budeme analyzovat model s autoregresnimi (AR) chybovymi
¢leny. Autoregresni modely jsou vyznamnymi modely v ramci analyzy ¢asovych
fad. Poslednim typem modeld v této kapitole budou tzv. SUR modely, nebo-
li seemingly unrelated regression models, tedy modely zdanlivé nesouvisejicich
regresi.

6.2 Model s obecnou matici (2

Na tivod se zminime o obecném feSeni naseho problému. Jelikoz predpokladame,
ze () je pozitivné definitni matice, plati, Ze bude existovat matice P rozméru
N X N, s vlastnosti, ze PQP’ = Iy. Vynéasobime-li obé strany (6.1) matici P,
dostaneme transformovany model

v = X*B + ¢ (6.2)

kde y* = Py, X* = PX a € = Pe. Lze ovéfit, Ze po této transformaci je
€* z norméalniho rozdéleni N(Oy,h !Iy). Tento transformovany model je tak
identicky s modely diskutovanymi v predchozich kapitolach. To méa dvé dulezité
implikace:

1. Pokud je 2 znama, jsme schopni pretransformovat data a provést bayesi-
anskou analyzu matodami probiranymi v pifedchozich kapitolach.

2. Pokud je 2 nezndmd, vztah (6.2) ndm napovida jak provést bayesovskou
analyzu. Podminéno matici €2, podminéné posteriorni hustoty pro S a
h budou mit obdobnou podobu jako v predchozich kapitolach. Pokud je
apriorni hustota pro 8 a h NG(3,V,s 2, v), potom veskeré vysledky ka-
pitol 2 a 3 jsou aplikovatelné, podminime-li je 2, a jsme tedy schopni
generovat ndhodné vybéry. V této kapitole se zaméfime na nezavislou
normalni-gama apriorni hustotu. Mazeme tak vytvotit Gibbstv vzorkovaé
pro sekvenéni vybéry z p(8|y, h, ), p(hly, 8,2) a p(Qy, 5, h). Obé& dvé po-
steriorni podminéné hustoty budou normdlni a gama (jako v kapitole 4),
priéemz p(Qy, B, h) zévisi na presné formé Q. Veskerd novad odvozeni se
tak budou tykat pouze posledni z hustot.
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6.2.1 Vérohodnostni funkce

Vyuzitim vlastnosti vicerozmérného norméalniho rozdéleni muzeme vérohodno-
stni funkci zapsat jako:

sl ) = ctart (o [-h - a0 -x] ) 09

pripadné za pouziti transformovanych dat

P18 .0) = St {ew 50T - X0 0T -X0)| | @

V kapitole 3 bylo ilustrovano, jak zapsat vérohodnostni funkci pomoci OLS
kvantit (3.4-3.7). Obdobnym odvozenim zde jsme schopni odvodit vérohodnostni
funkci v kontextu GLS (General Least Squares — zobecnénd metoda nejmensich
¢tverct) kvantit:

v=N—-k (6.5)
B=(X"X")TIX"y" = (X'Q7IX) T XQ Yy (6.6)
20) = W =X - X"B@)
_ (= XB@) (y - XB(9) 6.7)
1
p(y|B,h, Q) = (2#)%
e |56 - Byxra-x(o - )| |
v hl/

X {h2 exp [_23(9)—2} } (6.8)

6.2.2 Apriorni hustota

Pouzijeme normalni-gama apriorni hustotu pro § a h a obecné znadeni p(§2) pro
oznaceni apriorni hustoty pro :

p(B,h, Q) = p(B)p(h)p(),

kde

p(B) = fn (BB, V), (6.9)
p(h) = fa(hly,s7?). (6.10)
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6.2.3 Posteriorni hustota

Posteriorni hustota je tradi¢né poroporcionalni souc¢inu apriorni hustoty a véro-
hodnostni funkce v podobé

p(B,h, Qly) x p(Q)

o | -5 {0~ x°07 - x08)

| —

+(B-BYVTH(E - ﬁ)}] }

N4v—2 hﬂ
x h™ 2  exp [ 25_2} (6.11)

SdruZend hustota pravdépodobnosti nemd tvar zadného obvyklého rozdéleni.
Alternativni vyjadireni této posteriorni hustoty jsou tedy nadbytecné. Snadno
vSak lze odvodit nékteré podminéné posteriorni hustoty, a to obdobnym zputso-
bem jako tomu bylo v kapitole 4. Je tedy mozné odvodit podminénou posteriorni
hustotu pravdépodobnosti pro 3, coz je vicerozmérné normalni rozdéleni:

Bly,h,Q~ N(B,V) (6.12)

kde
V=W"'+rx'olx) !, (6.13)
B=V(V'8+hX'Q1XB()). (6.14)

Podminéna posteriorni hustota pro i odpovidad gama rozdéleni:

hly, B ~ G(372,7) (6.15)

kde
7=N+v, (6.16)
oo XD XD b’ @17

Posteriorni podminéna hustota pro {2 ma jadrovou hustotu v podobé

p(6ly 500 p@l ¢ {exo | 50— X907 0= x8)| | 61)

Obecné tato posteriorni podminéna hustota nenabyva podoby znamého rozdé-
leni. Dale budeme predpokladat jiz konkrétni podobu pro 2 a odvodime tomu
odpovidajici posteriorni simulatory. Pokud budeme schopni generovat vybéry z
p(Qy, 8, h), jsme schopni vyuzit Gibbsiv vzorkova¥, nebot p(3|y, h, ) odpovida
normalnimu rozdéleni a p(hly, 8, ) rozdéleni gama.
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6.3 Heteroskedasticita ve znamé podobé

Pripad heteroskedascity nastava v pripadech, kdy rozptyl ndhodnych slozek se
lisi mezi jednotlivymi pozorovanimi. Opakem heteroskedasticity je pfipad ho-
moskedasticity, kterd byla predpokladem modelt probiranych v predchozich ka-
pitolach. Jako motivace, pro¢ mize byt zadouci predpokladat heteroskedasticitu
chybového ¢lenu, si uvedme nékolik piikladt. Pfedpokladejme mikroekonomicky
pripad, kde zavislou proménnou jsou trzby firem. Zde mtzeme reilné predpo-
kladat, Ze chybovy ¢len bude proporcionélni velikosti firmy, tedy pro malé firmy
bude mensi nez pro velké. Jinym piikladem miize byt model, ktery analyzuje
data raznych statd, kdy z duvodu, Ze rozvinuté zemé budou mit lepsi institucio-
nalni zabezpeceni pro sbér statistickych dat nez zemé rozvojové, miazeme se zde
opét setkat s pripadem, kdy chybové slozky budou pro rozvinuté zemé vyrazné
nizsi.

V notaci naseho regresniho modelu, heteroskedasticita nastava v piipadé,
kdy

w1 0 . . 0
0 w2 0 .

Q=1|- 0 - - . (6.19)
0 0 WN

Jinymi slovy tedy mame stejny model jako v kapitolach 2 az 4, s tim rozdilem,
7e nyni predpokladame var(e;) = h~tw; proi=1,..., N.

Vyse uvedené motivacéni pfiklady naznacuji, ze casto znadme nebo alespon
predpokladame, jakou formu bude heteroskedasticita nabyvat. Naptiklad, w; by
mohla zaviset na tom, zda-li firma ¢ je mald nebo velkd, nebo zda-li zemé i je
rozvinuta nebo rozvojova. Budeme obecné predpokladat, ze

w; = h(z,a) (6.20)

kde h() je kladna funkce zavisejici na parametrech a a p-rozmérném vektoru
dat, z;. Vektor z; muze obsahovat nékteré ¢i vSechny vysvétlujici proménné x;.
Obvykla volba pro h(), kterd ndm zajisti, Ze vSechny rozptyly ndhodnych slozek
budou kladné je:

h(zi, ) = (1 + arzin + agziz + apzip)’ (6.21)

Samoziejmeé zavéry této ¢asti kapitoly budou platit i pro jiné volby funkce A().

Apriorni hustota, vérohodnostni funkce a posteriorni hustota odpovidaji
funkcim hustoty pravdépodobnosti prezentovanym v tvodu této kapitoly, s tim,
7e jsme schopni vyjadfit i vyraz pro Q dany vztahem (6.19). Je vSak tieba
upozornit, Ze €2 nyni zavisi na parametrech a.

Pro bayesianskou analyzu tohoto ,heteroskedastického“ modelu potfebujeme
mit posteriorni simulator. Vhodnym simulétorem je je zde algoritmus Metropo-
lis-within-Gibbs. Jak jiz bylo poznamenano, p(8|y, h, @) ma normélni rozdéleni
a p(hly, B, a) odpovida gama rozdéleni. Pro kompletaci posteriorniho simulétoru
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tedy potfebujeme metodu pro generovani vzorki z p(aly, 8, h). Pokud dosadime
(6.19) a (6.20) do (6.18), nebude mit vysledny vyraz pro p(aly, 3, h) podobu
znamé hustoty rozdéleni. OvSem jsme schopni vyvinout Metropolis-Hastings al-
goritmus. V néasledujici ilustraci je pouzit Random Walk Chain M-H algoritmus,
ackoliv jsou mozné i jiné algoritmy. Lze spocitat Bayesiv faktor pro jakoukoliv
hypotézu (napf. aq = ... = o, = 0, tedy zda-li je v modelu pfitomna hete-
roskedasticita), a to s vyuzitim pfistupu Gelfanda-Deye. RovnéZ lze testovat
kvalitu modelu za pomoci p-hodnot nebo intervalii nejvyssi posteriorni hustoty.
Predikéni analyzu je rovnéz mozno provést standardnim zptisobem.

6.3.1 Empiricka ilustrace

K ilustraci problému heteroskedasticity ve znamé podobé vyuzijme data o ce-
nach domu z kapitoly 3. Nas model budeme chéapat jako normaélni linearni re-
gresni model s heteroskedasticitou ve znamé podobé a k jeho identifikaci tak
vyuzijeme Gibbstv vzorkova¢. Vyuzivana data jsou podrobné popsana v ¢asti
3.8. Predpokladame, Ze heteroskedasticita bude mit podobu odpovidajici vztahu
(6.21), kdy z; = (242, ..., %) . Apriorni hustoty pro parametry § a h jsou dény
vztahy (6.9) a (6.10). Jako apriorni hyperparametry pouZijeme stejné parametry
jako v kapitole 4, ¢asti 4.1.7. Pro vektor parametri o pouzijeme neinformativni
apriorni hustotu v podobé

p(a) x 1.

Vsimnéme si, ze se jednd o nepravou apriorni hustotu, coz ma za nasledek to,
Ze nejsme schopni pro ovéreni hypotéz zahrnujici prvky vektoru a smysluplné
Bayesovy faktory. Z tohoto divodu si ukdZeme, kromé posteriornich stfednich
hodnot a smérodatnych odchylek, 95% intervaly nejvyssi posteriorni hustoty
(HPDI). To vSe je obsahem tabulky 6.1.

Tabulka 6.1: Posteriorni vysledky pro 3, h a «

Stf. hodnota Sm. odchylka 95% HPDI

b1 -5406.98 2981.53 [-11267.91, 376.88]
B2 6.1438 0.4223 [5.3270, 6.9771]
B3 3107.33 1018.74 [1117.58, 5107.99]
B4 14417.35 1669.22 [11156.38,17714.82]
Bs 7866.99 929.76 [6034.01,9691.73]
h 0.0000 0.0000 [0.0000, 0.0000]
a 0.0006 0.0001 [0.0003,0.0009]
Qo 0.6401 0.2907 [0.1030,1.2395]
a3 0.7057 0.3786 [0.0641,1.5376]
oy -0.3678 0.3087 [-0.9528, 0.2785]

Posteriornim simuldtorem je Metropolis-within-Gibbs algoritmus, ktery ge-
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neruje vzorky 8 a h z rozdéleni daného vztahy (6.12) resp. (6.15). Vybéry z
p(aly, B, h) jsou dany v (6.18), kdy zndme ptresnou podobu matice Q (kterd je
funkci parametri . Rovnice (6.18), vyhodnocend v kandidatském a poslednim
vybéru, je pouzita pro vypocet akceptaéni pravdépodobnosti (viz kapitola 5,
vztah (5.11)). Rozptyl kandidatské hustoty, oznaceny jako 3 ve vztahu (5.12),
je zvolen na zakladé volby ¥ = ¢l a na zakladé nasledného experimentovani s
riznymi hodnotami skalarni proménné ¢, a to az do bodu nalezeni pfijatelné
akceptacéni pravdépodobnosti. Posteriorni simulator jﬁ_}&k spustén s vyuzitim

této hodnoty pro odhad posteriorniho rozptyly «, var(aly). Potom je zvolena

matice ¥ = cvar(aly) a opét se provede nékolik experimentalnich odhada pro
rtizné hodnoty ¢, az nalezneme hodnotu, kterd povede k primeérné akceptacni
pravdépodobnosti mezi 0.2 az 0.3 (pfipadné az do 0.5). To vSe je provedeno na
kratkych vzorcich, nebotf simulace zabird néjaky ten ¢as. Finalni béh algoritmu
je proveden na zakladé 50000 replikaci, kdy je prvnich 20000 zahozeno. Samotny
matlabovsky skript je obsahem souboru priklad hetero_znama.m, ¢as odhadu
na ¢tyfjddrovém procesoru Intel Core 2 Quad (s frekvenci 2.83 GHz) zabral 65
minut. Podobné odhady by bylo mozno ziskat i pfi nizs$im poctu replikaci. Prav-
dou rovnéz je, Ze i samotny algoritmus by bylo mozné dale vipocetné zefektivnit,
snahou vsak bylo vyuzit znaceni a obecné postupy co nejvice odpovidajici textu
predchozi ¢asti kapitoly. Jako uzitecné se jevi upozornit na tskali numerickych
chyb nap¥. pfi vyhodnocovani jadrové hustoty (ta je obsahem funkce a_post.m).
V tomto pfipadé bylo pfimo nutné vyuzit nejen logaritmus jadrové hustoty (coz
je velmi bézny postup), ale i faktu, Ze matice € je diagonalni matice, z éehoz vy-
plyva, ze logaritmus determinantu této matice je roven souctu logaritmu prvka
na hlavni diagonéle. V opa¢ném pripadé MATLAB nevracel spravné vysledky
hodnoty logaritmu determinantu takto rozsédhlé matice (souéin 526 malych ¢isel
na diagonale mize vést pfi numerickém nasobeni k hodnoté nekonec¢no a logarit-
mus nekone¢na nekoneénem zistane). MCMC diagnostiky indikuji konvergenci
Metropolis-within-Gibbs algoritmu a numerické standardni chyby pak naznacuji
chybu aproximace, které jsou velmi malé relativné k posteriornim smérodatnym
odchylkdm jednotlivych parametri.

Tabulka 6.1 (hodnoty pro parametr h vypadaji nulovénam fikd, Ze hete-
roskedasticita bude pro danou datovou sadu relevantnim faktorem. To vyplyva
ze skutecnosti, Ze 95% intervaly nejvyssi posteriorni hustoty neobsahuji nulu
pro parametry o1, as a asz. To tedy znamend, Ze rozloha domu, pocet loZnic
a pocet koupelen disponujici vyznamnou vysvéltujici silou v rovnici heteroske-
dasticity. Skutecnost, ze jsou vSechny tyto koeficienty kladné, ndm dale fika, ze
rozptyl ndhodnych slozek pro velké domy ma tendenci byt vyssi nez pro domy
mensi. V predchozich kapitoldch byl problém heteroskedasticity ignorovan (v
ramci odhadu modelu cen domt). Pokud porovndme vysledky z tabulky 6.1 a
z tabulky 4.1, vidime, jaky vliv toto opomenuti mélo. Posledné zminovana ta-
bulka obsahuje vysledky pro homoskedastickou verzi modelu, nicméné vyuziva
tatdz data a tytéz apriorni hustoty pro parametry 5 a h. Lze vidét, Ze zahr-
nuti heteroskedasticity ma urcity vliv na posteriorni hustotu vektoru parametrii
B. Muzeme napftiklad vidét, ze stfedni hodnota parametru 84 byla 16136 pro
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homoskedasticky model a 14417 pro model v heteroskedastickém formatu. Pro
mnohé vyuziti vsak i takovyto rozdil miize byt zanedbatelné a lze tak dospét k
zavéru, ze zahrnuti heteroskedasticity nijak vyrazné vysledky odhadu neovlivni.
Ale zalezi skuteéné na vlastni interpretaci vysledki.

6.4 Heteroskedasticita v neznamé podobé

V této éasti budeme hledat odpovéd na otézku, jak postupovat, pokud vime,
ze v datech je pfitomna heteroskedasticita nahodnych slozek, ale nezname jeji
pfesnou podobu. Jinymi slovy, pfedpoklddame, Ze plati (6.19), nicméné jiz ne-
chceme (resp. neumime) specifikovat pfesnou funkéni podobu pro w; jako ve
vztahu (6.20). Na prvni pohled se zd4, Ze odhadnout na zikladé N pozorovani
N + k + 1 parametra (tj. 8, h a w = (w1,...,wn)’) je v podstaté nemozné.
Nicméné uvidime, Ze rozsifenim techniky z predchozi ¢asti této kapitoly, jsme
schopni Tesit i tento problém. Metoda, kterou si zde v této souvislosti ukazeme,
bude uzitecna ze dvou hledisek:

1. Tato metoda zahrnuje vyuziti tzv. hierarchickych priori. Tyto priory hraji
vyznamnou roli v soucasném rozvoji bayesianské statistické teorie a své
misto nalézaji ¢im dal vice i v ekonometrii. Vyuzivaji se jako zptisob tvorby
vice flexibilnich na parametry bohatych modeld pro statistickou analyzu.

2. Tento model ndm dovoli zavést koncept vztahujici se k flexibilnimu ekono-
metrickému modelovani a konkrétné pak ndm umozni uvolnit pfedpoklad
normality ndhodné slozky.

Zactneme tedy formulaci apriorni hustoty p(w) pro N-rozmérny vektor pa-
rametri w. Obvykle se pracuje s presnosti chyby nez jejim rozptylem, tudiz
budeme definovat A = (A1, Ag, ..., An) = (wfl,wgl, . ,w;,l)’. Predpokladej-
me nasledujici apriorni hustotu pro A:

=

p(A) =] ] fe(Nill,va) (6.22)

t

Il
-

Poznamenejme, Ze apriorni hustota pro A zavisi na hyperparametru vy, ktery si
volime, a predpoklada se, ze kazdé \; pochéazi z téhoz rozdéleni. Jinymi slovy,
parametry \; jsou i.i.d. vybéry z gama rozdéleni. Tento predpoklad je nutny pro
vyporadani se s problémy vysoké dimenzionality vektoru A. Intuitivné feceno,
pokud bychom chtéli pracovat s A1, ..., Ay jako s N zcela nezavislymi a neome-
zenymi parametry, nebudeme mit dostatek pozorovéani k jejich odhadim. N&s
predpoklad umoznuje to, ze rozptyly nahodnych slozek se budou vzajemné lisit,
ovsem budou pochazet ze stejného rozdéleni. Mame tak velmi flexibilni model s
dostatecné pevnou strukturou pro moznou statistickou analjzu.

Mtzeme se podivovat nad tim, pro¢ by A; mély byt i.i.d. vybéry z gama
rozdéleni se stfedni hodnotou 1.0. Divod je ten, Ze nas model s vérohodnostni
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funkei (6.3) a apriornimi hustotami danymi vztahy (6.9) (6.10) a (6.22) je na-
prosto stejny jako limearni regresni model s ndhodnymi slozkami z i.i.d. Stu-
dentova t-rozdéleni s v, stupni volnosti. Jinymi slovy, predpokladédme-li

p(e;) = fi(eil0, R vy) (6.23)

pro¢ = 1,..., N, odvozenim tomu odpovidajici vérohodnostni funkce a kom-
binaci s apriornimi hustotami pro 8 a h ziskdme identickou posteriorni hus-
totu. Dtikaz a dalsi vysvétleni nabizi Geweke [15]. Studentovo t-rozdéleni je po-
dobné normalnimu rozdéleni, mé ovSem tlustsi konce a je vice flexibilnéjsi. Ve
skutec¢nosti je normalni rozdéleni specidlnim pfipadem Studentova t-rozdéleni
pro vy — oco. Mame tedy model, ktery nam dava flexibilnéjsi rozdéleni na-
hodnych slozek, a to bez toho abychom opustili rAmec norméalniho linearniho
regresniho modelu. Navic mizeme té€zit z vypocetnich metod vyvinutych vyse,
abychom vytvorili posteriorni simuldtor pro linedrni regresni model s nezévis-
Iymi t-rozdélenymi chybami.

Je tfeba poznamenat, Ze zde diskutovany model je mixem specifickych nor-
malnich rozdéleni. Intuitivné, pokud je normaélni rozdéleni prili§ restriktivni,
jsme schopni vytvorit mnohem flexibilnéjsi rozdéleni vaZenym priumeérem vice
normalnich rozdéleni. Cim vice normalnim rozdéleni ”namixujeme”, tim flexibil-
néjsi bude vysledné rozdéleni, ¢imz bude schopno aproximovat takika jekékoliv
rozdéleni s vysokym stupném presnosti. Takovato smés normalnich modela je
tedy mocnym nastrojem v situacich, kdy ekonomicka teorie nenabizi specifikaci
vérohodnostni funkce a my chceme byt dostatecné flexibilni. NaSe chapani hete-
roskedasticity v nezndmé podobé je ekvivalentni pomérnému mixu normalnich
rozdéleni (scale mizture of Normals). Tim je mysleno, ze pfedpoklad, Ze €; jsou
N(0,h~*A\; ') s apriorni hustotou pro ); danou v (6.22) je ekvivalentni pied-
pokladu, Ze rozdéleni chyb je vdZenym primérem (¢i mixem) rtzngych normdl-
nich rozdélelni, které maji rizné rozptyly (tj. riznd méritka — scales) a stejné
stfedni hodnoty (tj. vSechny chyby maji nulovou stfedni hodnotu). Pokud je
tato smés vytvofena za pouziti gama hustot fo(Ai|1,vy), je vysledek ekviva-
lentni ¢-rozdéleni. VyuZitim jinych hustot nez fg(\;|1,v,) jsme schopni ziskat
jind rozdéleni, jesté mnohem flexibilnéjsi.

Predchozi analyza predpokladala, ze vy bylo znamé. Prakticky to nemusi byt
rozumny piedpoklad, a je tedy zddouci brat ho jako neznamy parametr. V ba-
yesovském konceptu vyzaduje kazdy parametr znalost apriorni hustoty, a tudiz
zde zatim pouZijeme znaceni p(vy). Pokud to u¢inime, je apriorni hustota pro
A specifikovéna ve dvou krocich, jednim z nich je (6.22), druhym pak p(vy). Al-
ternativné lze apriorni hustotu pro A zapsat jako p(A|vy)p(vy). Apriorni hustoty
zapsana ve dvou ¢i vice krocich, jako je uvedeno zde, se nazyvaji hierarchické
apriorni hustoty. Zapis apriorni hustoty jako hierarchicky prior je obvyklym
zplisobem zapisu apriorni informace. Neni to v8ak nutné, nebot zdkony pravdé-
podobnosti implikuji, ze hierarchicky prior lze zapsat v nehierarchickém pojeti.
V nasem piipadé miizeme pouzit p(A) = [ p(Alva)p(va)dva pro odvozeni nehie-
rarchické verze apriorni hustoty pro A.

Ve vSech pfedchozich empirickych ilustracich byly prezentovany posteriorni
stfedni hodnoty jako bodové odhady parametrii a posteriorni smérodatné od-



114 Linearni regresni model s obecnou kovarianéni matici chyb

chylky jako méritka neurcitosti spojend s bodovymi odhady. Stfedni hodnoty a
smérodatné odchylky vSsak nemusi existovat pro kazdou hustotu pravdépodob-
nosti. Zde uvaddény model je pravé takovym modelem, kde stfedni hodnoty a
smérodatné odchylky nemusi nutné existovat. Presnéji, Geweke [15] ukézal, ze
pokud pouZijeme neinformativni apriorni hustotu pro 8 (tj. p(8) « 1 na in-
tervalu (—o0,00)), potom posteriorni stfedni hodnota nebude existovat, pokud
p(vx) neni nulova na intervalu (0,2). Posteriorni smérodatna odchylka nebude
existovat v p¥ipadé, pokud p(v,) nebude nulova na intervalu (0,4 ). Pokud tedy
chceme vyuzit neinformativni prior pro 8, méli bychom uzit apriorni hustotu,
ktera bude vylucovat malé hodnoty vy, jinak bude nutné prezentovat poste-
riorni medidny a mezikvartilova rozpéti (které budou existovat pro jakoukoliv
p.d.f). Pokud vyuzijeme norméalni informativni apriorni hustotu pro g jako (6.9),
posteriorni stfedni hodnoty i smérodatné odchylky budou existovat.

Rovnéz se nemusi vyplatit pouzit neinformativni apriorni hustotu pro vy.
Naivni vyzkumnik, ktery by chtél byt dostatecné neinformativni, by mohl pouzit
nepravou uniformni apriorni hustotu

p(va) x 1 v)(0,00)

s amyslem dat stejnou apriorni vahu kazdému intervalu o stejné délce. OvSem
Studentovo t-rozdéleni s v, stupni volnosti se blizi normalnimu rozdéleni pro
vy — oo. Prakticky je Studentovo t-rozdéleni identické normalnimu pro vy >
100. Pfedchozi naivni ”neinformativni”apriorni hustota vSechnu vahu pravé do
tohoto intervalu, tzn. % = 0. Tento neinformativni prior je tedy vice
nez informativni, ¥ikaje, ze chybové slozky jsou normélné rozdéleny! Toto je ilu-
strace jednoho z mnoha problému, které muze pfinést pouziti neinformativnich
apriornich hustot.

6.4.1 Bayesovsky vypocdet

V této ¢asti si odvodime Gibbstuv vzorkovaé pro posteriorni analyzu 3, h, A
a vy. Gibbsiv vzorkova¢ vyzaduje odvozeni plné podminénych posteriornich
rozdélelni téchto parametrti. Nékteré z téchto hustot jiz byly odvozeny, kon-
krétné p(B|y, h, A) a p(hly, 3, A) jsou dany v (6.12) a (6.15).13 V této casti se
tedy zaméfime na p(My, 5, h, vx) a p(valy, 8, h, A). Odvozeni podminéné hustoty
pro A je ziejmé, sta¢i dosadit apriorni hustotu danou (6.22) do obecného tvaru
podminéné posteriorni hustoty daného vztahem (6.18). Prozkouménim vysledné
hustoty zjistime, ze veliiny \; jsou navzajem nezavislé (podminéné ostatnimi
parametry modelu) a kazda z podminénych posteriornich hustot pro A; mé tvar
gama rozdéleni. Formalné tak mame

N
Py, B, B, va) = [ [Pl B, 7o) (6.24)

=1

3Formalné by plné podminéné hustoty pravdépodobmnosti mély byt p(B|y,h, A\, vy) a
p(hly, B, A\, v)). Nicméné za podminky A ndm vy nepfindsi zddnou novou informaci a tudiz

p(ﬁlyv h, )‘7 V)\) :p(ﬁlyvh‘v )\) ap(h“y7 ﬁvkvljk) :p(h‘y7 57 >\)
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_ |t
p(/\z‘yaﬁahvl/)\) _fG (/\l|h6?+y)\7y>\+1) (625)

Poznamenejme, ze za podminky, kdy zndmé S (coz predpokldadd podminénd
pravdépodobnost), jsme schopni ndhodnou slozku ¢; spocitat, tudiz parametry
gamma rozdéleni v pfedchozim vyrazu lze spocitat v ramci Gibbsova vzorkovace.

Doposud jsme se nezminili o apriorni hustoté pro vy, jejiz presnad podoba
neni relevantni pro podminéné posteriorni hustoty ostatnich parametrti. Podoba
p(va) samoziejmé ovlivni p(valy, B, h, \) a je tak nutné ji specifikovat. Jelikoz
musi platit, ze vy > 0, vyuzijeme jako apriorni hustotu exponencialni rozdéleni.
Exponencialni rozdélelni neni nic jiného nez gama rozdéleni s dvéma stupni
volnosti. Mtizeme tedy psat

p(va) = fa(valyy,2) (6.26)

Mizeme pracovat i s jinymi apriornimi hustotami, kdy dojde jen k drobnym
tpravam nasledujiciho algoritmu posteriorni simulace.

Podminénou hustotu p(vx|y, 8, h, A) je snadné odvodit, jelikoz vy nevstupuje
do vérohodnostni funkce, a lze si tak ovéfit, Ze p(valy, B, h, A) = p(walN). Z
Bayesova teorému vyplyva, ze

p(alA) o p(Alva)p(va)

a jadrovou podminénou posteriorni hustotu snadno ziskdme vynasobenim (6.22)
a (6.26). Ziskame tedy

Nvy

Uy 2 Ux -N
st B (2) T (2) Mepcm) 620
kde
_ L.t 3 (A1) + A
n= v, 2 n{A; i

i=1
Nejedna se v tomto pripadé o zadnou standardni hustotu rozdéleni. Pro nahodné
vybéry z tohoto rozdéleni je tak nutné vyuzit Metropolis-Hastings algoritmus.
Je v8ak tfeba zdiraznit, ze Geweke [15] doporucuje jiny uZiteény algoritmus
zvany acceptance sampling. Tento algoritmus je velmi uziteény v pripadech,
kdy chceme ziskat nahodné vzorky z nestandardniho jednorozmérného rozdélent,
které je navic omezeno resp. ohrani¢eno. Obecnou diskuzi k této technice nabizi
Devroye [8].

Pro fadu hypotéz (napt. 3; = 0) miizeme vyuzit v rdmci porovnani modelt
Savage-Dickey density ratio. Ne vzdy je to vSak snadné ¢i mozné. V mnoha pfi-
padech nas muze zajimat, zda-li zde existuje naznak odchyleni rozdéleni ndhodné
slozky od normality. V tomto pfipadé bychom radi porovnali M; : vy — o0 a
My : vy jako konecné ¢islo. Tyto modely neni viibec snadné dat do kontextu
vnofenych modeld, pro které je jako délany Savage-Dickeyeho pomér hustot.
Bayestiv faktor (porovnavajici tyto dva modely) lze v8ak vypodist za pouziti
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metody Gelfanda-Deye. To vyzaduje posteriorni simuldtor pro kazdy z téchto
modeld, tj. posteriorni simulator z kapitoly 4 ¢asti 4.1 pro model M; a po-
steriorni simuldtor popisovany na tomto misté pro model Ms. Alternativné lze
vypocitat prediktivni p-hodnoty nebo HPDI pro analyzu kvality a vhodnosti
modelu. Predikéni analyza probihd standardnim zptsobem popsanym v kapi-
tole 4.

6.4.2 Empiricka ilustrace

BUDE DOPLNENO!!!

6.5 Autokorelace nahodnych slozZek

Rada proménnych (¢asovych fad) je korelovana v ¢ase diky faktorim jakymi
jsou setrvacnost v preferencich ¢i ¢as potifebny k prizptisobeni se novym pod-
minkdm. Tato korelace mezi hodnotami jedné proménné v riznych ¢asech (proto
hovofime o autokorelaci) se mize projevovat skrze chybovy ¢len. Je tedy zaddouci
predpokladat podobu kovaria¢ni matice, kterd bude tuto skutecnost reflekto-
vat. V predchozich kapitolach jsme piedpokladali, Ze € je N(On,h~1Iy). Tento
predpoklad jsme v predchozich oddilech uvolnili pfedpokladem, ze kovarianéni
matice chyb je diagonalni. I v tomto pripadé jsme pfedpokladali, ze chybové
cleny jsou vzéjemné nekorelované, tedy plati F(e;, €;) = 0 pro i # j. Nyni tento
pfedpoklad opustime.

Indexem ¢ budeme oznacovat cas, tedy y; pro ¢ = 1...,7T bude oznacovat
pozorovani zavisle proménné pro obdobi 1 az T’ (napf. roéni pozorovani hrubého
domaéciho produktu). Jednoduchym zptisobem, jak dovolit autokorelaci chyb, je
predpoklad, Ze jsou generovany autoregresnim procesem tddu 1 resp. AR(1)
procesem:

€ = per_1 + ugm (6.28)

kde u; je i.i.d. N(0,h™1). Tato specifikace umoziiuje aby chybovy ¢len v jednom
obdobi zavisel na ¢lenu v predchozim obdobi.

Literatura zabyvajici se problematikou ¢asovych fad uvadi fadu pojmu, na-
stroju a technik, které napomahaji formalnéjsimu pochopeni vlastnosti ruznych
casovych fad. Zde si uvedeme nékteré z nich, pficemz budeme uvadét obecné
oznaceni Casové fady jako z;. Bayesovsky pristup k casovym rfadam analyzuje
Bauwens, Lubrano a Richard [1], nebayesovsky pak Enders [10]. V této &asti bu-
deme predpokladat, Ze z; = €;. Standardné se pfedpoklada, Ze proces generujici
¢asovou fadu probihd od obdobi —co do co. My pak pozorujeme tento proces
pro obdobi t = 1...,T. O fadé z; fekneme, Ze je kovariancné staciondrni (¢i
slabé staciondrni), pokud pro kazdé t a s plati:

E(Zt) = E(Zt—s) = M,
var(z) = var(zi—s) = Yo,

cov(2t, Zt—s) = Vs,
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kde p, 70 a s jsou vSechno kone¢né hodnoty. O casové fadé rekneme, ze je
kovarianc¢né ¢i slabé stacionarni, pokud mé konstantni stfedni hodnotu a rozptyl
a kovariance mezi jakymikoli dvéma pozorovanimi zavisi pouze na poc¢tu obdobi,
ktery je mezi nimi. Vétsina ¢asovych fad tuto vlastnost ma a pokud ne, 1ze je
obvykle diferencovat na stacionarni fady. Pruni diference z; se oznacuje jako
Az a je definovana jako

Azy =2 — 21

Podobné muzeme definovat diferenci m-tého rfadu pro m > 1 jako
Amzt = Amflzt — Amflzt_l

Abychom pochopili ekonomicky vyznam diferencovani, predpokladejme, Ze z; je
logaritmus cenové hladiny. Potom Az; je (aproximativné) procentni zména cen,
tedy inflace. Druh4 diference A%z; bude procentni zména v mite inflace. Prace z
logaritmy veli¢in a jejich diferencemi je v makroekonomickych modelech bézné.

Obvyklym nastrojem pro analyzu vlastnosti staciondrnich ¢asovych fad je
s, nebo-li tzv. autokovariacni funkce. S ni je Uzce svazana autokorelacni funkce,
ktera pocita korelace mezi pozorovanimi vzdéalenymi od sebe s obdobi (tj. je de-
finovéana jako lo pro s =0,...,00). Jedn4 se o funkce proménné s a je obvykle
vhodné vykreslit si nékterou z nich pro analyzu jejich vyvoje pii zvysSujicim
se s. Napfiklad pro makroekonomické proménné je autokorela¢ni funkce klesa-
jici v s, nebot udélosti posledni doby maji obvykle vétsi dopad na soucasnou
makroekonomickou situaci nez udélosti starsich obdobi.

Nyni se vratime k nasemu AR(1) procesu. Pro analyzu jeho vlastnost{ je
obvyklé zapsat ¢; jako funkci us_s pro s =0, ..., 00. To muzeme udélat pomoci
Zapisu €;_1 = pes_o +up — 1 a subsituci tohoto vyrazu do (6.28), tim dostavame

€ = pler—o + pus_1 +uy

Pokud dale provedem substituci pro €;_o dostaneme rovnici zahrnujici €;_3.
Dalsimi substitucemi ziskdme vyraz

o0
€ = Zpsut_s (6.29)
s=0

Pii tomto zapisu si mizeme vSimnout, ze muze nastat problém pii vypoctu
stfedni hodnoty, rozptylu a kovariance €;, nebot p* bude nekoneé¢no pro |p| > 1.
Rovnéz pro p = 1 se bude jednat o nekone¢nou sumu konecénych clent. Ve
skutecnosti je podminka |p| < 1 nutnou podminkou pro stacionaritu Gasové
rady.

Pii podmince |p| < 1 lze ovétit, ze E(e;) =0,

= 1
Y0 = var(e) = h™! szs =,
= h(1—p?)
pS

Vs = CO’U(Eth,S) - m



118 Linearni regresni model s obecnou kovarianéni matici chyb

Poznamenejme, Ze pro |p| < 1 autokovarianéni funkce v, klesd s rostoucim
s. Intuitivné se tak v rdmci AR(1) postupné vytraci vliv minulych hodnot na
hodnotu soucasnou.

Tyto poznatky lze vyuZit pro zapis kovarianéni matice pro € jako h =12, kde

1 p P pT-1
L b
Q=1_p2 p©oop P (6.30)
S .
prl . ,02 p 1

AR(1) model lze rozsitit i o vliv starsich obdobi resp. zpozdéni (lags) vyssiho
fadu. MuZeme tedy definovat autoregresni proces fadu p nebo-1i AR(p) proces
jako

€ = P1€&—1+ ...+ PpEi—p + Uy (6.31)

Vyse uvedené metody lze pak vyuzit pro vypocet stfedni hodnoty, rozptylu a
autokovarian¢ni funkce. Jak dale uvidime, pro bayesidnskou analyzu procesu
AR(p) nebude nutné znit presnou podobu autokovaria¢nni funkce. Nebudeme
ji zde tedy odvozovat. Sta¢i jen poznamenat, Ze proces AR(p) ma podobné
vlastnosti jako AR(1), ale je vice flexibilngjsi.

Zavedeme si jeSté tzv. operdtor zpoZdeni, oznacovany jako L. Jeho vlastnosti
je to, ze Le; = €;—1 nebo obecnéji L™e; = €. AR(p) proces je mozno zapsat
jako

(I—p1L—...—ppLP)es = wy
nebo
p(L)er = uy
kde p(L) = (1 — p1L — ... — p,LP) je polynom Fadu p pro operator zpozdéni.

Lze ovéfit, ze proces AR(p) je staciondrni, pokud kofeny rovnice p(z) = 0 jsou
vsechny v absolutni hodnoté vétsi nez jedna. Pro dalsi potieby definujme p =
(p1,...,pp) anecht ® oznacuje stacionarni oblast tohoto modelu.

6.5.1 Bayesovsky vypocet

Posteriorni simulator, ktery ndam umozni bayesovskou analyzu NLRM s chy-
bami generovanymi AR(p) procesem, dokdZeme odvodit ze vztaht platnych pro
obecnou nespecifikovanou matici €, které jsou dany v (6.12), (6.15) a v (6.18).
Pokud provedeme jednu specifickou aproximaci, budou mit tyto podminéné po-
steriorni hustoty jednoduchou formu. Tato aproximace v sobé zahrnuje tpravu
resp. oSetfeni pocatecnich podminek. Nez se vSak dostaneme k tomu, co se za
touto aproximaci a tpravou skryva, je dobré se zamyslet nad tim, jak by bylo
mozné transformovat model podobné jako v piipadé (6.1). To mZeme provést
tak, Ze specifikujeme piesny tvar 2 za predpokladu pfitomnosti chyb v podobé
AR(p) procesu, a odvodime matici P takovou, pro kterou plati PQP’ = I. Pro
alternativni postup si zapiSeme regresni model jako

=8+ € (6.32)
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kde x; = (1,242, ...,24) . Pfendsobeni obou stran rovnice vyrazem p(L) a za-
vedenim y; = p(L)y; a x} = p(L)x, ziskdavame

yi =y B+ up. (6.33)

Ptedpokladali jsme, ze u; je i.i.d. N(0,h™!) a tedy transformovany model je
normalni linedrni regresni model s i.i.d. chybami. Poznamenejme ovSem, co se
stane s témito transformovanymi hodnotami pro ¢t < p. Napfiklad y} zavisi na
Yo, - - - » Y1—p- JelikoZ nase data mame naméiend prot =1...,T, tyto tzv. poci-
te¢ni podminky ¥, . . ., ¥1—p Dejsou pozorovany. Osetfeni poc¢ateénich podminek
je choulostiva otdzka, zejména v piipadé, kdy AR proces neni staciondrni (éi
se nestacionarnimu procesu blizi). Bliz$i podrobnosti nabizi Bauwens, Lubrano
a Richard [1]. V naSem ptipadé budeme pfedpokladat stacionaritu chyb, tudiz
osSetfeni pocatecnich podminek nebude mit takovou dileZitost. Obvyklym zpt-
sobem feseni tohoto problému je prace s vérohodnostni funkci zaloZenou spise
na datech od t = p+1,...,T nez t = 1,...,T. Pokud je p relativné malé
vzhledem k T', bude vysledna aproximativni vérohodnostni funkce velmi blizka
skute¢né vérohodnostni funkci. Protoze y; a x} prot =p+1,...,T nezavisi na
nepozorovanych zpozdénych hodnotéch, lze transformaci danou v (6.33) velmi
snadno provést.

Pro jednoduchost znaceni nebudeme zavadét specialni oznaceni pro vérohod-
nostni funkci, posteriorni hustotu apod. vychazejici z dat od t = p+1,...,7T. Pro
zbytek tohoto oddilu budeme interpretovat y, y*, € a ¢* jako vektory rozméru T—
p, tedy odstranili jsme prvnich p pozorovani. Matice X a X* budou rozméru (7'—
p) x k. Za téchto predpokladi 1ze odvodit Gibbstv vzorkovaé s vyuzitim vysledkt
pfedchozich oddilt. Intuitivné, p(Bly, h,p) a p(hly, B, p) jsou dény v (6.12) a
(6.15). Podminénou hustotu p(p|y, 8, h) lze odvodit, pokud si uvédomime, Ze za
podminky S a h je e prot =p+1,...,T zndmé a (6.31) je normélni linedrni
regresni model (se zndmym rozptylem chyb) a s koeficienty danymi vektorem
p. Pomoci vysledkt bayesianské analyzy z pfedchozich kapitol jsme tak schopni
odvodit p(ply, 8, h).

Vyuzijeme-li tedy nezavislou norméalni-gama apriorni hustotu pro g a h da-
nou v (6.9) a (6.10), 1ze vysledky z tivodniho oddilu 6.2 modifikovat pro nase
potifeby nasledujicim zptsobem:

Bly,h,p~ N(B,V) (6.34)
kde
V=U"+hrx"x")"" (6.35)
a
B=V(V'B+hX"y*) (6.36)

Posteriorni hustota pro h podminéné ostatnimi parametry modelu odpovida
gama rozdéleni:

hly,Bp ~ G(5%,7) (6.37)

kde
v=T-p+v (6.38)
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2o W X0y~ X"P) +vs® (6.39)

14

Posteriorni hustota pro p zédvisi na své apriorni hustoté, ktera muze reflekto-
vat jakymkoli zptisobem nasi nedatovou informaci. Zde budeme ptredpokladat,
ze se jedna o vicerozmérné normalni rozdélelni omezené na stacionarni oblast.
Tedy,

p(p) < fn(plp: YV ,)1(p € @) (6.40)

kde 1(p € @) je indikacni funkce, kterd je rovna jedné pro stacionarni oblast a
nula jinak. S touto apriorni hustotou je snadné odvodit podminénou posteriorni
hustotu

p(ply, B h) o< fn(plp, V,)1(p € @) (6.41)
kde
Vo=, +hE'E)"", (6.42)
p=V,(V,'p+hE'e) (6.43)
a E je matice rozméru (T — p) X p s t-tym Fadkem danym jako e;_1,...,€—p.

Gibbstv vzorkovag v sobé zahrnuje sekvenéni vybéry z (6.34), (6.37) a (6.41).
Skutec¢nost, ze podminéna posteriorni hustota pro p je omezené vicerozmérné
normalni rozdéleni, pfinasi drobnou komplikaci. Ovsem vybéry z omezeného
rozdéleni lze provést pomoci vybért z neomezeného rozdéleni a jednoduchym
vypusténim vzorkt, které spadaji mimo stacionarni oblast. Pokud p lezi uvnit¥
této oblasti (nebo alespoii nepiili§ daleko od ni), bude tento postup vice nez
uspésny. Alternativné lze odvodit Metropolis-Hastings algoritmus.

Pro naSe potieby jsme schopni provést i predik¢éni analyzu standardnim
zpusobem. Pro ovéfeni kvality modelu mtzeme spocitat predikéni p-hodnoty
nebo HPDI. Bayestiv faktor pro ovéreni jakychkoli hypotéz, které nas zajimaji,
muzeme vypocitat pouzitim Savage-Dickeyeho pomeéru hustot nebo za pomoci
metody Gelfanda-Deye. Je vSak tieba pfipomenout, ze Savage-Dickey density
ratio vyzaduje znalost celych funkei hustoty pravdépodobnosti (ne jen jadro-
vych hustot) p(ply, B,h) a p(ply). Pro p = 1 lze integraéni konstantu snadno
vypoditat, nebot p(ply, 8,h) odpovidd jednorozmérnému omezenému normdl-
nimu rozdéleni a vlastnosti tohoto rozdéleni jsou dobfe znamy (viz Poirier [26],
strana 115). Pro p > 1 je vSak stacionarni oblast nelinedrni a analytické vyja-
d¥eni p(ply, B, h) je velmi obtizné. Ov8em snadno lze k aproximativnimu vypoctu
integra¢ni konstanty vyuzit posteriorni simulaci. Hustota odpovidajici (6.41) je

In(plp, Vp)i(p € @)
B D) = at
p(p|y o ) fq;. fN(pm’ Vp)dp

Bézny posteriorni simuldtor umoziiuje ziskévat vzorky z fn(p|p,V,) a vyhodit
ty vybéry, které jsou mimo stacionarni oblast. Ovsem |, o In(plP; V ,)dp neni nic
jiného nez podil vzorkt (z celkového poctu), ktery ndm zistane. V rdmci Gibb-
sova vzorkovace tak v kazdém béhu muZzeme evidovat pocet pokusi potiebnych
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k ziskéni akceptovatelného vybéru. Aproximaci vyrazu 1 — |, o In(plP, V,)dp je
tedy podil celkového mnozstvi zamitnutych vzorkt na celkovém poctu vzorki.
Obecné lze integrac¢ni konstantu jakékoliv omezené hustoty nalézt za pomoci vy-
bért z neomezené verze této hustoty a spocitanim podilu vzorka nachézejicich
se v oblasti dané prislusnym omezenim. V zavislosti na zvolené apriorni hus-
toté je pouziti této strategie nutné i pro vypocet integracni konstanty apriorni
hustoty.

6.5.2 Empiricka ilustrace

BUDE DOPLNENO!

6.6 Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Poslednim modelem v této kapitole je tzv. ,Seemingly Unrelated Regressions®
(SUR) model. Tedy model zdanlivé nesouvisejicich regresi. Jedna se vicerovni-
covy model zajimavy sam o sobé. V ekonomii jsou vicerovnicové modely bézné v
tfadé kontextl. Naptiklad pfi analyze spotfeby nas miize zajimat odhad rovnic
pro kazdou z kategorii spotieby (tj. potraviny, vyrobky dlouhodobé spotieby
apod.). V mikroekonomickych aplikacich se mtizeme pokouset o odhad rovnic
poptévky po vyrobnich faktorech, a to pro kazdy vyrobni faktor v produkéni
funkci.’ V mnoha piipadech se nedopustime piilis velké chyby, budeme-li pra-
covat s jednotlivymi rovnicemi samostatné, ¢imz mizeme vyuzit techniky od-
vozené v predchozich kapitolach. Ovsem prace se vS§emi modely najednou miize
vylepsit vysledky odhadd.
SUR model miizeme zapsat jako

Ymi = Tmi' Bm + €mi (6.44)

kde ¢ = 1,..., N oznacuje N pozorovani pro m = 1,..., M rovnic, y,,; tedy
oznacuje i-té pozorovani zavisle proménné v rovnici m, Z,,; je ky,-rozmérny vek-
tor obsahujici ¢-té pozorovani vektoru vysvétlujicich proménnych v m-té rovnici
a nakonec 3,, je kp,-rozmérny vektor regresnich koeficientt pro m-tou rovnici.'®
Je tfeba zduraznit, ze takovéto oznaceni umoznuje, aby se pocet vysvétlujicich
promeénnych v ramci jednotlivych rovnic lisil, nicméné nékteré ¢i vSechny vy-
svétlujici proménné mohou byt v nékterych rovnicich totozné.

Tento SUR model miizeme ptepsat do obvyklejstho maticového vyjadreni.

14V ramci klasické ekonometrie je druhem SUR modelu redukovany tvar modelu simultan-
nich rovnic. Podobné i v analyze ¢asovych fad patfi tzv. vektorovy autoregresni model (VAR
model) do skupiny SUR modelu.

15 Je tieba upozornit, Ze se trochu zménilo znaceni. V tomto oddile je x,,; vektor, kdy prvni
index oznacuje ¢islo rovnice. V piedchozich kapitoldch oznacovalo x;; i-té pozorovani pro j-tou
vysvétlujici proménnou.
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Staci zapsat vSechny rovnice podle pozorovani do vektort a matic jako

2, 0 - - 0
y'h 6.1 0 l‘gil 0o - .
vi=1 . B=1 X; = :
} 5 . . .. 0
Ymi M 0 . -0 2y,

a definovat k = Zn]\le km. Diky tomuto znaceni lze ovérit, Ze (6.44) lze prepsat
do podoby
yi = Xif + €. (6.45)

Nyni staci dat vSechna pozorovani dohromady

Y1 €1 X5
y= e=| "~ X =
YN EN Xn
a psat
y=XpB+e

SUR model tak lze zapsat jako ndm dobfe zndmy linedrni regresni model.

Pokud bychom piedpokladali, Ze €,,; je i.i.d. N(0,h~!) pro vSechna i a m,
méli bychom skutecné normalni linedrni regresni model, analyzovany v predcho-
zich kapitolach. V mnoha pripadech je vsak obvyklé pfedpokladat, ze ndhodné
slozky jsou korelovany v ramci pozorovani, tedy predpokladame, Ze ¢; je i.i.d.
N(O,H Y)Y proi=1,...,N, kde H je matice presnosti chyb rozméru M x M.
S timto predpokladem lze ukazat, Ze € je z N (0, 2), kde Q je blokové-diagonalni
matice rozméru NM x NM:

H* 0 - - 0
0 H! :

Q= - N (6.46)
0 . .0 H

SUR model tak nélezi do tfidy modeld analyzovanych v této kapitole. Jedinym
rozdilem je to, Ze zde nevystupuje h. To nepfinasi zadné podstatné rozdily, nebot
h byl skalar, ktery byl vytknut v pfedchozich oddilech jen kvtli zvyklosti. Pro
tento typ modelti toto vytknuti obvyklé neni (nicméné pokud bychom chtéli,
mohli bychom to udélat).

6.6.1 Apriorni hustota

V této Casti si rozsifime nezévislé normalni-gama rozdéleni do podoby nezavi-
slého norméalniho-Wishartova rozdéleni:

p(6, H) = p(B)p(H)
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kde
p(B) = fn(BIB, V) (6.47)

p(H) = fw(Hy, H) (6.48)

Wishartovo rozdéleni je maticovym zobecnénim gama rozdéleni. Pro analyzu
apriorni hustoty je dileZité poznamenat, ze F(H) = vH a neinformativnosti lze
docilit volbou v =0 a ﬁ_l =0prxM-

Pro tento model existuje i fada jinych apriornich hustot. Zjeména je to pfiro-
zené konjugovand apriorni normalni-Wishartova hustota. Pro tuto aprioni hus-
totu je mozno ziskat analytické vysledky a neni zde nutné vyuziti posteriorniho
simuldtoru. OvSem tento druh hustoty byl shledan jako prilis restriktivni. Jeho
implikaci je naptiklad to, Zze apriorni kovariance mezi koeficienty v kazdé dvojici
rovnic (tj. Bm a f; pro j # m) jsou vSechny proporcionalni téze matici. Z to-
hot oduvodu se v empirickych pracich objevuje pouze neinformativni varianta
prirozené konjugované apriorni hustoty. Rovnéz byla uc¢inéna fada pokusi pro
odvozeni méné restriktivnich pfirozené konjugovanych hustot.

6.6.2 Bayesovsky vypocet

Bayesovsky vypocet pro tento model lze provést Gibbsovym vzorkovadem pii
vyuziti vztaht pro podminénou posteriorni hustotu (6.12) a (6.18) zalozengch
na apriornich hustotach (6.47) a (6.48). Obé z téchto podminénych posterior-
nich hustot zahrnuji inverzi NM x N M-rozmérné matice 2, coz je vypocetné
naroc¢né. Ovsem blokova struktura matice {2 umoziiuje provést tuto inverzi ¢as-
te¢né analyticky. Pokud to ucinime, p(8ly, H) a p(H|y, 8) budou mit obvyklou
podobu, tedy:

Bly, H ~ N(B,V) (6.49)
kde
N -1
V= <V1 + ZX/HXi> (6.50)
=1
a

N
=V (V_IB + Z Xi'HyZ-) (6.51)

i=1

Podminéné posteriorni hustota pro H odpovidd Wishartovu rozdéleni:

Hly, 8 ~W(v,H) (6.52)
kde
7=N+v (6.53)
a
N —1
H=|H'+ Z(yi - XiB)(yi — XiB) (6.54)
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Protoze generatory nahodnych ¢isel z Wishartova rozdéleni jsou k dispozici
(napf. varianta pro Matlab je soucasti LeSageho Ekonometrického toolboxu),
lze snadno implementovat Gibbsuv vzorkovac, ktery bude generovat vzorky z
p(Bly, H) a p(Hly, B).

Predikéni analyza bude probihat standardnim zptsobem. Rovnéz tak lze
ovérit kvalitu modelu pomoci posteriorni predikéni p-hodnoty a interval nej-
vy$si posteriorni hustoty. Pro vypocet posteriorniho podilu Sanci mtizeme vyuzit
Savage-Dickey density ratio.

6.6.3 Empiricka ilustrace

BUDE DOPLNENO!

6.7 Shrnuti

BUDE DOPLNENO!



Kapitola 7

Linearni regresni model s
panelovymi daty

7.1 Uvod

V predchozich kapitolach jsme predpokladali pfipady, kdy jedna datova poloz-
ka byla dostupna pro kazdou pozorovatelnou jednotku. Naptiklad, y; byl skalar,
ktery obsahoval jediné pozorovani zavisle proménné. V ekonomii (a nejen v ni)
vSak existuje fada pripadi, kdy pro jednu proménnou mame nékolik pozoro-
vani. Mikroekonomickym piikladem by tak mohl byt pfipad produkce firem,
kdy muzeme mit idaje o vstupech a vystupech za nékolik let, a to pro vice fi-
rem. V literatufe zabyvajici se problémem ekonomického ristu se casto pracuje
s modely, které maji ¢asovou i prostorovou dimenzi (¢asovou fadu udaje pro
velkou mnozinu zemi). V rdmci finanéniho modelovani 1ze naptiklad pracovat s
cenami akcii vice firem obchodovanych v nékolika dnech ¢imésicich. V oblasti
marketingu miizeme disponovat daty o nakupech jednotlivych zdkaznikt reali-
zovanych pfi jejich navstévach v jednom obchodé. Vsechny tyto pfiklady jsou
charakteristické dostupnosti T pozorovani pro kazdého z N jednotlivcu ¢i firem
(nebo jinych jednotek). V ekonometrii je tento typ dat nazyvan panelovgmi daty,
ackoli ve statistické literatufe nesou nazev longitudindlni data.

V této kapitole budou diskutovany modely a metody bayesovské analyzy
pravé pro tento typ dat. Tato kapitola nepfinasi zadné nové vypocetni techniky,
naopak jsou zde kombinovany aspekty rtuznych modeld a metod posteriorni si-
mulace z pfedchozich kapitol. Vice se zde zaméfime na koncept hierarchickych
apriornich hustot. Tato kapitola je strukturovana dle predpokladt kladenych na
regresni koeficienty. Zacneme predpokladem, Ze regresni koeficienty jsou stejné
pro vSechny jednotlivce (souhrnny model — pooled model). Potom tento pfedpo-
klad uvolnime a dovolime, aby se arovinova konstanta mohla mezi jednotlivci lisit
(modely individualnich vlivi — individual effects models). Uvolnéni v8ech koefi-
cienti pak je pfedstavovidno modelem ndhodnych koeficienti (random coeffici-
ents model). Podrobnéji je analyzovan specidlni pfipad modelu individuélnich
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vlivd, tzv. stochastic frontier model. Zavedeme si rovnéz novou metodu vypoctu
marginalni vérohodnosti, nazyvanou dle svého autora Chibova metoda [5]. Tato
metoda je aplikovatelnd pokud je posteriorni simulace provadéna Gibbsovym
vzorkovacem a je uziteénd v pripadech vysoké dimenzionality parametrického
prostoru.

Na tvod si ujasnime znaceni v této kapitole. Necht y;; a €; oznacuje t-
té pozorovani (pro t = 1,...,T) zavisle proménné a ndhodné slozky pro i-tého
jednotlivce, kde: = 1,..., N. Vektory y; a ¢; tedy budou obsahovat T" pozorovani
zavisle proménné a chyb pro i-tého jednotlivce. V nékterych regresnich modelech
budem rozlisovat mezi troviiovou konstantou a ostatnimi koeficienty. Budeme
tedy definovat X; jakozto matici rozméru T' x k obsahujici T' pozorovani kazdé z
k vysvétlujicich proménnych (véetné troviiové konstanty) pro i-tého jednotlivce.
Matice X; bude matice rozméru T x (k — 1) odpovidajici matici X; bez sloupce
odpovidajicimu arovnové konstanté. Tedy, X; = [LTXi]. Pokud ddme pozorovani
pro N jednotlived dohromady, ziskdvame T N-rozmérné vektory:

A% €1

YN €N

Podobné i agregace vsech pozorovani vysvétlujicich proménnych vede k matici
rozméru T'N x K:
X1

Xy
7.2 Souhrnny model (pooled model)

V ramci tohoto modelu pfedpokladame Ze stejny regresni vztah plati pro vSechny
jednotlivce, tedy
yi=XiB+e€ (7.1)

proi=1,..., N, kde B je k-rozmérny vektor regresnich koeficienti véetné tro-
viiové konstanty. Tvar vérohodnostni funkce zavisi na predpokladech kladenych
na nahodnou slozku. V této kapitole budeme ptredpokladat pro ¢,j =1,..., N:

1. ¢; mé vicerozmérné norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou 07 a kovaria-
néni matici h~ 1.

2. €; a €; jsou nezavislé pro 7 # j.

3. Vsechny prvky X; jsou pevné ¢isla (tj. nendhodné veliiny) nebo v pii-
padé, Ze jsou ndhodnymi veli¢inami, jsou nezévisle na vSech prvcich ¢; a

maji hustotu pravdépodobnosti p(X;|A) kde A je vektor parametru, ktery
neobsahuje 8 ani h.
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Tyto predpoklady jsou podobné predpokladiim definovanym v pfedchozich
kapitolach. Poznamenejme jen, ze predpokladame, Ze ¢; a €;s jsou vzadjemné
nezavislé pro ¢t # s. Pfedpoklad nezavislosti chyb pozorovéani pro jednoho jed-
notlivce v ¢ase nemusi byt vzdy rozumny. Mtzeme tedy obecnéji predpokladat,
ze €; ma kovarian¢ni matici €2. Tento pripad lze pak fesit podobnym zpiisobem
jako SUR model v ptfedchozi kapitole.

Predpoklad nezavislosti chyb v ¢ase i mezi jednotlivci navzdjem redukuje
tento model na linearni regresni model diskutovany v kapitolach 2, 3 a 4. Data
za vsechny jednotlivce jsou tak shrnuty do jedné velké regrese.

Predchozi predpoklady tedy implikuji vérohodnostni funkci v podobé:

xr
2

h
(27)

p(y|B,h) = H

=1

T {eXp [_Z(yi - X:B) (yi — Xi/B):| }

Coz lze piepsat do podoby

NT

1A = S {ern |50 - X8V - X5

coz je vérohodnostni funkce z kapitol 3 a 4 pro TN pozorovani. V ramci em-
pirické ilustrace je vyuzita nezavisld apriorni normélni-gama hustota, kde 5 ~
N(B,V) ah~ G(s™?,v). Lze tedy vyuzit metody Gibbsova vzorkovade z kapi-
toly 4.

7.3 Modely individualnich vlivi (individual ef-
fects models)

Souhrnny model nemusi byt vZdy vhodny a predpoklad stejnych koeficientti pro
vSechny jednotlivce nemusi byt rozumny. Predpokldadejme naptiklad priklad z
oblasti marketingu kde y;; je prodej napoje znacky ¢ v ¢ase t. Prodeje mohou
zaviset na vysvétlujicich proménnych, které je snadné pozorovat, jako napr na
cené. Existuji vSak i nezachytitelné kvantit jako je vérnost znacce. Tomu odpo-
vidajici model tak mtize mit podobu:

Yit = Q4 + BTy + €5

V nasSem piikladu by z;t byla cena i-tého napoje v ¢ase t. Skutec¢nost, Ze tro-
vilova konstanta se mezi jednotlivymi znackami lis{ (o« mé index 7), miize zname-
nat, Ze v ni je obsaZen pravé onen zminovany efekt vérnosti znacce. Je tim umoz-
néno, ze dvé znacky napoju se stejnou cenou mohou mit rozdilnéu ocekavanou
prodejnost. Tento typ modelt modeli oznacujeme jako modely individualnich
vlivly, kdy «; je oznacovéano jako individudlni vliv (individual effect). Podobna
terminologie je i v klasické ekonometrii, kde dva typy modelt individualnich
vlivli jsou oznacovany jako random effect models a fized effects models.
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7.3.1 Vérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkce tohoto modelu je zaloZena na regresni rovnici:
yi = aur + X + € (7.2)

kde je zfejmé, ze a; oznacuje uroviiovou konstantu regresni rovnice i-tého jed-
notlivee a f3 je vektorem zbylych koeficientt, o kterych predpokladame, Ze jsou
stejné pro vSechny jednotlivce. Rovnice (7.2) spolu s pfedpoklady na ndhodnou
slozku formulovanymi za rovnici (7.1) implikuje vérohodnostni funkci v podobé:

p(yla, B, h) H 7% {eXp |:_}2L(yi — aur — XiP) (yi — aarr — )NQB)} }
o (7.3)

pficemz o = (o, ..., an)".

7.3.2 Apriorni hustota

V réamci bayesovské analyzy lze pouzit jakykoliv druh apriorni hustoty, véetné
neinformativnich. Zde budeme predpokladat dva typy apriornich hustot.

Nehierarchicka apriorni hustota
Regresni model v (7.2) 1ze zapsat jako:
y=X"B"+e (7.4)

kde X* je matice rozméru TN x (N + k — 1) déna jako

% OT . . OT Xl
OT LT . . . X2
X*=1. 0p . .
. OT
OT . . . LT XN
a
a1
B =
ay
B

Tento zplsob zapisu jasné ukazuje, ze individual effects model lze psat jako
regresni model, ktery byl fesen v kapitole 3 a 4 a jakdkoukoli apriorni hustotu
zavedenou v téchto kapitoldch lze pouzit i pro (8*, h). Pro srovnani s klasickou
ekonometriii, tento nehierarchicky prior vede k modelu analogickému fixed ef-
fects modelu. Matice X * totiz obsahuje vysvétlujici proménné pfipojené k matici
obsahujici umélou (dummy) proménnou pro kazdého jednotlivce.
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V této kapitole vyuzijeme nezévislou normalni-gama apriorni hustotu, tedy

pr~N(B", V) (7.5)

h~G(s 2 v) (7.6)

Hierarchicka apriorni hustota

V moderni statistice roste zdjem o modely, kde vektor parametri mé velkou
dimenzi. Jak bylo feceno v kapitole 6, oddilu 6.4, hierarchické apriorni hus-
toty lze vyuzit k feseni probléma zptsobenych vysokou dimenzi parametrického
prostoru. Model individualnich vlivi je modelem s parametrickym prostorem
obsahujicim N + k parametra (tj. N troviiovych konstant v «, k — 1 koeficientii
vBa presnost chyb h). Pokud je T relativné malé vzhledem k N, je pocet para-
metr relativné vysoky vzhledem k velikosti celkového vzorku.'® To nasvédéuje
tomu, Ze hierarchicka apriorni hustota je zcela primérena fesenému problému.
Obvykle se predpoklada, ze prot=1,..., N je

a; ~ N(pa, Vi) (7.7)

kde a; a a; jsou vzajemné nezavislé pro i # j. Hierarchickd struktura apriorni
hustoty nastava v pripadé, kdy predpokladame, ze u, a V, jsou neznamé pa-
rametry, které vyzaduji svou vlastni apriorni hustotu. Predpokladame, ze u,, a
V, jsou navzajem nezavislé a plati

pa ~ N(p,00) (7.8)

Vit~ GV ) (7.9)

Jak hierarchickd, tak i nehierarchickd apriorni hustota dovoluje rizné uro-
vinové konstanty pro kazdého z jednotlivet. Hierarchicka struktura diky doda-
te¢nému predpokladu o rozdéleni parametri troviiové konstanty (je-li v souladu
s daty) umoziuje presnéjsi odhad.

Pro zbylé parametry pfedpoklddame nehierarchickou apriorni hustotu neza-
vislého normalniho-gama rozdéleni:

B~ N(BVg) (7.10)

h~G(s2,v) (7.11)

Opét pro srovnani s klasickou ekonometrii, model s takto definovanou hie-
rarchickou apriorni hustotou vede k tzv. random effects modelu.

16Modely panelovych dat jsou obvykle pouzivany pro data ziskanid v ramci vybérovych
Setfeni. To vétsinou obsahuje dotazovani velkého poc¢tu osob (napf. N = 10000) co rok ¢i dva
(tedy T = 5). Otazky se tykaji jejich vydaju a spot¥ebnich zvyklosti. V téchto pfipadech je
N nesrovnatelné velké vzhledem k T'.
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7.3.3 Bayesovsky vypocdet
Posteriorni analyza pri nehierarchické apriorni hustoté

Za ptedpokladu nehierarchické apriorni hustoty dané v (7.5) a (7.6) mame line-
arni regresni model s nezavislou norméalni-gama apriorni hustotou. Posteriorni
analyza je tak analogické té z kapitoly 4. Mzeme tedy vyuzit Gibbsuv vzorko-
va¢ na zaklad€ znalosti podminénych hustot:

B*ly,h ~ N(B*,V) (7.12)
a
hly, B* ~ G(372,7), (7.13)
kde
V=U"t4+hrx"Xx""1,
B =V(V'B* +hX*"y),
v=TN +v,

ij\il(yi — oGl — XZB)’(.% — ol — XZB) + vs?

v

\g|

@l
|

Analyza konvergence, predik¢ni analyza a porovnani modelt lze provést me-
todami ptedchozich kapitol. Je tfeba poznamenat, Ze mize nastat numericky
problém, pokud je N piili§ velké, nebot V' je matice rozméru (N +k—1) x (N +
k —1) a je ji tfeba invertovat. Poéitacovy algoritmus pro maticovou inverzi tak
muze byt nespolehlivy. V takovych pfipadech je vhodné vyuzit teorém o inverzi
délené matici, ktery snizuje dimenzi invertovanych matic (viz p¥iloha A).

Posteriorni analyza p¥i hierarchické apriorni hustoté

Odvozeni posteriorni hustoty pro hierarchickou apriorni hustotu danou v (7.7) az
(7.11) neni nijak obtizné. Toto odvozeni v sobé& zahrnuje nasobeni vérohodnostni
funkce a apriornich hustot a analyzu vysledného vyrazu pro B, h, a, e a Vy,
abychom tak nalezli jddrové hustoty pro kazdou z podminénjych posteriornich
hustot. Pak jiz neni nic jednodussiho nez vyuzit Gibbstv vzorkovac.

Relevantni posteriorni rozdéleni pro S a h podminéné veli¢inou « jsou od-
vozeny analogickym zpisobem jako v pfipadé linearniho regresniho modelu s
nezévislou normalni-gama apriorni hustotou, tedy'”

B|y7 by, o, Vo ~ N(B7 Vﬂ) (7'14)

h\y,ﬁ,mua,Va ~ G(g_gaﬁ% (7'15)

17Poznamenejme, Ze rovnice pro p(ﬁ\y, h,a, pa, Vo) a p(hly, B, e, V) nezavisi na po a
Va, a jsou tak ekvivalentni p(8|y, h, @) a p(hly, B, ). Uplné znadeni pouzivame jen z toho dii-
vodu, abychom zdiraznili, Zze Gibbstv vzorkovac v sobé zahrnuje vybéry z plné podminénych
posteriornich rozdéleni.
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kde
N -1
V= (Vﬁl + hZX;XZ) ,
i=1

N
B=Vs (VEI,B +hy Xy - OéiLT]> ;
i=1

v=TN +v,
2 Zij\;l(yi — oGl — Xig)/(yi — ol — XzB) + vs?

v

Podminéna posteriorni hustota pro kazdé «; je nezdvisld na a; pro ¢ # j je
déana jako

ai|ya37hvﬂa>va NN(aivvi)v (716)
kde
oo VahTl
YTV, + Y
_ Vo (yi — XiB) vr + h™ g
! TVy + h=1

Nakonec pak podminéné posteriorni hustoty pro hierarchické parametry p,
a Vg, jsou

taly, B, by o, Vo ~ N(fi,, 52) (7.17)
a
Vitly, By by o, pia, Va ~ GV, Ta), (7.18)
kde
72 — Vagi
“ Va+No2
_ Vap, + 03 Zf\;l @i
/u’a - Va —|—NQ§ 9
Vg =V, + N,
V(x = Zi]\il(ai — Iu’ll)Q +Kaza )
Va

Je dobré si vS§imnout, ze Gibbstv vzorkova¢ vyzaduje v nasem pripadé vybéry
jen z normélniho a gama rozdéleni. Ackoliv tedy vzorce vypadaji dosti sloZité,
neni obtizné napsat pocitacovy skript ¢i program, ktery bude provadét poste-
riorni simulaci tohoto modelu. Predikéni analyza a kovergencni testy lze opét
provést standardnim zpiisobem.
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7.4 Model nahodnych koeficientt

Souhrnny (pooled) model pfedpokladal, ze vSem sledovanym jednotkdm piislu-
Sela tataz regresni pfimka respektive rovina. Model individudlniho vlivu pak
umoznil to, ze sklon této roviny ztstava pro vSechny jednotlivce stejny, ale
arovnové ¢leny se mohou lisit. Zde prezentovany model uvolituje pfedpoklad o
spole¢ném sklonu regresni roviny. Je tedy mozno pséat

yi = Xifi + €, (7.19)

kde f3; je k-rozmérny vektor regresnich koeficienti (véetné troviiového ¢lenu).
Tato rovnice plati pro ¢ = 1,..., N, tedy cely model zahrnuje Nk + 1 parame-
trit (tj. k regresnich koeficient pro kazdého z N jednotlived a pfesnost chyby
h). Pokud T neni relativné vysoké vzhledem k N, je velmi obtizné odhadnou
vSechny parametry modelu s néjakym stupném presnosti. Proto je obvyklé vy-
uziti hierarchickych apriornich hustot pro regresni koeficienty. Takovyto model
je nazévan modelem ndhodnych koeficientt (random coefficients model).

Jako motivaci jeho vyuziti se mizeme vratit k prikladu z marketingu pracu-
jicimu s prodeji riznych znaéek nipoji (vysvétlovand proménnd) v zévislosti na
faktorech obsazenych v X;, kterymi byla roviiova konstanta a cena dané znacky.
Pokud se (; lis1 mezi znackami, model umoznuje, aby dvé znacky s identickou
cenou mély rozdilné ocekévané prodeje (diky rozdilngym troviiovym konstan-
tdm), a navic umoziuje i odlisny marginalni efekt zmény ceny mezi znackami
(diky rozdilnym koeficientiim u ceny). Pokud zde existuje vérnost znacce, pak
zde tyto odliSnosti mezi jednotlivymi znackami mohou nastat. Vyuziti hierar-
chickych apriornich hustot dava témto odlisnostem jakousi podobu ¢i strukturu,
nebot je modeluje jakozto parametry pochdzejici ze spoleénych rozdéleni. Model
nahodnych koeficientt dovoluje kazdé jednotlivé znacce, aby se né€jakym zpi-
sobem odlisovala, nicméné hierarchicka apriorni hustota ¥ika, Ze tato odlisnost
nebude pfilisné, Ze se tedy bude jednat o jakousi homogenni skupinu. Takovyto
model je uzitecny i v fadé jinych praktickych aplikacich.

7.4.1 Vérohodnostni funkce

Predpoklady kladené na chybovy ¢len (diskutované v dvodu kapitoly) a tvar
regresniho modelu napovidéa, jakou podobu bude mit vérohodnostni funkce:

h= h
o) =TT o {oo |5 Xy G- x] } a0
kde 8 = (81',...,8n")" oznacuje vsechny regresni koeficienty pro viechny jed-

notlivce.
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7.4.2 Hierarchicka apriorni hustota

Obvyklou hierarchickou apriorni hustotou je ta, kterd predpoklada, ze 3; pro
i =1,..., N jsou nezavislé vybéry z normalniho rozdéleni. Pfedpokladame tedy

,81' NN(/’LB’V,B)' (721)

Druhd faze hierarchické apriorni hustoty je dana jako

s ~ N(p. Z5) (7.22)

Vit~ Wiys, V). (7.23)

Pfipomerime si, ze Wishartovo rozdéleni (zminované v kapitole 6 pii analyze
SUR modeli1) je maticovym zobecnénim gama rozdéleni. Rozdéleni v (7.23) je
parametrizovano tak, ze I (Vﬁfl) = yﬁzgl. Neinformativni variantu lze ziskat
nastavenim vg = 0.
Pro pfesnost chyby vyuzivame apriorni hustotu v podobé gama rozdéleni:
h~G(s™% ). (7.24)

7.4.3 Bayesovsky vypocet

Posteriorni analyzu lze opét provést za vyuziti Gibbsova vzorkovacée (podobné
jako v piipadé pfedchoziho modelu). Odvozeni pozadovanych podminéngch po-
steriornich hustot neni obtizné a lze je ziskat nasobenim vérohodnostni funkce
(7.20) s apriornimi hustotami v (7.21)-(7.24). Analyza vyslednych vyrazi nam
odkryvéa jadrové hustoty relevantnich podminénych posteriornich rozdéleni.

Podminéné posteriorni hustoty parametra (;, pro ¢ = 1,..., N, jsou vza-
jemné nezavislé a plati

kde

Vi=(hX/X; +V;),
By =Vi(hXi'yi +V; ')

Pro hierarchické parametry g a Va jsou relevantni podminéné posteriorni
hustoty:

Vi ty, B, hy g ~ W (g, 75V 5], (7.27)
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kde

— —1
S = (NVit+55t)

N
fig =2 <V51 > B +E§1u5> :

i=1
N

Vo= (8 —ne)(Bi —ns) + V.

=1

Vyraz va:l Bi je tfeba chépat jako k-rozmérny vektor obsahujici sou¢ty prvku
Bi-

Podminéné posteriorni hustota pro pfesnost chyby ma obvyklou podobu:

hly, B, ug. Vs ~ G(572,7), (7.28)
kde
7=TN +v,
2 _ Sili i = X' (v = Xipi) +vs”
v

Gibbsiiv vzorkova¢ v tomto pripadé vyzaduje vybéry z normélniho, gama a
Wishartova rozdéleni. Neni tedy obtizené tento problém pocitacové zpracovat.
Predikéni analyza a kovergenéni testy lze opét provést standardnim zpisobem.

7.5 Porovnani modela: Chibova metoda vypoc-
tu marginalni vérohodnosti

Doposud nebyla pozornost vénovana porovnani modeli tfidy tohoto typu. Pro
fadu typt modelt lze vyuzit metody z predchozich kapitol. Ppro analyzu pevné
danych resrikci, zahrnujicich vektor parametrt B v modelech individualnich
vliviy, lze vyuzit Savage-Dickeyho poméru hustut podobné, jako je tomu v kapi-
tole 4, ¢asti4.1.5. Ti, kdo néchtéji pocitat posteriorni podil §anci (napf¥. z diivodu
pouziti neinformativni apriorni hustoty), si mohou spoéitat intervaly nejvyssi
posteriorni hustoty a predikéni p-hodnotu. Nékteré druhy porovnani modeld,
které jsou obsahem této kapitoly, je vSak obtizné provést. Uvazujme naptiklad
situaci, kdybychom chtéli porovnat model individualnich vlivii s hierarchivkou
apriorni hustotou a souhrnny model. Lze ukazat, ze posledné jmenovany model
odpovida modelu individualnich vlivai v pripadé, kdy V, = 0. Skutec¢nost, Ze
jeden model je vnofenym modelem druhého modelu nam napovida, Ze by bylo
mozné k vypoctu Bayesova faktoru v tomto pfipadé vyuzit Savage-Dickeyho
pomér hustot. Pokud se podivdme na vztah (7.18), vidime, Ze je tento pfistup
spojen velkymi problémy. K vypoc¢tu Savage-Dickeyho poméru hustot by bylo
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potieba zvoli V7! = co. Asi by bylo mozno vyfesit tento problém volbou V!
jakozto velkého, kone¢ného ¢isla, nicméné, v tomto ptipadé by byla vysledkem
jen hrubé aproximace skuteéné hodnoty bayesova faktoru. Savage-Dickeyho po-
mér hustot tak je v tomto pripadé nedostacujici metodou. Bylo by mozné, na
druhé strané, pokusit se o pouziti metody Gelfanda a Deye, coz uz by byla ak-
ceptovatelnd metoda pro vypocet marginalni vérohodnosti. V pfipadé poblému
zahrnujicich vektory parametri vysokych dimenzi mize byt metoda Gelfanda a
Deye dosti nepfesn, a to zejména v kontextu odpovidajici volby funkce f(8) (viz
kapitola 5, vztahy (5.21) a (5.22)). Obecné je vypocet marginalni vérohodnosti v
pripadé vysoké dimenze parametrického prostoru vcelku obtizny a tomuto pro-
blému je v literatufe vénovana velka pozornost. V této Casti si ukazeme jeden
pristup, ktery lze v mnoha pfipadech vyuzit k efektivnimu vypoctu marginalni
vérohodnosti. Jedna se zejména o piipady vysoké dimenze parametrického pro-
storu.

Stejné jako v predchozich ¢astech kapitol, tak i zde se vratime k obecnému
znaceni, kde 6 je vektor parametri a p(y|f), p(9) a p(f|y) jsou postupné véro-
hodnostni funkce, apriorni hustota a posteriorni hustota. Chibova metoda k
vypoctu margindlni véorhodnsoti, popsand v praci Chib [5], vychazi z velmi
jednoduchého zjisténi. Bayesovo pravidlo fika

_ p(yl0)p(0)

Nicméné, p(y) nezavisi na paremetrech 6, tedy prava strana rovnice muZe byt
vyhodnocena v jakémkoliv bodé 6*, a vysledkem bude marginalni vérohodnost.
Pro jakykoliv bod 6* tak ziskavame

ol @)
T

kterou Chib nazyva jako zdkladni identita margindlni vérohodnosti (basic mar-
ginal likelihood identity). VSimnéme si, Ze vSechny hustoty na pravé strané rov-
nice (7.29) jsou vyhodnoceny v jendo bodé. Napiiklad p(6*) je zkraceny za-
pis pro p(6 = 6*). Pokud bychom znali pfesnou podobu vérohodnostni funkce,
apriorni hustoty a posteriorni hustoty (tedy ne jen jejich jadra, ale pfesnou po-
dobu funkei hustoty pravdépodobnosti), potom mizeme marginlni vérohodnost
spocitat na zakladé vyhodnoceni téchto funkci v jakémkoliv bodé a s vyuzitim
vztahu (7.29). V mnoha p¥ipadech zndme pfesnou podobu vérohodnostni funkce
a apriorni hustoty. Obvykle vSak neznadme pfesnou podobu posteriorni hustoty.
K implementaci Chibovy metody si tak musime ukézat, ja kvyhodnosti poste-
riorni hustotu v podé (tj. spocitat p(6*|y). Chibova price popisujetento postup
pro rizné pripady. My se zaméfime na pripad, ktery je relevantni pro modely z
této kapitoly.

(7.29)

7.6 Empiricka ilustrace

BUDE DOPLNENO!
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7.7 Analyza efektivity a model stochastickych
hranic

V této casti vyuzijeme ekonomickou teorii k prezentaci modelu stochastickych
mezi (stochastic frontier model, ktery spada do kategorie modeli individualich
vlivi, ovSem s odliSnou hierarchickou apriorni hustotou nez tou prezentovanou
v Casti 7.4.2. Tento model je dilezity sAm o sobé, protoze se vyuziva v pripadé
studii zamérenych na efektivitu produkce firem nebo jiného typu ekonomickych
agentt. Odvozeni modelu stochastickych mezi je rovnéz dobrou ukazkou toho,
jak aplikovana ekonomie mize vyuzit ekonomickou teorii ke konstrukci ekono-
metrického modelu.

7.7.1 Uvod do modelu stochastickych hranic

Principy, na kterych je tato tfida modeld postavena, lze ukazat na prikladu
ekonomického modelu produkce, kdy vystup firmy ¢ v ¢ase t, Yj;, je vyrabén s
vyuzitim vektoru vstupt, X}, kdei=1,...,Nat=1,...,T. Firmy vyuzivaji
béznou, nejlepsi moznou dostupnou technologii, pomoci které pretavuji vstupy
do podoby vystupu. Tato technologie je zavisla na neznamych parametrech, 5,
a je dana jako:

Yie = f(Xi:8)- (7.30)

To je tzv. hranice vyrobnich moznosti (production frontier) a ¥ikd ndm, jaky
maximéalni objem vystupu mtze byt dosazen z daného objemu vstupi. Ve sku-
teCnosti muze skuteény produkt firmy spadnout pod takovouto maximalni do-
sazitelnou troven. Odchylka skuteéného vystupu od maximalné dosazitelného
byva chapana jako méritko neefektivity a spada do oblasti zdjmu v fadé prak-
tickych aplikaci. Formalné si mtzeme vztah (7.30) rozsifit do podoby

Yie = [ (X5 8) 7, (7.31)

kde 0 < tau; < 1 je mira efektivity, kterd je specifickd pro jednotlivé firmy, a
7; = 1 znamena, Ze firma i je plné efektivni. Napi. hodnota 7; = 0.75 znamen4, Ze
firma ¢ produkuje jen 75% vystupu, ktery by mohla produkovat, kdyby pracovala
dle nejlépe dostupné technologie. V ramci této specifikace predpokladame, ze
kazda firma mé svou konkrétni tiroven efektivity, ktera je neménna v ¢ase. Tento
predpoklad vSak mizeme uvolnit, kdy odkaz na ptislusnou detailnéjsi literaturu
nabizi Koop [19].

V ekonometrické praxi se v modelu dale uvazuje ndhodny chybovy ¢len, (4,
ktery zahrnuje chyby v méfeni ¢i specifikaci. Model tak nabyva podoby

Yie = f (X3 B) i (7.32)

Zahrnuti tohoto chybového ¢lenu (chyb méteni) vytvaii stochastickou hranici, a
odtud tedy méme nézev modelu stochastickych hranic. Pokud je hranice vyrob-
nich moznosti, f (), v log-linedrni podobé (napf. Cobb-Douglasova produkéni
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funkce nebo produkéni funkce TRANSLOG), miZzeme vyuzit logaritmovani a
prepsat vztah (7.32) jako

Yir = XS+ € — zi, (7.33)

kde 8= (B1,...,Bk), Yir = In (Yir), € = In (Git), 2 = —In (1) a X;1 je protéjs-
kem X7, kdy vstupy jsou transformovany za pomoci logaritmt. Veli¢ina z; je
oznacovan jako nefektivita, a protoze 0 < 7; < 1, jedna se o nezdpornou nahod-
nou veli¢inu. Predpokladame, Ze X;; obsahuje tiroviiovou konstantu a koeficient
B1. VSimnéme si, Ze tento model mé podobu modelu individuélnich vliva. Tzn.,
ze vyraz (31 — z; hraje tutéz roli jako a; v sekci 7.4.2. V modelu stochastickych
hranic nam vSak sama ekonomicka teorie dava voditko k vybéru hierarchické
apriorni hustoty.

Je potfeba poznamenat, ze v pripadé, kdy neni produkéni funkce log-linedrni
(napf. CES produkéni funkee, tedy produkéni funkce s konstantni elasticitou
subsituce), je potfeba bayesovskou analjzu provadét ve vzajemné kombinaci
technik z kapitoly 5 a technik uvaddénymi na tomto misté.

Rovnice (7.33) miize byt zapséna jako
Yir = Xt + € — zitr, (7.34)

pokud si setfidime vSechny proménné do matic stejnym zptisobem, jak bylo
popsdno v tvodu této kapitoly (Gast 7.1). Piipomenme si, Ze ¢ je v naSem
znaceni T-rozmérny vektor jednicek.

7.7.2 Vérohodnostni funkce

Podoba vérohodnostni funkce zavisi na predpokladech kladenych na ndhodnou
slozku. Kromé standardnich pfedpokladi vyjadienych v Gvodu této kapitoly (viz
¢ast 7.1) budeme pfedpokladat, Ze z; a €; jsou vzidjemné nezavisle pro vsechna
i a j. Vysledna vérohodnostni funkce tak ma podobu

.
2

p(lBh2) = [ = {exp {—h (i — XB + zar) (i — XiB+ zm} } ,
i1 (2m)2 2
(7.35)
kde z = (z1,...,2n).

V ramci této specifikace chapeme z jako vektor nezndmych parametri, které
vstupuji do vérohodnostni funkce. V pristupu ,klasické“ ekonometrie by véro-
hodnostni funkce byla definovana jako p(y|8,h,0) = [ p(y|B, h, z)p(z]|0)dz, kde
p(z]0) odpovidd nasemu piedpokladu o rozdéleni neefektivity, které zavisi na
vektoru nezndmych parametra 6. Tento postup je matematicky ekvivalentni ba-
yesovskému piistupu vyuzivajicimu p(z|6) jako hierarchickou apriorni hustotu.
Jinymi slovy, v modelech jako tento je volba toho, co oznac¢ime jako ,vérohod-
nostni funkce“ a co jako ,hierarchickou apriorni hustotu, ¢isté sémantickou
zalezitosti, kterd nema vliv na statistické postupy dalsi analyzy.
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7.7.3 Hierarchicka apriorni hustota pro model stochastic-
kych hranic

Pro koeficienty hranice vyrobnich mozZnosti a piesnost chyby vyuZzijeme nam
dobie zndmou nezévislou norméalni-gama apriorni hustotu:

B~ N(B,V) (7.36)

h~G(s%v). (7.37)

Pro miru neefektivity pouzijeme hierarchickou apriorni hustotu. Protoze vime,
ze z; > 0, neni vhodné pouzit hierarchickd hustota odpovidajici normalni hus-
toté pravdépodobnosti z ¢asti 7.4.2. Volba apriorni hustoty obvykle v literature
odpovida omezenému normalnimu rozdéleni nebo nékterému rozdeéleni z rodiny
gama rozdéleni. Zde si ukazeme bayesovskou analjzu modela stochastickych
hranic s vyuzitim exponencidlniho rozdéleni, coz je gama rozdéleni s dvéma
stupni volnosti (viz Pfiloha B). Pfedpokladejme tedy, Ze z; a z; jsou a priori
nezavislé pro i # j, kdy plati

Zi ~ G (Mz, 2) . (738)

Hierarchicka podstata apriorni hustoty znamené, ze chapeme stfedni hodnotu
rozdéleni neefektivity jako parametr, ktery vyzaduje sviij vlasnti prior. Protoze
je z; > 0, vyplyva z toho, ze rovnéz p, > 0. Je snadnéjsi pracovat s p; ! nez
piimo s p1,, podobné jako pracujeme s pfesnosti chyby (h) misto rozptylu chyby
(02), coz nam umoziuje setrvat v nam znamych tiidach rozdéleni chybovych
¢lenti. Budeme tedy pracovat a apriorni hustotou v podobé

ot~ G (). (7.39)

Apriorni hyperparametry pro H;l a v, mohou byt stanoveny na zakladé
predpokladi o rozdéleni efektivity. MuZzeme tedy c¢asto mit k dispozic apriorni
informaci o tom, kde je rozdéleni efektivity umisténo. Necht 7* oznac¢uje apriorni
median tohoto rozdéleni. Pokud ocekavame, ze firmy v nasem vzorku jsou spise
efektivni, miiZzeme nastavit hodnotu 7* na vysokou hodnotu (napt. 0.95). Pokud
oCekavame, ze fada firem je neefektivnich, nastavime ji na hodnotu nizsi. V
literatute je ukazano, ze nastaveni v, = 2 implikuje relativné neinformativni
apriorni hustotu a z nastaveni K= —In (7*) vyplyva, Ze medidn apriorniho
rozdéleni efektivity je 7*.

To nam ilustruje obvyklou strategii nastaveni prioru. Apriorni hustotu sta-
novujeme prostirednictvim hyperparametrii, které jsou snadno interpretovatelné
v kontextu vychozi ekonomické teorie (v tomto piipadé 7*). Nasledné provadi
zpétnou transformaci pro nalezeni hyperparametrt pouzitych v modelu (v na-
Sem pfipadé p, a v,).

Uziteéné je rovnéz upozornit na skuteénost, e je to ¢asto ekonomicka teorie,
ktera nam nabizi rdzné omezeni, kterd mohou byt zavedena skrze nas prior.
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Napriklad bychom chtéli implementovat restrikci, Ze hranice vyrobnich moznosti
je monoténné rostouci ve vstupech. V jinych variantdch modelu stochastickych
hranic je zaddouci zahrnout restrikci, ze nakladova funkce je konkavni nebo, Ze
je moZny technologicky tipadek (jako opak technologického pokroku). Toto vse
znamena omezeni parametrii ve tvaru nerovnosti, coz lze provést metodami z
kapitoly 4, ¢asti 4.2.

7.7.4 Bayesovsky vypocet

Posteriorni analyza miuize byt provedena stejné jako v modelech individualnich
vlivii pomoci Gibbsova vzorkovace. Gibbsiuv vzorkova¢ potfebuje pouze zna-
lost plné podminénych posteriornich hustot. Ukazeme si tedy pouze prislusna
podminénd rozdéleni (ne celou posteriorni hustotu), kterd jsou stejna jako v
pripadé modelu individualnich vlivi s hierarchickou apriorni hustotou, tedy az
na hustoty odpovidajici z a p..

Pro parametry hranice vyrobnich moznosti ziskdvame

6|y7 ha 2z ~ N (B; V) 5 (740)

kde
N -1
V= (Vlhzxi’xz) :
i=1
o N
p=V (V_lﬁ-F hY X lyi+ zibT]) :

i=1

Pro pfesnost chyby méme standardni vysledky

hy, B,z ~ G (37%,7), (7.41)
kde
v=TN +v,
. Sty (wizier — XiB) (yizitr — XiB) s’
v

Podminéné posteriorni hustoty pro neefektivity jsou na sobé nezavislé (tj. z;
a z; jsou nezavislé pro i # j) a odpovidaji normalnimu rozdéleni omezenému
na kladné hodnoty s funkci hustoty pravdépodobnosti danou jako

p (zilyi, Xi, By hy piz) o< fn (zi|yiﬂ ~ 7 — (Thu) ™", (Th)_l) 1(z > 0),
(7.42)
T ) _
kde g, = # a X; je matice rozméru (1 x k) obsahujici primérné hod-
noty kazdé vysvétlujici proménné pro kazdého jednotlivce i. Opét, 1(z; > 0) je
indika¢ni funkce rovna jednic¢ce pokud z; > 0 a nule v ostatnich pripadech.
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Podminéné posteriorni hustota pro u; ! je ddna jako

u My, B,z ~ G (i, 7., (7.43)
kde
v, =2N +v,,
N+E
B, = =N 2 :
Dim Zilh,

Bayesianska analyza modelu stochastické hranice miize byt provedena po-
moci Gibbsova vzorkovace zahrnujiciho sekvenéni vybéry z podminénych hustot
(7.40) az (7.43). Vybéry z omezeného normalniho rozdéleni (viz (7.42)) mtzeme
provést tak, ze provedem vybéry z odpovidajiciho neomezeného normalniho roz-
déleni a zahodimé vybéry, kdy z; < 0. Alternativné lze vyuzit algoritmy pro vy-
béry z omezeného normélniho rozdéleni, snadno dostupné nap¥. pro MALTAB.
Tradi¢nim zptisobem provadime predikéni analyzu a standardnimi MCMC di-
agnostikami ovéfujeme kovergenci Gibbsova vzorkovace. Porovnani modelu lze
vyuzit za pomoci technik této kapitoly, napt. pomoci Chibovy metody muzeme
vypocitat margindlni vérohodnost.

Uziteéné je rovnéz védét, ze tyto metody se vyuzivaji i pro Cisté prufezo-
vou verzi tohoto modelu (tzn. T = 1). V pfipadé T = 1 vSak neni pfijatelné
pouziti urcitych nepravych priorti, nebot vedou k nepravym posteriortim. Intu-
itivné, pokud je T' = 1, je pocet parametri v celém modelu vétsi nez velikost
vzorku (parametry z, ., 8, h dohromady dévaji N + K + 2 parametr a my
méame k dispozici jen N pozorovani), coZ ponékud omezuje rozumnou posteri-
orni analyzu pfi absenci apriorni informace. Otazky pouziti neinformativnich
priortt v modelech stochastickych hranic jsou podrobné diskutovany v odborné
literature.

7.7.5 Empiricka ilustrace
BUDE DOPLNENO!

7.8 Rozsifeni

BUDE DOPLNENO!

7.9 Shrnuti

BUDE DOPLNENO!



Kapitola 8

Uvod do éasovych fad

8.1 Uvod

K problematice casovych fad se vaze rozsahld ekonometricka literatura. V této
kapitole se budeme zabyvat jednou t¥idou modeld zvanou stavové modely (state
space models), které jsou b&zné vyuzivany pravé za pouziti veli¢in a dat v po-
dobé casovych rad.

Pro zavedeni stavovych modelt hovoii t¥i dtvody:

1. Stavové modely jsou ve své podstaté hierarchické. Pravé bayesovské me-
tody s hierarchickou apriorni hustotou jsou v praxi velmi atraktivni.

2. Bayesianska analjza hlavniho alternativniho p¥istupu'® k ekonometrii éa-
sovych fad je detailné pokryta v knize Bauwens, Lubrano a Richard [1].
Tato kapitola nabizi jiny pohled na problematiku ¢asovych rad.

3. Stavové modely nejsou az tak odlisnou tfidou modelt nez pouzivaji Bau-
wens, Lubrano a Richard [1]. Nabizeji vSak jiny zpiisob zapisu téhoz mo-
delu.'®

Vyuzitim stavovych modeld je mozno fesit stejné problémy, které jsou obsahem
publikace autori Bauwens, Lubrano a Richard [1], ovSem ztstavame v hierar-
chickém kontextu, ktery je divérné zndmy a vypocetné pohodlny.

Nékteré koncepty zahrnujici ¢asové fady byl feseny v kapitole 6 v ramci
analyzy linedrniho regresniho modelu s autokorelovanymi ndhodnymi slozkami.
P1i préaci s ¢asovymi fadami tedy pouzivame ¢t a T misto ¢ a N, tedy y; pro
i =1,...,T znaci pozorovani zavisle proménné v obdobi 1 az T. Pfed tim, nez
se dostaneme ke stavovym modeltim, je dobré pripomenout, ze techniky ana-
lyzované v kapitole 6 lze v praxi dobfe uplatnit. Napftiklad, linedrni regresni
model s autokorelovanymi chybami je modelem ¢asovych fad, ktery muze byt v

18Tento alternativni piistup v sobé zahrnuje ARIMA modely a dynamické regresni modely,
které v sobé€ zahrnuji problematiku jednotkovych kofenud a kointegrace.
19Napiiklad, pro jakykoliv ARIMA model existuje i stavova reprezentace.
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fadé pripadi vice nez vhodny. Tento model obsahuje chybovou slozku ¢;, gene-
rovanou AR(p) procesem. Bézny model ¢asovych fad pro jednu vysvétlovanou
proménnou (tj. model analyzujici chovani jedné ¢asové fady y) pro y; odpovida
AR(p) procesu:

(I —=p1L—...—ppLP)ys = uy (8.1)
Vypocetni metody bayesovské analyzy tohoto modelu jsou zjednodusenim me-
tod diskutovanych v pfedchozich kapitolach. Ve skutecnosti je (8.1) linedrni
regresni model, kde vysvétlujici proménné jsou zpozdéné hodnoty proménné
vysvétlované

Yt = p1yi—1+ ...+ PpYi—p + Ut (8.2)

Vsechny zakladni regresni techniky diskutované v predchozich kapitolach jsou
relevantni. Rovnice (8.2) muZe byt rozsifena o dalsi vysvétlujici proménné a
jejich zpozdéni, pricemz se stale budeme nachézet v regresnim konceptu:

Yo = P1Yi—1 + -+ ppYi—p + Boti + Brxi—1 + ...+ BeTi—q + W (8.3)

V tomto na regresi zalozeném pristupu vsak vznika nékolik komplikaci. Volné
feceno, nejvétsi ¢ast literatury pojednavajici o ¢asovych fadéach se tyka restrikci
kladenych na koeficienty (8.3), pfipadné jejich transformaci. Rovnéz je zde fada
dilezitych problému tykajicich se definovani apriorni hustoty, které nevznikaji
v kontextu priifezovych dat.2’

V ramci uvodu do stavovych modeli zacneme s nejjednodussim piipadem
zvanym local level model. Zakladni otazky tykajici se formulace apriorni hustoty
a vypoc¢tu mohou byt diskutovany v kontextu tohoto modelu. Potom pfistou-
pime obecnéjsimu stavovému modelu. Detailnéjsi vyklad nabizi West a Harrison
[29].%! Publikace Kima a Nelsona [18] je dalsi bayesidnskou knihou, kterd je Givo-
dem i rozsifenim problematiky stavovych modeld.

V této kapitole vyuzijeme stavové modely k zavedeni empirickych bayesov-
skych metod. Tyto metody jsou velmi populédrni v hierarchickych modelech
vSeho druhu. Poskytuji na datech zalozené metody k ziskani apriornich hyperpa-
rametr. Empirické bayesovské metody nabizeji atraktivni alternativu?? pro ty,
kdo nechtéji vyuzivat subjektivniho definovani informativnich apriornich hustot
nebo nechtéji pouzivat neinformativnich priort.

8.2 Local level model

Local level model je dan jako

Yy = Q¢ + €¢ (8.4)

20Kromé knihy Bauwense, Lubrana a Richarda [1], dalsi podrobnosti nabizeji ptispévky z
tématickych vydani éasopisi Econometric Theory (ro¢nik 10, srpen-fijen 1994) a Journal of
Applied Econometrics (ro¢nik 6, ¥{jen-prosinec 1991)

21Dalsi ¢lanky pojednavajici o bayesianské analyze stavovych modelt jsou Carlin, Polson a
Stoffer [3], Carter a Kohn [4], de Jong a Shephard [7], Fruhwirth-Schnatter [11], Koop and
van Dijk [20] a Shively a Kohn [27]. Durbin a Koopman [9] je dobrym zdrojem s bayesovskym
obsahem.

228tatisticky tvod do empirickych bayesovskych metod nabizi Carlin a Louis [2].
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kde ¢ jei.i.d. N(0,h™!). Jedine¢nym aspektem tohoto modelu je ¢len o, ktery
neni pozorovan a o kterém predpokladame, Ze je generovan jako nahodné pro-
chazka (random walk)

Q41 = O + Uy (85)

kde u; je i.i.d. N(0,nh™1) a ¢ a ug jsou vzajemnd nezavislé pro vSechna t a s.
Ve vztahu (8.4) ¢ probihd od 1 do T, ve vztahu (8.5) od 1 do T'— 1. Rovnice
(8.5) neposkytuje explicitné vyjadfeni pro a;, oznacované jako poddteéni pod-
minka. Rovnice (8.4) je tzv. rovnice pozorovani ¢ méreni (observation equation,
measurement equation), rovnice (8.5) je pak nazyvana stavovou rovnici (state
equation).

V kapitole 6 byl diskutovin AR(1) model a bylo zdiiraznéno, Ze pro koeficient
u zpozdéné zévisle proménné p = 1 je tato fada nestaciondrni. Implikaci tohoto
je, ze oy mé stochasticky trend. Pojem stochasticky trend vychézi ze skutecnosti,
7e pro modely jako (8.5) se pfislusna fada muiZze v ¢ase dosti volné vyvijet (tj.
m4 trend), nicméné do tohoto trendového chovani vstupuje prvek ndhodnosti.
V protikladu k deterministickému trendu jako

oy = a+ Bt

kde proménné je pravé funkci ¢asu, stochasticky trend v sobé obsahuje ndhod-
nou slozku u;. Skuteénost, Ze (8.5) vyjadfuje trendové chovani pro «;, je mozno
vyvodit ze zapisu

t—1
o =oq + Zuj (8.6)
j=1

a tedy (pfi zanedbani po¢ate¢nich podminek) var(a;) = (t — 1)nh~!. Navic oy
a a;—1 maji tendenci lezet blizko u sebe (tj. E(a¢|ai—1) = ay—1). Stochasticky
trend ma tedy variabilitu, kterd je rostouci funkci ¢asu (a fada tedy mutze pro-
chézet stéle se rozsifujici oblasti), ovSem oy se méni v ¢ase jen pozvolna. To je
konzistentni s intuitivnim konceptem trendu, ktery je néco co postupné roste
nebo klesa v Case.

Rovnice (8.4) dekomponuje pozorovanou fadu y; na trendovou komponentu
a chybovou ¢ nepravidelnou komponentu ¢;.22 Obecné fedeno, stavové modely
lze interpretovat jakozto modely dekomponujici ¢asovou fadu na rizné casti. V
modelech mohou pribyt i dalsi slozky, jako napf. sezénni slozka.

Je dobré poznamenat, ze local level model se pouziva pro méfeni relativni ve-
likosti trendu a nepravidelné slozky. To je zaroven i motivaci, pro¢ byly zapsany
rozptyly predchozich ndhodnych slozek (h~1 a nh~1). Tento zpiisob pfimo im-
plikuje smysl 7 jakozto miru velikosti ndhodné prochézky relativné k rozptylu
chyby v rovnici méfeni. Je tak mozno vidét, ze pro n — 0 ndhodné slozka v
(8.5) vypadavad a oy = ay pro vSechna ¢ a (8.4) nabyde tvaru y; = a3 + €.

237 makroekonomického pohledu by tak trend mohl pokryvat dlouhodobou riistovou ten-
denci ekonomiky (napf. diky rustu pracovni sily, ristu kapitalové zasoby nebo technickému
pokroku), pfi¢emz nepravidelnd komponenta reflektuje ndhodné kratkodobé skoky postihujici
ekonomiku (napf. efekty hospodafského cyklu).
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V tomto pfipadé€ vykazuje y; ndhodné fluktuace kolem konstantni Grovné a; a
nema uz tedy trendovy charakter. OvSem pro rostouci 7 roste rovnéz i rozptyl u;
a tudiz nartsta role stochastického trendu. Analyza 7 je tedy dobry zptisob pro
méfeni vyznamu trendového chovani v ¢asové radé. Jen na okraj, test toho, zda-
li n = 0, je jednim ze zpisobl testovani jednotkového kofene (unit root). Tento
test hraje svou dtilezitou roli v . moderni empirické makroekonomii, a stavové
modely umoznuji toto testovani vcelku intuitivnim a jasnym zptisobem.

Jing zpisob interpretace (8.4) a (8.5) vychézi z toho, Ze oy je stfedni hod-
nota (& trover, tedy level) pro y;. ProtoZe tato stfedni hodnota se méni v
Case, pouziva se terminologie local level model. Interpretovat a; timto zptso-
bem, jako parametr, je v bayesovském chépani vcelku pfirozené. Rovnici (8.4)
je tak mozno chapat jako velmi jednoduchy pfipad linearniho regresniho modelu
zahrnujictho jen troviiovou konstantu. Vyznamnou inovaci je to, Ze se tento pa-
rametr mize meénit v ¢ase. Local level model je tedy jednoduchym piikladem
modelu v ¢ase proménnych parametri (time varying parameters model). Sofisti-
kovanéjsi stavové modely v sobé mohou zahrnovat v ¢ase proménné parametry
(regresni koeficienty) nebo v ¢ase proménné rozptyly ndhodnych slozek. Pokud
je a = (a1,...,ar)" interpretovano jako vektor parametrii, potom v bayesidn-
ském kontextu je tfeba definovat piislusnou apriorni hustotu. Ovsem (8.5) tuto
apriorni husotu pfimo nabizi, nebot definuje hierarchickou apriorni hustotu pro
a. S touto interpretaci je local level model velmi podobny modelu individualnich
vlivii v rdmci analyzy panelovych dat v kapitole 7 s T' = 1. Samoziejme model
individualnich vlivii mé arovinovou konstantu, které se méni v ramci jednotlivci,
pricemz local level model mé tiroviiovou konstantu proménnou v ¢ase. Zakladni
struktura téchto dvou modelid je vsak stejna. Nastroje kapitoly 7 s vyuzitim
nezavislé normalni-gama apriorni hustoty zde lze s uréitymi modifikacemi vyu-
Zit. Z tohoto dtivodu zde pouzijeme ptirozené konjugovanou apriorni hustotu a
zavedeme novou techniku pro definovani apriorni hustoty.

Bayesovské metody vyuzivajici nezavislou normalni-gama apriorni hustotu
jsou podobné tém z kapitoly 7, nebudeme je zde tedy opakovat. Lze zde odvo-
dit Gibbstuv vzorkovac¢. Tento algoritmus bude odvozen v kontextu obecnéjsiho
stavového modelu (vzhledem k této obecnosti je ptjde vyuzit i pro local level
model). V néasledujici ¢asti bude vyuZita pfirozené kojungované apriorni hustota
k zavedeni empirickych bayesianskych metod.

8.2.1 Vérohodnostni funkce a apriorni hustota

Pokud budeme definovat y = (y1,...,yr) a € = (€1,...,er)’, lze zapsat local
level model v maticovém zapisu jako

y=Ira+e (8.7)

Budeme-li predpokladat standardni pozadavky kladené na ¢, tedy Ze € mé vicero-
zemérné normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 07 a kovarianéni matici h=1 I,
potom se bude jednat o normalni linedrni regresni model, kde matice vysvétluji-
cich proménnych bude jednotkova matice (X = It) a o bude T-rozmérny vektor
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regresnich koeficienti. Vérohodnostni funkce tak bude mit standardni podobu
normalniho linearniho regresniho modelu (viz kapitola 3).

Samoziejmeé v jakémkoliv bayesovském piikladu mtzeme vyuzit apriorni hus-
totu dle nasich potieb a p¥ani. Stavova rovnice v (8.5) vSak sama nabizi hierar-
chickou apriorni hustotu. Vyuzijeme tedy tuto hustotu v prirozené konjugované
podobé. Pro porovnani s vysledky kapitoly 3 pro normalni line4drni regresni mo-
del s prirozené konjugovanou apriorni hustotou je dobré zapsat tento model
ponékud odlisnym zpusobem. Zacneme definovanim matice prvnich diferenci
rozméru (T'— 1) x T

-1 1 0 0 0
p_ |0 11 0 - 0 (8.8)
0 0 0 -1 1

Pro predstavu souvislosti se stavovym modelem poznamenejme, Ze
Qo — (1
Do =
ar — ar—1
a stavova rovnice (8.5) tak miZze byt zapsdna v podobé
Da=u

kde u = (uy,...,ur_1)’. Pfedpoklad, Ze u je normélni lze tedy intepretovat tak,
Ze stavova rovnice definuje norméalni hierarchickou apriorni hustotu pro Da.

Ke specifikaci kompletnich apriornich hustot pro vSechny parametry modelu
je tieba specifikovat apriorni hustotu pro h a «y. Abychom tak uéinili, zapiSeme
(8.7) v podobé

y=Wo+e (8.9)
kde
g
Qg — (X1
0 =
ar — ar—1
a

kde t7—1 je (T —1)-rozmérny vektor jedni¢ek. Maticovym nasobenim lze ukazat,
ze (8.9) je ekvivalentn{ k (8.7). P¥{ima maticovd inverze mize byt vyuzita k
tomu, aby se ukézalo, Ze C je dolni trojuhelnikovd matice rozméru (T — 1) x
(T — 1) se v8emi nenulovymi prvky rovnymi jedné (jedna se o inverzi matice D
s vynechanym prvnim sloupcem). Tedy C' mé vSechny prvky na a pod hlavni
diagonélou rovny jedné a vSechny prvky nad hlavni diagonalou rovny nule.
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Nyni si definujme pfirozené konjugovanou apriorni hustotu pro 6 a h:
0,h ~NG(0,V,s % v) (8.10)

Budeme predpokladat specifickou strukturu pro § a V' ktera bude zahrnovat
apriorni informaci obsaZenou ve stavové rovnici:

ol®

o=| - (8.11)

V= (V“ OT‘l/) (8.12)

Or—1 nlr—1

Poznamenejme, Ze tato apriorni hustota implikuje, ze ay+1 — oy odpovida nor-
malni hustoté, N(0,nh~1), coz je piesné to, co jsme predpokladali na zacatku
této sekce. SkuteCnost, ze apriorni hustota zavisi na parametru 7 ji ¢ini hi-
erarchickou. Navic jsme poskytly apriorni hustotu pro pocateéni podminku
ar ~ N0y, h='Vyy).

Na tomto misté je vhodné shrnout, co jsme doposud udélali. Zapsali jsme
local level model jako nas dobfe zndmy normélni linedrni regresni model s pii-
rozené konjugovanou apriorni hustotou. Skute¢nost, Ze se jedna o problematiku
¢asovych fad zahrnujici stavovy model, se projevuje vyhradné diky vybéru apri-
orni hustoty. V ramci bayesovského paradigmatu je interpretace stavové rovnice
jakozto prioru zcela prirozend a atraktivni. Je vSak tfeba dodat, Ze nebayesov-
sk ekonometrie by tuto hierarchickou apriorni hustotu interpretovala jako ¢ast
vérohodnostni funkce. V fadé modelu je jen otdzkou rozhodnuti, kterou cast
modelu oznac¢ime jako ”vérohodnostni funkci”a kterou jako ”prior”.

8.2.2 Posteriorni hustota

Standarn{ vysledky pro NLRM s pfirozené kojugovanou apriorni hustotou (viz
kapitola 3) ndm fikaji, Ze posteriorni hustota pro parametry ¢ a h, oznacovana
jako p(6, hly), odpovida NG(0,V,572,7) kde

0=V o+ Wy) (8.13)
V=W '+ww)! (8.14)
v=v+T (8.15)
vs? = us? + (y— W0) (y — W) + (0 —0)V 1@ —0) (8.16)

Vlastnosti normélniho-gama rozdéleni implikuji, Ze je snadné zpétné transfor-
movat parametrizaci v (8.9) na pivodni parametrizaci danou v (8.7). Protoze
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p(0)h,y) je normalni a plati, Ze linedrni kombinace veliiny z normélniho roz-
déleni je opét veli¢ina z normalniho rozdéleni, potom za podminky, Ze poste-
riorni hustota p(6, h) odpovidd NG(6,V,572,7), je posteriorni rozdéleni (a, h)
analogické rozdéleni NG (@, V,,5 2,7) kde

a=wo (8.17)

Va=WVW (8.18)

Protoze jsme pouzili pfirozené konjugovanou apriorni hustotu, mame k dis-
pozici analytické vysledky, a nepotfebujeme tak posteriorni simuléator. Je dobré
poznamenat, Ze local level model je regresni model, kde pocet regresnich ko-
eficienti je roven poctu pozorovani. V regresni analyze je obvyklejsi pripad,
kdy pocet regresnich koeficientl je vyrazné nizsi nez pocet pozorovani (tj. v
notaci pfedchozich kapitol k < N). Local level model tak ukazuje, Ze apriorni
informace muze byt v mnoha pfipadech vyuZita k ziskédni hodnotné posteriorni
analyzy i v modelech s velkym poctem parametri. V tomto kontextu vznika
jina otazka, a to, pro¢ neziskavame degenerované posteriorni rozdéleni v bodé
y = a. Pokud bychom nastavili o; = y; pro vSechna ¢, ziskali bychom perfektné
padnouci model ve smyslu, ze ¢, = 0 pro vSechna t. Lze ovéfit, ze vérohodnostni
funkce nabyva v tomto bodé nekonecné velké hodnoty. Bayesianskd posteriorni
hustota vSak neni do tohoto bodu nekone¢né vérohodnosti umisténa, a to diky
apriorni informaci. Stavova rovnice nam 1ika, Zze a;11 a oy lezi velmi blizko u
sebe, coz odsunuje posteriorni hustotu déle od bodu perfektni shody modelu
s daty. V literature zabyvajici se stavovymi modely je tato skutecnost ¢i jev
nazyvana vyhlazenim (smoothing) stavového vektoru.

Jelikoz se jednalo v tomto oddile o NLRM s prirozené konjugovanou apriorni
hustotou, porovnani modelt a predikce je provadéna metodami z kapitoly 3.

8.2.3 Empirické bayesianské metody

V predchozich kapitolach byla apriorni hustota formulovdna bud subjektivné
nebo se vyuzivalo neinformativnich apriornich hustot. V kontextu této kapitoly
to znamena volbu 6, V, s72, v nebo nastaveni neinformativnich hodnot v = 0 a
V! = 0py7.2* Oba tyto piistupy viak maji své nedostatky. Subjektivni volbu
apriornich priora je nékdy obtizné udélat, pripadné muze byt zdrojem kritiky
jingch vyzkumnikt majicich apriorni hyperparametry (¢i hustoty) jiné. Nein-
formativni apriorni hustoty obvykle znemoziuji bayesovské porovnani modelt
z duvodu nedefinovanosti marginalnich vérohodnosti. Mnozi bayesianci proto
vyuzivaji tzv. empirickych bayesovskych metod, které se snazi preklenout vyse
zminované problémy. Local level model je vhodnym mistem pro jejich zavedeni.
Samoziejmeé tyto metody lze vyuzit s jakymkoli modelem, pfi¢emz jsou obzvlasté
populdrni v modelech s hierarchickymi apriornimi hustotami (jako jsou modely
této kapitoly a kapitoly 7). Je vSak tfeba poznamenat, Zze empirické bayesov-
ské metody jsou kritizovany pro jejich implicitni ”dvojpocet”’s daty, tj. data jsou

24P¥ipomenime si, ze pfi této volbé jsou hodnoty @ a s~2 irelevantni.
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nejprve vyuzita pro volbu apriornich hyperparametrii a po jejich vobé jsou tataz
data vyuzita po druhé v ramci standardni bayesianské analyzy.

Empirické bayesovské metody v sobé zahrnuji odhad apriornich hyperpara-
metrt z dat. Idedlnim nastrojem pro tento postup tak byva margindlni véro-
hodnost. Pro jakoukoliv volbu apriornich hyperparametri jsme schopni spocitat
marginalni vérohodnost. Hodnoty apriornich hyperparametr, kterymi dostava-
me nejvyssi apriorni vérohodnost, pak vyuzijeme v empirické bayesovské ana-
lyze. Hledani skrze vSechny apriorni hyperparametry vsak mtize byt velmi né-
rocné. Empirické bayesovské metody se tak vyuzivaji nejcastéji pro jeden nebo
dva klicové hyperparametry. Zde si ukdzeme postup této analyzy v ramci local
level modelu.

Apriorni hustota pro local level model specifikovana v (8.10), (8.11) a (8.12)
zévisi na péti hyperparametrech 7, 0, V,;, s~2 a v. Z nich je nejvyznamnéjsim
parametrem 7 a zda se tak byt nejvétsim kandidatem na pouziti empirického
bayesovského pristupu. Tento parametr lze interpretovat jako parametr vztahu-
jici se k velikosti komponenty ndhodné prochazky ve stavovém modelu a lze tak
pro ni obtizné definovat subjektivné néjakou hodnotu. Navic zjevna ”neinfor-
mativni”limitni volba 17 — oo nedava velky smysl, protoze to impikuje fakt, ze
stochasticky trend pfevazi nad nesystematickou (nepravidelnou) komponentou.
To je dosti ,informativni* tvrzeni. Zamérime se tedy na 7. Budeme predpokla-
dat, Ze jsme schopni subjektivné definovat hodnoty pro 8, V;, s~ 2 a v.

Vysledky kapitoly 3 (viz (3.34)) implikuji, Ze margindlni vérohodnost pro
analyzovany model mé podobu:

plyln) = ¢ (") (7s2) % (8.19)

kde

L) )2 (8.20)

Znaceni v (8.19) ukazuje, Ze bereme marginalni vérohodnost jako funkci 7
(v predchozich kapitolach jsme pouzivali znaceni p(y) nebo p(y|M;), ale tady
chceme explicitné vyjadiit jeji zavislost na 7). Standardni zpiisob provedeni
empirické bayesovské analyzy by byl zvolit takové n = 7}, pro které bude maxi-
malizovana p(y|n). Toto 1 by se pak vlozilo do (8.12) a posteriorni analyza by
probéhla standardnim zpusobem vyuZzitim (8.13)-(8.18). V local level modelu
je moZno 7 nalézt sifovou vyhledavaci metodou (grid search method), kdy se
zkusi dat kazdéa potencidlni hodnota 1 do odpovidajici sité ¢i mrizky a zvoli se
1 maximalizujici p(y|n).

Formalnéjsi zpusob je pak mozny explicitnim chapanim 7 jakozto parame-
tru a vyuzitim zakond podminéné pravdépodobnosti pro bayesovskou analyzu.
Pokud je 1 brano jako nezndmy parametr, potom Bayestv teorém implikuje
p(n)y) < p(yln)p(n), kde p(n) je apriorni hustota, a mizeme tak psat

p(nly) = ¢ (5:) @) o) (8.21)
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Tato posteriorni hustota mutze byt vyuzita pro analyzu 7. Pokud se nas zajem
zaméruje i na ostatni parametry modelu, potom lze vyuzit skutecnosti, ze

p(0, h,nly) = p(0, hly,n)p(nly)

Jelikoz p(@, hly,n) je normalni-gama hustota (podminéné specifickou hodnotou
n, ¢imZ plati posteriorni vysledky v (8.13)-(8.18)) a p(n|y) je jednorozmérna
hustota, mizeme vyuzit Monte Carlo integraci pro posteriorni analyzu tohoto
modelu. Provedeme tak nadhodny vybér z p(nly) = p(y|n)p(n) a podminéno
timto vysledkem provedeme ndhodny vybér z p(, h|y,n), ¢imz ziskdme vybér
ze sdruzené posteriorni hustoty. To, jak dostaneme vybér z p(n|y), bude zaviset
na presné podobé p(n). Jednoduchy zptisob vybéru z jednorozmérného rozdéleni
zahrnuje jeho aproximaci diskrétni alternativou. Tedy, vyhodnoceni p(n|y) v B
riznych bodech m¥izky 7y, ...,np vede k ziskani p(n|y),...p(nsly). Vybéry n
brané z tohoto diskrétniho rozdéleni (tj. rozdéleni definovaného pravdépodobn-
sotmi p(n = n;) = p(nly) pro i = 1,..., B) budou aproximativné odpovidat
vybértm z p(n|y). Pro rostouci B se bude zvySovat i kvalita aproximace.

Popsané empirické bayesovské metody pro local level model vyzaduji vybér
0y, Vi1, s72 a v (piipadné p(n) pii vyuziti druhého pifstupu zmitiovaného v
predchozim odstavci). Obvykla je volba neinformativnich apriornich hyperpara-
metri a ve vétsiné modelu s hierarchickou apriorni hustotou tato volba funguje
dobfe (nap¥. model pro panelova data z kapitoly 7). OvSem pro piipad local le-
vel modelu tento postup nefunguje. Podrobnéji si tedy fekneme, pro¢ tomu tak
je, coz zaroven bude ilustrovat problém, ktery muze vzniknout pfi bayesovské
analyze modela s velkjym poctem parametri.

Uvazujme, co se stane, kdyz nastavime v a Kﬁl na jejich limitni hodnoty
v = Kﬂl = 0. V takovémto pfipadé budou hodnoty s2 a 6, irelevantni. Pro
tuto neinformativni volbu lze piimo ovéiit, ze p(6, 02|y, n) je dobie definovana
posteriorni hustota. S ohledem na marginalni vérohodnost vSak nastévaji dva
problémy.

Prvni problém je, Ze integra¢ni konstanta v (8.20) je nedeterminovatelna.
To je standardni problém diskutovany v kapitole 2 v oddile zabyvajicim se po-
rovnanim model. Pokud se vSak zaméfime jen na 7, popfipadé€ je marginalni
vérohodnost vyuzita pouze pro porovnani souc¢asného modelu s jinym s touz ne-
informativni apriorni hustotou, neni tento prvni problém nijak vazny. Konstanta
¢ bud do vztahii nevstoupi nebo se vykrati v rdmci napt. Bayesova faktoru a
muze byt tedy ignorovana.

Druhy problém spoéiva v tom, Ze ¢len 752 se blizi nule pro n — co. Abychom
to vidéli, poznamenejme, Ze pokud jsou vSechny hyperparametry nastaveny na
své neinformativni hodnoty, § = (W'W)™'W'y a y — W@ = 0p. Nebudeme
uvadét formalni dikaz, nicméné se jednd o pripad, kdy tato degenerativnost
je dostatecna k tomu, aby margindlni vérohodnost byla nekone¢no pro n —
oo. Empirickd bayesovskd analyza tak nastavi 7 — oo pro jakoukoliv datovou
sadu. Lze ukézat, Ze tato volba povede k tomu, Ze E(aly) = y a nenastava tak
z4dné vyhlazeni (smoothing) stavového vektoru. Empirické bayesovské metody
selhdvaji v ramci local level model pfi nastaveni v a Kﬁl na neinformativni
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hodnoty. Tento problém (ktery nevznikd ve vétSiné jinych modeld) nastava z
toho diivodu, ze podet vysvétlujicich proménnych dangch v (8.7) je roven poctu
pozorovani a regresni pfimka (¢i kiivka) tak muze pfesné prolozit pozorovana
data. PTi praci s nepravymi neinformativnimi apriornimi hustotami tak je tfeba
byt velmi obezfetny, jestlize pracujeme s modely s velkym poc¢tem parametri.

Lze ovéiit, Ze pokud nastavime bud v > 0 nebo V' > 0 (a zvolime s nebo
0, adekvatnim zptisobem), potom empirické bayesovské metody pouzit mizeme.
Obé volby zamezi tomu, aby vs? v (8.19) se bliZilo nule pro 7 — oco. Nenf tedy
nutné mit informativni apriorni hustotu jako pro h, tak pro 6.

V rédmci alternativniho pfistupu, ktery chape n jako parametr (viz (8.21)),
nastava podobné neprijemné situace pro volbu v = Kl_ll = 0 a pro nastaveni
nepravého prioru pro 7. Pokud naptiklad zvolime v = Kﬁl = 0 a jesté budeme
brat p(n) jako nepravou apriorni hustotu odpovidajici uniformnimu rozdéleni
na intervalu (0, 00), potom bude platit, Ze p(n|y) neni platnd hustota pravdépo-
dobnosti (je tedy neprava). Pokud viak zvolime bud v > 0 nebo V7' > 0 anebo
p(n) jako platnou p.d.f., potom i p(n|y) je platnd posteriorni hustota. Jestlize
tedy budeme chapat 7 jako nezndmy parametr, lze provést bayesidnskou ana-
lyzu v tom pripadé, kdy bude k dispozici informativni apriorni hustota jednoho
z parametrt 7, h nebo 6.

8.2.4 Empiricka ilustrace: Local level model

BUDE DOPLNENO!

8.3 Obecny stavovy model
V tomto oddile se zaméfime na obecnéjsi stavovy model ve tvaru
yr = Xa+ Ziow + & (8.22)

kde
Ayl = TtOét -+ Uy (823)

Tento model vyuziva trochu odlisny zapis nez v pfipadé local level modelu,
kdy predpokladae, ze a; je p X 1 rozmérny vektor obsahujici p stavovych rovnic.
Piedpokladame, 7e ¢; je i.i.d. N(0,h™1), ovSem u; je nyni p x 1 rozmérny vektor,
ktery je i.i.d. N(0,H ') a ¢ a u, jsou vzdjemné nezavislé pro viechna s a t.
X; a Z; jsou postupné vektory rozméru 1 x k a 1 x p obsahujici vysvétlujici
proménné a (nebo) zndmé konstanty. Matice T; je matice zndmych konstant
rozméru p X p. P¥ipad, kdy T; obsahuje neznamé parametry lze fesit zptisobem
uvedenym nize.

Zde uvadény model neni tim zcela nejobecnéjsim, nicméné i tak je uzitecné
ilustrovat si v tomto kontextu nékolik specialnich pfipada. Local level model je
specialnim pfipadem pii volbé p =1,k =0,T; =1 a Z; = 1, tudiz je mozné i
tento stavovy model vyuzit pro dekompozici ¢asové fady na stochasticky trend
a nepravidelnou (nesystematickou) slozku. Dokonce i normélni linedrni regresni
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model mizeme snadno ziskat volbou Z; = 0. Normalni linearni regresni model
s v Case proménnymi parametry pak ziskdme tehdy, pokud Z; obsahuje nékteré
nebo vSechny vysvétlujici proménné. Existujii tzv. strukturdlni modely ¢asovych
fad, které 1ze pievést do podoby (8.22) a (8.23). Durbin a Koopman [9] analyzuji
tento typ modeld, a to véetné problematiky sezénnosti a jak 1ze bézné pouzivané
ARIMA modely (autoregresivni integrované modely klouzavych soucti) prevést
do podoby stavovych modeli. Na tomto misté si ukazeme, jak jeden z béznych
strukturalnich modeld casovych fad zvany local linear trend model miZeme
prepsat do stavového tvaru. Tento model je podobny local level modelu, ovsem
zahrnuje navic v sobé€ linearni trend. Tedy

Yr = Wt + €
Hit1 = pg + 1 + &

Vig1 =V + G

kde & je iid. N(0,07), () je i.i.d. N(0,0%) a vSechny nédhodné chyby jsou
vzéjemné nezavislé. Je mozno vidét, ze tento local linear trend model 1ze piepsat
do podoby stavového modelu volbou

11
5= (o )

Z,=(1 0)

2
-1 _ UE O
" (o oz>

a 8 = 0. Kratce a stru¢né shrnuto: fada uziteénych regresnich modelid i modela
¢asovych fad lze zapsat jako stavové modely.

8.3.1 Bayesovsky vypocet pro stavovy model

Jednou z vyhod bayesovského pfistupu je to, ze metody posteriorni analyzy v
fadé komplikovanych modelti Ize odvodit jednoduchou kombinaci vysledkt jed-
nodussich modeli. Stavovy model je dobrym prikladem tohoto postupu. Aniz
bychom si postupné odvozovali vérohodnostni funkci, apriorni hustoty a poste-
riorni hustoty, rovnou presko¢ime na problém bayesovského vypoctu a ukazeme
si, jak vyuzit vysledky pfedchozich kapitol pro tento stavovy model. Jak je
mozno vidét, pro posteriorni simulaci nastava komplikace toho razu, ze posteri-
orni hustoty pro « (analogické podobé jako v kapitole 7), (8.23) nebudou v ¢ase
nezavislé. To implikuje, ze a; a a;—1 nebudou vzadjemné nezavislé. Nejsme tak
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schopni najednou generovat vybéry pro «; a piipadnad pfiméa implementace Gi-
bbsova vzorkovace by zahrnovala vybéry z T-rozmérného norméalniho rozdéleni.
To by mohlo byt ponékud zdlouhavé, nicméné De Jong a Shephard [7] popisuji
efektivni metodu Gibbsova vzorkovace pro tuto tfidu modelu.

Blizsi pohled na (8.23) naznacuje, ze pokud by a; pro ¢t = 1,...,T bylo
znamé (jakozto protiklad tomu, Ze je nepozorovano), potom by se stavovy model
redukoval na normélni lineadrni regresni model:

y; = XiB+ e

kde y{ = y+—Zia:. VSechny vysledky pro normalni linedrni regresni model pred-
chozich kapitol by tak byly vyuzitelné, pouze vysvétlovanad proménna by byla y;
misto y. To naznacuje, Ze pro stavovy model by mohl byt vyuzit Gibbstv vzorko-
va¢ s obohacenymi daty (data augmentation)®®. V zévislost na zvolené apriorni
hustoté, p(S, hly, a1, ..., ar) bude mit jednu z jednoduchych podob danych v
kapitole 3 nebo 4. Pokud by podobné byly znamé a; pro ¢ = 1,...,7T, potom
stavové rovnice dané v (8.23) jsou jednoduchou variantou modelu zdénlivé ne-
souvisejicich regresi (SUR) diskutovanych v kapitole 6 a p(H|y, a1, ...,ar) méa
znadmou formu.?% Pokud tedy jsme schopni odvodit metodu pro generovani na-
hodnych vybéra z podminéné hustoty p(a1, ..., arly, 8, h, H), budeme mit plné
specifikovany Gibbstuv vzorkovaé s obohacenymi daty, jenZ ndm umoziiuje ba-
yesovskou analyzu stavového modelu. V nésledujici ¢asti bude ukazan takovyto
Gibbsuv vzorkovac¢ pro specifickou volbu apriorni hustoty, nicméné lze vyuzit i
jinych apriornich hustot, a to s minimalnimi dopady a zménami.

V nasem piipadé vyuZijeme pro parametry 3 a h nezavislou normalni-gama
apriorni hustotu, pro matici H Wishartovu apriorni hustotu a pro aq,...,ar
apriorni hustotu implikovanou stavovou rovnici. Konkrétné tedy predpokladame
apriorni hustotu v podobé

p(ﬂa h7H7a11 e 'aaT) zp(ﬁ)p(h)p(H)p(oq, .- '7aT|H)7

kde
p(B) = fn(B1B, V), (8:24)
p(h) = fa(hls ™% v) (8.25)
p(H) = fw(H|vy, H) (8.26)

25Pod pojmem data augmentation je obvykle chiapana metoda pro konstrukei iterativnich
algoritml (jakym je rozhodné Gibbstv vzorkoval) skrze zavedeni nepozorovanych dat ¢i la-
tentnich proménnych (resp. latentnich dat). Jako Cesky ekvivalent metoddm s data augmen-
tation budu pouzivat pojmu metody s ,obohacenymi daty“ ¢ ,pomocnymi proménnymi“
(auziliary variables).

26pyipad, kdy T; obsahuje nezndmé parametry, by v sobé& zahrnoval vybéry z podminéné
hustoty p(H,T1,...,T¢|ly,o1,...,ar), coz lze snadno provést. V obvyklém ”v ¢ase nemén-
ném” piipadé, kde Th = ... =Ty, p(H,Th1,...,Tt|ly, a1, ...,ar) bude mit pravé podobu SUR
modelu.
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Pro prvky stavového vektoru zachézime s (8.23) jako s hierarchickou apriorni
hustotou. Bereme-li v tomto pfipadé casovy index jakozto index zacinajici od
nuly (tzn. t = 0,1,...,T) a pfedpokladdme-li, ze oy = 0, potom nam stavova
rovnice dokonce poskytuje apriorni hustotu pro poc¢atecéni podminku. Formalné
muZeme tuto ¢ast apriorni hustoty psat jako

play,...,ap|H) = plai|H)p(az|ay, H) ... p(ar|ar—1, H),
kdeprot=1,...,T -1

plagii|ag, H) = fn(ar|Tio, H) (8.27)

p(ar) = fn(aa1]0, H) (8.28)

Poznamenejme, ze H hraje podobnou roli jako n v local level modelu. V
tomto pripadé je ovSem H matice rozméru p X p, tudiz vyuziti empirickych
bayesovskych metod by bylo v pfipadé tohoto modelu obtizné. Navic nevyuzi-
vame prirozené konjugované apriorni hustoty, coz ma za nésledek neexistenci
analytického feSeni.

Vyse uvedené uvahy napovidaji, ze sméfujeme ke Gibbsové vzorkovaci s
obohacenymi daty, ktery bude vyuzivat sekvenéni vybéry z p(Bly, a1, ..., ar),
p(hly,a1,...,ar), p(Hly,a1,...,ar) apla,...,arly, B, h, H). Prvni tfi poste-
riorni hustoty lze odvodit z pfedchozich kapitol. Z kapitoly 4 (oddil 4.1) vime,
ze

/8|yah70¢1,-~-,04TNN(,B,V) (829)
a
h|ya370417-~-704T ~ G(§_27P)7 (830)
kde
T —1
V= (Vl + hZXt,Xt> : (8.31)
t=1
T
=V <V16+ hY X (ye - Ztat)> , (8.32)
t=1
v=T+v (8.33)
a

o S = X~ Ziaw) + v’
— .

(8.34)

Za vyuziti vysledk pro SUR model (bez vysvétlujicich proménnych) z ka-
pitoly 6 ziskavame o
H‘y7o‘1a"'7aTNW(ﬁHaH)7 (835)

kde
vg=T+vy (8.36)
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T-1 -1

H= ﬂ_l + Z(at_H - TtOét)(Oét_H — Ttat)’ (837)
t=0

Pro aplnost Gibbsova vzorkovace potfebujeme odvodit podminénou poste-
riorni hustotu p(ayq,...,arly, B, h, H) a zptsob jak z této hustoty generovat
nadhodné vybéry. Ackoliv neni tézké zapsat tuto hustotu jako vicerozmérné nor-
malni rozdéleni, je obtizné ziskat z ni prakticky ndhodné vybéry, nebot se jednéd
o T-rozmérné rozdéleni a jeji prvky jsou vysoce korelovany. V této souvislosti
existuje fada prispévki snazicich se nalézt efektivni zpusob generovani nahod-
nych vybéra z tohoto rozdéleni (vyznamnymi piispévky jsou Carter a Kohn [4] a
DeJong a Shephard [7]). Zde budeme prezentovat metodu DeJonga a Shepharda,
ktera se ukéazala v fadé praktickych aplikaci jako vysoce efektivni. Dukazy a da-
181 odvozeni jsou obsazeny v pfislusném prispévku. Oba panové pracuji s trochu

odlisnou obecnou verzi stavového modelu v podobé

Yo = XyB+ Zioy + Gy (8.38)

Ayl = Ttat + JtVt (839)

prot=1,...,Tv(838)at=0,...,T v (8.39) a oy = 0. Ndhodn4 slozka v; je
iid. N(0,h71I,;1). Ostatni proménné a parametry jsou definovany stejné jako
v puvodni definici stavového modelu. Lze ukazat, ze tento model je ekvivalentni
s pavodni formulaci pokud zvolime

€
Vg = ¢
Ut

G bude fadkovy vektor rozméru (p + 1) dany jako
Ge=(1 0 . . 0
a J; je matice rozméru p x (p + 1) dané jako
Ji = [Op A] )

kde A je matice rozméru p X p implicitné definovana vztahem

-1 1 /

H™ ' = hAA
Jelikoz Gibbsiv vzorkovac v sobé zahrnuje vybéry z podminéné posteriorni
hustoty p(a1, ..., arl|y, 8, h, H), vie v (8.38) a (8.39) miize byt brano jako zndmé
hodnoty, s vyjimkou oy a v;. Piispévkem DeJonga a Shepharda [7] je névrh efek-
tivniho algoritmu®? pro vybéry n; = Fyv; pro riizné volby Fi. Vybéry z n; pak
lze transformovat do vybéra z «;. Jejich algoritmus je nastaven pro arbitrarni

27Existuji i dali vyhody tohoto algoritmu, zahrnujici pozadavky na pamét poéitace a vy-
hnuti se uréitym pripadim degenerace.
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F}, ovSem je tfeba poznamenat, ze obvyklou volnou je F; = Jy, ¢imz ziskdvame
vybéry chyb stavové rovnice, které lze pfimo transformovat do poZzadovanych
vybéri z ay.

DeJong a Shephard nazyvaji sviyj algoritmus jako simula¢ni vyhlazovaé (si-
mulation smoother). Tento simulaéni smoother za¢ina nastavenim a; =0, P, =
JoJo' a v¥poétem nasledujicich velidin pro t = 1,...,T:%8

et =Y — X¢ — Zsoyy ( )
Dy = ZP 7y + GGy ( )
K, = (T,P,Z/ + J,G{)D; " (8.42)
agr1 = Tyay + Kyey ( )

Py =T, P(T, — K+ Z.) + Ju(Jy — K. Gy)' (8.44)

potom si uloZzime ziskané veli¢iny e;, D; a K;. Nasledné je vypoc¢itana nova sada
veli¢in v obracené ¢asové posloupnosti (tj. t = 7,7 — 1,...,1). Tento postup
zacind nastavenim rp = 0 a Up = 0 a vypocétem

Cy = F,(I - G/D;'G; — [J; — K:G{)U[J; — K:Gy))Fy’ (8.45)
&~ N(0,h'Cy) (8.46)
Vi = F(GY/D; " Zy + [, — K, G Uy [Ty — K Z4)) (8.47)
Tt—1 = Zt’Dflet + (Tt - KtZt)ITt - T/}/Cflét (8-48)
U1 = Z/'D; ' Zy + (T, — Ko Zy) Uy(Ty — Ko Zy) + V'OV, (8.49)

a
m = F(G/'D; e + [Jo — KiGi)'ry) + & (8.50)
kde Gy = 0. Timto algoritmem ziskdme 1 = (ng,...,nr)" a lze dokdzat, Ze se
jednd o ndhodny vybér z p(n|y, 5,h, H). V zavislosti na podobé F} lze tento
vybér transformovat na pozadovany nadhodny vybér oy pro ¢t = 1,...,T. Pti

obvyklé volbé F; = J; tento algoritmus poskytuje vybéry nadhodnych chyb ve
stavové rovnici (tj. g = Jyvy), které lze transformovat na vybéry z «; za vyuziti
(8.39) a skute¢nosti, ze ag = 0.

Tyto vzorce vypadaji slozité. Nicméné algoritmus je jednoduchou sérii vy-
poc¢tt zahrnujici matice nizkych rozmért a ndhodny vybér z normalniho roz-
déleni pro ziskéni &. To velmi zrychluje vypodcet nebot prace s maticemi velkych
rozméri (tj. T x T') je dosti pomald. Pro vétsinu aplikaci budou mit matice F3,
Gy, J¢ a Ty jednoduchou podobu, coz predchozi rovnice jesté vice zjednodusuje.
Naprogramovat si takovyto Gibbstv vzorkova¢ tak neni nijak obtizné.

Byl tedy odvozen Gibbstv vzorkova¢ s obohacenymi daty, ktery provadél
sekvenéni vybéry z p(Bly, ai,...,ar), p(hly,a1,...,ar), p(H|y,aq,...,ar) a

28Tyto vypoclty jsou oznacovany jako béh Kalmanova filtru.
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plaa,...,arly, B, h, H). Na zdkladé vystupt takovéhoto posteriorniho simula-
toru, lze povést posteriorna analyzu obdobnou té z kapitoly 4. Stejné tak je
mozno provést predikéni analyzu, spocitat predi¢éni p-hodnoty nebo HPDI. Mar-
ginalni vérohodnost pro stavovy model lze vypocitat pomoci Chibovy metody,
je obdobnéa jako jeji aplikace pro model individudlnich vliva, kdy aq,...,ar
jsou brany jako latentni data (kapitola 7).

8.3.2 Empiricka ilustrace
BUDE DOPLNENO!

8.4 Rozsireni

BUDE DOPLNENO!

8.5 Shrnuti

BUDE DOPLNENO!



Kapitola 9

Modely kvalitativnich a
omezenych vysvétlovanych
promeénnych

9.1 Uvod

Normalni linearni regresni model je mocny analyticky nastroj vyuzitelny pro
analyzy zalozené na Siroké paleté dat. Ma vSak jedno velké omezeni, a to ta-
kové, ze rozdéleni vysvétlované proménné y (podminénné matici vysvétlujicich
proménnych X) odpovidd normélnimu rozdéleni. Pro fadu aplikaci je tento pred-
poklad nereélny. Tato kapitola je tedy vénovana uréitym typim dat (a na nich
zalozenych modeltum), pro které neni pouZiti normdlniho linedrniho regresniho
modelu adekvatni. Ukazeme si vSak, Ze je mozné koncept normélni linedrniho
regresniho modelu rozsirit do takové podoby, Ze jiz bude pfimérend témto ,ne-
standardnim® typtm dat.

»,Nestandardnimi“ typy je zde mysleno to, Ze vysvétlovand proménna je kva-
litativni povahy pripadné je né€jakym zptisobem omezena. Jako malou ilustraci
je mozno na uvod zminit piiklad z ekonomie dopravy. MizZe nas zajimat, proc¢
nékteri lidé voli jako dopravni prostfedek pro svou cestu do prace auto a pro¢
jini cestuji za praci vefejnou dopravou. Data, na kterych je takovato analyza po-
stavena obvykle pochazeji z néjakého druhu vybérového (dotaznikového) Setien,
kdy jsou respondenti dotazovani na to,jestli do prace jezdi autem nebo verejnou
(napt. jak daleko to do prace z domova maji, jaka je jejich mzda atd.). Pokud
bychom chtéli sestavit regresni model, byly by vysvétlujicimi proménnymi praveé
tyto osobni charakteristiky. Vysvétlovana proménné by vsak méla kvalitativni
podobu. Jednalo by se o umélou proménnou, kterd by nabyvala hodnoty 1, po-
kud respondent dojizdi do prace autem, a hodnotu 0, pokud voli hromadnou
dopravu. Bylo by asi dosti naivni pfedpokladat, ze takovato umélad proménna
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(podminénd vysvétlujicimi proménnymi) bude pochizet z norméalniho rozdéleni.

Jako druhy piiklad uvazujme teoreticky model, ktery zkouméa zavislost za-
douci Grovné investic néjaké firmy na jejich ruznych charakteristikach. V odpo-
vidajicim empirickém modelu tak bude pozadovana troven investic firmy vy-
svétlovana proménna a vysvétlujici proménné budou ony rtzné charakteristiky
firmy. V praxi jsou vSak data o pozadovanych investicich zfidka kdy dostupna.
Misto toho pozorujeme skutecné realizované investice firmy. Pokud neptipadaji
v tvahu negativni investice, potom je aktualni tiroven investic rovna pozadova-
nym investicim jen v pfipadé, pokud jsou pozadované investice kladné. Negativni
hodnota pozadovanych investic odpovida nulovym hodnotam skuteénych inves-
tic. Pokud bychom tak pro regresni analyzu vyuzivali skute¢né investice jako
zévisle proménnou, dopoustéli bychom se vazné chyby (pravé z toho divodu ze
nulové skutecné pozorované investice neodpovidaji nulovym pozadovanym in-
vesticim). V tomto piipadsé je totiz zdvisle proménna omezend (censored). Jedna
se o ptiklad modelu s omezenou vysvétlovanou proménnou (limited dependent
variable).

Oba tyto ptiklady implikuji to, Ze model obsahuje latentni (nepozorovanou)
zavisle proménnou, u které mtzeme vcelku rozumné predpokladat jeji norma-
litu. V prvnim ptikladé odpovidaji tato latentni data uzitku, ktery svou volbou
toho ¢i onoho dopravniho prostfedku dosahuje kazdy z dotazovanych respon-
dentti. V druhém pripadé je latentni proménnou pozadovand droven investic.
Bohuzel vsak v zadném z téchto prikladd nejsme schopni latentni data zcela
perfektné pozorovat. V prvnim pfipadé pozorujeme jen skutecnou volbu re-
spondenta, ne uzitek, ktery mu tato volba pfindsi. V druhém piipadé pozoru-
jeme latentni proménnou v omezené (cenzorované) podobé. To, Ze jsme schopni
tyto priklady interpretovat ve vztahu k latentnim datiim, ndm dava voditko
k tomu, jak pristupovat k bayesovské analyze tohoto problému. Podminime-li
nase analyzy latentnimi daty, bude se v kazdém pripadé jednat o normalni line-
arni regresni model a techniky z predchozich kapitol budou vice nez vyuzitelné
pro posteriorni simulaci. Budeme-li schopni odvodit podminénou posteriorni
hustotu latentnich dat podminénou skutec¢né pozorovanymi daty a parametry
modelu, jsme schopni v ramci bayesovské analyzy nasadit Gibbstav vzorkovaé
s obohacenymi daty (data augmentation)?®. To je presné postup identifikace
modeld v této kapitole.

V dalsi ¢asti bude trochu formélnéji vyjadien postup naznaceny v predcho-
zich odstavcich. Bude ukazéano, jak 1ze tuto obecnou strategii implementovat do
t¥ typovych modeltt zndmych jako tobit, probit a uspofddany (ordered) probit.
Déle budeme predpokladat pripad, kdy je vysvétlovand proménné vicerozmeér-
né a zaméfime se na model znadmy jako multinomidalni (multinomial) probit.
Bayesovska analyza modeli tobit, probit a usporadany probit zahrnuje kombi-
naci metod pro normaélni linearni regresni model s modelem spojujicim latentni
a pozorovand data. Bayesovska analyza multinomialniho probit modelu je po-

29Jen pro piipomenuti, pod pojmem data augmentation je obvykle chidpana metoda pro
konstrukci iterativnich algoritmu skrze zavedeni nepozorovanych dat ¢i latentnich proménnych
(resp. latentnich dat). Jako Cesky ekvivalent metodam s data augmentation budu pouzivat
metody s ,obohacenymi daty® ¢i ,pomocnymi proménnymi“ (auziliary variables).
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dobné s tou vyjimkou, ze normalni linearni regresni model je nahrazen modelem
zdanlivé nesouvisejicich regresi (SUR).

Prestoze klicovym prvkem této kapitoly bude (normélni) linedrni regrese (a
zaméiime se tak na t¥idy modell tobit a probit), je tfeba zdiraznit, Ze existuje
cela fada dalSich modeld vyuzivanych pro praci s kvalitativnimi a omezenymi
vysvétlovanymi proménnymi, pficemz tyto modely jiz nejsou tizce spjaty s nor-
malnim linedrnim regresnim modelem. K témto modeliim existuje velm pestra
literatura. Jako pfiklad vyuziti multinomidlnich probit model s panelovymi
daty zminime oblast marketingu, pro kterou je tento typ modelid zcela bézny.

9.2 Jednorozmeérné modely pro kvalitativni a o-
mezené vysvétlované proménné

Pro zacatek vyjdéme z ndm dobfe zndmého normaélniho regresniho modelu. V
ramci znaceni vsak ucinime drobnou zménu, a to takovou, ze vysvétlovana pro-

ménnd bude oznacovana jako y* = (y7,...,yy)". Model tak zapiSeme jako

Yyl =28+ €, (9.1)
kde z; = (1, 242, . . ., x4)". 'V maticovém vyjadteni je znaceni

y=XB+e (9.2)

Na vektor nahodnych slozek € budeme klast standardni predpoklady, tedy

1. vektor ndhodnych slozek € je z vicerozmérného normalniho rozdéleni se
stfedni hodnotou Oy a kovarianéni matici h~' I,

2. vSechny prvky matice X jsou pevnd ¢isla (tj. nendhodné veli¢iny). V pii-
padé nahodnych veli¢in predpokladame, ze tyto jsou nezavislé na vsech
prvcich vektoru e a jejich funkce hustoty pravdépodobnosti je p(X|\), kde
A je vektor parametr, ktery neobsahuje 8 ani h.

Jestlize bychom byli schopni veli¢inu y* pozorovat, analyza by probihala v
intencich predchozich kapitol. V této kapitole vSak budeme predpokladat, ze y*
obsahuje nepozorovana, latentni data, ktera jsou néjakym zpisobem propojena
se skutecné pozorovanymi daty obsazenymi ve vektoru y. Aby byla zarucena
Hfunkénost® dale popisovanych metod, musime predpokladat, ze vztah mezi y*
a y je takovy, ze p(B, hly*,y) = p(B, hly*) (pokud pracujeme s p¥irozené kon-
jugovanou apriorni hustotou jako v kapitole 3) nebo p(8Bly*,y,h) = p(Bly*, h)
a p(hly*,y,8) = p(hly*, B) (pracujeme-li s nezavislou normalni-gama apriorni
hustotou jak je tomu v kapitole 4). Tyto podminky ném nefikaji nic jiného nez
to, ze pokud bychom pozorovali y*, nepfineslo by ndm dodatecné pozorovani
y zaddnou novou informaci. Tato podminka je platna pro celou fadu uziteénych
modelt véetné téch diskutovanych v této kapitole.
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Pokud jsou tedy vyse uvedené podminky pro vztah mezi y a y* splnény,
je mozno provést bayesovskou analyzu s vyuzitim Gibbsova vzorkovace s obo-
hacenymi daty. V pfipadé neinformativni apriorni hustoty (popf. jeji neinfor-
mativni verze) provadi posteriorni simuldtor postupné vybéry z p(8, hly*) a
p(y*|y, B, h). V ptipadé nezavislé normdlni-gama apriorn{ hustoty je posteriorni
simulace zaloZena na postupnych vybérech z p(8ly*, h), p(h|y*, 8) a p(y*|y, B, h).
V obou piipadech je jedinou novou podminénou hustotou, kterou musime od-
vodit (ostatni odpovidaji tém z kapitol 3 a 4), hustota p(y*|y, 3, h). Z tohoto
divodu se zaméfime pouze na tuto podminénou hustotu.

9.3 Tobit model

Tobit model je jednoduchym pfikladem modelu, ve kterém jsou data néjakym
zpusobem omezena. Prikladem mitze byt v avodu kapitoly naznaceny prob-
lém skutecnych investic, které jsou omezenym pozorovanim pozadované trovné
investic. Tento pfipad tedy uvazuje vztah mezi y a y* v podobé

yi =y; pokud vy >0

yi =0 pokud y; <0 (9:3)

Asi neni prekvapenim, ze pokud bychom znali y*, potom bychom znali rovnéz
iy. Z tohoto divodu by p(8, hly*) = p(B, hly, y*) a mohli bychom pro ziskani vy-
béri z podminéné posteriorni hustoty parametrtt (podminéné y*) snadno vyuzit
vysledky z kapitol 3 a 4. Nicméné vétsinou tato optimistickd varianta nenastava
a musime tudiz odvodit p(y*|y, 5, h) pro vyuziti Gibbsova vzorkovace.

Posteriorni hustotu latentnich dat podminénou parametry modelu lze od-
vodit vcelku jasnym zptisobem. Poznamenejme nejprve, Ze jsme predpokladali,
ze ndhodné chyby jsou vzajemné nezavislé a tudiz i latentni data budou mit
stejnou vlastnost. Muzeme tak psat

N

Py, B, 1) = [ [ p; li, B, 1)

i=1

a zamerfit se tim na p(y}|ys, 8, h). Musime vzit do ivahy dva pripad, a to pfipad
kdy y; > 0 a pfipad, kdy y; = 0. Prvni z nich je jednoduchy: pokud je y; > 0,
potom mame y; = y;. Formalné feceno, jestlize je y; > 0, potom je podminéna
posteriorni hustota pro y; degenerovana hustota s veskerou pravdépodobnosti
sméfovanou do bodu y} = y;. Druhy pfipad lze fesit kombinaci (9.1) (tzn. sku-
tecnosti, ze nepodminénd hustota y; je normaélni) s faktem, ze y; = 0 implikuje
nerovnost y < 0. Proménnd y; mé omezené normalni rozdéleni v piipadé, kdy
y; = 0. Formalné tak mtizeme zapsat p(y}|y;, 8, h) jako

=y pokud y; >0

\ (9.4)
Y|y, Byh ~ N (2.8, h~1)1(yF <0) pokud y; =0 '

pricemz 1(y; < 0) je indika¢ni funkce, kterd je rovna jedné pro y; < 0 a nule
jinak.
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Posteriorni analyza tobit modelu miize byt tispésné provedena za pomoci
Gibbsova vzorkovace, ktery kombinuje vysledky pfedchozich kapitol s (9.4). Lze
zde aplikovat vSechny doposud probirané nastroje pro porovnani modelt a pre-
dikci vyuzivajicich MCMC algoritmus. Savage-Dickey density ratio vyuzijeme k
vypoctu Bayesova faktoru porovnavajiciho rtizné modely, pfipadné jako alter-
nativu lze pro vypocet matginalni vérohodnosti tobit modelu pouzit Chibovu
metodu. Predikéni analyza je opét ziejmou aplikaci vysledkid popsanych v ¢asti
4.1.6. Nesmime samoziejmé zapomenout na ovéreni konvergence pomoci kon-
vergencnich diagnostik.

V této ¢asti jsme predpokladali pfipad, kdy omezeni (cenzoring) zévisle pro-
ménné nastava pri nulové hodnoté. Staci vsak vcelku trividlni rozsifeni vyse uve-
deného modelu, abychom umoznili omezeni vysvétlované proménné pii néjaké
zndmé hodnoté c. Stejné tak je mozné omezit zavisle proménnou ve znamych
hodnotach zhora i zdola. Vsechna takova rozsifeni znamenaji toliko zménu
bodu(-11) omezeni v rovnici (9.4). Pfipad, kdy k omezeni dochazi pfi néjaké
hodnoté c, kterd je ovSem neznamym parametrem je trochu slozitéjsi rozsireni
vyse uvedeného modelu. Nicméné i tento problém lze fesit pomoci dodate¢ného
bloku v rdmci Gibbsova vzorkovacée. Pt¥ikladem aplikace takovéhoto rozsifeni
tobit modelu ukazuje Li [23].

9.3.1 Empiricka ilustrace: tobit model
BUDE CASEM DOPLNENO!

9.4 Probit model

Probit model se obvykle pouziva v situacich, kdy je vysvétlovand proménna
kvalitativniho razeni indikujici vysledek v rdmci jedné ¢i dvou kategorii (napft.
jednotlivec cestuje do price vlastnim automobilem nebo vefejnou dopravou).
Motivace tohoto typu modelu je zaloZena na tom, zZe jednotlivec provadi v ramci
svého rozhodovani néjaky druh volby. Samoziejmé probit model je mozno vyuzit
i v kontextu, kdy je zavisle proménna umélou proménnou nabyvajici hodnoty
nula nebo jedna.

Predpokladejme nicméné, ze se jednotlivec rozhoduje mezi dvéma alterna-
tivami. Ekonomickou formalizaci takovéto situace by byla specifikace uzitkové
funkce. Necht tedy U;; je uzitek, ktery jednotlivec ¢ (pro i =1,..., N) pfifazuje
volbé j (pro j = 0,1). Jednotlivec tak provede volbu 1 tehdy, pokud Uy; > Upy;
a volbu 0 jinak. Vybér tak zavisi na rozdilu v uzitcich vychézejicich z volby
jednotlivych alternativ. Tento rozdil mizeme definovat jako

y; = Ui — Uo;

Probit model predpoklada, ze tento rozdil v uzitcich lze vysvétlit normalnim
linedrnim regresnim modelem definovanym rovnicemi (9.1) nebo (9.2). To tedy
znamend, ze rozdil v uzitcich jednotlived zavisi na pozorovanych charakteris-
tikdch v x; (napf. vzdalenost do prace, uroveii platu, atd.) a chybovém ¢lenu,
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o kterém predpokladame, Ze ma normalni rozdéleni. Diky této nahodné chy-
bové slozce jsou probit model a dalsi podobné modely nazyvany jako modely
ndhodného uZitku (random utility models).

Problém je samoziejmé to, Ze nejsme schopni y; pozorovat piimo. Jsme
schopni pouze pozorovat konkrétni volbu, kterou jednotlivec i provede. Stejné
jako v tobit modelu mtizeme y* chépat jako proménnou obsahujici latentni data.
Na tomto zakladé samoziejmé budeme schopni k bayesovské analyze pouzit
Gibbstv vzorkova¢ s obohacenymih dat. Z dévodi diskutovanych v éasti (9.2)
potiebujeme odvodit pouze podminénou hustotu pro y*, tedy p(y*|y, 5, h).

V ramci probit modelu méa vztah mezi y a y* podobu

lely; =1 pokud yf >0 9.5)
yi=0 pokud y; <0 )
Opét Ize okamzité vidét, Ze bychom pfi znalosti y* znali rovnéz i y, a z tohoto
dtavodu by bylo p(8, hly*) = p(B, hly, y*). Mohli bychom tak pro ziskdni vybéra z
podminéné posteriorni hustoty parametrtt (podminéné y* a zavisejici na zvolené
apriorni hustoté) snadno vyuzit vysledky z kapitol 3 a 4.

Podobu podminéné hustoty p(y*|y, 5, h) lze odvodit podobnym zptisobem
jako v ramci tobit modelu. Nezavislost pozorovani mezi jednotlivci implikuje

N
=1

a staci se tak zaméfit na p(y;|y;, B, h). Pfedpoklady vy¥¢ené v rdmci normal-
niho linedrniho regresniho modelu implikuji, Ze i hustota p(y}|38, h) odpovida
normalnimu rozdéleni. K ziskani p(y}|y;, 8, h) staéi zkombinovat tento vysledek
s informaci obsazenou v y;. Pokude je y; = 1, potom ziskdme norméalni rozdéleni
omezené zleva v hodnoté 0. Pokud je naopak y; = 0, potome ziskdme normalni
rozdé€leni omezené zprava ve stejné nulové hodnoté. Preciznéji to lze vyjadrit
nasledovné:

yilyi, B, h ~ N(2i8,h~")1(y; <0) pokud y; =0 '

Posteriorni analyzu tak lze provést pomoci Gibbsova vzorkovace vyuzivaji-
cim obohacend data, kterym postupné generujeme vybéry z (9.6) a p(S, hly*)
(opét zde vyuzijeme poznatky z kapitol 3 popf. 4). Porovnéni model a predikce
miiZze byt snadno implementovana s vyuzitim dfive uvadénych nastroju.

K samotnym odhadim prametri je ¢asto uziteéné uvadeét i informaci o prav-
dépodobnostech jednotlivych voleb. Tyto pravdépodobnosti lze odvodit z poste-
riorniho rozdéleni parametri, pokud vezmeme v ttvahu skute¢nost, ze pro urcité
hodnoty parametrt plati

Pr(y; = 1(8,h) = Pr(y; > 0|3, h) (9.7)
=Pr(a}B + ¢ > 0|8, h) = Pr(Vhe; > —Vha|B|8, h)
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ProtozZe jsou chybové ¢leny normalné rozdélené, je posledni ¢len v rovnici (9.7)
roven rozdilu jedni¢ky a kumulativni distribu¢ni funkce standardizovaného nor-
malniho rozdéleni (tj. vhe; odpovidd N(0,1)). Pokud budeme definovat ku-
mulativni distribuéni funkci standardizovaného norméalniho rozdéleni jako ®(a),
potom pravdépodobnost volby alternativy 1 bude rovna vjrazu 1—®(—+v/ha’3).

Cleny ve vztahu (9.7) jsou funkcemi parametri modelu, ¢imz lze jejich poste-
riorni charakteristiky vypocitat standardné s vyuzitim vystupu Gibbsova vzor-
kovace. Pouzitim znadeni z kapitoly 4, ¢asti 4.1, odpovidaji ¢leny rovnice (9.7)
vyrazu g(6) pro specifickou volbu funkce g().

Rovnice (9.7) ilustruje identifikacni problém, se kterym jsme se nesetkali u
tobit modelu. O identifika¢nim problému hovorime tehdy, pokud vice hodnot pa-
rametr modelu zpisobi stejnou hodnotu vérohodnostni funkce. V ramci probi
modelu existuje nekoneény pocet hodnot parametra S a h, které vedou presné
k totoznému modelu. To si mizeme lehce vybavit, pokud si uvédomime, ze
Pr(xz;//B+¢; > 0|8, h) = Pr(zicB+ce; > 0|8, h) pro jakoukoli kladnou konstantu
c. Protoze transformovana ndhodn4 veli¢ina ce; ma rozdéleni N (0, c>h 1), jedné
se o totozné probit modely, lisici se jen rtznymi koeficienty a presnosti chyb.
Ekvivalentnim zptisobem dukazu tohoto tvrzeni by bylo vyjadfeni a porovnani
prislusnych vérohodnostnich funkci. Lze tak ukéazat, Ze hodnota vérohodnostni
funkce je totozna pro hodnoty (8 = By, h = hg) a (8 = ¢Sy, h = ’;—g), pri¢emz
Bo a hg jsou arbitrarné zvolené hodnoty pro 8 a h. Jinymi slovy, probit mo-
del neni schopen rozlisit oddélené 3 a h, je schopen pouze identifikovat soucin
BvVh. Z ekonomického tthlu pohledu neni tento zévér piekvapujici, protoze s
podobnou vlastnosti se lze setkat u uzitkové funkce. Pokud je napf. U(z) uzit-
kové funkce definovana na mnoziné kombinaci zbozi x, potom i cU(z) vyjadii
naprosto identické spotiebitelské preference tykajici se rozhodovani mezi jed-
notlivymi kombinacemi statki.

Resenim tohoto problému v rdmci probit modelu je nastaveni h = 1 (jak
tomu je v empirické ilustraci). Alternativnim FeSenim je nastaveni jednoho z
prvka vektoru 8 na pevné danou hodnotu (napf. nastaveni jednoho z koeficienti
na hodnotu 1). OvSem takovéto feSeni vyzaduej to, abychom znali znaménko
prislusného koeficientu. Pokud totiz nastavime jeden z koeficientti na hodnotu
1, implikuje nam to, Ze tato vysvétlujici proménna bude mit pozitivni efekt
na troven uzitku (tzn. vysoké hodnoty této proménné zvysi pravdépodobnost
provedeni volby 1). V praxi je tento druh informace (pokud jde o znaménko)
ziidka dostupny, a tak je obvykle preferovano normalizovani parametru h na
hodnotu jedna, tedy h = 1.

9.4.1 Empiricka ilustrace: probit model

BUDE CASEM DOPLNENO!
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9.5 Usporadany probit model

Probit model dovoluje dvé alternativy (napi. ¢lovék jezdici do préce voli mezi au-
tem nebo vefejnou dopravou). Rada empirickych aplikaci v§ak zahrnuje tii nebo
vice alternativ (cestovat do préce se dé tfeba i na kole). V dalsi ¢asti bude fe¢ o
multinomialnim probit modelu, ktery obecné dovoluje zahrnuti vice alternativ.
Jesté pred tim si vSak zavedeme pojem usporadany probit model (ordered probit
model), ktery je jednoduchym rozsifenim probit modelu z pfedchozi kapitoly.
Uspotfadany probit model dovoluje volbu mezi nékolika laternativami, ovSem
tyto alternativy maji specifickou podobu. Ta spociva v tom, Ze tyto alternativy
jsme schopni jednozna¢né sefadit v ordindlnim slova smyslu (coz samoziejmé
v fadé aplikaci nemusi byt rozumné). OvSem v mnoha situacich existuje jejich
logické setazeni, z ¢ehoz vyplyva, Ze usporadany probit model miize byt vcelku
kvalitnim feSenim problému. Pfedstavme si takovy marketingovy prizkum, ve
kterém jsou spotiebitelé dotazovani na své nazory ohledné néjakého konkrét-
niho produktu, pricemz voli mezi alternativami “velmi Spatny”, “Spatny”, “ne-
utralni”, “dobry”, “velmi dobry”. V tomto pfipadé méa téchto pét moznosti
vcelku logické potadi od “velmi $patny” po “velmi dobry”. V ekonomi prace se
uspotfaddany probit model vyuziva k analyze pracovnich arazi, kdy je zranény
pracovnik ohodnocen dle véznosti trazu (datovd mnozina tak obsahuje fadu
kategorii od lehkych zranéni, az po zranéni velmi vazn4).

K popisu usporadaného probit modelu je nutné zobecnéni dosavadniho zna-
¢eni. Model 1ze intepretovat jako normalni linedrni regresni model, kdy je vy-
svétlovand proménnd latentni (jako v (9.2)). Stejné jako v pfedchozich ¢astech
je klicovy vztah mezi y* a y. V usporddaném probit modelu nabyva y; hodnoty

g=1,...,J, kde J je pocet usporddanych alternativ a ziskavame tak vztah
yi=J pokud ;1 <y <7 (9-8)
kde v = (0,71, - --,7)" je vektor parametr, pficemz v < ... < 7.

Stejnym zptisobem jako ve vztahu (9.7) mtZeme vyuzit pfedpokladd nor-
mality regresniho modelu pro latentni data k vyjadieni pravdépodobnosti volby
jednotlivych alternativ. Podobné jako v probit modelu je nutno zavést omezeni
pro identifikovatelnost parametru. Budeme tak predpoklddat omezeni h = 1.
Dostavame tak

Pr(y; = j|B,7v) = Pr(v—1 <y <vlB,7) = (9.9)
Pr(vj_1 <zif+e <v1B,7) = Pr(yj_1 — ;B < e <v; —z388,7)

ProtoZe chybové ¢leny ¢; pochézeji z N(0,1), odpovidaji pravdépodobnosti
volby kumulativni distribu¢ni funkci standardizovaného normalniho rozdéleni.
Konkrétné, pii znaceni definovaném v ramci vztahu (9.7) dostavame

Pr(y; = j|B,7) = @(v; —2B) — ®(yj-1 — 73) (9.10)
(9.11)

Uspotadany probit pocitéd pravdépodobnosti volby pro kazdého jednotlivce
tak, Zze vyjdeme z normélniho rozdéleni (jehoZ integrdl pfes vSechny meze je
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roven jedné) a zvolime 7y, ...,7; takovym zpusobem, abychom rozdélili prav-
dépodobnost mezi vSechny moznosti volby. S vyuzitim této intuice je zfejmé,
ze bude potfeba mit vice restrikci pro identifikaci parametri. Predpokladejme
pripad, kdy J = 3 a pravdépodobnost tak musi byt rozdélena mezi t¥i alterna-
tivy. Predstavme si normalni rozdéleni, v ramci kterého si mtzeme volné zvolit
jeho stfedni hodnotu (tj. z;/8) a ¢tyii body v oblasti norméalniho rozdéleni (tj.
Y0, V1, Y2 a 7v3). Existuje celd Fada riznych zpisobt, jak zvolit tyto parametry
abychom dostali dané rozdéleni pravdépodobnosti mezi jednotlivé alternativy.
Predpokladejme, ze x; obsahuje pouze uroviiovou konstantu a budeme chtit
Pr(y; = 18,7) = 0.025, Pr(y; = 2|8,7) = 0.95 a Pr(y; = 3|3,7) = 0.025.
Toho miizeme dosdhnout tak, ze 5 = 0, 9 = —o0, 71 = —1.96, 75 = 1.96 a
v3 = 00. OvSem totozné pravdépodobnosti volby ziskame pro 5 =1, 7y = —o0,
v1 = —1.96, 72 = 1.96 a 3 = oo a fadu dalsich voleb hodnot parametri. A tak
tu mame samoziejmé identifika¢ni problém. Standardni zptsob feSeni tohoto
problému je nastaveni v = —o0, 13 =0 a 5 = oo.

Pochopit nutnost omezeni parametra z identifikac¢nich diavodd je mozno i
alternativné tak, ze se vratime k predchozimu jednoduchému probit modelu.
Tento model je ekvivalentni uspofadanému probit modelu s J = 2. Lze ovéfit,
7e se vztahy (9.8) a (9.9) zredukuji na své “probitovské®’ ekvivalenty ve vztazich
(9.5) a (9.7) v ptipadé, kdy 79 = —o0, 71 = 0 a 73 = 00, €0z jsou pfesné ona
identifika¢ni omezeni zavedena v predchozim odstavci.

Stejné jako v probit modelu si mizeme y* pfedstavit jako droven uzitku.
Protoze jsou jednotlivé alternativy jednoznac¢né uspotradany, je celkem rozumné
modelovat pravdépodobnosti volby zaloZené na svych latentnich uzitcich zptiso-
bem, jakoby se jednalo o integraly postupné na sebe navazujicich oblasti normal-
niho rozdéleni. Predstavme si tak nas marketingovy pfipad, kdy je spotiebitel
dotazovan na svij uzitek, ktery ziskava spotfebou néjakého zbozi a musi vo-
lit z alternativ ,,velmi Spatny“, ,Spatny“, ,neutralni“, ,dobry“, ,velmi dobry“.
Predpokladejme y;, coz je takovy uzitek i-tého spotrebitele, ktery ho vede k vy-
jadreni alternativy, Ze produkt je “Spatny“. Pokud se uzitek spotiebitele mirné
zvysi, potom je usporadanim kategorii mysleno to, ze spotrebitel fekne, ze pro-
dukt je pro néj nyni ,neutralni“ (nebo zistane u stavajici volby, a to té, ze se
stile jedné o produkt ,Spatny“). S usporddanym probit modele neexistuje moz-
nost, ze se mirnd zména v uzitku ndhle promitne do zmény nézoru na produkt
ve smyslu volby ,velmi dobry“. Je nutné skutecné zdaraznit, Ze omezeni uzitku
timto zpltsobem dava smyslu jen tehdy jestlize se bude jednat o usporadané
kategorie pfislusnych alternativ. Pokud spotfebitel voli mezi nékolika neuspo-
fadanymi alternativami, je adekvatni modelovou volbou multinomialni probit
model.

Bayesovska analyza usporadaného modelu vyuziva Gibbsuv vzorkovac s obo-
hacenymi daty, v rdmci néhoz jsou postupné generovany vybéry z p(5ly*, ),
p(Yly*,y, B) a p(y*|y, B,7). Stejné jako u probit modelu odpovidd podminénd
hustota p(S|y}, v) normélnimu rozdéleni, samoziejmé za podminky, Ze jsme jako
apriorni hustotu pro vektor parametri § vyuzili norméalni rozdéleni popiipadé
neinformativni apriorni hustotu (viz kapitola 3, kdy ovSem pfedpoklddame, Ze
h = 1). Podminénd hustota latentnich dat p(y}|y;,8,7v) odpovidd ohraniGené
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normalni hustoté pravdépodobnosti, kterd je jednoduchym rozsifenim vztahu
(9.6):
Yilyi = 3,87 ~ N(@iB8, D)1(vj-1 <97 <) (9.12)
To co je u usporadaného probit modelu nové, je podminénna hustota pro
v, tedy p(v|y¥, vi, B). Pro kazdy z téchto parametri vyuZzijeme nepravou apri-
orni hustotu majici charakter nekone¢né Sirokého rovnomérného rozdéleni, tj.
p(7;) o ¢. S mirnymi modifikacemi je mozné vyuzit i jiné typy apriornich hus-
tot. Tento druh prioru umoznuje snadnéjsi soucasné vybéry kazdého prvku
vektoru ~y. Pfipoménme si, ze identifikovatelnost parametrt vyzaduje volbu
Yo = —o0o, 11 = 0 a 75 = oo a je tak obvyklejsi generovat ndhodné vybéry
z p("Vily*, 9, B,v(—j5) pro j = 2,...,J — 1. Oznaceni 7(_;y vyjadiuje vektor
bez prvku «;, tzn. y_j = (Yo,---,Yj—1,Yj+1,---,7s) . Podminénou hustotu
P(i|ly*, v, B,7(—;)) 1ze snadno odvodit, vezmeme-li v tvahu nékolik jednodu-
chych skutecnosti. Za prvé, tato hustota je podminéna vektorem ;) a vime
tedy, Ze y; musi lezet v intervalu [y;_1,7,+1]. Za druhé, hustota je podminéna
jak vektorem y, tak i y* a muzeme si tak ujasnit, jaké hodnoty latentnich dat
odpovidaji prislusnym hodnotam skutecnych dat. Za tfeti, v argumetnech pod-
minéné hustoty neni pfitomna zadnd dalsi informace o vy;. Tyto skute¢nosti nam
impikuji rovnomeérné rozdéleni:

Yily* sy By (=) ~ UFj-157j41) (9.13)

pro j =2,...,J — 1, pficemz

7],71 = max{max{y;" LY = j}a’yj—l}

Vj+1 = min{min{y; 1 y; =7 + 1}, 741}
Oznaceni max {y; : y; = j} oznafuje maximalni hodnotu latentnich dat mezi
vSemi jednotlivci, ktefi si zvolili alternativu j. Vyraz min{y} : y; = j + 1} je
definovan analogickym zptisobem.

Shrneme-li si dosavadni poznatky, posteriorni analyzu uspofadaného probit
modelu lze provést pomoci Gibbsova vzorkovace s obohacenymi daty, kterym
provadime sekvenini vybéry z (9.12), (9.13) a p(S|y*). Posledni hustota odpo-
vida normalnimu rozdéleni, pokud budeme predpokladat normélni ¢i neinfor-
mativni apriorni hustotu a ptresnost chyby h = 1. Porovnani modeli a predikce
miize byt implementovana pomoci standardnich, v predchézejicich kapitolach
rozebiranych nastroju. V zdvislosti na porovndvanych modelech lze vyuzit bud
Savage-Dickey density ratio nebo Chibovu metodu. Predikéni analyza je imple-
mentovana podobné jako je tomu v kapitole 4. Konvergen¢nimi diagnostikami
je treba ovérit konvergenci Gibbsova vzorkovace.

9.6 Multinomialni probit model

Existuji pripady, kdy jednotlivci mohou volit mezi nékolika alternativami, nic-
méné zde nebude existovat jejich logické usporadani. V takovychto ptripadech
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si s uspofddanym probit modelem nevystac¢ime. Zavedem si tedy multinomi-
alni probit model, ktery je asi nejvice vyuzivanym modelem v pripadech, kdy
uvazujeme nékolik neusporadanych alternativ.

Na uvod si trochu upravime znaceni predchozich ¢asti kapitoly. Budeme
predpokladat, Ze y; mize nabyvat hodnot {j = 0,...,J}. Mame tedy celkem
J 4+ 1 alternativ indexovanych jako {j = 0,...,J}, kdy J > 1. Pro motivaci
zavadéni multinomidlniho probit modelu si mizeme rozsitit predchozi pripad
konceptu ,nédhodnych uzitki“. Vybér jednotlivce nezalezi na absolutni hodnoté
uzitku spjené s danou alternativou, ale na relativnim uzitku vzhledem k ostat-
nim alternativdm. Nechf Uj; je uzitek i-tého jednotlivce voliciho alternativu j
(proi =1,...,N aj=0,...,J). Veskerd informace o volbé, ktera byla ve
skutecnosti ucinéna, je obsazena v rozdilech uzitkt vzhledem k néjaké zakladni
alternativé. Zvolime si alternativu 0 jako zakladni volbu a definujeme latentni
proménnou diferenci uzitka jako

;i = Uji — Uoi
proj =1,...,J. Multinomialni probit model pfedpokladé, Ze tento rozdil uzitki
lze popsat normélnim linedrnim regresnim modelem:

Y = 2585 + €ji (9.14)

kde zj; je kj-rozmérny vektor obsahujici vysvétlujici proménné, které ovliviiuji
uzitek spojeny s volbou j (relativné vzhledem k volbé 0), 3, je odpovidajici
vektor regresnich koeficientii a €;; je chybovy ¢len regrese.

ProtoZe rovnice (9.14) zahrnuje J rovnic, bude posteriorni simuldtor kom-
binovat vysledky pro model zdanlivé nesouvisejicich regresi (SUR) s metodami
poskytujicimi vybéry pro latentni rozdily uzitkt. Bude tedy uzitecné prepsat
vztah (9.14) do podoby SUR modelu. Vsechny rovnice tak dame do spoleénych

vektort a matic, konkrétné y¥ = (y5;,...,v%), & = (e1q,. .., €51),
z, 0 - - 0
5} 0 ah O :
B=| X, =1 - . .
. .. .0
B
o - - 0
Definujme k = Z;-le k; a
yi =XiB+ e (9.15)
Pokud déale budeme definovat
Y1 €1 X3
y* — € = X = '
YN eEN Xn

muZeme zapsat multinomidlni probit model (pomoci latentnich rozdilt uzitki)
jako
Yy =XB+e (9.16)
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Rovnice (9.16) je v podobé SUR modelu a mtizeme tak vyuzit standardni pfed-
poklady kladené na ndhodné slozky SUR modelu. Pfedpokladame tedy, Ze €; jsou
nezévisle a stejnomérné rozdélena, pticems jejich rozdéleni odpovida N (0, H 1)
proi=1,...,N, kdy H je matice pfesnosti chyb rozméru J x J. Alternativni
moznosti vyjadieni téchto pfedpokladi je tvrzeni o tom, Ze rozdéleni vektoru e
odpovida N(0,9), kde Q je blokové diagonalni matice rozméru NJ x NJ.

H?* 0 - - 0
0 H! .
Q= . . - . (9.17)
. . - 0
0 . -0 H!

Jakozto ekonometii nepozorujeme y7; piimo, nicméné pozorujeme y;, kdy
plati
y; =0 pokud max (yf) <0
yi =j pokud max(y;)=y;; >0

3 =

(9.18)

pfifemz max (y}) je maximum J-rozmérného vektoru y;. Jednotlivce tak voli
tu ¢i onu alternativu, ktera bude maximalizovat jeho uzitek, ale my pozorujeme
pouze jeho volbu.

Pfipomenme si, Ze jsem v ramci jednorozmérného probit modelu kombinovali
normalni linearni regresni model se specifikaci pro latentni data y*. Pro baye-
sovskou analyzu jsme néasledné vyuzili Gibbsiv vzorkovaé s obohacenymi daty, v
ramci néhoz jsme generovali viybéry z podminénych hustot p(5|y*) a p(y*|y, B).
V kontextu multinomiélniho probit modelu vyuzijeme podobnou strategii, kdy
budeme kombinovat vysledky identifikace SUR modelu spolu se specifikaci la-
tentnich dat. Odvodime si tak Gibbsiv vzorkovaé, ktery vyuziva vysledki z
kapitoly 6, ¢asti 6.6, pro ziskdni vybért z p(8ly*, H) a p(H|y*, 8), a jistou po-
dobu vicerozmérného ohrani¢eného normalniho rozdéleni pro podminénou hus-
totu p(y*ly, 8, H).

Metody generovani vybérd z p(y*|y, 8, H) lze odvodit v podobném duchu
jako v pripadé tobit nebo probit modelu. Nezavislost chovani mezi jednotlivci
implikuje

N

i=1
diky ¢emuz se muzeme zaméiit jen na p(y;|y;, 5, H). Rovnice (9.15) ndm napo-
vida, ze p(y;|B, H) odpovid4d normalni hustoté pravdépodobnosti. Pokud toto
tvrzeni zkombinujeme s informaci obsazenou v pozorovanych datech y;, ziskame
ohranic¢enou normalni hustotu pravdépodobnosti, konkrétné pak

lely|yi, B, H ~ N(X!8, H~Y)1(max (y;) <0) pokud y; =0 9.19)
Y lyi, B, H ~ N (X8, H " )1(max (y;) = yj; > 0) pokud y; =] '

Ekonometricka analyza multinomialniho probit modelu byla mnoho let mimo

oblast hlavniho z&jmu (jak z hlediska bayesovského, tak i klasického p¥istupu),
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a to z divodu vypocetnich obtizi vztahujicich se k ohrani¢enému norméalnimu
rozdéleni. Bayesovsky pristup vyzaduje generovani vzorkt z ohranic¢ené viceroz-
mérné normalni hustoty pravdépodobnosti, klasicky piistup by pak vyzadoval
vypocet integraltt nad rdznymi oblastmi parametrického prostoru ohranic¢ené
vicerozmérné norméalni hustoty pravdépodobnosti. Problém nastaval zejména v
pripadé velkého poctu alternativ. Soucasné pokroky ve vypocetni technice vSak
vyrazné zjednodusuji bayesovskou (i klasickou) analjzu multinomidlniho pro-
bit modelu. Existuji volné dostupné programové kédy pro generovani vybéra z
ohraniceného vicerozmérného normélniho rozdéleni zahrnujici omezeni v podobé
linearnich nerovnosti.

Jestlize vyuzijeme pro vektory a matice parametrd, 5 a H, nezavislou nor-
malni-Wishartovu apriorni hustotu, mtzeme provést bayesovskou naljzu po-
moci posteriorni simulace zahrnujici postupné vybéry z podminénjych hustot
p(y*|y, B, H) (vztah (9.19)), p(Bly*, H) (coz je normalni rozdéleni odpovidajici
rovnicim (6.49)-(6.51)) a p(H|y*, 8) (coz je Wishartovo rozdéleni vychazejici ze
vztahti (6.52)-(6.54)). Vyvstavad nam zde vSak problém tykajici se identifiko-
vatelnosti modelu. U jednorozmérného probit modelu byl tento problém fesen
volbou h = 1. Tato podminka je jednoduché a vyznamné zjednodusuje vypocet.
V réamci multinomialniho probit modelu je vSak zahrnuti identifikac¢nich omezeni
mnohem slozitéjsi a ponékud se tim komplikuji i viypocetni postupy. Duvody,
pro¢ je multinomidlni probit model neidentifikovatelny, jsou podobné jako u
probit modelu.

Pokud budeme definovat kovarianéni matici chyb jako ¥ = H~! a ozna-

¢ime-li 0;; jako ij-ty prvek matice 3, potom je standardnim zptsobem reseni
identifikovatelnosti volba o;; = 1. Za téchto podminek vSak podminéné hustota
p(H|y*, 8) nebude odpovidat Wishartovu rozdéleni a nelze tak vyuzit vysledky
analyzy SUR modelu. Radu zptisobtl feseni toto problému lze nalézt v litera-
tute. Napiiklad McCulloch a Rossi [25] jednoduse ignoruji problém identifiko-
vatelnosti a nepracuji tak s predpokladem o1; = 1. V tomto pfipadé odpovida
podminénd hustota p(H |y*, ) Wishartovu rozdéleni a nasledné vypoéty jsou tak
jasné. Misto prezentace empirickych vysledkt pro parametry [ prezentuji autofi
své vysledky pro identifikovanou kombinaci parametri % Neékteti autori vsak
praci s neidentifikovanymi modely nepreferuji. Dosti nebezpecné je prace s ne-
informativnimi apriornimi hustotami, kde nastavaji vypocetni problémy. Velmi
obvykla je vSak bayesovska analyza multinomialniho probit modelu s vyuzitim
informativni apriorni hustoty ovSem s ignorovanim identifika¢nich omezeni.

Pro ty, kdo chtéji pracovat pouze s identifikovanymi modely nabizeji uzitec¢ny
pristup McCulloch, Polson a Rossi [24]. Jejich regresni model piedpokladad v
(9.15), ze ¢; odpovida N(0,X). Piipomefime si, ze jakoukoli sdruzenou hustotu
pravdépodobnosti lze zapsat pomoci marginalnich a podminéngch rozdéleni. Na
tomto zakladé je tedy mozné rozdélit vektor €; do podoby
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kde v; = (€2, ...,€5;)". Matice X je rozdélena podobnym zptisobem, konkrétné
_ o111 6/
3= { 5 EU] (9.20)

Zakony pravdépodobnosti nam fikaji, ze p(e;) = p(e1;)p(vilers). Z vlastnosti
vicerozmérného normélniho rozdéleni 1ze vyvodit, ze hustoty pravdépodobnosti
p(e1;) a p(v;|e1;) odpovidaji normAalnim rozdélenim. Presnéji,

€15 N(0,0‘ll) (9.21)

)
’UZ'|611' ~ N(THEM, (I)), (922)

’
kde & = ¥, — g—‘fl. Misto prfimé prace s kovarian¢ni matici chyb ¥ rozméru

J x J muzeme pracovat s parametry 11, 6 a . Jednoduse tak mizeme nastavit
011 = 1, zvolit apriorni hustoty pro § a ® a odvodit Gibbstav vzorkovac.

Je obvyklé pfedpokladat normalni apriorni hustotu pro 4 a Wishartovu apri-
orni hustotu pro ®~!. Volime tedy

p(6,27 ") =p(&)p(®~1)

, kde
p(d) = fn (9]0, Vs) (9.23)

p(@7) = fw (27 ug, 271) (9-24)

S témito apriornimi hustotami McCulloch, Polson a Rossi [24] ukazuji, Ze
potfebné podminéné hustoty pro Gibbsiv vzorkovaé jsou

p(ly*, ®,8) = fn (3]0, V5) (9.25)

11« P—
p(q) 1|y 75aﬁ):fW(q> 1|V<1>7¢

Jednotlivé parametry téchto podminénych hustot jsou dany nasledovneé:

N -1
Vs= (Vgl +o! Za@)

i=1

N
g = V(S <V515 + @71 Z ’Ui€1i>

i=1

) (9.26)

N -1
6_1 = Q‘i’ Z(Ul — 611‘5)(1)1' — Elié)/]
i=1

U<I>:Q¢+N
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Je nutné si uvédomit, ze se jedna o podminéné hustoty, kdy podminénost e dana
vektory y* a 8, tudiz lze vyuzit vztah (9.15) a brat vektor ¢; = (e1;,v}) jako
zndmy vektor.

Shrneme-li si nase dosavadni poznatky, mizeme Fict, Ze bayesidnskou analyzu
multinomialniho probit modu lze snadno provést s vyuzitim Gibbsova vzorko-
vace s obohacenymi daty. Pokud ignorujeme odentifika¢ni omezeni, zahrnuje Gi-
bbsiv vzorkova$ postupné vybéry z podminénych hustot (9.16), (6.49) a (6.52).
Budeme-li uvazovat identifika¢ni omezeni 017 = 1, potom Gibbsiv vzorkovac
obnési vybéry z (9.16), (9.25), (9.26) a (6.49). Ve vSech pfipadech lze pro po-
rovnéni modelt a predikci vyuzit nastroje z predchézejicich kapitol.

Je treba upozornit, ze v nékterych aplikacich byla zjisténa pomald konver-
gence Gibbsova vzorkovace. V literatufe tak lze nalést prace zaméfené na efek-
tivnéjsi vypocetni algoritmy.

V této podkapitole byly pro kovarianéni matici chyb specifikovany dvoje
rozdilné apriorni hustoty. Existuje vSak i fada jinych specifikaci apriornich hus-
tot, které 1ze s ispéchem vyuzit. Multinomialni probit model je nékdy kritizo-
van pro svou preparametrizovanost. To znamené, ze pokud je pocet alternativ
velky, obsahuje kovarianéni matice ¥ prilis hodné parametri, coz muze vést k
nepfesnym odhadtm. Mnozi vyzkumnici tak byli vedeni snahou o specifikaci
omezenych variant multinomidlniho probit modelu nebo o rozvoj informativ-
nich priort zahrnujicich dodatecnou strukturalizaci modelu. MoZnosti omezeni
je napfiiklad omezeni matice ¥ na diagonalni matici. Pokud je néjaké takové
omezeni rozumné, miize vyznamné snizit riziko pfeparametrizovani a zjednodu-
§it praktické vypocty.

9.6.1 Empiricka ilustrace: Multinomialni probit model

BUDE CASEM DOPLNENO!

9.7 Rozsifeni probit modelt

Asi neni prekvapivé, ze existuje Ffada rozsiteni modelt typu probit, usporadany
probit a multinomialni probit. Jednim z nejvyznamnéjsich rozsifeni zahrnuje
vyuziti panelovych dat. Tento typ dat je obvykle dostupny v marketingu. Diky
¢teckam Carovych kédl v supermarketech je mozné sledovat chovani a vybéry
mnoha jednotlivcet béhem jejich riznych navstév. Je navic zfejmé, ze se jednot-
livei mohou lisit ve svych uzitkovych funkci. To ndm naznacuje mozné vyuziti
modelu nédhodnych koeficientt z kapitoly 7 (Gast 7.4) pro latentni rozdily v
uzitcich, a to v kontextu probit modelu. Naptiklad v ptfipadé, kdy existuji dveé
alternativy (tj. néjaky produkt je bud koupen nebo nekoupen) a k dipozici mame
panelové data, lze rovnici pro normalni linearni regresni model s latentni zavisle
proménnou (viz (9.1)) zapsat v podobé

Yi = Ty Bi + €ir. (9.27)
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K odvozeni podminéngch hustot p(8;|y*) pro i =1,..., N lze vyuzit metody z
kapitoly 7 zahrnujici hierarchickou apriorni hustotu pro vektory parametra 3;,
kterymi je vyjadfena heterogenita spotfebitelt. Vyraz pro p(y}; |y, ) je jedno-
duchym rozsifenim vztahu (9.6). Snadno tak lze opét vyuzit Gibbstv vzorkovaé
s obohacenymi daty. Bayesovska analyza panelového multinomidlniho probitu
ndhodnigjch koeficienti, kombinuje odvozeni v rdmci multinomialniho probit mo-
delu, modelu ndhodnyjch koeficientti a SUR modelu. Dalsi rozsifeni mufe vést k
osetfeni problémil ¢i predpokladii spojenych s ¢asovymi fadami, kam miizeme
zafadit problém autokorelace nahodnych chyb. Pfikladem je tzv. multinomialni
viceasovy probit model (multinomial multiperiod probit model).

Dulezitym poznatkem bayesianstvi jako takového je skutecnost, Zze baye-
sovskd analyza panelového probit modelu a jeho multinomialni varianty zahr-
nuje kombinaci blokti Gibbsova vzorkovace pochazejicich z jednodussich modelt
predchozich kapitol. Bayesovska analyza je obvykle implementovana s vyuzitim
posteriornich simulatori, které obvykle pracuji s bloky parametrti podminéné
ostatnimi bbloky. Takovato modularni povaha posteriornich simuldtori vede k
snadné a intuitivni kombinaci ¢asti (vysledkil analyzy) rtiznych modeli. Jakyko-
liv probit (tobit) model je mozno kombinovat s modelem ¢ modely pfedchozich
kapitol. Probit (tobit) model s nelinearni regresni funkei, heteroskedasticitou na-
hodnych slozek nebo jejich autokorelaci 1ze vyvinout s vyuzitim vysledkt této
kapitoly a prislusnych kapitol predchozich. VSechna takova rozsifeni podtrhuji
modularni charakter Gibbsova vzorkovace.

9.8 Dalsi rozsireni

V ramci celé této kapitoly jsme se zaméfili na modely, ve kterych vhodné defino-
vand latentni data (a jejich chovani) mohou byt vysvétlena pomoci normélniho
lineadrniho regresniho modelu. Existuje ovSsem celd plejada jinych popularnich
modeld, které nelze zakomponovat do tohoto schématu. Vétsinu z nich lze za-
fadit do skupiny modelti, které maji charakter lineadrnich regresnich modeli,
nicméné ndhodné chyby maji ne-normalni rozdéleni. Pokud je naptiklad vy-
svétlovand proménna pocet néceho (pocet patentl registrovanych néjakou fir-
mou, pocet zemfelych doprovazejici néjaky druh lékaiského zakroku), potom
predpoklad normaélnich chyb je zcela nevhodny. V takovych pripadech je ob-
vykle vyuzivano Poissonovo rozdéleni. V pfipadech, kdy je vysvétlovanou pro-
ménnou doba trvani néjaké udalosti (napf. pocet tydnii trvani nezaméstnanosti),
je obvyklé vyuzit v rdmci regresnich modelti exponencialni nebo Weibullovo roz-
déleni.

S ohledem na kvalitativni podobu dat jsou popularni konkurenci probit mo-
delu tfida tzv. logit modeli. Ve skutec¢nosti existuje ke kazdé podobé probit mo-
delu jeho ,logitovsky“ protéjsek (uspofddany logit model, multinomidlni logit
model apod.). Tyto modely jsou zaloZeny na podobné intuici ohledné existence
nahodnych uzitkt jako v pripadé probit modelt a jejich jedinym rozdilem je
predpoklad logistického rozdéleni ndhodnych chyb. Klicovou vlastnosti tohoto
rozdéleni je to, Ze existuje analytické vyjadieni ptislusné kumulativni distribuc¢ni
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funkce. Tuto vlastnost neméa normaélni rozdéleni. AZ do doby rozvoje posterior-
nich simulatort se odhad multinomialniho probit modelu s velkym poctem alter-
nativ potykal s vypocetnimi obtiZemi. Multinomialni logit model s analytickym
vyjadfenim kumulativni distribuc¢ni funkce, ktera je klicovou ¢asti vérohodnostni
funkce, tento problém samoziejmé nemé. Problematiku logit modelt ve svych
ruznych variantach dobrfe popisuje odborné literatura.

Ttida logit modeld nabizi atraktivni alternativu k probit modelim a je sa-
moziejmé, ze lze vyuzit bayesovskych nastroju k rozhodovani mezi obéma typy
modeli (posteriorni podil Sanci, posteriorni predikéni p-hodnota). Pokud vsak
existuji vice nez dvé alternativy, m& multinomialni logit model vlastnost, ktera
neni v fadé aplikaci pfili§ vitdna. Pravdépodobnosti voby implikované multino-
mialnim logit modelem musi spliiovat vlastnost tzv. nezavislosti irelevantnich
alternativ (Independence of Irrelevant Alternatives - IIA). Tim je mysleno, Ze
pomér pravdépodobnosti jakychkoli dvou voeb bude stejny bez ohledu na to,
jaké budou ostatni alternativy. Pfedpokladejme, Ze si cestujici do prace miize vy-
brat mezi autobusem (y = 1) a autem (y = 0) a pravdépodobnosti té&chto voleb
Zgzjg = 1). Dale piedpokladejme, Ze ve mésté
postavi stezku pro cyklisty, ¢imz se rozsifuji moznosti cestovani do prace na pro-
stfedek kolo. Vlastnost ITA fiké, ze dodani této alternativy neovlivni skute¢nost,
I; gz?g = 1). V tomto ptikladu je mozné (i kdyZ spiSe nepravdépodobné),
ze vlastnost ITA muZe byt rozumné splnéna. Pavodné jsme piedpokladali, Ze
p(y = 0) = p(y = 1) = 0.5. Pfedpokladejme, Ze bude existovat 20% Sance, Ze
si nas pracujici zvoli pro cestu do prace kolo (kdyZ uz byla postavena ona nova
stezka pro cyklisty). To ke konzistentni s faktem, ze p(y = 0) = p(y = 1) = 0.4,
kdy je v dtisledku stéle zachovan pomér ggj‘jg =
podminky ITA si pfedstavme obménu vyse nastoleného piikladu do podoby pro-
blému tzv. éerveného a modrého autobusu (Red Bus-Blue Bus problem). V
ramci ného predpokldddme moznost volby mezi Gervenym autobusem (y = 1) a
autem (y = 0). Pokud zacéne v oblasti operovat nova spoleénost s modrymi auto-
busy (y = 2), ppkryvajici i linku do prace, potom neni moc rozumny piedpoklad
podminky ITA. Vyjdéme z toho, Ze ptivodné platilo p(y = 0) = p(y = 1) = 0.5 (a
tedy i 2=0) = 1). Pokud je linka modrjch autobust identické s cervenymi, mé
zavedeni této alternativy pramaly vliv na volbu cestovani automobilem, a tedy
plati p(y = 0) = 0.5 a p(y = 1) = p(y = 2) = 0.25. Zavedeni nové alternativy
tak vede k poméru g gzz% = 2, coz porusuje vlasnost IIA, a takovato zména
neni v rdmci multinomidlniho logit modelu povolena.

jsou stejné pravdépodobné (tj.

ze

1. Pro ilustraci neptijatelnosti

Pro prekonani této omezujici vlastnosti byly vyvinuty rizné varianty logit
modeld. Jednou z nich je tzv. vnofeny logit model (nested logit model), ktery
predpoklada vnotfenou strukturu rozhodovaciho procesu. V prikladu ¢erveného
a modrého autobusu by ekonometr vyuzil logit model pro cestujiciho voliciho
mezi autem a vefejnou dopravou. V pripadé volby vefejné dopravy by pak pouzil
druhy logit model pro volbu mezi ¢ervenym a modrym autobusem. Jeden logit
model je tak vnofen do druhého logit modelu. Analyza vnofenych logit modela
je v literatufe opét dobie popsana.
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9.9 Shrnuti

BUDE CASEM DOPLNENO!



Kapitola 10

Flexibilni modely

Modely z predchozich kapitol zahrnovaly néjaky predpoklad o funkénim tvaru
zéavislosti mezi proménnymi, rozdéleni nahodnych slozek apod. V normalnim li-
nearnim regresnim modelu jsme predpokladali, ze ndhodné slozka € pochéazi u
normalniho rozdélelni a vztah mezi zavisle proménnou a vysvétlujicimi promén-
nymi je linearni. Tyto pfedpoklady jsou nezbytné pro konstrukci vérohodnostni
funkce, ktera tvori zaklad bayesovské analyzy. Ekonomické terie ndm vsak ma-
lokdy dokéze presné fict, jakou funkéni podobu a typ rozdéleni mame uvazovat.
Napf. v oblasti teorie produkce ndm ekonmickd teorie Cast 1ika, ze vystup firmy
je rostouci ve vstupecj a ptripadné zde existuji klesajici vynosy z rozsahu. Eko-
nomicka teorie ndm nefekne, ze mame pouzit ,produkéni funkci s konstantni
elasticitou substituce“. V praci je tak tfeba dbat na peclivé vyuzivani porovna-
vani modeli a kvality souladu modelu s daty (napf. pomoci posteriorni predikéni
p-hodnoté nebo posteriorniho podilu Sanci), abychom se ujistili, Ze nase pred-
poklady o vérohodnostni funkci jsou korektni. Ve svétle skuteénosti, ze predpo-
klady o vérohodnostni funkci nemuseji byt vhodné a silné ovliviiuji empirické
vysledky, dochézi k rozvoji nebayesianské literatury vénované neparametrickym
a semiparametrickym metoddm. Pro¢ se tyto metody nazyvaji pravé takto je
vcelku intuitivni. Vérohodnostni funkce zaviseji na parametrech a specifikace
konkrétnich predpokladt o rozdéleni a funkéni podobé ndm dava parametrickou
vérohodnostni funkci. Myslenka stojici v pozadi neparametrického pristupu je
zaloZena na snaze zbavit se takovychto parametrickych predpoklad bud zcela (v
piipadé neparametrickych metod) nebo z ¢asti (v pfipadé semiparametrickych
metod).3°

30Cil ,nechat zcela promluvit data“ je asto v praxi tezko dosazitelny, protoze je vzdy nutné
vytvofit pro dany problém uréitou strukturu, abychom ziskali rozumné empirické vysledky.
Neparametrické metody zahrnuji rovnéz tvorbu urcitych predpokladi, takZe neni spravné
argumentovat, ze pristup zalozeny na vérohodnosti vychazi z néjakych predpokladi, pricemz
neparametricky pristup zcela ,nechava promlouvat data“. To co odliSuje neparametrické a na
vérohodnostnim pfistupu zalozené metody je pravé typ vytvarenych predpokladi. Naptiklad
nelinedrni regresni model vychézi z predpokladu, ze ,vztah mezi y a  mé specifickou funkéni
podobu“. Neparametricky regresni model vychazi z predpokladi o urcité hladkosti regresni
kiivky. Otazku rozumnosti toho ¢i onoho druhu predpokladu lze zodpovédét pouze v kontextu
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Bayesianska analyza je vzdy zaloZena na parametrické vérohodnostni funkci
a tedy bychom neméli hovorit o bayesovskych ,nearametrickych® nebo ,semipa-
rametrickych“ metodach. To je dtivod, pro¢ je tato kapitola pojmenovéana , Fle-
xibilni modely“. Nicméné, existuje fada bayesianskych modelq, které jsou my-
Slenkou velmi podobné nebayesianskym neparametrickym metodam, coz dava
pri¢inu pro vznik a neustaly rdst literatury pouzivajici oznaceni ,Bayesianska
neparameetrickd“. Tato oblast je velmi Siroka, tudiz je tato kapitola zaméfena
na dva druhy bayesovskych neparametrickych pfistupt, které jsou vcelku jed-
noduché a vysta¢ime si v nich s metodami predchozich kapitol.

Pro motivaci nemusime chodit daleko a predstavme si predpoklady kladené
v ramci normalniho linearniho regresnitho modelu. Mohli bychom chtit uvol-
nit pfedpoklad o linedrni zavislosto (tj. uvolnit pfedpoklad o funkéni formé)
nebo uvolnit pfedpoklad o normalné rozlozenych chybovych ¢lenech (tj. uvolnit
piedpoklad o rozdéleni). Témito dvéma aspekty se budeme zabyvat. Cast Baye-
sianskda neparametrickd a parametrickd regrese uvolnuje predpoklad o funkéni
formé, a ¢ast vénovand modelovani s pomoci sméSovani ¢i mixu (mizture) nor-
maélnich rozdéleni uvoliuje predpoklady o rozdéleni. Jak uvidime, bayesidnskou
semiparametrickou regresi jsme schopni provést pomoci technik z kapitoly 3
vénované normalnimu linedrnimu regresnimu modelu s pfirozené konjugovanou
apriorni hustotou. Modelovani sméSovanim normalnich hustot mzeme provést
za pomoci Gibbsova vzorkovace, ktery je rozsifenim toho, co bylo obsahem ka-
pitoly 6 (¢ast 6.4) pro model s ndhodnou slozkou majici Studentovo t-rozdéleni.

10.1 Bayesovska neparametricka a semiparame-
tricka regrese

10.1.1 Prehled
V kapitole 5 jsme diskutovali nelinearni regresni model v podobé

yi = f(Xi,7) + &,
kde X; je i-ty fddek matice vysvétlujicich proménnych X, f(-) je zndm4 funkce
zévisejici na X; a vektoru parametri y. V této ¢asti zacneme podobné a zapiseme
so neparametricky regresni model jako

V tomto ptipadé je f(-) nezndmd funkce. V ramci celé této ¢asti si zadefinujeme
standardni pfedpoklady:
1. € pochazi z N (ON,h_llN)-
2. V8echny prvky matice X jsou bud pevné ¢ésla (nendhodné vlei¢iny), nebo
pokud jsou ndhodné veli¢iny, jsou nezavislé na vsech prvcich vektoru né-

hodnych slozek € a jejich funkce hustoty pravdépodobnosti je p (X|)\), kde
A je vektor parametri, ktery nezahrnuje zadny z jinych parametrti modelu.

konkrétni empirické aplikace.
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Nez se dostaneme k diskuzi nad samotnou neparametrickou regresi, je dobré
zdidraznit, ze pomoci nelinedrnich regresnich metod, které predpokladaji ex-
trémné flexibilni volbu pro f (X, ), dokdZzeme dosdhnout podobné vsledky jako
v pfipadé neparametrické ekonometrie, a to s pouzitim jiz nam dobfe znamych
metod. Mlzeme pouzit nékterou z obvyklych metod rozvoje funkce (Tayloriv,
Fouriertiv nebo Mutztiv-Szatztiv rozvoj) a dostat tak parametrickou podobu pro
f(Xi,7), které je dostatené flexibilni k aproximaci jakékoli neznadmé funkce.
Vybér bodu omezeni rozvoje fady ndm umozinuje ¥idit presnost aproximace.

Neparametrické metody vychézeji z myslenky, ze f(-) je hladka funkce. To
znamena, ze kdyz X; a X lezi blizko sebe, potom by i f(X;) a f(X;) mély
lezet ve své blizkosti. Neparametrické regresni metody tedy odhaduji nepara-
metrickou regresni kiivku na zakladé lokalnich primeért sousednich pozorovani.
Rada neparametrickych regresnich estimatorti pro f (X;) ma podobu

F (X)) > wiy, (10.2)

JEN;

kde w; je waha prislusné j-tému pozorovani a N; oznacuje okoli X;. Pfistupy
se lisi v tom, jak jsou definovany jednotlivé vahy a okoli. Bohuzel, pokud je
prilis mnoho vysvétlujicich proméni, trpi neparametrické metody tzv. prokletim
dimenzionality (curse of dimensionality). Neparametrické metody tak v pod-
staté ,,priméruji“ okolni pozorovani k aproximaci regresniho vztahu. Pro pevné
danou velikost vzorku (poorovani) s ristem dimenze X; jsou od sebe okolni po-
zorovani ¢im dal vzdalenéjsi a neparametrické metody se stavaji méné a méné
prijatelnymi. Malokdy tedy vidime, Ze by se neparametrické regresni modely
(10.1) pfimo pouzivaly v aplikacich zahrnujicich hodné vysvétlujicich promén-
nych. Misto toho jsou pouzivany modely, které se tomuto problému dimenziona-
lity vyhybaji. Ukadzeme si dva takové modely, pfiCemz prvnim z nich je Parcidlni
linedrni model.

10.1.2 Parcialni linearni model

Parcialni linedarni model rozdéluje vysvétlujici proménné do dvou skupin. V
jedné skupine jsou proménné chédpany parametricky (z), ve druhé jsou proménné
brany neparametricky (z). Pokud ma x nizkou dimenzi, problém dimenziona-
lity je vyTeSsen. Vybér toho, které vysvétlujici proménné chipat neparametricky
zévisi na konkrétni aplikaci. Obvykle jsou v x obsazeny nejdulezitéjsi proménné
(nebo proménna), ktera je klicova z hlediska korektniho zjisténi jejich (jejiho)
marginalniho vlivu. Na tomto misté budeme prepdokladat, Ze x je skalar a kratce
pohovorime o tom, jak lze Fesit pripad neskalarniho x.
Formalné je parcialni linearni model dan jako

yi = zif + f(@i) + €, (10.3)

kde y; je zavisle proménna, z; je vektor k vysvéltujicich proménnych, z; je
skaldrni vysvétlujici proménna a f(-) je neznadmé funkce. Poznamenejme, Ze z;
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neobsahuje troviiovou konstantu, protoZe tuto roli pfevitd f(x;). Funkci f()
oznacujeme jako neparametrickou regresni krivku.

Zakladni myslenka bayesovkého odhadu tohoto modelu je zaloZena na tom,
ze f(x;) proi=1,..., N mohou byt chdpdny jako nezndmé parametry. Pokud
tomu tak je, potom 10.3 je normélni linedrni regresni model (i kdyZ s vice
vysvéltujicimi proménnymi neZ pozorovanimi). Bayesidnské analyza s pfirozené
konjugovanou apriorni husototu mtze byt provedena stejné jako v kapitole 3.
Bayesianska analyza je tudiz jasné a jednoduché v ptipadé parcidlniho linearniho
modelu.

ZacCneme tim, Ze si sefadime pozorovani tak, ze 1 < o < --- < xy. Protoze
jsou jednotliva data na sobé nezavisla, je jejich presné fazeni nepodstatné a
volba sefazeni vzestupné ¢ini smysl ,,0okolnich® ¢i ,,blizkych“ pozorovani jasnéjsi.
Usporadéame si vSechny proménné do matic, a to obvyklym zpsobem, tedy y =
(y1,.-»un)s, Z = (21',...,28") a e = (e1,...,en)’. Pokud definujeme v =
(f(z1),- - ~f($N))/7

W=I[Z Iy

ad= (8,7, potom mizeme (10.3) psat jako
y=Wi+e. (10.4)

Poznamenejme, ze v je N-rozmérny vektor obsahujici kazdy bod neparametrické
regresni kiivky. V této fazi jsme nezavedli zadné restrikce na prvy vektoru ~.
Aplikujeme tedy neparametricky pfistup v tom smyslu, Ze f(z;) mtize byt cokoli
a f() je zcela neomezend, nezndmé funkce. Déle, (10.4) je zfejmé regresni model
s vysvétlujicimi proménnymi v matici W rozméru N x (N + k). OvSem, (10.4) je
neobvykly regresni model, protoZe pocet neznamych prvkia ve vektoru § je vétsi
nez pocet pozorovani, tzn. N +k > N. TO nam implpikuje, Ze muZeme provést
perfektni proloZeni, kdy soucet ¢tverci chyb bude nulovy. Pokud budeme mit
odhad vektoru ¢ v podobé
- (3)
Y

potom vysledné chyby budou nulové. Vektor 5 nam implikuje, Ze body na nepa-
rametrické regresni kiivce jsou odhadnuty jako f(x;) = y;. Takovyto odhad ndm
tedy nenabizi zadné vyhlazeni neparametrické regrensi kiivky. Ve smyslu vyrazu
(10.2), odpovidajici vahy jsou w; = 1 a w; = 0 pro j # i. Takovyto estiméator
je nedostacujici. Tuto anomalii vSak lze prekonat pomoci apriorni informace.
V literatufe vénované neprametrické regresi jsou estimatory zalozeny na my-
slence, ze f() je hladka funkce. To znamen4, Ze pokud z; a ;1 leZi velmi blizko
sebe, mély by i jejich funkéni hodnoty, f(z;) a f(x;—1), leZet blizko sebe. V ba-
yesianské analye 1ze tuto informaci zahrnout do apriorni hustoty. Existuje cela
fada zpusobd, jak toho docilit. Zde si ukazeme jeden z nich. Pfedpokladejme pfi-
rozené konjugovanou normalni-gama apriorni hustotu pro 8, v a h. Diky tomu
ziskdme jednoduché analytické vysledky bez nutnosti pouziti posteriornich si-
muldtorid. Abychom se zamé¥ili na neparametrickou ¢ast parcidlniho linedrniho
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modeli, budeme predpokladat standardni neinformativni apriorni hustout pro h
a g:
p(B,h) < h. (10.5)

Pro koeficienty neparametrické ¢asti modelu vyuzijeme ¢asteéné informa-
tivna apriorni hustitu prvnich diferenci ~:

RS~ N (On—1,h"'V (1)), (10.6)

kde V(n) je pozitivné definitni matice zavisejici na hyperparametru n (ktery
bude vysvétlen pozdéji) a R = [0(n—1)xk D], kde D je matice prvnich dife-
renci rozméru (N — 1) x N:

—1 1 0 0 0
P (10.7)
0 0 0 —1 1

Poznamenejme, Ze takto specifikovand struktura nam implikuje, Ze mame apri-
orni informaci pouze o rozdilu f(x;) — f(x;—1). Skutenost, Ze ofekdvame Ze
sousedici body neparametrické regrese si budou co do hodnoty podobné, je ob-
sazena v (10.6) diky pfedpokladu, ze E[f(x;) — f(z;—1)] = 0. Matice V(1) ndm
umoziiuje Fidit o¢ekavanou velikost odchylky f(z;) — f(x;—1) a tedy stupen
hladkosti neparametrické regresni kiivky.

Je tfeba na tomto misté rovnéz zduraznit, ze v ramci apriorni informace
muZeme chtit pro nezndmou funkci, popisujici regresni kiivku, zavést i rizné
druhy omezeni ve tvaru nerovnosti. P¥ikladem mize byt pozadavek, ze f() je
monotdénné rostouci funkce. To Ize snadno provést s vyuzitim technik z kapitoly
4, ¢ast 4.2.

Nez e pustime do vyjadfeni posteriorni hustoty tohoto modelu, je dobré
zdlraznit dvé veci. Za prvé, mizeme si vSimnout, Ze struktura parcidlniho linear-
niho modeli je témér identicka s local level modelem z kapitoly 8. Ve skutecnosti,
pokud zanedbdme parametricky ¢len (Z) a zménime index ¢ na index ¢, potom je
neparametricky regresni model identicky se stavovym modelem. To neni prekva-
pivé, pokud si vSimneme, Ze oba modely maji zefazena data a struktura stavové
rovnice (8.5) je identickd s apriorni hustotou definovanou v rovnici (10.6). Sku-
teCnost, ze metody pro stavové modely lze vyuzit k neparametrické regresi je
zminovana v literature. VSe v kapitole 8, ¢ast 8.2, lze tedy vyuzit. Vyuzity
mohou byt i empirické bayesovské metody z ¢asti 8.2.3, pokud nechceme rozho-
dovat o apriornim hyperparametru jakym je parametr 7. Za druhé, mtzeme se
Castedné podivovat i nad tim, Ze jsme se ve vztahu (10.6) zmitiovali moznost ¥i-
zeni ,stupné hladkosti“ neparametrické regresni kiivky skrze apriorni informaci
ohledné prvnich diferenci. Obvykle je mira hladkosti funkce méfena pomoci dru-
hych diferenci funkce, coz by nam napovidalo, Ze bychom méli pouzit apriorni
informaci ohledné druhych diferenci (tzn. [f(x;11) — f(x:)] = [f(x:) — f(ziz1)])-
Apriorni informaci o druhych derivacich mizeme zavést jednoduchym zpstiobem
pomoci predefinovani matice D v (10.7) na matici durhych diferenci.
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Neni obtizné dokézat, ze posteriorni hustota pro normalni linedrni regresni
model s ¢astecné neinformativni normalni-gamma apriorni hustotou je

8, hly ~ NG (3, 7,572, ﬁ) : (10.8)
kde
V= (RVmn) 'R+WW) ", (10.9)
b=V (W), (10.10)
7 =N, (10.11)
g% = (y - WS)/ (y - WS) + (RS)/ Vin)! (RS) . (10.12)

Posteriorni hustota je korektni a platné funkce hustoty pravdépodobnosti a to
navzdory faktu, Ze pocet vysvétlujicich proménnych v regresnim modelu je vétsi
nez pocet pozorovani. Intuitivné, apriorni informace o stupni hladkosti v ne-
parametrické regresni funkci je dostacujici ke korekci nepfijemné moznosti per-
fektniho proloZeni dat.

V empirickych studiich se zaméfujeme zejména na neparametrickou c¢ast
modelu. S vyuzitim (10.8) a z vlastnosti vicerozmérného rozdéleni plyne

E(yly) = [M. + D'V(n)~'D]"' My, (10.13)

kde M, = Iy —Z(Z'Z)~1Z’. Rovnici (10.13) 1ze vyuzit k odhadu f() a nazveme
ji jako wvyrovnanou meparametrickou regresni primku. Matice My je zajimava
matice, ktera se Casto vyskytuje v klasické ekonometrii. Sou¢in Mzy odpovida
reziduim ziskanym metodou nejmensich ¢tverci v ramci regrese y na Z. Rovnici
(10.13) mizeme interpretovat tak, Ze nejdfive odstranime vliv Z na y (pravé
proto, ze Mzy jsou rezidua) a vysledek pak vyhladime pouzitim matice [M, +
D'V (n)~1D]~L. Poznamenejme, Ze v ¢isté neparametrickém pifpadé (kdy tedy
Z nevstupuje do modelu) se v pfipadé, kdy se apriorni hustota v (10.6) stane
neinformativni (tzn. V(n)™' — On_1,n-1), je E(7|ly) = y a neparametricka ¢ds
modelu zcela vyrovnéd pozorovana data (neni zde tedy zadné vyhlazeni).

Doposud jsme si nefekli nic o V(5), pfi¢em?Z zde existuje fada moZnosti
volby. Jednoduchd volba, které odpovidd pouze predpokladu o vyhlazeni (tzn.
f(x;) — f(z;_1) je malé), by odpovidala volbé V(n) = nly_1.>! Tato apri-
orni hustota zavisi pouze na skaldrnim hyperparametru 7, ktery si muazeme
zvolit sami podle toho, jak chceme Fidit miru vyhlazeni. Abychom si ptiblizili
zpusob, jak bayesovska posteriornihustota fesi pramérovani sousednich pozoro-
véni. NapomiiZze ndam pohled na podminénou stiedni hodnotu E(v;|y,7®), kde
v = (1, .- s Yie1,7yit1,.yn )- PTO Cisté neparametrickou regresi (kdy do regrese
nevstupuje Z) lze uazat, ze

i 1
E(yily,7") = m(%q + i) +

31y malych datovych vzorcich miize byt rozdil mezi z; a x;_1 velky a je tak zadouci tuto
skutecnost zakomponovat do aprioni hustoty. Jednoduchy zptisob by bylo vyuziti prioru za-
hrnujiciho V' (n) jakozto diagnonalni matici s prvky na diagondle rovnymi v; = n(x; — xi—1).

.,
2+77 (2l
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proi =2,...,N — 1. E(y]y,7?) je vazeny priimér y; a nejbliziich bodt ne-
parametrické regresni k¥ivky pod a nad ¢ (tzn. 7;_1 a 7;+1). ProtoZze parametr
n kontroluje stupeti hladkosti,ktery chceme piitadit funkci f(-), je smysluplné,
7e pro n — oo dostaneme E(yily,v?) = 5(Yi—1 + 7it1). Déle lze ukazat, ze

var(yily, v\ = §L,

= ktera se blizi nule pro  — 0. V limitnim pripadé n — 0
ziskdme v; = %(%_1 + 7i+1) a neparametrickd ¢ast regrese odpovida piimce.

Shrnuto, bayesidnska analyzy parcidlniho linearniho regresniho modelu mize
byt provedena s vyuzitim normalniho linedrniho regresniho modelu s pfirozené
konjugovanou apriorni hustotou, pokud budeme chipat neznamé body nepara-
metrické regresni primky jako parametry. Pfes skutecnost, Ze pocet vysvétlu-
jicich proménnych je vétsi nez pocet pozorovani, ziskdvame rfadnou posteriorni
hustotu. Porovnani modelt lze provést stejné jako v kapitole 3.

V fadé pripadu chceme prifadit parametru 7 konkrétni hodnotu. Stejné tak
lze ale pro volbu hodnoty 7 vyuZit i empirické bayesovké metody (viz kapitola
8, Cast 8.2.3). Vyplati se ale zminit i dalsi metodu vybéru tohoto parametru,
s vyuzitim dat. Tato novd metoda, kterd je hojné vyuzivand neparametrickymi
statistiky je oznacovéna jako krosvalidace (cross-validation). Zékladni myslenka
je ta, ze néktera data jsou ,zatajena“. Model je tak odhadnut s vyuzitim zbylych
dat a vyuzit k predikci téchto ,zatajenych“ dat. Modely jsou porovnavany na
zékladé toho, jak dobie jsou schopni tato data predikovat.3? V tomto kontextu

muZeme definovat krosvalida¢ni funkci jako

;IZN:( E(v; Iy(”))2

i=1

kde ¥y = (y1,...,Yi—1,Yis1,---,yn)". To znamend, Ze vidy vymazeme jedno
pozorovani v ¢ase a spocitame neparametrickou regresni pfimku s vyuzitim zby-
Ijch dat. Nasledné pouzijeme (y; — E(vily™,n))? jako metriku toho, jak dobie
nam vysledna neparametrickd regresni piimka vysvétluje zbylad data. Parametr
1 volime tak, aby byla minimalizovana krosvalida¢ni funkce.

32Postup krosvalidace lze pouzit pro porovnani ¢ hodnoceni modeltt v ptipadé jakéhokoli
modelu, nejen neparametrického.
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Empiricka ilustrace: Parcialni linearni model

Rozsifeni: Semiparametricky probit a tobit
10.1.3 Aditivni verze parcialniho linearniho modelu
Tlustrace: Aditivni model

10.2 Kompozice (mixture) normalnich modelua

10.2.1 Ptehled

10.2.2 Vérohodnostni funkce

10.2.3 Apriorni hustota
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Kapitola 12

Dalsi modely, metody a
otazky bayesianské
ekonometrie

12.1 Uvod

Je logické, ze jedina kniha nemtize pojmout vSechny rtizné modely a metody vy-
uzivané v ramci bayesovské ekonometrie. Logiku bayesianské analyzy vsak lze
vyuzit v rdmci jakéhooliv modelu a nastroje prezentované v predchozich kapi-
toldch (napf. z oblasti posteriorni simulace) maji velmi Sirokou uplatnitelnost.
V predchozich kapitolach tedy byly predstaveny nezbytné nastroje bayesovské
ekonometrie pro vyzkum v kontextu jakéhokoliv modelu, ktery by pfipadal v
tvahu. Pokud se poustime do analyzy dat, méli bychom se vzdy zamyslet nad
tim, jaky vhodny model by pfipadal v tvahu, coz v podstaté obnési stanoveni
vérohodnostnich funkci a apriornich hustot. Vhodny model muze byt jak ten,
ktery jiz diive vyvinuty vyzkumniky v dané oblasti problémi, a stal se tak
jakymsi standardem, tak i takovy, ktery je zcela novy a spise na doposavad vy-
uzivané dosavadni modely navazuje (pokud viibec). Pokud si zvolime mnozinu
modeli, méli bychom vyuzit pravidla pravdépodobnosti k nalezeni posterior-
nich hustot, margindlnich vérohodnostni a predikénich hustot. V posledni fazi
je pak tieba vyvinout metody a techniky pro préci s témito charakteristikami.
Tyto metody budou obvykle zahrnovat posteriorni simulaci, kdy lze obvykle
s uspéchem vyuzit Gibbstv vzorkova¢ nebo Metropolis-Hastings algoritmy. V
této kapitole tak nebude od véci, popsat si v kratkosti nékteré dalsi obvyklé
modely, metody a otazky bayesovské analyzy, pro néz existuje bohatd odborna
literatura.
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12.2 Dalsi metody

Pro fadu modelt je vyuzivan Gibbsiv vzorkova¢ s obohacenymi daty. Zvlasté pti
praci s latentnimi daty vSak mtzeme narazit na problém konvergence. To zna-
mena, ze nezbytny pocet odstranénych replikaci, jakoz i replikaci ,prezivsich®
miize byt natolik vysoky, ze vypocetna narocnost bude pftili§ vysoka. Tento pro-
blém nastava zejména v piipadech, kdy je v modelu velky pocet parametri a
korelace mezi nimi je vysoka. Protoze i latentni data mohou byt interpretovana
jako vektor parametri, je pocet parametria v fadé modelt predchozich kapi-
tol vcelku vysoky. Bayesianska literatura se tak pokousi o vytvoreni mnohem
efektivnéjsich algoritmi posteriorni simulace (pro nékteré t¥idy modeli).

Algoritmy jako Metropolis-Hastings nebo Metropolis-within-Gibbs vyuzivaji
nadhodnych vybéra z kandidatské hustoty a ty pak akceptuji s urcitou pravdeé-
podobnosti. Pokud neni kandidat pfijat, zlistava fetézec na misté. Jestlize je
kandidatské rozdéleni nevhodné zvoleno, mize byt akceptacni pravdépodobnost
stale nizka a Fetézec vybéri zlistava na jednom misté po dosti dlouhou dobu. V
takovych pripadech miize fetézci trvat velmi dlouhou dobu, nez za¢ne konver-
govat, ¢imz se zvysuji vypocetni naroky. Jednoduchou radou je v tomto pripadé
volba lepsi kandidatské hustoty. OvSem toto neni vzdy mozné, zejména v pii-
padé, dy je pocet parametri velky.

V fadé modelt nejsou problémy s konvergenci Gibbsova vzorkovace ¢i s
volbou kandidatské hustoty pfiis patrné, zejména pokud jde o regresni modely.
Pokud vsak nastanou, existuje né€kolik pristupi, o kterych neni naskodu zminit
par slov.

Posteriorni simulatory z predchozich kapitol v sobé zahrnovaly vybéry z
obvyklych hustot pravdépodobnosti, pro které bézné existuji pocitacové algo-
ritmy (napf. pro normaélni, gama ¢i Wishartovo rozdéleni). Existuje vSak nékolik
metod, které jsou mnohem obecnéjsi a umoznuji vybéry z Siroké palety nestan-
dardnich hustot. Pokud nékterou z téchto metod je mozno pifimo vyuzit (pro
generovani vybérh z posteriorni ¢i podminéné posteriorni hustoty), neni pot¥eba
zapojovat Metropolis-Hastings algoritmus nebo Metropolis-within-Gibbs, které
mohou mit onen neduh nizkych akceptacnich pravdépodobnosti.

Tremi popularnim metodami jsou acceptance sampling, Griddyho-Gibbstv
vzorkovac a adaptivni rejection sampling. ,, Acceptance sampling” je zaloZeno
na nasledujicim teorému

Teorém 12.1 (Acceptance Sampling). Necht p*(0|y) je jadro posteriorni hus-
toty (tj. p(Oly) = cp*(0)y)) a q(0) je jddro hustoty pravdépodobnosti, ze které
neni problém generovat ndhodné vybéry. Hustota q(0) se nazyvd zdrojovou hus-
totou (source density) a musi byt definovdna nad definiénim oborem hustoty
p(0)y). Prepdoklddejme, Ze jadra zdrojové a posteriorni hustoty spliiugi podminku

0< 20

q(0) ’

kde a je konecnda konstanta. Potom algoritmus, ktery bude gemerovat vzorky z

(12.1)
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q(0) a akceptovat je s pravdépodobnosti

p*(0ly)
q(@)a ’

bude timto generovat ndhodné vibéry z p(0|y).

(12.2)

Uspéch tohoto simulatoru zavisi na nalezeni zdrojové hustoty, kterd bude
splitovat omezeni z (12.1). Ne vzdy je mozné takovou to hustotu nalézt. Zdrojova
hustota musi byt navic takova, ze akceptacéni pravdépodobnost v (12.2) nebude
mit tendenci byt prilis mald. Neni obtizné nalézt priklady, kdy je akceptacni
pravdépodobnost tak nepatrna, ze acceptance sampling neni vypocetné zvlad-
nutelné. V mnoha ptipadech se vSak jedna o G¢inny a hojné vyuzivany nastroj.
Napriiklad generatory ndhodnych ¢isel z norméalniho a gama rozdéleni obsazené
v fadé vypocetnich balicku typicky vyuzivaji acceptance sampling.

Griddy-Gibbsuv vzorkovaé je aproximativni metoda, jejiz hlavni ideu lze
vcelku snadno popsat. Pfedpokladejme, ze mame nestandardni posteriorni hus-
totu (nebo podminénou posteriorni hustotu v ramci Gibbsova vzorkovade), ze
které bychom radi generovaly ndhodné vybéry. Tato hustota mutize byt aproximo-
véna tak, ze vezmeme miizku (grid - proto v ndzvu Griddy) bodt a vyhodnotime
posteriorni hustotu v kazdém bodé takovéto mrizky ¢i mozna snad sité. Ty pak
mohou byt vyuzity k multinimialni aproximaci posteriorni hustoty. Protoze z
multinomialniho rozdéleni je snadné generovat nahodné vybéry, lze aproxima-
tivni vybéry z nestandardnich rozdéleni ziskat vcelku jasnym zptisobem. Jinymi
slovy, Griddy-Gibbstuv vzorkova¢ v sobé zahrnuje diskrétni aproximaci nestan-
dardni posteriorni hustoty, kterd nas zajima.

Adaptivni rejection sampling je populdrni metoda pro vybéry z log-kon-
kavnich hustot. Pro hlubsi proniknuti do dalSich metod generujicich vybéry z
nestandardnich posteriornich hustot 1ze nalézt v bohaté literatufe. Obecné tyto
metody zvysuji vykonnost a efektivitu MCMC algoritmai.

Existuje i fada aproximaci, které dovoluji abstrahovat od samotné posteri-
orni simulace. V nejjednodussim pripad€ totiz v fadé situaci konverguje posteri-
orni rozdéleni k normalnimu rozdéleni pro N — oo. Typicky teorém Bayesidnské
asymptotické literatury méa nasledujici podobu.

Teorém 12.2 (Bayesovsky centdlni limitni teorém). Za urditych podminek re-
gularity lze posteriorni rozdéleni pro N — oo aproximovat jako

Oly ~ N0, [1(0)]7), (12.3)

kde 6 je posteriorni modus®® a I(é) je pozorovand informacni matice vyhod-
nocend v bodé 0. Pozorovand informacni matice je definovdna jako zdpornd
hodnota Hessianu logaritmu posteriorni hustoty (tj. matice druhych parcidlnich
derivact logaritmu posteriorni hustoty vzhledem k jednotlivym prvkim vektoru

9).

33Vektor  miize byt i odhad metodou maximalni vérohodnosti a bude platit totozny teorém.
Intuitivné to lze vyjadrit tak, ze v nékterych pripadech, kdy se zvysuje velikost vzorku, se
datova informace stava ¢im dél vice dominantnéjsi nad apriorni informaci. Asymptoticky je
tak apriorni hustota irelevantni.
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Tento teorém lze dokazat piifadé riznych podminek regularity. Jingmi slovy,
tyto podminky se vyuziji pro vyfazeni potencidlné nevhodné apriorni hustoty
(napt. apriorni hustota nesmi pfifadit nulové vdhy oblastem parametrického
prostoru v blizkosti odhadi metodou maximalni vérohodnosti) a pro vylouéeni
urcitych pripadt, kdy se dimenzionalita parametrického prostoru zvysuje s ve-
likosti vzorku. VysSe uvedeny teorém tak lze vyuzit pro aproximaci bayesianské
analyzy ve vétsiné modelt. Z vypocetniho hlediska je tim jedinym, co potiebu-
jeme, program k maximalizaci posteriorni hustoty (¢i vérohodnostni funkce) a
vyhodnoceni Hessidnu. Vétsina programi ma funkce k maximalizaci ¢i minima-
lizaci arbitrdrné zvolené funkce a k vypoctu Hessidnu (ackoliv je obvykle lepsi
vyuzivat v programu analyticky ziskany Hessian).

12.3 Dalsi otazky
12.3.1 Identifikace
12.4 Dalsi modely

12.4.1 Modely casovych rad
12.4.2 Endogenita, vybér vzorku a dalsi otazky

12.4.3 Modely s nestandardnimi vysvétlovanymi promén-
nymi
12.4.4 Strukturalni modely

12.4.5 Bayesovské neparametrické metody



Pfiloha A

Uvod do maticové algebry

Protoze je v prubéhu celého textu hojné vyuzivan zapis pomoci matic, nebude
od véci pfipomenout si zaklady maticové algebry.

Definice A.1 (Matice a vektor). Matice A rozméru N x K je usporadani N - K
prvka (napf. ndhodnych veli¢in) do N fadkid a K sloupci:

anNi1 an2 - - OGNK

kde ¢len a, je prvek n-tého rfadku a k-tého sloupce. Pokud je K = 1, potom A
je sloupcovy vektor a pokud N = 1 pak A je vektor fadkovy. Matice s N =1 a
K =1 se nazyva skalar.

Definice A.2 (Maticové s¢itani a odéitani). Pokud A a B jsou matice rozméru
N x K, potom A+ B je matice rozméru N x K s prvky v n-tém radku a k-tém
sloupci danymi jako ani + bnk. Rozdil matic A — B je matice rozméru N x K
s prvky v n-tém radku a k-tém sloupci danymi jako a,x — b,x. SCitat a odcitat
muzeme jen matice stejnych rozmeéru.

Teorém A.1 (Vlastnosti maticového soué¢tu). Pro maticovy soudet plati pravi-
dla komutativni a asociativni (jako v zakladni aritmetice). Pokud tedy matice
A, B a C maji rozmér N x K, plati:

A+B=B+A
A+ (B+C)=(A+B)+C.

Definice A.3 (Skalarni soucin). Pokud c je skalar a A je matice rozméru N x K,
pak cA je matice rozméru N x K, kde prvky n-tého fadku a k-tého sloupce jsou
dany jako cany.
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Teorém A.2 (Vlastnosti skaldrniho sou¢inu). Pokud c a d jsou skaldry a A a
B jsou matice rozméru N x K, potom plati:

(c+d)A=cA+dA
¢(A+ B) =cA+cB.

Definice A.4 (Maticovy souéin). Necht A je matice rozméru N x K a B je
matice rozméru K x J. Potom C' = AB je matice rozméru N X J s prvky n-tého
tadku a j-tého sloupce c,;, pficemz

K
Cnj = E ankbkj.
k=1

Teorém A.3 (Vlastnosti maticového sou¢inu). S ohledem na predchozi definici
obecné pro maticovy soucin neplati komutativni zakon, nicméné tento soucin
podléha asociativnimu a distribuénimu zakonu. Obecné tedy plati AB # BA
(BA je definovén jen pokud N = J). Opac¢né vsak plati A(BC) = (AB)C a
A(B + C) = AB + AC, a to za podminky, Ze matice A, B, C' maji takové
rozméry, ze tyto operace jsou definovany.

Definice A.5 (Transpozice matic). Necht A je matice rozméru N x K s prvky
n-tého fadku a k-tého sloupce a,;. Pak transponovand matice A, oznacovana
jako A’, je matice rozméru K x N s prvky k-tého fadku a n-tého sloupce a,.

Pozndamka: transpozice zaménuje fadky a sloupce, tedy n-ty Fadek matice A
odpovid4 n-tému sloupci matice A’.

Teorém A.4 (Vlastnosti transpozice). Necht A je matice rozméru N x K a B
je matice rozméru K x J. Potom (AB) = B'A’.

Definice A.6 (Specidlni matice). Ctvercovd matice je matice se stejnym poc-
tem fadkt jako sloupct. Diagondlni matice je ¢tvercovd matice, kde vSechny
prvky mimo diagonalu jsou rovny nule (tj. a,r = A pro n # k). Hornd trojihel-
nikovd matice ma vSechny prvky pod hlavni diagonédlou rovny nule (tj. a,, = A
pro n > k). Dolni trojihelnikovd matice mé vSechny prvky nad hlavni diagona-
lou rovny nule (tj. anx = A pro n < k). Symetrickd matice je ¢tvercova matice,
kde anr = agp-

Definice A.7 (Uzite¢né matice). Nulovd matice je matice rozméru N x K se
vSemi prvky rovnymi nule a je oznacovana jako Oy« . Pokud K = 1, oznacuje
se On. Jednickovd matice je matice rozméru N x K se vSemi prvky rovnymi
jedné a je oznacovana jako ¢y« x. Pokud je K = 1, oznacuje se ty. Jednotkovd
matice je diagonalni matice rozméru N x N s prvky na hlavni diagonale rovnymi
jedné (tj. anr =1 pron =k a anr = 0 pro n # k). Je oznacovana jako Iy. Je-li
z kontextu znam rozmér téchto matic, oznacuji se bez uvedeni indexu.

Teorém A.5 (Nékteré vlastnosti uzite¢nych matic). Necht A je matice rozméru
N x K, potom
A+O0nvxk =0nxx + A=A
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A-Orgxys=0nxs, Ojxn-A=05xK
A-Iy=1IgA=A.

Definice A.8 (Linearni nezdvislot). Necht Ay, ..., Ax oznacuje K sloupcti ma-
tice A o rozméru N x K. Tyto sloupce jsou linedrné zdvislé, pokud existuji
skalary ¢y, ...,cx (ne vSechny nulové) takové, ze

1Al +coAs+ ... +cegAg = 0pn.
Pokud takové skalary neexistuji, jsou sloupce matice A linedrné nezdvislé.

Definice A.9 (Hodnost matice). Hodnost matice A oznacovdna jako h(A) ¢i
rank(A), je maximalni pocet linedrné nezavislych sloupctt matice A.

Definice A.10 (Determinant matice). Volné feceno je determinant vyhrad-
né étvercové matice A rozméru N x N skalar a oznacuje se jako |A|. Lze jej
intuitivné intepretovat jako ¢islo vyjadiujici velikost matice.

Definice A.11 (Stopa matice). Stopa matice A oznacovana jako tr(A) je soucet
diagondlnich prvka této matice.

Teorém A.6 (Nékteré vlastnosti determinantu). Necht matice A a B jsou
¢tvercové matice o rozméru N x N a c je skalar. Potom plati:

|AB| = |A]|B],
leA| = V4],
1A = |A].

Obecné viak |A + B| # |A| + |B|.

Definice A.12 (Inverze matice). Inverze ¢tvercové matice A rozméru N x N
oznadovéna jako A~! je matice rozméru N x N, pro kterou plati AA™! = I.
Pokud A~ existuje, pak se jedna o matici reguldrni, v opaéném piipadé se jedna
o matici singuldrni.

Teorém A.7 (Singularita matice). Necht A je matice rozméru N x N, potom
sloupce této matice jsou linedrné zdvislé tehdy a jen tehdy, pokud |A| = 0.
Podobné, jestlize |A| = 0, potom h(A) < N. Matice A je singularni tehdy a jen
tehdy, pokud |A| = 0 (¢i ekvivalentné h(A) < N).

Teorém A.8 (Vlastnosti inverze). Necht A a B jsou nesingularni matice roz-
méru N x N, potom plati:

(A—l)—l — A,
(AB)™' = B7'A™1
(A) = (@A,
A7 = AT
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Teorém A.9 (Inverze a determinant délené matice). Necht A je reguldrni ma-
tice rozméru N X N rozdélend do nasledujicich submatic:

A A
A =
[ A1 Az ] ’

kde A1; a Ags jsou regularni matice rozméra Ny X N1 a No X No, kdy N1+ Ny =
N. Submatice Aoy a Ajs jsou matice rozméri No X Ny resp. N1 X No. Inverzni
matice A~! je rozdélena obdobnym zptisobem:

_ All A12
A 1:[A21 A22:|'

Plati:
|A| = |Aga|| A1 — A1pAS) Agy| = |Ap1||Aga — Ao AT Al

Césti inverzni matice A~! lze spoéitat nésledovné:

AM = (A - A12A2_21A21)717
A% = (A — A A Ar) 7L,
A2 = CATIA LA
A2V = A Ay AL

Definice A.13 (Kvadratickd forma). Necht x je vektor rozméru N x 1 a A
je symterickd matice rozméru N x N. Pak skalar x’ Az se nazyva kvadratickd
forma.

Pozndmka: Necht z; oznacuji prvky vektoru x a a;; oznac¢uji prvky matice A,
kterd je symetrickd, tedy a;; = aj;, i =1,...,N, j=1,...,N. Potom o’ Az =
Eﬁil Z;.V:l ai;z;x; je kvadratickd funkce ve ctvercich a kfizovych soucinech
prvki z. Volné feceno, kvadraticka forma je maticové zobecnéni souctt ¢tverci.

Definice A.14 (Definitnost matice). Symetrickd matice A rozméru N x N je:

e pozitivné definitni tehdy a jen tehdy, jestlize 2’ Az > 0 pro vSechny nenu-
lové z,

e negativné definitni tehdy a jen tehdy, jestlize — A je pozitivné definitni,

e pozitivné semidefinitni tehdy a jen tehdy, jestlize 2’ Az > 0 pro vSechny x
a 2’ Az = 0 pro nékteré nenulové z,

e negativné semidefinitni tehdy a jen tehdy, jestlize —A je pozitivné semi-
definitni.

Poznamka: Kovarianéni matice ndhodného vektoru je pozitivné definitni (nebo
pozitivné semidefinitni). Podobnost se skalarnim pfipadem je v tom, Ze variance
ndhodné veli¢iny je kladnd (nebo nezdporna). Uzite¢nou vlastnosti je i to, ze
pozitivné definitni matice je regularni.
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Teorém A.10 (Diagonalizace symetrické matice). Necht A je ¢tvercova matice
rozméru N x N, potom existuji matice X a D takové, ze X'X = Iy a D je
diagonalni matice, pficemz plati X’AX = D. Jestlize je A pozitivné definitni,
pak X a D jsou regularni.

Poznamka: Tento vysledek se pouziva obvykle pro transformaci modelu s
obecnou kovarianéni matici do podoby modelu s kovarianéni matici rovnou cl,
kde c je skalar.

Teorém A.11 (Choleského dekompozice). Necht A je ¢tvercova, pozitivné defi-
nitni matice rozméru N x N. Pak existuje dolni trojihelnikové reguldrni matice
X rozméru N x N, pro kterou plati A = X'X.

Pozndmka: Matice X neni jednoznacné urcena. Obvykly zptisob ucinit ji
jedine¢nou je specifikovat pozadavek, aby vSechny jeji diagonalni prvky byly
kladné. Podobnost Choleského dekompozice ve skaldrnim piipadé je operator
druhé odmocniny. Pokud je A kovarianéni matice, pak je analogii Choleského
dekompozice pro skaldrni pfipad vypocet smérodatné odchylky. Pro Choles-
kého dekompozici plati A= = (X’)~1X 1. Tato vlastnost je casto vyuZivina v
pocitacovych programech pro vypocet inverze pozitivné definitni matice. Cho-
leského dekompozici je uziteéné vyuzit i v pripadé, kdy dokazeme vygenerovat
pouze nahodny vybér ze standardizovaného normaéalniho rozdéleni. Konkrétné
lze vyuzit Choleského dekompozici kovarian¢ni matice pro transformaci vybérta
ze standardizovaného normélniho rozdéleni do podoby vybéru z vicerozmérného
normalniho rozdéleni, a to s arbitrarné uréenou kovarianéni matici.
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Priloha B

Uvod do pravdépodobnosti
a matematické statistiky

V tomto dodatku jsou obsazeny potfebné zaklady pravdépodobnosti a matema-
tické statistiky. V nékterych pripadech se jedna spiSe o intuitivni ¢i neformalni
definice.

B.1 Zaklady pravdépodobnosti

Definice B.1 (Experiment a ndhodné jevy). Experiment je proces, jehoZ vysle-
dek neni pfedem znam. Mozné vysledky experimentu se nazyvaji ndhodné jevy.
Mnozina v8ech moznych vysledkt je vybérovy prostor.

Definice B.2 (Diskrétni a spojité proménné). Proménnou (¢i veli¢inu) na-
zyvame diskrétni, jestlize existuje konecny ¢i spocitatelny pocet hodnot, jichz
mize nabyvat. Proménna je spojitd, pokud mize nabyvat jakékoliv hodnoty na
pfimce redlnych hodnot nebo na urc¢itém intervalu redlnych hodnot.

Definice B.3 (Nahodné proménné a pravdépodobnost). Obvykle byvaji otdzky
vztahujici se k pravdépodobnosti, experimentu a ndhodnym jeviim reprezento-
vany proménnou (veli¢inou), af jiz diskrétni nebo spojitou. JelikoZ neni vysle-
dek experimentu predem znam, je tato proménna nazyvana nahodnou velici-
nou. Pravdépodobnost 1ze intuitivné chapat jako reflexi vérohodnosti toho, ze
kazdy z ndhodnych jevl nastane. Pravdépodobnost realizace jevu A je ozna-
Covana Pr(A). Je dulezité rozliSovat mezi ndhodnou veliéinou X oznacova-
nou velkymi pismeny a jeji realizaci = obvykle znacenou pismenem malym.
Jako priklad lze uvaZovat experiment hazeni kostkou. Vybérovy prostor je v
tomto pripadé [1,2,3,4,5,6] a diskrétni ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot
1,2,3,4,5,6 s pravdépodobnostmi danymi jako Pr(X = 1) = Pr(X = 2) =
... = Pr(X = 6) = {. Alternativné je ndhodna veli¢ina X funkci definova-
nou v bodech 1,2, 3,4, 5,6. Funkce je implicitné definovana pravdépodobnostmi
Pr(X =1)=Pr(X =2)=...=Pr(X =6) = ¢.
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Definice B.4 (Nezévislost). Dva jevy A a B jsou nezavislé, jestlize plati Pr(A, B) =
Pr(A)Pr(B), kde Pr(A, B) je pravdépodobnost soucasné realizace jevii A a B.
Definice B.5 (Podminéna pravdépodobnost). Podminéna pravdépodobnost

jevu A jevem B, oznacovana Pr(A|B), je pravdépodobnost realizace jevu A
za podminky realizace B.

Teorém B.1 (Pravidla podminéné pravdépodobnosti). Necht A a B 6znacuji
dva jevy, potom plati:

Pr(AlB) = "
Pr(B|A) = w,

a kombinaci pak ziskdme Bayestv teorém
Pr(B|A)Pr(A)

Pr(A|B) =
Definice B.6 (Pravdépodobnost a distribu¢ni funkce). Necht diskrétni né-
hodné veli¢ina X je definovana na vybérovém prostoru z1, ..., z,. Pravdépodo-

bnostni funkce této velifiny se oznacuje p(x), pfi¢emz plati:

p(z) = {Pr(X = x;) ?ro T = x4y

0 jinak,
pro i = 1,2,..., N. Distribu¢ni funkce (DF) oznacovina P(x) je definovina
jako:

P(z)=Pr(X <2z)= ZPr(xj),
jeJ

kde J je mnozina indext j pro které plati z; < x.

Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce maji nasledujici vlastnosti:

p(xz;)) >0 i=1,2,...,N

Zp(xi) = P(zy) =1

Definice B.7 (Hustota pravdépodobnosti a DF). DF pfislu$na spojité ndhodné
veli¢ing X je P(z) = Pr(X < x) = [*__ p(t)dt, kde p(-) je hustota pravdépo-
dobnosti (probability density function - p.d.f.). Pro tyto funkce plati:

p(z) >0 Vu,

| = peo =1,
_dP(x)
p(z) = P
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Definice B.8 (Ocekavana hodnota). Necht g(-) je funkce, pak oekavana hod-
nota g(X), oznacovana jako E[g(X)] je definovéna jako:

N
Elg(X)] = g(a:)p(z:),
i=1
pokud X je diskrétni nahodna veli¢ina na vybérovém prostoru xi,...,ZnN, a
oo
Blg(0)) = [ glap(o)ds,
—0o0

pokud X je spojitd ndhodna veli¢ina (plati-li Flg(X)] < oo). Specidlnimi pfi-
pady této obecné definice zahrnuji:

stfedni hodnota p = F(X),

e rozptyl 0% = var(X) = E[X — p)?> = BE(X?) — 12,
e -ty moment E(X"),

e -ty centrovany moment E(X — u)".

Treti a ¢tvrty centrovany moment jsou obvyklé miry Sikmosti a Spicatosti na-
hodné veli¢iny, coz reflektuje tloustku kraja (chvost) funkce hustoty pravdé-
podobnosti.

Teorém B.2 (Vlastnosti o¢ekavané hodnoty). Necht jsou dany ndhodné ve-
liciny X a Y, funkce g(-) a h(-) a konstanty a a b, potom plati:

* Elag(X) +0h(Y)] = aE[g(X)] + bE[A(Y)],
e varlag(X) + bh(Y)] = a?var[g(X)] + b*var[h(Y)], pokud X a Y jsou

nezavislé.

Definice B.9 (Modus, medidn a mezikvartilové rozpéti). St¥edni hodnota je
obvyklym méritkem polohy funkce hustoty pravdépodobnosti nebo pravdépo-
dobnostni funkce. Dalsimi alternativami je modus a median. Medidn x,,.q je
chrakterizovan jako P(Zmeq) = % Modus Z,,0q je chrakterizovan jako ,,0q4 =

arg max[p(x)].
Definice B.10 (Sdruzena pravdépodobnost a DF). Necht je dan vektor N
diskrétnich ndhodnych velicin X = (Xi,...,Xn)’ na vybérovém prostoru X;
danym z;1, ..., 2;n. Potom pravdépodobnostni funkce X oznacovéna jako p(x)
je dana vyrazem:

plz) =Pr(X =z1,..., Xy = znN),
kde z je N-rozmérny vektor x = (x1,...,zx) . Pokud = nenélezi do vybérového
prostoru X, potom p(z) = 0. Distribu¢ni funkce P(X) je definovana jako:

P(z) =Pr(X; <21,..., Xy < zn)
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Definice B.11 (SdruZend hustota a DF). Distribuéni funkce definovand pro na-
hodny vektor X = (X,..., Xy)’ oznacovana jako P(x), kde z = (z1,...,2n),
je

P( ) PI‘(X1 <z,...,XnN <£L’N / / dtl .dty,

pficemz p(x) je sdruzend hustota pravdépodobnosti.

Definice B.12 (Marginilni pravdépodobnost a DF). Mé&jme vektor N nahod-
nych veliéin X = (X,..., Xy)" (diskrétnich ¢i spojitych) a X* = (X1,..., X )/,
kde J < N. Potom sdruzena marginalni distribu¢ni funkce X* je svazana s dis-
tribu¢ni funkci X nasledovné:
P(z*) = P(x1,...,x5) = lim P(zy,...,25,00,...,00).
T;—>00

Pokud je X spojity nahodny vektor, potom je sdruzena funkce marginalni hus-
toty pravdépodobnosti p(z) definovdna jako

/ / d(EJJrl dLL‘N.

Pokud J = 1, uziva se v terminologii vyraz funkce marginalni hustoty pravdé-
podobnosti, marginalni distribu¢ni funkce a funkce marginalni pravdépodobno-
sti.

Definice B.13 (Podminénd hustota a DF). Necht X = (X1,..., Xn)’ je vek-
tor N spojitych ndhodnjych veli¢in. Definujme X* = (Xq,...,X ), X** =
(Xjs1,-..,XnN) anecht z, z* a x** jsou pFislusné realizace. Potom funkce pod-
minéna hustoty pravdépodobnosti X* za podminky realizace X** je definovana
jako

zn) = p(z*|z™) = plz) _ Pl o)

p($1,...,IJ‘$J+1,...,

Podminénd distribu¢ni funkce P(x*|x**) je definovéna jako

P(x*|z™) =Pr(X: <@q,...,X; < 2| Xjp1 = 2541, .., XNy =2N)

/ / xl,.. .'L'J‘.’EJ+1,...,$N)d.’E]_...dIJ

Definice pro ptipad diskrétniho ndhodného vektoru je zobecnénim vyse uvede-
ného.

Definice B.14 (Vicerozmérnd oéekdvand hodnota). Necht je dan vektor N
spojitych ndhodnych veli¢in X = (Xi,...,Xx)" s hustotou pravdépodobnosti
p(z), kde = = (z1,...,2y)". Potom ofekdvana hodnota skalarni funkce g(X)
znacend F[g(X)] je dana jako:

/ / z)dzy ... dzy.
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Je to zobecnéni definice stfedni hodnoty pro vicerozmérny piipad. Rozsifeni
na podminénou o¢ekdvanou hodnotu E[g(X*)|z**] 1ze provést nahrazenim p(zx)
funkei p(z*|2**). Snadno 1ze tuto definici zobecnit pro diskrétni ndhodny vektor.

Definice B.15 (Kovariance a korelace). Necht X; a X5 jsou ndhodné veli¢iny,
kdy E(X;1) = pu1 a E(X2) = po. Potom kovariance mezi X; a X5 se oznacuje
jako cov(X1, X5) a je definovana jako:

cov(X1, X2) = E[(X1 — 1) (X2 — p2)]
= E(X1X2) — papa-

Korelace mezi X7 a X5 se oznacuje jako corr(Xip, Xs) a definuje se jako:

cov(Xy, Xo)
Vvar(X,)var(X,)

Pokud X; = X5, je kovariance rovna rozptylu. Korelaci je mozno interpretovat
jako stupen miry propojeni mezi dvéma nadhodnymi veli¢inami.

corr(Xy1,Xs) =

Definice B.16 (Kovarian¢ni matice). Necht X = (X;,..., Xy)" je vektor N
ndhodnych veli¢in a definujme N-rozmérny vektor p = E(X) = [E(X1),...,E(XN)] =
[#1, .., pn]. Potom je definovdna kovarianéni matice jako var(X). Jedna se o
matici rozméru N x N obsahujici variance a kovariance vSech prvka X:

var(X) = E[(X - p)(X — )’

var(Xy) cov(X1, X2)

cov(X1, Xn)
cov(X1, Xo) var(Xs) .

. . . . COU(XNfl,XN)
cov(X1, Xn) . - cov(Xn-1,XnN) var(Xy)

Teorém B.3 (Vlastnosti ofekavani a kovariance). Necht je definovédna nesto-
chastickd matice A rozméru M x N a Y = AX, pficemZ vyrazy jsou definovany
stejné jako v pfedchozi definici. Potom plati:

E(Y) = AE(X) = Ap,

var(Y) = Avar(X)A’.
Pokud a a b jsou skalary a X; a X5 ndhodné vektory, pak plati:

var(aX1 + bXy) = a*var(Xy) + b*var(Xz) + 2abcov(X1, Xo).

B.2 Bézna rozdéleni pravdépodobnosti

Definice B.17 (Binomialni rozdéleni).

Definice B.18 (Poissonovo rozdéleni).
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Definice B.19 (Uniformni rozdéleni).

Definice B.20 (Gama rozdéleni). Spojitd ndhodna veli¢ina Y ma gama roz-
déleni se stfedni hodnotou g > 0 a stupni volnosti v > 0, oznacované jako
Y ~ G (p,v), pokud je jeji funkce hustoty pravdépodobnosti definovana jako:

-1, %52 yu
CA~ Y 2 exp (——) pokud 0 < y < o0
falylu,v) = { ¢ wlo
0 jinak

kde integra¢ni konstant je dana jako cq = (2£) i (%), kde I'(a) je gama funkce.

174

Teorém B.4 (Stfedni hodnota a rozptyl gama rozdéleni). Pokud Y ~ G(u,v),
potom E(Y) = p a var(Y) = #

Poznamky: gama rozdéleni je v bayesidnské ekonometrii dilezité roz-
déleni a obvykle je vztazeno kpiesnosti chyby. Dalsi rozdéleni, kterd jsou tzce
spojena s gama rozdélenim, jsou chi-kvadrdt rozdéleni, coz je gama rozdéleni
s v = p. Oznacuje se jako Y ~ x2(v). Ezponencidlni rozdéleni je gama roz-
déleni s v = 2. Invertované gama rozdéleni ma tu vlasntost, ze pokud je Y
z gama rozdéleni, potom % pochézi z gama rozdéleni. V nékterych bayesian-
skych ucebnicich a textech pracuji autori pfimo s rozptylem nadhodnych slozek
(misto pfesnosti chyb) a pravé invertované gama rozdéleni je v tomto pfipadé s
uspéchem vyuzito.

Definice B.21 (Multinomialni rozdéleni).

Definice B.22 (Vicerozmérné normalni rozdéleni). Spojity k-rozmérny vektor
Y = (Y1,...,Yr) ma normdlni rozdéleni se stfedni hodnotou p (k-rozmérny
vektor) a s kovarianéni matici ¥ (pozitivné definitni matice rozméru k x k) a
oznacuje se jako Y ~ N(u,X), pokud je jeho funkce hustoty pravdépodobnosti
déana jako

N|=

In(ylpw, ) =

_ 1 _
-2 e |~y - w)'S Yy —mw).

Poznamka: specidlni pripad, kdy ¥ = 1, 4 = 0 a ¥ = 1, je nazyvan
standardizované normadalni rozdéleni. Vétsina statistickych a ekonometrickych
ucebnic obsahuje tabelované hodnoty percentilii standardizovaného normalniho
rozdéleni.

Definice B.23 (Vicerozmérné Studentovo t-rozdéleni).
Definice B.24 (Normalni-gama rozdéleni).

Definice B.25 (Wishartovo rozdéleni).

(

Definice B.26 (Dirichletovo a beta rozdéleni).
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B.3 Uvod do teorie vybéru

Definice B.27 (Nahodny vybér).

Teorém B.5 (Vlastnosti ndhodného vybéru).

Definice B.28 (Konvergence v pravdépodobnosti).
Definice B.29 (Slaby zakon velkych ¢isel).

Teorém B.6 (Slaby zdkon velkych ¢isel pro ndhodny vybér).

Definice B.30 (Konvergence (limita) v distribuci). Necht {Yr} je fada né-
hodnych veli¢in, {Pr(-)} je odpovidajici fada distribu¢nich funkci, a necht Y je
ndhodné veli¢ina s distribu¢ni funkei P(y). Potom {Y7} konverguje v distribuci

. PRIV .. . d Ly
k nadhodné veli¢iné Y, coz je oznacovano jako Ypr — Y, jestlize

lim Pr(y) = P(y).

T—o0

P(y) se nazyva limitni rozdéleni. Konvergence v distribuci ma tu vlastnost, ze
pokud Yr 4 Y, potom g(Yr) A g(Y), kde g(-) je spojita funkce.

Definice B.31 (Centralni limitni véta). Necht {Yr} je fada ndhodnych veli¢in,
Y je ndhodna veli¢ina a ozna¢me vybérovy prameér zavisejici na délce fady T
jako

T
— _. Y
YT _ Zt_l t_

Potom Y7 vyhovuje centralni limitni vété (CLV), jestlize Y Ly,

Poznamka: V ekonometrickych situacich a problémech je limitni rozdéleni
vZdy normélni. V bayesovské analyze je CLV vyuzivana k vypoc¢tu numerickych
standardnich chyb pro odhady ziskané z fady ndhodnych vybért z posteriorni
simulace. Stejné jako v pripadé slabého zakona velkych cisel zde existuje cela
fada riznych centralnich limitnich vét, na které se lze odkazovat v zavislosti na
vlastnostech fady (napf. jestli fada obsahuje nezavislé ndhodné veli¢iny nebo
zda-li jsou veli¢iny zavislé, jestli je fada vybirana s téhoz rozdéleni nebo naopak
z ruznych rozdéleni apod.). Jako piiklad je zde néasledujici CLV, ktera je rele-
vantni pro pfipad, kdy je fada ndhodnym vybérem. Ackoliv mnohé posteriorni
simuldtory (napf. Gibbstv vzorkova¢) poskytuji fadu, kterd neni ndhodnym
vybérem, plati, ze v textu zmirované simulatory splnuji centralni limitni véty
nutné pro zajisténi konvergence v distribuci.

Teorém B.7 (Centraln{ limitni véta pro ndhodny vybér). Necht mame fadu
{Y7} nezavislych a stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in ze stejného rozdéleni
se stiedni hodnotou p a rozptylem o2. Definujme novou sekvenci nezavisljch a
stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in {Zr}, kde

VT(Y 1 — p) )

g

Zp =
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Potom Z7 % Z, kde Z ~ N (0, 1).

Poznamka: Tento teorém je casto oznacovan jako Lindberg-Levyho central-
ni limitni véta. Existuje fada rozsireni zde uvadénych zakladnich centralnich
limitnich vét a slabych zédkont velkych ¢isel napi. vicerozmérné rozsiteni vyse
uvadénych jednorozmérnych teorému.

B.4 Dalsi uziteéné teorémy
Teorém B.8 (Teorém zmény proménné - jednorozmeérny).

Teorém B.9 (Teorém zmény proménné - vicerozmeérny).



Priloha C

Uziteéné funkce v Matlabu

Na tomto misté nebude od véci prezentovat uzitecné funkce a piikazy progra-
mového prostfedi Matlab, které lze vyuzit pfi bayesidnské analyze. Jedna se
zejména o funkce, které jsou soucasti Statistického toolboxu. Veskeré podrob-
néjsi informace o dané funkci lze ziskat prikazem help <nazev funkce> (na-
psanym do pfikazového fadku Matlabu), pfipadné v dokumentaci (ndpovédg).
Soucasti této prilohy jsou i funkce LeSageho Ekonometrického toolboxu [22],
ktery je volné dostupny na www.spatial-econometrics.com. Tyto funkce jsou
rovnéz dobfe popsdny v manualu, ktery tento toolbox doprovazi.

C.1 Zakladni prikazy Matlabu

C.2 Generatory nahodnych cisel

Spise nez o generatory ndhodnych c¢isel se jedna o pseudo generatory. Zakladni-
mi funkcemi jsou rand (pro generovani pseudo nédhodnych ¢isel z uniformniho
rozdéleni U(0, 1) a randn (generétor ze standardizovaného normélniho rozdéle-

ni). Obé funkce jsou vyuzity pro generovani ndhodnjch éisel z dalsich rozdéleni,
které jsou soucasti Statistického toolboxu.

e betarnd — ndhodna éisla z beta rozdéleni

e chi2rnd — ndhodn3 ¢isla z chi-kvadrat rozdéleni

e exprnd — ndhodna ¢isla z exponencialniho rozdéleni
e frnd — ndhodna ¢isla z F' -rozdéleni

e gamrnd — nahodna cisla z gama rozdéleni

e lognrnd — ndhodn4 éisla z log-norméalniho rozdéleni

e normrnd — nadhodné ¢isla z normalniho rozdéleni


http://www.spatial-econometrics.com
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e trnd — ndhodni disla z t-rozdéleni
e wishrnd — nahodna disla z Wishartova rozdéleni
e mvnrnd — ndhodné ¢isla z vicerozmérného normalniho rozdéleni

e mvtrnd — ndhodna disla z vicerozmeérného t-rozdéleni

C.3 Ekonometricky toolbox
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