Bayesidnska analyza

I1. Normalni linearni regresni model s prirozené konjugovanou apriorni
hustotou (jedina vysvétlujici proménna)
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Uvod

Koop (2003) - kapitola 2

Normalni linedrni regresni model s jedinou vysvétlujici proménnou
(neni tfeba maticové algebry).

Ptirozené konjugovany prior = analytické vysledky.

Vyznam pred rozvojem vypocetni techniky.

Ukazka propojeni klasické a bayesovské ekonometrie.
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Linearni regresni model
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Linearni regresni model

Linearni regresni model

@ y; — pozorovana data vysvétlované proménné (i =1,..., N).
@ x; — pozorovana data vysvétlujici proménné (i =1,..., N).
e LRM s jedinou vysvétlujici proménnou a bez troviiové konstanty (pro
zjednoduseni):
Yi = Bxi + €
@ ¢; — ndhodné slozka (chyba); 8 — parametr.

o Vektorové pro y = (y1,...yn), x = (x1,...xn) a e = (e1,...en)"

y=PBx+e
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Linearni regresni model

Predpoklady

@ PYedpoklady o ¢; a x; determinuji podobu vérohodnostni funkce.
o Kilasické predpoklady (pozdéji uvolnény):

Q ¢ jeiid. N(0,0?) (independent and identically distributed).
@ x; je fixni proménna (tj. nendhodné veli¢ina), popf. ndhodné s
omezenimi.
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Vérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkce |

@ Vérohodnostni funkce = funkce sdruzené hustoty pravdépodobnosti
pro vSechna data podminénd nezndmymi parametry:

p(y|B,0%).

@ Ziskame z definovanych predpokladi.

o p(yi|B3,02) ma normalni rozdéleni,

o E(yilB,0°%) = Bx;,
o var(y|3,0%) = o2
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Vérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkce Il

@ Vérohodnostni funkce:

1
plylB,0%) = —5—
(2m)20
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Vérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkce Il1

o Dalsi vyjadreni vérohodnostni funkce:

N N
i Bx) =vs?+ (8- B> Y %P,
i=1 i=1

o kdy
vr=N-1
o Do XiYi
B = 552
2 2bi- Bx;)?
N v

° B s? a v = OLS odhady pro 3, rozptyl rezidui a pocet stupiii
volnosti.
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Vérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkce |V

@ Obvykle vyuzivdme presnost chyby, h, misto variability:

1

_02

h

@ Vérohodnostni funkce:

1 1 h SR Y hv
o ghyen -] oo 25}

i=1

@ Prvni ¢len je podobny jadrové hustoté (kernelu) normalni hustoty pro
B; druhy clen je podobny rozdéleni gama pro h.
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Apriorni hustota
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Apriorni hustota

Konjugovana apriorni hustota

@ Konjugovana apriorni hustota — interpretovatelna jako dodatecna
data.

o Jestlize je F ttida vybérovych rozdéleni p(y|60) a P je tfida apriornich
rozdéleni pro 6, potom tfida P je konjugovana pro F jestlize

p(fly) € P provsechna p(-|d) e F a p()€P.

e Vagni definice, pokud P je tfida vSech rozdéleni, potom P je vzdy
konjugovana bez ohledu na pouzitou tfidu vybérovych rozdélent.

@ Zajem o tfidy prirozené konjugovanych apriornich hustot, kdy P je
mnozina vSech hustot majicich stejnou funkcni podobu jako
vérohodnostni funkce.
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Apriorni hustota

Prior |

@ Apriorni hustota — libovolna forma, obvykle urcita t¥ida prior(i, které
Ize snadno interpretovat a (nebo) zjednodusuji vypocet.

@ Apriorni hustota pro 3 a h: p(p, h).
e Pravidla pravdépodobnosti: p(3, h) = p(5|h)p(h).

@ Forma vérohodnostni funkce — konjugovany prior jako normaln{
rozdéleni pro 3|h a gama rozdéleni pro h.
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Apriorni hustota

Prior 1l

@ Normalni-gama rozdélenf:

Blh ~ N(B,h~'V)
h~ G(s™% v)
@ PYirozené konjugovany prior pro 3 a h:
B? h ~ NG(@)M)§_272)

@ Volba hodnoty apriornich hyperparametrii: 3, V, 572 a v (zohlednéni
apriorni informace).
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Posteriorni hustota
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Posteriorni hustota

Posterior |

@ Posteriorni hustota je proporcionalni soucinu vérohodnostni funkce a

apriorni hustoty.

@ Posteriorni hustota je z normalniho-gama rozdéleni (apriorni hustota

je tedy skutecné pFirozené konjugovana):

67 h|.y ~ NG(B7V7 §727ﬁ)7

pricemz plati

— 1

V=—F )

V43P
B=V(V/1B+8> %),

v=v+N

@ 52 je implicitné definovano nasledovné:

2 p)\2
ﬁ2:1/52+1152+( ﬁl) .

V+ S
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Posteriorni hustota

Vlastnosti posteriorni hustoty |

e p(Bly, h) ma normalni rozdéleni.

@ Chceme p(f8ly).
@ Marginalni posteriorni rozdéleni pro 3 je t-rozdéleni:

Bly ~ t(B,5°V°, 7).

@ Z definice t-rozdéleni vyplyva:

E(Bly) =5,
—e2
vsT —
var = V.
Bly) = ——
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Posteriorni hustota

Vlastnosti posteriorni hustoty |l

@ Bayesiansky bodovy odhad 3 je vazeny prtimér OLS odhadu a apriorni
stfedni hodnoty 3.

@ Vahy jsou proporcionélni k 3" x? a vt

o V™! = divéra v apriorni a datovou infomaci (v klasické ekonometrii
je (3 x?)~! proporcionalni k variabilité j3).

@ Alternativni intuice: jednoduchy pfipad x; =1 proi=1,...,N =
S°x? = N a véha prifazena k 3 je velikost vzorku (rozumné méfitko
pro objem informaci v datech).
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Posteriorni hustota

Vlastnosti posteriorni hustoty Il

@ Rozptyl OLS estimatoru s?(3° x?)~1 (vyuziti napt. k testovani
statistické vyznamnosti parametru, kdy t-statistika pro testovani

9 =0l Fy)

@ Bayesianska analogie — posteriorni rozptyl 5 (podobna podobu x
zahrnuje datovou i nedatovou informaci).

@ Prirozené konjugovana apriorni hustota = prior vyplyva z fiktivn{
datové mnoziny (podobné role v a N).

@ v: apriorni velikost vzorku.
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Posteriorni hustota

Vlastnosti posteriorni hustoty 1V

e Fiktivni datovd mnoZina — Ize vyuzit pfi specifikaci 3, V, s2av-

o Citlivostni analyza prioru — empirické vysledky Ize prezentovat za
vyuziti riiznych prior(.

o Sila datové informace muze i nemusi rozhodnout (nutnost zdGvodnéni
volby apriornich hyperparametri).

Bayesianska analyza (BAAN) Il. NLRM s NCP (jedna) Podzim 2011 21 /39



Neinformativni apriorni hustota
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Neinformativni apriorni hustota

Neinformativni prior |

o Neinformativni prior z nastaveni v =0a V™1 =0 (tj. V. — o0).
e V tomto pripadé: 3, hly ~ NG(B, V,572

,7), kde
— 1
V =
S
5-5
v=N,
2 = ps?.
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Neinformativni apriorni hustota

Neinformativni prior Il

Jedna se Cisté o OLS odhad.
Rozdilna interpretace:

o bayesovsky pfistup — 3 je ndhodna velicina;
e klasicky pristup — 3 je ndhodna veli¢ina.
@ Tato apriorni ,,hustota” neintegruje na hodnotu jedna — tzv. nepravy
prior (improper prior).

Problémy s pouzitim.

Bayesianska analyza (BAAN) Il. NLRM s NCP (jedna) Podzim 2011 24 / 39



Porovnani modelil
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Porovnani modelil

Porovnani modelu

Dva modely M; a Ms.

M; pro j = 1,2 maji rlizné vysvétlujici proménné:

Yi = Bjxji + €ji.
@ Prirozené konjugovana normalni-gama apriorni hustota:

ijh ‘M ~ NG(B <> J 2721')-

Posteriorni hustota:

6jﬂhj‘y7 NNG(ﬁjv J» _/_2 PJ)
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Porovnani modelil

Posteriorni podil Sanci |

_ ply[M1)p(M1)
PO = L (M) (M)

@ Apriorni pravdépodobnosti modeld p(M;)
neinformativni volba p(M;) = p(M,) = 3.

e Marginalni vérohodnost p(y|M;):
pIM) = [ p(r185, by)p(5. h)d B

@ Lze pro nas pripad spocitat analyticky:

V,\: 5
p(V!"”j)foj(V_) (7;57) 2.

—
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Porovnani modelil

Posteriorni podil Sanci |l

@ ¢; konstanta nezavisla na datech
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Porovnani modelil

Faktory ovliviujici bayesovské porovnani modeli

@ Cim vétdi je apriorni podil $anci zg%g tim vyssi je podpora pro M.

Q PJ-?J? obsahuje ¢len I/ij-z, coz je soucet Ctverci chyb (méfitko souladu
modelu s daty).

© Pokud vsechny ostatni charakteristiky jsou stejné: posteriorni podil
Sanci upfednostni model s vétsi koherenci mezi apriorni a datovou
. / o 2 . — =2
informaci ((5; — QJ) vstupuje do 7/;5%).

Q (%) je podil posteriorni a apriorni varianci = pokud vSe ostatni

zlistane stejné, uprednostni model s vétsi apriorni informaci (mensi
apriorni varianci), relativné k posteriorni informaci.

© Pouzitim neinformativniho prioru neni marginalni vérohodnost
definovana (stéjné tak posteriorni podil Sancf).
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Predikce

Predikéni hustota

@ Chceme predpovédét y* v bodé x*:
y* — BX* —I—E*.
@ y* neni pozorovano.

P ) = [[ P71y 5. h)p(5. Hy)dEdh.

@ Lze ukazat:
yily ~ t(Bx*, {1+ Vx*?}, 7).
e Bodova predpovéd a s ni spojend nejistota (napf. smérodatna
odchylka predikce).
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Predikce

Bayesovské priimérovani modeli

o Ptedpokladame, ze zname p(M;|y), pro j = 1,2
@ Bayesovské priimérovani modeli v sobé zahrnuje priimérovani pres
vSechny modely.

@ Zakony pravdépodobnosti implikuji:

p(y*ly) = p(y*ly, Mi)p(Mily) 4 p(y*|y, M2)p(Ma]y).

e Nezaméfovat na jediny model a pracovat napf. s p(y*|y, M1) x
primeérovani vysledkd pfes oba (v8echny) modely s vdhami danymi
posteriornimi hustotou pravdépodobnosti.
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Empiricka ilustrace
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Empiricka ilustrace

Uméla data

@ Uméla data pro ilustracis N =50, =2a h=1.

@ Neinformativni prior a informativni prior s 3 = 1.5, V = 0.25, v = 10
as?=1.

@ ,Originalni" data obsahem data_ NLRM1I1.mat + skript
priklad_NLRM1I1.m.

Bayesianska analyza (BAAN) Il. NLRM s NCP (jedna) Podzim 2011 34 /39



Empiricka ilustrace

Apriorni a posteriorni charakteristiky parametru

Prior Posterior
Informativni (Inf. prior)  (Neinf. prior)
St¥. hodnota 1.500 1.794 1.862
Sm. odchylka” 0.559 0.199 0.216

* z v V7 v 7 v s . e .
Jedna se o smérodatnou odchylku pfislusného t-rozdéleni, apriorni ¢i posteri-

orni V tedy neudava primo hodnotu rozptylu.
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Empiricka ilustrace

Apriorni a posteriorni charakteristiky parametru h

Prior Posterior
Informativni (Inf. prior)  (Neinf. prior)
Stf. hodnota 1.000 1.215 1.283
Sm. odchylka” 0.447 0.222 0.257

* Jedn4 se o smérodatnou odchylku odpovidajiciho gama rozdéleni.
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Empiricka ilustrace

Marginalni apriorni a posteriorni hustoty pro parametr /3.

0.025 T
---Prior
—Posterior
- - Likelihood

Hustota pravdepodobnosti
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Empiricka ilustrace

Apriorni a posteriorni charakteristiky pro model jen s

urovnovou konstantou

I3 h
Prior Posterior Prior Posterior
St¥. hodnota 1.500 0.990 1.000 0.917
Sm. odchylka 0.559 0.145 0.447 0.167
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Empiricka ilustrace

Dal¥ vysledky

@ Posteriorni podil Sanci je 7346 Rightarrow p(My|y) = 0.9999 a
p(Ma|y) = 0.0001.
@ Predikce pro x* = 0.5:
e pfi vyuziti informativniho prioru je y*|y ~ t(0.897,0.833, 60),
o V pripadé neinformativni apriorni hustoty je
y*|y ~ t(0.931,0.7915, 50).
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