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Uvod

Uvod

Sesta kapitola z Koop (2003) resp. ucebniho textu.
Heteroskedasticita nahodnych sloZek.
Autokorelace nahodnych slozek.

Hierarchicka apriorni hustota.

Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi.
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Uvod

Predpoklady

o Model:
y=XB+e.
o Predpoklady:
Q c~ N0y, h1Q).
© Vsechny prvky X jsou bud nendhodné veliiny nebo nezavislé ndhodné
veliciny vzhledem k e.

@ Ri{zné modely podle podoby €.
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Model s obecnou kovarianéni matici
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Model s obecnou kovarianéni matici

Transformace modelu

o Existence matice P: PQP’ = Iy.

@ Transformovany model:
yr=XB+c,

kde y* = Py, X* = PX a € = Pe,
o ¢~ N(ON7 hillN).
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Model s obecnou kovarianéni matici

Implikace

e Pokud Q zndma — transformace dat (standardni bayesidnska analyza.

@ Pokud € nezndma — podminéno £ posteriorni hustoty pro 5 a h
standardni podobu + p(Q|y, 3, h) zavisi na presné formé Q.

@ Ostatni podminéné hustoty stejné jako dfive (podminéné Q).
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Model s obecnou kovarianéni matici

Vérohodnostni funkce

@ 7 vlastnosti vicerozmérného normalniho rozdéleni:
h> h
1
P10 = el oo 50 X9y - xo) |

2m)2

@ S transformovanymi daty:

“ e [-207 - x)0 —xs)] ).

™

p(y*|B,h Q) =
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Model s obecnou kovarianéni matici

Zobecnéna metoda nejmensich Ctvercli

v=N-—k.
B(Q) — (X*/X*)flx*/y* _ (X/Qflx)flxlﬂfly’
(" = X"BQ) (v* = X*B(Q)

2(9) = :
_ (y = XBQ)Q My - XB(Q)
1
B,h,Q) = N
p(yl ) (2)"
X {hé exp {—g(ﬁ — BQYX'QIX(B - B(Q))} }

X {hg exp [—25(?21/)_2} } .
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Model s obecnou kovarianéni matici

Apriorni hustota

@ Normalni-gama apriorni hustotu pro 3 a h a obecné znaéeni p(Q2) pro

Q:
p(B, h, Q) = p(B)p(h)p(),
kde
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Model s obecnou kovarianéni matici

Posteriorni hustota

@ Sdruzend hustota nema tvar zndmé hustoty:
p(B, h,Qly) o< p(Q)
1
< {exn |3 {n" - x5y - x°8)
+-pve-n))

hN+g—2 hH
2 - .
. =P { 252}

@ Odvozeni podminénych hustot.
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Model s obecnou kovarianéni matici

Podminéna posteriorni hustota pro 3

@ Vicerozmérné normalni rozdéleni:

5’)’; haQ ~ N(B7V)7
kde

V=WV1+ax'atx)
= V(V18+ hX'Q7IXB(Q)).

Q \
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Model s obecnou kovarianéni matici

Podminéna posteriorni hustota pro h

@ Gama rozdéleni:

kde
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Model s obecnou kovarianéni matici

Podminéna posteriorni hustota pro €2

@ Jadrova hustota:
1 h
p(@ly. 5. ) o p(@I0]H {oxp [y = XYy - x5)| |

@ Obecné nenabyva podoby znamého rozdéleni.
@ Nasledné konkretizace 4+ odvozeni posteriornich simulétor(.

@ Pokud jsme schopni generovat vybéry z p(Q|y, 8, h) — Gibbsiv
vzorkovac.
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Heteroskedasticita ve zndmé podobé
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Heteroskedasticita ve zndmé podobé

Uvod

o var(e))=h"twiproi=1,...,N:
wp O 0
0 w 0
Q= 0
0
0 0 wpn

@ Obecné predpokladame: w; = h(z;, «), kde h() je kladna funkce a z;
vektor vSech nebo nékterych vysvéltujicich proménnych.

@ Obvykla volba:

h(zi,a) = (1 + a1zin + apzip + apzip)z-
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Heteroskedasticita ve zndmé podobé

Princip

@ Jsme schopni vyjadrit vyraz pro €.
o (Q zavisi na parametrech a.
@ Vhodny simulator: Metropolis-within-Gibbs.

e p(Sly, h, &) normalni; p(h|y, B, ) gama; potreba generovani vzorki z
p(aly, B, h).

_1
plaly, B, h) o< p(a) |z, )| 2
h _
< {exw |50 - XBy2aa) 0 - X)) |
@ Napr. Random Walk Chain Metropolis-Hastings algoritmus +

Bayesiiv faktor pro napt. ay = ... = ap, = 0 (pfistup Gelfanda-Deye)
+ HPDI, p-hodnoty.
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Heteroskedasticita ve zndmé podobé

Empiricka ilustrace

e Viz Koop (2003) — bude doplnéno.
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Heteroskedasticita v neznamé podobé
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

Obecné principy

o Plati:
wp 0 - - 0
0 wo 0
Q=1]- 0
0
0 - - 0wy

@ Nezname, neumime nebo nechceme specifikovat podobu pro w;.

o Jak odhadnout na zdkladé N pozorovani N + k + 1 parametri 3, h a
w=(w1,...,wn)"?
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

Uzitecnost postupu

© Vyuziti tzv. hierarchickych priorii — zplsob tvorby vice flexibilnich na
parametry bohatych modelli pro statistickou analyzu.

@ Zavedeni konceptu vztahujiciho se k flexibilnimu ekonometrickému

modelovani (umoznéni uvolnéni predpokladu normality ndhodné
slozky).
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

/naceni

@ Apriorni hustota p(w) pro N-rozmérny vektor parametrii w —
presnost chyby:

A= ()\la)\27 .. '))‘N)/ = (w]__17w2_17 R ’w;ll)/'

o Predpokladejme apriorni hustotu pro A:
N

p(A) = [T fa(nil1,vy).
t=1

@ Zavisi na hyperparametru vy, ktery si volime.

o Predpoklada se, ze kazdé \; pochazi z téhoz rozdéleni (i.i.d. vybéry z
gama rozdéleni).

o Vyporadani se s problémy vysoké dimenzionality vektoru A — rozptyly
nahodnych sloZek se budou vzajemné lisit, ale budou pochézet ze
stejného rozdéleni — flexibilni model s dostate¢né pevnou strukturou
pro moznou statistickou analyzu.

Bayesianska analyza (BAAN) V. LRM s obecnou kovarianéni matici Podzim 2011 23 /58



Heteroskedasticita v neznamé podobé

Divod volby

@ Pro¢ gama rozdéleni se stfedni hodnotou 1.07

@ Model stejny jako linearni regresni model s ndhodnymi slozkami z
i.i.d. Studentova t-rozdéleni s vy stupni volnosti:

-1
,0(6,') = ﬂ-(ﬁ,”O,h 71//\)'
@ Studentovo t-rozdéleni podobné normalnimu rozdéleni x tlustsi konce
a je vice flexibilngjsi.
e Vyhoda: ramec normélniho linedrniho regresniho modelu (vyuziti

vypocetnich postupl pro posteriorni simulator pro LRM s nezavislymi
t-rozdélenymi chybami).
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

Obecné vysvétleni

@ Mix specifickych normaélnich rozdéleni — tvorba mnohem
flexibilnéjsiho rozdéleni vazenym priimérem vice normalnich rozdéleni.

e Kompozice (mixture) normalnich modeld = mocny néastroj, kdy
ekonomicka teorie nenabizi specifikaci vérohodnostni funkce a my
chceme byt dostatecné flexibilni.

@ Nase chapani heteroskedasticity v neznamé podobé = pomérny mix
normalnich rozdéleni (scale mixture of Normals).

o Predpoklad ¢; ~ N(0, A1) s nasi apriorni hustotou pro \; =
rozdéleni chyb je vazenym primérem (mixem) rGznych normalnich
rozdélelni s rliznymi rozptyly (tj. riznd méFitka — scales) a stejné
stfedni hodnoty (tj. vSechny chyby maji nulovou stfedni hodnotu).

e Pokud kompozice vytvorena za pouziti gama hustot fg(\i|1,v)) —
t-rozdéleni.

@ Jiné hustoty nez fg(\i|1,vy) — jina (flexibilngjsi) rozdéleni.
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

Dalsi uvolnéni

Pokud vy neznamé: nezndmy parametr.

V bayesovském konceptu potteba apriorni hustoty: p(vy).

Specifikace apriorni hustoty pro A ve dvou krocich:

N
p()\) = H fG()\i’L V)\) a p(l//\).

t=1

(]

Alternativné: p(A|vy)p(vy).

Hierarchické apriorni hustoty = apriorni hustoty zapsana ve dvou ci
vice krocich.

Neni nutné — hierarchicky prior |ze zapsat v nehierarchickém pojeti.

V nasem pripadé: p(A\) = [ p(A|lva)p(va)dvy.
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

Problémy

@ Pro posteriorni hustotu nemusi existovat stredni hodnoty a
smérodatné odchylky.
o Geweke — pokud pouzijeme neinformativni apriorni hustotu pro 3
(p(B) < 1 na intervalu (—o0, 00)):
© Neexistuje posteriorni stfedni hodnota, pokud p(v) neni nulova na
intervalu (0,2).
@ Neexistuje posteriorni smérodatna odchylka, pokud p(v,) nenf nulova
na intervalu (0,4).

@ Neinformativni apriorni hustotu pro vy:
p(vy) x 1 1)(0,00).

P(I//\SO) _ N . s 7 z v 71 Y
® Sos100) — 0 = hodné informativni (ndhodné slozky normalné

rozdéleny).
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

Gibbstv vzorkovac

@ Formalné plné podminéné hustoty pravdépodobnosti: p(Sly, h, A, v))
a p(hly, B, A,vx) x za podminky A ndm vy nepfinasi zddnou novou
informaci.

° p(ﬁ|ya ha >‘7 V)\) = p(ﬁ‘Ya ha )‘) a p(h|y7ﬁa /\a l/)\) = p(h|y7 67 >\) JIi
odvozeny.

@ Odvozeni podminéné hustoty pro A zfejmé: dosazeni apriorni hustoty
danou do obecného tvaru podminéné posteriorni hustoty pro Q (jedné
se o funkci proménnych ;).

o Zjistujeme, Ze \; jsou navzajem nezavislé:

N
p(Aly, B, h,va) = [ p(Aily, B, h,va),
i=1

vy+1
Aj h =fe | A\i|l—— 1].
p( /‘}/757 71//\) G( I|h€I2+V)\7V/\+ )

Bayesianska analyza (BAAN) V. LRM s obecnou kovarianéni matici Podzim 2011 28 / 58



Heteroskedasticita v neznamé podobé

Vypocet pro vy

@ Specifikace apriorni hustoty: exponencialni rozdéleni

p(va) = fe(valry, 2)
Jiné apriorni hustoty = drobné UGpravy algoritmu posteriorni simulace.
p(valy, B, h, \) snadné odvodit (v nevstupuje do vérohodnostni
funkce) = p(valy, B, h, A) = p(va|N).
Z Bayesova teorému: p(va|A) o< p(Alvy)p(vy)-
Jadrova podminéna posteriorni hustota:

2 -N
p(aly. B, h.3) (”;) r(%)  ew(-mn)
kde
— —I— Z[In )+ il

Nestandardni hustota — MH algorltmus (doporucen i jiny algoritmus
— acceptance sampling).
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

Dalsi analyza

Pro fadu hypotéz (napf. 5; = 0) — Savage-Dickey density ratio.
Test naznaku odchyleni nahodnych slozek od normality: porovnani
My : vy — 00 a My : vy jako konecné Cislo.

Bayesiiv faktor za pouziti metody Gelfanda-Deye = posteriorni
simulator pro kazdy z téchto modeli.

Alternativné Ize prediktivni p-hodnoty nebo HPDI.

Predikéni analyza probiha standardnim zpdsobem.
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Heteroskedasticita v neznamé podobé

Empiricka ilustrace

e Viz Koop (2003) — bude doplnéno.
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Autokorelace nahodnych slozek
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Autokorelace nahodnych slozek

Uvod

o Korelace proménnych v Case (setrvacnost v preferencich, proces
pFizplsobeni).

@ Néhodna slozka jizne N(Oy, h~tly).

o yrprot=1...,T.

e P¥iklad autoregresniho procesu fadu 1 (AR(1)):

€t = P€r—1 + Uz,

kde u; je i.id. N(0,h™1).

Bayesianska analyza (BAAN) V. LRM s obecnou kovarianéni matici Podzim 2011 33 /58



Autokorelace nahodnych slozek

Zakladni pojmy a vlastnosti

@ Obecné Fada z; od —oo do .
@ Pozorujemeprot=1...,T.

@ Kovariancné stacionarni (&i slabé stacionarni), pokud pro kazdé t a s
plati:

E(Zt) = E(Zt—s) = W,
var(z¢) = var(z;—s) = 7o,

cov(ze, zt—s) = s,

kde 1, o a vs jsou konecné hodnoty.
o Diference m-tého ¥adu pro m > 1: A"z, = A" 1z, — AT 1z,
@ s = autokovariacni funkce — autokorelacni funkce = % pro
s=0,...,00.
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Autokorelace nahodnych slozek

AR(1) proces

@ ¢; jako funkce u;_s pros=0,...,00:

o)
S
€t = Zp Ut_s.
s=0

@ Problém pri vypoctu stfedni hodnoty, rozptylu a kovariance ¢; — p°
bude nekone&no pro |p| > 1 (4 pro p = 1).

e Podminka stacionarity: |p| < 1.

o |[p|<1= E(e)=0,

> 1
-1 2s
Yo = var(e;) = h P =
PS
’YS = COV(Et,Et_S) = m

@ Autokovarianéni funkce s klesa s rostoucim s.
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Autokorelace nahodnych slozek

Zapis €2

e Kovarianéni matice pro e: h~1Q.

1 p p?
1 L Lo»
Q0 =
el N
pT-1 P
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Autokorelace nahodnych slozek

/obecnéni

e AR(p) proces:
€t = P1€t—1 + ...+ Pp€t—p + Ut.

e Vypocet stfedni hodnoty, rozptylu a autokovarian¢ni funkce (pro
bayesovskou analyzu neni potfeba).

o Operator zpozdéni- L.
@ Ley =€p_1 resp. L"er = €4 m.
e AR(p) proces:

(L—piL—...—pplP)er = uy nebo p(L)er = uy.

o p(L)y=(1—piL—...—ppLP): polynom fadu p pro operator zpozdéni.

e AR(p) je stacionarni < kofeny rovnice p(z) = 0 jsou vSechny v
absolutni hodnoté vétsi nez jedna.

® p=(p1,...,pp) a P je staciondrni oblast modelu.
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Autokorelace nahodnych slozek

Moznosti transformace

Posteriorni simulatro z pfedchozich vztahi pro obecnou matici €2.
Specificka transformace — vztahy v jednoduché podobé.
Specifikujeme Q za predpokladu AR(p) procesu chyb.

Odvozeni matice P: PQP’ = |I.

Transformace.
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Autokorelace nahodnych slozek

Alternativni postup transformace

e Plvodni model:
Ye = X0 + €t
kde x¢ = (1, xt2, ..., Xek)'
e Pfenasobeni obou stran pomoci p(L).
o yi =p(L)yr a xi = p(L)x:
vi =x'B+ ue.

o u;jeiid. N(O,h1).
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Autokorelace nahodnych slozek

»Problém*
@ Transformované hodnoty pro t < p?
e Ptiklad: y; zavisi na yo,...,y1—p.

Osetteni pocatecnich podminek — problém nestacionarity AR procesu
(blizkosti nestacionarité).

Obvykle: prace s vérohodnostni funkci zalozenou na datech od
t=p+1,...,T.

@ Pokud p relativné malé vzhledem k T — vyslednad aproximace dobra.
@ yfaxiprot=p+1,..., T nezdvisi na nepozorovanych zpozdénych
hodnotach.
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Autokorelace nahodnych slozek

/naceni

Z4dné specialni znaden.

Vychazime jenzdatod t=p+1,...,T.

vy, y*, € a € vektory rozméru T — p.

Matice X a X*: rozmér (T — p) x k.

Gibbstiv vzorkoval s vyuzitim vysledkd predchozich Casti: p(Bly, h, p)
a p(hly, B, p) jsou dany dfive.

p(ply, B, h) lze odvodit: za podminky 8 a hjee; prot=p+1,..., T

zndmé a AR(p) proces je NLRM (se zndmym rozptylem chyb) a s
koeficienty danymi vektorem p.
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Autokorelace nahodnych slozek

Podminéna posteriorni hustota pro 3

@ Nezavisld normalni-gama apriorni hustota pro 5 a h

Bly,h,p~ N(B,V),
kde

v

(M + hx*/X*)fl
V(v

|
I

1ﬁ+ hX*/ *)
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Autokorelace nahodnych slozek

Podminéna posteriorni hustota pro h

@ Gama rozdéleni:
hly,Bp ~ G(57%,7),
kde

_ = XB) (v - X*B) +us?

v

§2
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Autokorelace nahodnych slozek

Hustoty pro p

@ Posteriorni hustota pro p zavisi na své apriorni hustoté.

@ Predpokladame vicerozmérné normalini rozdéleIni omezené na
stacionarni oblast:

p(p) o< fn(plp, V,)1(p € @),

@ Podminéna posteriorni hustota:

p(ply. B, h)  fu(plp, V,)1(p € @),

kde
V,= (V" +hE'E)",
p=V,(V, p+ hE').
o E je matice (T — p) x p s t-tym Fadkem €;_1,...,€r—p.
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Autokorelace nahodnych slozek

Komplikace

@ Gibbsiiv vzorkovac: sekvencni vybéry z podminénych hustot.

@ Podminéna posteriorni hustota pro p = omezené vicerozmérné
normalni rozdéleni — drobna komplikace.

@ Vybéry z neomezeného rozdéleni a vypusténi vzorkdi mimo stacionarn{
oblast (pokud p lezi uvnitf této oblasti nebo alespori nepfilis daleko
od ni).

@ Alternativné lze odvodit Metropolis-Hastings algoritmus.
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Autokorelace nahodnych slozek

Dalsi analyza

Predik¢éni analyza standardnim zpisobem; predikéni p-hodnoty nebo
HPDI; Bayesiiv faktor pro ovéfeni pouzitim Savage-Dickeyeho poméru

hustot nebo za pomoci metody Gelfanda-Deye.

Savage-Dickey density ratio: iplné funkce hustoty pravdépodobnosti

p(ply; B, h) a p(ply).
Pro p = 1 neni problém (p(ply, 3, h) omezené jednorozmérné

normalni).
Pro p > 1 stacionarni oblast nelinedrni (analytické vyjad¥eni

p(ply. B, h) obtizné).
Aproximativn vypocet integracni konstanty:
fn(plp, Vo)l(p € @)

’ 7h = X/
poly. 5.1 Jo fu(plp, Vp)dp

Vzorky z fy(p|p, V) a vyhozeni vybérii mimo stacionarni oblast.

Jo fn(plp, Vp)dp: podil vzorki (z celkového poctu), ktery nam

zGstane — 1 — [, fn(plp, V,)dp.
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Autokorelace nahodnych slozek

Empiricka ilustrace

e Viz Koop (2003) — bude doplnéno.
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Obsah tématu

© Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Motivace

e ,Seemingly Unrelated Regressions” (SUR) model.
@ Analyza spotteby (poptavka po riznych kategoriich), poptavka po
vyrobnich faktorech (pro kazdy z faktor().

o Klasické ekonometrie: redukovany tvar modelu simultannich rovnic,
VAR model.

@ Neékdy prace s jednotlivymi rovnicemi dostatecnd x SUR model pro

s

.lepsi* odhad.
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Zapis

@ SUR model:

/
Ymi = Xmi ﬁm + €mi-

i=1,...,N: N pozorovani pro m=1,..., M rovnic.

Ymi: I-té pozorovani zavisle proménné v rovnici m.

Xmi: km-rozmérny vektor obsahujici i-té pozorovani vektoru
vysvétlujicich proménnych v m-té rovnici.

Bm: km-rozmérny vektor regresnich koeficienti pro m-tou rovnici.

Vysvétlujici proménné mohou byt riizné v jendotlivych rovnicich.
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Maticové vyjadreni

@ PYepsani do vektor(i a matic:

y.ll 6'1 0 X2,', 0
Yi = B = Xi =
YMi M 0 S0 Xy

o k=M kn = yi=XiB+ei.
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Maticové vyjadreni Il

@ Pozorovani dohromady:

b1 €1 X1
YN EN XN

o Zapis: y = X5 + €.
@ SUR model — lineéarni regresni model.
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Predpoklad

NLRM: €, je i.i.d. N(0,h™1) pro viechna i a m.
Ptedpoklad: ¢; je i.i.d. N(O,H ') proi=1,..., N, kde H je matice
presnosti chyb rozméru M x M.

e e~ N(0,Q), kde Q je blokové-diagonalni matice rozméru NM x NM:
H* o - - 0
0 H!
Q= :
. )
0 . -0 H1

Nevystupuje zde h (zadny rozdil oproti predchozimu, mozno
dodateéné pridat).
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Apriorni hustota

@ Rozsifeni nezavislého norméalniho-gama rozdéleni do podoby
nezavislého normalniho-Wishartova rozdéleni:

p(B, H) = p(B)p(H),
kde

p(B) = fn(B18, V),
p(H) = fw(H|v, H).

@ Wishartovo rozdéleni: maticové zobecnéni gama rozdéleni.
e E(H) = vH a neinformativnost pro volbu v =0 a H™Y =0

@ Mozné jiné apriorni hustoty (pfirozené konjugované mnohdy
restriktivni x analytické vysledky).
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Posteriorni hustota /3

@ Gibbsiiv vzorkoval na zakaldé znamych vztahi: inverze
NM x NM-rozmérné matice €.

o Blokova struktura — Castecné analytickd inverze — obvykla podoba
p(Bly, H) a p(Hly, B):
Bly,H~ N(B, V)
kde
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Posteriorni hustota H

@ Podminéna hustota odpovida Wishartovu rozdéleni:
Hly, 3 ~ W(, H)
kde

v=N+v,

N -1

H=[H"+> (vi— XiB)(yi — XiB)
i=1

@ Generatory nahodnych &isel z Wishartova rozdéleni jsou k dispozici =
snadna implementace Gibbsova vzorkovace.

Bayesianska analyza (BAAN) V. LRM s obecnou kovarianéni matici Podzim 2011 56 / 58



Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

@ Standardné predikéni analyza.

@ Ovéreni kvality modelu pomoci predikéni p-hodnoty a HPDI.

@ Posteriorni podil Sanci pomoci Savageho-Dickeyho poméru hustot.
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Modely zdanlivé nesouvisejicich regresi

Empiricka ilustrace

e Viz Koop (2003) — bude doplnéno.
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