MAKROEKONOMICKE MODELOVANI — PREDNASKA 5

1 Jednoduchy rastovy model

Ramsey (1928), Cass, Koopmans (1965) - optimalizacni chovani v ¢ase, vs. Solow
(konstantni mira dspor).

Puvodné deterministicky model = zavedeni stochastiky = stochasitcky rustovy
model = model redlného hospodéaiského cyklu (RBC).

Vyfiesime v diskrétnim ¢ase, pomoci nastroju dynamického programovani.

Model

Spotiebitelé (domécnosti) ziji nekoneéné dlouho. Uzitkova funkce

> Bluler)

ma obvyklé vlastnosti.
Produkéni funkce
Yy = F (kt, nt)

ma opét obvyklé vlastnosti.
Vystup je bud investovdn nebo spotiebovan.

Yo =1 + ¢
Kapitdl se vyvyji dle rovnice
kt+1 = (1 - (5)]% + it

Mira depreciace d je konstantni v ¢ase, poc¢dtecni zasoba kapitdlu kg je déna,

¢t > 0a ki1 > 0. (mohou byt investice zdporné?) Domdcnosti vlastni kapitdl a
pronajimajf ho firmam. ! Firmy najimajf vstupy a maximalizuj{ zisk, v kazdém
obdobi. Doméacnosti maximalizuji uzitek ze spotieby. Trhy se ¢isti. Vysledkem je
konkurenén{ rovnovéha (ukdzeme pozdéji). Plat{ 1. teorém blahobytu. Konkurenén{
rovnovéha je pareto efektivni (stejnd jako feseni SP). Resfme jako problém
socidlniho planovace.

V nasi specifikaci se uzitek z volného Casu neobjevuje ve spotiebni funkci,
domacnosti doddvaji na trh vSechen svij ¢as n; = 1.

yr = F(ke, 1) = f(ke)

ctykit1
+ t—

v(ko) = max > Blu(cy)
=0

vyhledem k
¢t + k‘t+1 = f(kt) + (1 — 5)]41,5

1Organizace trhu = hodné zptisobii, véechny vedou na stejnou konkurenéni rovnovahu.




pro t = 0,1,2... a pii daném kq. v(ko) je diskontovany celozivostni uzitek
reprezetnativni domdcnosti, pokud socidlni pldnovac vybere optimalné {c:k:11}22,
pii pocatecéni zasobé kapitalu k.

Nekoneény planovaci horizont. D4 se Fesit pomoci Lagranigidnu (ale! muze byt
nekonec¢né mnoho feseni, potfebujeme koncovou podminku - podminku transver-
sality (transversality condition, TVC). Podivdme se pozdéji.

Nebo prejdeme na

1.1 Rekurzivni formulace

Terminologie

Stavova proménna — proménni jejiz hodnota je uréena minulym stavem
e né¢jakym jednéanim endogenni stavova proménna, napt. kapitdl k;
e n¢jakym procesem exogenni stavova proménna, napi. technologie z;

Priklad se spotiebou.

Ridici proménna — proménnd jejiz hodnotu si jednotlivec (soc. plianovac)
vybira, aby maximalizoval cilovou funkci.

casto mame na vybér, kterd proménna bude stavova a kterd fidici. Vybér fidici
proménné muze hodné zjednodusit feSeni problému.

Dosadime do uzitkové funkce za c;

oo

max Zﬁtu[f(kt) + (1= 8)k — kyya]
ther1}izo 5

Stavova proménna?, fidici proménnda?
Predpoklddejme, ze muzeme hodnotu diskontovaného uzitku v nekone¢ném hor-
izontu spocitat.

o0

(ko) = max > Bulf(k) + (1= 0)k — kiga]
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= max {U[f(ko) + (1= 8)ko — ka] + ﬁZﬂtilU[f(kt) + (1 —0)ks — kt+1]}
{Ilst+$}?io =1
o dano

oo

= max ulf (ko) + (1 — 6)ko — k1] + B8 max Zﬂt_lu[f(kt) + (1= )kt — ky41]
k1 {kep )2y =
ko dano | k1 dano

=  max ulf(ko) + (1 = 8)ko — k1] + 3 max Y Brulf(kerr) + (1= 0)ker — kigo]
kl {kt+2}?i0 t=0
ko dano | k1 dano

kde vyraz v hranatych zavorkach je pdoobny puvodnimu maximaliza¢nimu
problému SP. Ten za¢inal s danym kg, ted zacind s danym k; a maximalizuje od



dalstho obdobi. Nic jiného se nezménilo (technologie, uzitkové funkce, ani SP),
proto muzeme optiméln{ hodnotu problému v [] oznacit jako v(k1) a dostaneme

v(ko) = {klfréoaﬁm} {ulf (ko) + (1 — 0)ko — k1] + Bu(k1)}

Dostali jsme jednodussi maximalizaéni problém (maximalizujeme jen pies jednu
promeénnou k1 ). Ale jelikoz je funkce v(.) i na pravé strané a my ji nezndme, tak
to neni az tak jednoduchy.

Rekurzivni formulace problému — Bellmanova rovnice

Opét par pojmu. Oznacime dnesni stav k a zitiejsi k’. (Pozor, to neni znacen{
derivace).
v(k) = max {u[f (k) + (1 = 6)k — K]+ fo(k)}

Hodnotova funkce v(k): diskontovany celozivotni uzitek agenta, ode dneska
déle, pfi daném kapitalu k na za¢atku dnesniho obdobi, kdyz SP alokuje spotiebu
optimélné. Bellmanova rovnice je funkéni rovnice. Vyjadiuje trade-off mezi ob-
dobimi. Bud zvysim spotfebu dnes (vyssi uzitek dnes), nebo uspoiim a budu
vice kapitélu zitra (tudiz vétsi budouci uzitek).

Staciondrni problém — objevuje se ve stejné podobné nezdvisle na ¢ase (mén{
se pouze pocatecni podminky).

Chceme problém vyftesit (pro jakékoliv dané k). Chceme najit hodnotovou funkei
v(.), kterd jiesi Bellmanovu rovnici. Ale hlavné chceme najit optimalni rozho-
dovaci pravidlo (decision rule), coz funkce, kterd ndm ifkd jak se mame
rozhodnout na zakladé daného stavu. Rozhodovaci pravidlo pro kapitél

kip1 = g(ke) nebo-li & = g(k)

optimdln{ volba &’ jako funkce k.
Ptipadné rozhodovaci pravidlo pro spotfebu

¢t = f(k) + (1 = 8)ky — g(ke) nebo-li ¢ = f(k) + (1 — )k — g(k)

Nékdy se tomu iké policy funciton, ale my tomu budeme fikat decision rule
(pfe nedéldme politiku, ale ekonomii).

Pomoci Bellmanovy rovnice muzeme najit v(.) a pak i g(.), pfe Bellmanova
ronivce spliiuje contraction mapping theorem, ktery tika

1. Existuje jednind funkce v(.), kterd spliuje BE
2. kdyz zaéneme s pocatecni funkei vg(k) a zadefinujeme v;11 (k)
vi1 (k) = max [u(k, k) + Gui (k)]

tak proi=0,1,2...
tlim vi+1 (k) = v(k)

7 toho vyplyva, ze mame dvé alternativy, jak najit hodnotovou funkci.



1.1.1 Uhé&dni a ovér (guess & verify)

Kdyz mame $tésti a spradvné uhddneme v(k) muzeme ji dosadit za v(k’) na pravé
strané BE a ovérit, ze je jejim feSenim. Bohuzel to funguje jen v nékolika maélo
pripadech (ji vim jen o jednom). (vyhoda - méme analytické feseni)

1.1.2 Tterace hodnotové funkce (value function iteration)

Najdeme aproximaci hodnoté funkce. Vytvoiime grid k € {ki,ka...kmn}, kde
kj < kji1 udéldme pocatecni odhad hodnotové funkce pro kazdou hodontou
kapitélu vg = vo(k;) (vektor 0). a pak iterujeme podle vyse uvedeného schématu
az nam to zkonverguje.

Piesnost zdlezi na hustoté gridu (diskretizaci), ¢fm hustéjsi tim lepsi vysledek.
V tomto piipadé je to celkem o.k., mame jen jednu stavovou proménnou. Ale
muze byt vypocetné ndroéné. Pro grid o délce m a n stavovych proménnych
tak hleddme maximum pies m™ bodu. Jak roste n tak ohromé roste vypocetni
ndrocnost (kletba dimenzionality).

(vyhoda, mame zakfivené rozhodovaci pravidlo, plati i kdyz jsme déale od steady-
statu)

Piiklad Guess & Verify

Méme produkéni funkci F(k,n) = k%n; =%, kde a € (0,1), u(¢;) = In(c;) a
stoprocentni depreciace kapitdlu 6 = 1. Produkéni fci muzeme prepsat jako
f(k) = k%, pre domdcnosti neoceni uzitek z volného ¢asu a dodavaji celou
jednotku prace n = 1. Bellmanova ronvice

v(k) = max {In(k™ = k') + Bo(k')}

Resenim je rozhodovaci pravidlo k1 = afk® a pro ¢; = (1 — af)k{*. Steady-
state kapitdlu k* = (af) = Obréazek. Pro nalezené rozhodovaci pravidlo muzeme
vypocitat celkou sekvenci {ki+1}52,. (mdme kroky, kazdy krok je jedna casovd
jednotka)

Odhad plat{ jen pro C-D produkéni funkci, log uzitkovou funkci a 100 % depre-
ciaci. Pro jiné pifpady neplati, af budete hddat sebevic.

Nalezeni reSeni diferenciaci

Resen{ problému socidlniho plénovace pomoci podminek prvniho fédu (Eulerova
rovnice). Predpoklad, ze hodnotové funkce je diferencovatelnd a konkdvni (Ben-
veniste and Sheinkman, 1979)

o(k) = max {ulf(k) + (1= )k — K] + Bu(K')}

Stavova proménna k, fidici k¥’. Podminka prvniho fddu (FOC):

ok’
du(c) dc.
Oc Ok

do(k')

ok’

dv(k')
ok’

=0

+0

=0

+5




du(c) ov(k")
Oc (D) +5 ok’ =0

du(c)  ,0v(k')

Oc =p ok’
du(k’)

Ale nezndme v(.) a tim padem ani jeji derivaci =5;7~. Nastésti existuje teorém
obélky (envelope theorem). Derivaci Bellmanovi rovnice (obou stran) podle en-
dogenni stavové promenné (k) a pouzitim envelope theoremu dostaneme:

dv(k)  Ou(c) Oc

ok~ 9dc Ok
ov(k)  Oule) [0f(k)
ok oc [8k +(1_5)]

Maéame stacionarni problém. MuzZeme vyraz posunout o jedno obdobi doptedu

ou(k')  ou(c) [oF(K)
ok ac {Bk/

+1-9)

a dosadit do FOC za 815(:,/) a dostaneme mezicasobou podminku optimality —
Eulerovu rovnici.

ou(e) _ ,0u(c) [8f(k’) +(1_5)}

Jdc ac! ok’
du(c’)
o’ __ 1
du(c) of (k')
qgc(. L+ ok’ 0

LHS = mezni mira substituce ve spotiebé, RHS 1 + ¢istd ndjemni cena kapitalu.
Nebo hezéi zapis
Puc(cis1) 1

uc(ce) 1+ fu(k) =9

Pripadné
uc(cr) = Puc(ery1)[1 + fr(k) — 9]

LHS = ztrata uzitku v ¢ z konzumace o jednu jednotku méné, RHS = nérust
uzitku v t 4 1, diskontovaného do ¢asu t, z investovani do kapitalu. V optimu se
pfinos a ztrata musi rovnat.

Jak to vypada ve steady-statu? Plati k = k' = k* ac = = c*.

B=1+ fr(k)—24

1
L+ fr(k) =5 +46

B
LHS = 1 + ndjemni cena kapitdlu (mezni produkt kapitdu), RHS = trokovd
mira (implicitné vyjaddiend v diskontnim faktoru) 4+ mira depreciace.
Pro ndjemni cenu kapitalu budu pouzivat velké R, tedy ag(k]’f ) = fx(k) = R, pro
trokovou miru malé r.

1.2 Konkurenéni rovnovaha

Vratime se zpét k puvodnimu problému, jak ho fesi spotiebitelé a firmy.



1.2.1 Domacnosti

Akumuluji kaptidl a investuji — pronajimaji kapital firmam a nabizeji praci.
Nabidka prace = 1, pfe nemaji disutilitu z préce.
Resi mezicasovy problém

o0

max Z Bru(cy) (1)

fetker1}i2o 10
vzhledem k rozpoc¢tovému omezeni
et + kir1 — (1 — 0)ke = we + Riky
kde kg je dané, ¢; > 0, k; > 0.
Ale potfebujeme koncovou podminku, podminku transverzality (TVC).
tlirgo B (er)[1+ f' (ki) — 6] ke =0
po dosazeni

tlgglo B (f(ke) + (1 — 0)ky — kygr1)[L+ f'(ke) — 6] ke =0

diskontovany uZzitek z dodate¢né jednotky kapitalu * kapitdlova zdsoba
= (0 Interpretace: hodnota kapitdlu — méfena diskontovanym uzitekm
jde v limité k 0 (kapitdl nemusi jit k 0, staci, kdyz jeho stinové cena
konverguje k 0).
Pripadné

lim ﬁtAtkt =0

t—o0

kde A; je Lagrangeuv multiplikdtor k rozpoc¢tovému omezeni.

Dosadime do cilové funkce a fesime

oo

max Zﬁtu(wt + Rtk't + (1 — (5)kt - kt+1)

thet13520 5
FOC
—B' (wi + Riky + (1= 8)ky — kyn) + 6710 (coq1)[Repr +1 - 0) = 0

Tedy opét dostavame Eulerovu rovnici, stejnou jako v piipadé feSeni socialniho

planovace
Buc(cii1) 1

ue(c) 14 Ryy1—6

MRS = 1 + ¢istd ndjemni cena kapitalu
Steady-state ¢; = ¢i41 = ¢*

1
1+R—6=—
B

Leva strana rovnice je ¢istd ndjemni cena kapitalu, kterd je rovna realné trokové
mife.

R-6=r



vime, ze pro (3 plati

a po dosazeni dostaneme
R—6=r=p

Redlnd trokova mira = mira ¢asovych preferencich (diskontni mira).

1.2.2 Firmy

Maximalizuji zisk v kazdém obdobi

g[la’;LX[F(k?t, nt) — WNg — Rtkt] (2)
FOC
Fy(ki,ne) = Ry

Fn(kt;nt) = Wy

Definice konkuren¢ni rovnovahy

1. Pro dané ceny {wy, r:}22,, alokace representativni domécnosti {cz, it, kf, nf 152,
res{ jeji optimalizaéni problém (1)

2. Pro dané ceny {wy,7:}52,, alokace representativni firmy {k¢ nd v},
res{ jeji optimalizacéni problém (2)

3. Trhy se cisti
® y; = ¢; + i trh zbozi

e nd = n$ trh préice

e ki = kftrh kapitdlu

K ¢emu je nam tohle feseni? Tohle jsou ”jen” podminky optimality, ne rozhodovaci
pravidlo. Ale d&ji se log-linearizovat kolem steady-statu, nakalibrovat (uréit
parametry) a nacpat do softwaru (Dynare), ktery ndm najde rozhodovaci pravidlo.
Aproximace, neni zakiivené. Pokud jsme déle od steady-statu, tak je to nepfesné.
Zména steady-statu se Spatné zkouma. Ptesto se tento postup hodné pouziva.
Posledni dobou ale opét fréi feSeni nelineranich modeld, ale to je hard core.

K nécemu je ale feSeni konkurenéni rovnovahy dobré. My jsme pro socidlntho
planovace nasli rozhodovaci pravidlo, pro k a ¢ (celkou sekvenci k), ale potFebujeme
znat rovnovazné ceny. Ty zjistime pravé z feSeni konkurenéni rovnovahy, napft.
firem, w a R.

Rovnovaha vs steady-state.



