MAKROEKONOMICKE MODELOVANI — PREDNASKA 3

1 Chovani v prostiedi nejistoty

1.1 Teorie ocekavaného uzitku

Néco teorie z mikroekonomie, opakovani??

e V deterministickém svété — spotiebitelovy preference jsou popsiny dle
sefazeni kose statku

V prostiedi nejistoty — preference spotiebitele podle sefazeni jednotlivych
loterif (her), podle o¢ekdvané hodnoty uzitku

1 statek, spotieba ¢, uzitkova funkce wu(c)

2 loterie, 1 = A, B.

Loterie 4 ptinese ¢} jednotek spotieby s pravdépodobnost{ p; a ¢? jednotek
spotfeby s pravdépodobnosti (1 — p;), kde 0 < p; < 1.

Definice

Ocekavany uzitek z loterie ¢ (soucet pravdépodobnosti x uzitek)
piu(e;) + (1= pi)u(cy)
Spotiebitel striktné prefereuje loterii A pred B
pau(cy) + (1 —pa)u(ch) > ppulep) + (1 - pp)u(ch)

preferuje B pred A pokud < a je indiferentni pokud =.

1.2 Chovani v prostiedi rizika

Spottebitel, (ktery maximalizuje uzitek) je rizikové averzni, kdyz je jeho uzitkové
funkce (striktné) konkdvni. Pokud je u(c) striktné konkdvni, implikuje to Jen-
senovu nerovnost

ulE(c)] = Elu(c)] (1)

kde E je operdtor ocekavéni (muzete chdpat jako stfedni hodnotu). Jensenova
nerovnost nam iikd, ze spottebitel preferuje otekdvanou hodnotu loterie (s jisto-
tou) pred loteri{ samotnou. Je rizikové averzni — je ochoten zaplatit za vyhnut{
se riziku.



Néco jako dukaz

Pro milovniky mikroekonomie, ostatni muzou preskocit.

Pokud spotiebitel obdrz{ konstantn{ spotfebu ¢ s jistotou, tak potom (1) plati
jako rovnost. V piipadé, ze spotieba je ndhodnd veli¢ina, potom plati (1) se
striktni nerovnosti. Vezmi teé¢nu k funkci u(c) v bodé (E(c), u(E[c]). Tetna je
déna funkci

glc) =a+ fe
kdyz vezmeme oc¢ekdvani (a a 8 jsou konstatny)
a+ BE[c] = u(E[d]) (2)
Protoze u(c) je striktné konkdvni, pak méme
o+ fe > u(c) (3)

pro ¢ > 0 a se striktni nerovnosti, pokud ¢ # E(c).

Daéle pro striktni nerovnost. Operdtor o¢ekdvani je linedrni operdtor, muzeme
vzit otekdvéni rovnice (3) a vzhledem k tomu, Ze ¢ je ndhodnd veli¢ina dosta-
neme

a+ BE[c] > Elu(c)]
a pouzitim rovnice (2) dostaneme
u[E(c)] > Elu(c)]

Ukézali jsme, Ze Jensenova nerovnost plati.

Priklad
Loterie pfinese spotiebiteli ¢; s pravdépodobnosti p a co s s pravdépodobnosti
l1—-p.kde0O<p<lacy>c.

u(per + (1 = p)ez) > puler) + (1 — p)u(es)
Uzitek z ocekdvané hodnoty hry u[E(c)] > ocekdvany uzitek ze hry Elu(c)]
Body na tsecce AB oznacuji otekavany uzitek agenta pro danou pravdépodobnost
p. Jensenova nerovnost je fakt, ze AB lezi pod funkei u(c). Vzdélenost DE je di-
sutilita spojend s rizikem. Vzdalenost roste s vétsim zakiivenim uzitkové funkce
— veétsi averze k riziku.

1.2.1 Meéreni averze k riziku

Pti maximalizaci ocekdvaného uzitku jsou vybéry délané v podminkach nejistoty
invariantni (neménné) pii afinnich transformacich uzitkovych funkei.

v(c) = a+ Bulc)
kde «, § jsou konstanty, 8 > 0. Pak plati
Elv(c)] = a+ BE[u(c)]

protoze E je linedrni operator. Z toho vyplyvé, ze loterie jsou sefazeny stejnym
zplisobem, at uvazujeme funkci v(c) nebo transformovanou u(c).



Jakékoliv méritko averze vuéi riziku by mélo zahrnovat druhou derivaci u”(c),
protoze averze roste, kdyz se zvysuje zakfiveni funkce. Ale, pro transformovanou
funkei v(¢) mame

v"(c) = pu”(c)
takze druhd derivace nenf invariantni vuci afinnim transformacim (je tam ta ().
Takze samotna druhé derivace k méfeni nestaci. Méritko, které je invariantni
vuci afinnim transformacim je:

1.2.2 Koeficient absolutni averze vuci riziku
u//(c)
u'(c)

napft. funkce, kterd ma konstatni ARA pro vSechna c je

ARA(c) = —

u(c) =1—e"%¢

ARA(c¢) = « vzhledem k c. (empiricky + experimentdlné, spie uzitkova funkce
s klesajici ARA)

1.2.3 Koeficient relativni averze vuci riziku

UN(C)

w/(c)

napft. funkce s konstatn{ RRA (Constant Relative Risk Aversion, CRRA) pro
vSechna c je

RRA(c) = —c

we) =5~

RRA(c) = 0 vzhledem k ¢, ARA(c) je klesajici vzhledem k c.

U mezicasového vybéru, mluvime o tzv. ISO elastické funkci, elasticita inter-
temporalni substituce o = %.

Hodné pouzivand specifikace, specidlni piipad CRRA fce je logaritmicka funkce

Ine, (koeficient RRA(c) = 1). Dichodovy a substituéni efekt se vykrati.

Rizikové neutralni spotiebitel

Uzitkové funkce je linedrn{ ve spotiebé u(c) = B¢, > 0. Riziko zde nehraje
zédnou roli.

ARA(c) = RRA(c) =0

Anomalie

Teorie ocekavaného uzitku — vysvétluje chovani lidi v prostiedi rizika (napft. pfi
nakupu pojisténi). Teorie se bézné v ekonomii pouzivd, ale existuji urcité jevy,
které nejsou s touto teorii konzistenstni, napi. Allaisuv paradox.

Nejprve vybér mezi loterii A a B. A dava 1 milién s jistotou, B ddva 5 miliénu
s pravdépodobnosti 0.1, 1 mil s pravdépodobnosti 0,89 a nebo 0 miliéna s
pravdépodobnosti 0.01. Potom vybér mezi loteriii C a D. C dava 1 milién s
pravdépodobnosti 0.11 nebo 0 miliént s pravdépodobnosti 0.89. a loterie D
ddvé 5 miliénu s pravdépodobnosti 0.1 nebo 0 miliénu s pravdépodobnosti 0.9.



Cil: Jak vypocitat hodnotu, Ze se nachdzime v daném stavu? (Markovské pro-
cesy, dynamické programovéni{ a iterace hodnotové funkce)

2 Modelovani nejistoty

Formalni zapis nejistoty

Mdme proces s'. s; je stav (udélost), mnozina stavi je S = {s1,S2,...,57}.
Mnozina je koneéné (napf. pocasi - jasno, obla¢no, zatazeno, destivo, snézeni.)
Ndhodny proces (to, ze jsem v néjakém stavu) muze byt ndhodné (nezdvislé)

nebo zavislé. Jak to specifikujeme, zdlezi na nas. Budeme pouzivat tyto formy:

e Proces je iid (prvky jsou navzdjem nezdvislé a maji stejné rozdéleni). Je
to ¢istd ndhoda (hod minci, hod kostkou)

e Proces s! je homogenni Markovsky fetézec (Markov chain, MC).

Vlastnosti MC:

e Proces (fetézec) se pohybuje ze stavu do stavu. Kazdy pohyb se nazyvd
krok.

e Pokud je fetézec ve stavu ¢, tak se pfenese do stavu j s pravdépodobnosti
Pij

e p;; je podminénd pravdépodobnost (nezdvisld na nicem jiném, krom toho,
Ze jsme ve stavu ¢, minulé stavy jsou irelevantni)

pij = Prob(siy1 = sj|sy = s;) = Prob(si41 =j [t = 84, 8t-1 = Sp ... 51 = 51)
pij se také nazyva prenosovd pravdépodobnost. Proces muze ziistat ve stavu ve
kterém je, a to se stane s pravdépodobnosti p;;

Matice prenosovych pravdépodobnosti je premosovd matice.

P= {pn P12 }
P21 P22

napr.

0.90 0.10
P= [ 0.40  0.60 ]

e Rédek i udavé pravdépodobnosti pii pohybu ze stavu i (dnes) do vsech
moznych stavu (zitra). Suma po fddku ddvd dohromady 1 (musime nékde
skongéit).

e Sloupec j uddva pravdépodobnost, ze skonéime ve stavu j (za podminky,
7Ze jsme vysli z arbitrdrné zvoleného stavu )

Jak vypocitat pravdépodobnost stavu nékdy v budoucnu? Potfebujeme znét
pocatecéni stav a pfenosovou matici.



Priiklad s pocasim

Pravdépodobnost, ze proces je dnes ve stavu i a bude ve stavu j za n dnu
oznacime pz(@)
Jakd bude pravdépodobnost, ze bude za 2 dny zatazeno, kdyz je dneska zatazeno?

Prenosova matice
0.50 0.25 0.25

P=1] 025 050 0.25
0.50 0.50 0.00

Pocasi dnes je zatazeno, predstavovano vekotrem
O =0 1 0

Pocasi zitra (jeden den ode dneska) je

21 = 4O p
Pocas{ poziti{ (dva dny ode dneska) je

22 — W p

2 = O pp = 50 p2

2 — 0 pn

V limité

lim 2™ = lim z© p»
n—oo n—oo

To, co jsme odvodili pro limitni piipad vyse je nepodminénd pravdépodobnost.
Pravdépodobnost, ze skon¢ime v néjakém stavu, kdyz nevime nic o predchozich
stavech (jak ¢asto pozorujeme stav i, nezavisle na po¢dtecnich podminkach).!
Matice P> m4 vSechny fadky jsou stejné, na pocatecnim rozdéleni nezalezi.

Pozndmka: Markovské Fetézce zajist{ pii simulacich vétsi perzisentenci (po-
méhaji replikovat data), ale tato persistence neni vysvétlena z ekonomického
hlediska. Nevime, pro¢ k ni dochézi.

3 Dynamické programovani a Bellmanova rov-
nice

Optimalizaéni problémy (domécnosti, firem), které fesime jsou stacionarni —
jsou nezdvislé na case (produkén{ funkce je stejnd, rozpoc¢tové omezeni, chovani
domadcnost{ a firem rovnéz atd.). Problém se v ¢ase neméni, jediné co se mén{
jsou pocatecni podminky — hodnota proménnych uréenych v minulém obdobi
(rozhodnutim nebo ndhodou).

Tyto problémy muzeme resit rekurzivné pomoci nastroju dyna-
mického programovani.

Co to je? Hledame hodnotovou funkci a rozhodovact pravidlo.

1Kdyz je kazdy prvek matice P je kladny, pak existuje jediné nepodminénné rozdéleni
pravdépodobnosti.



e Rozhodovaci pravidlo (decision rule nékdy i policy function) ndm Fik4,
co mame udélat s proménnymi béhem tohoto obdobi na zédkladé pocatecnich
podminek (danych minulost{). Napf. kolik investovat a kolik spotfebovat
na zékladé daného stavu kapitalut.

e Hodnotova funkce je napt. hodnota diskontovaného uzitku pfi maxima-
lizaci v nekoneéném horizontu (kdyz byl maximaliza¢n{ problém vyiesen)
nebo hodnota firmy (dand souc¢asnou hodnotou cash-flow).

Bellmanova rovnice

Takhle bude vypadat pristé

v(ke) = max{u(ks, key1) + BE v(key1)}

kg1

nebo v rekursivni notaci

(k) = max{u(k, k) + BEV(E)}

k je soucasny stav, k' je stav o krok vpfed.

Dneska budeme mit trochu jednodussi ptipad:

v(st) = c(s¢) + BP(st41)

Priklad Jaka je ¢istd soucasnd hodnota budouciho cash-flow firmy? Firma se
muze nachdzet ve tfech stavech: dobry (Good), normélni (Normal) a Spatny
(Bad). Hodnota cash-flow podle stavu je: pro Good 20 mil., pro Normal 10 mil.
a pro Bad —5 mil.

Matice prenosovych pravdépodobnosti, kterd muze byt zjisténa z historickych
dat, vypada nasledovné

b5 .40 .05
P=1] .35 .55 .10
20 .20 .60

Diskontni mira je r, nejprve deterministicky piripad. Bellmanova rovnice

1

v(se) = c(se) + 11

v(st41)

Stochasticky piipad —zndme c(s; ), ale budoucnost je nejistd (pouzijeme ocekavéni).
(st) (st) 71 (st+1)
v(st) = c(st) + Eyv(s
t t 1o D vsen
Vime, Ze nejistota je Markovskd, takze
(st) (s¢) 71 (st+1)
v(st) = c(s¢) + Po(s
t t 1-r t+1

Zndme mozné stavy s(.), funkei ¢(.), parametr r a pfenosovou matici P. Jediné,
co nezname je funkce v(.).



Pouzijeme postup zvany iterace hodnotové funkce (value function iteration,
VFI). Vezmeme pocatectni hodnotovou funkei vg(s;) napt. vektor 0 a fesime
iteraci.

1
vi+1(st) = C(St) + m PUZ‘(S,H_l)

Iterujeme dokud to nezkonverguje, tj.
[lviga(se) —vi(so)l] < e

kde € je malé ¢islo.



