MAKROEKONOMICKE MODELOVANI — PREDNASKA 4

1 Jednoduchy ristovy model

Ramsey (1928), Cass, Koopmans (1965) - optimaliza¢ni chovéni v ase, vs. Solow
(konstantni mira dspor).

Pivodné deterministicky model = zavedeni stochastiky = stochasticky rustovy
model = model realného hospodéaiského cyklu (RBC).

Vyftesime v diskrétnim ¢ase, pomoci nastroju dynamického programovani.

Model

Spotiebitelé (domécnosti) ziji nekoneéné dlouho. Uzitkovd funkce

> Blule)
t=0

ma obvyklé vlastnosti.
Produkeéni funkce

yr = F'(ke,ne)
ma opét obvyklé vlastnosti.

Vystup je bud investovdn nebo spotiebovan.
Yr =1 + ¢

Kapitdl se vyvyji dle rovnice
kt+1 = (1 - (5)]% + it

Mira depreciace ¢ je konstantni v Case, poc¢atecni zasoba kapitalu ky je déna,
¢t > 0 a kipq > 0. (Mohou byt investice zdporné?) Domécnosti vlastni kapitdl a
pronajimajf ho firmam. ! Firmy najimaji vstupy a maximalizujf zisk, v kazdém
obdobi. Domacnosti maximalizuji uzitek ze spotfeby. Trhy se cisti. Vysledkem
je konkurenéni rovnovdha (ukdzeme pozdéji). Plati 1. teorém blahobytu. Kon-
kuren¢ni rovnovdha je Pareto efektivni (stejnd jako freseni SP). Resfme jako
problém socidlniho planovace.

V nasi specifikaci se uzitek z volného Casu neobjevuje ve spotiebni funkci,
domacnosti doddvaji na trh vSechen svij ¢as n; = 1.

yr = F(ke, 1) = f(ke)

Socidlni planovaé tesi

1Organizace trhu = hodné zptisobti, véechny vedou na stejnou konkurenéni rovnovahu.



vyhledem k
Ct + kt+1 = f(kt) + (1 - (;)kt

prot =0,1,2... apfi daném kq. v(ko) je diskontovany celozivostni uzitek repre-
zetnativni domdcnosti, pokud socidlni pldnovaé vybere optimalné {c;, kiy1}52,
pfi pocatecni zasobé kapitalu kqg.

Nekoneény plénovaci horizont. D4 se fesit pomoci Lagrangidnu (ale! muze byt
nekoneéné mnoho feseni, potfebujeme koncovou podminku - podminku transver-
sality (transversality condition, TVC). Podivame se pozdéji.

Nebo piejdeme na dynamické programovani.

1.1 Rekurzivni formulace
Terminologie
Stavova proménna — proménnd jejiz hodnota je urcena jiz diive
e néjakym jednanim, tj. endogenni stavova proménnd, napi. kapital k;
e néjakym procesem, tj. exogenni stavova proménna, napt. technologie z;

Ptiklad se spotiebou.

Ridici proménnd - proménnd jejiz hodnotu si jednotlivec (soc. pldnovac)
vybira, aby maximalizoval cilovou funkci.

Casto mame na vybér, ktera proménna bude stavova a ktera fidici. Vybér ridici
proménné muze hodné zjednodusit feSeni problému.

Dosadime do uzitkové funkce za c;

oo

max Zﬁtu[f(kt) + (1= 8)k — kyya]

ther1}iZo 5

Stavova proménna? Fidici proménnd?
Predpoklddejme, ze muzeme hodnotu diskontovaného uzitku v nekone¢ném ho-
rizontu spocitat.



o0

v(ko) = max > Blulf(ke) + (1 0)ke — ki)

{het1}i20 5

= max {U[f(ko) + (1= 8)ko — ka] + 8 B ulf(ke) + (1 — 6)ks — kt+1]}
{iljtﬁ}ﬁo =1
o ddno

(oo}

= max ulf(ko)+ (1 —8ko—ki]+ 8 max Y B ulf (ki) + (1= 6)ky — Ky ya]
k1 k1)) =
ko dano | k1 déno

= max ulf(ko) + (1 = )ko — ka] + B max Zﬁtu[f(ktﬂ) + (1= 8)ker1 — keyo]
k1 (k2320 =0
ko dano | k1 dano

kde vyraz v hranatych zavorkach je podobny puvodnimu maximalizacnimu
problému SP. Ten zaéinal s danym kg, ted za¢ind s danym k; a maximali-
zuje od dalstho obdobi. Nic jiného se nezménilo (technologie, uzitkové funkce,
ani SP), proto muzeme optimdln{ hodnotu problému v [ ] oznacit jako v(k;) a
dostaneme

v(ko) = {h%?‘ﬁno} {ulf(ko) + (1 — 0)ko — k1] + Bu(k1)}

Dostali jsme jednodussi maximaliza¢ni problém (maximalizujeme jen pies jednu
promeénnou kq). Ale jelikoz je funkce v(.) i na pravé strané a my ji nezndme, tak
to neni az tak jednoduchy.

Rekurzivni formulace problému — Bellmanova rovnice

Opét par pojmu. Oznacime dnesni stav k a zitfejs{ k’. (Pozor, neni to znacen{
derivace).

v(k) = max {u[f(k) + (1 = )k — K]+ fo(K)}

Hodnotova funkce v(k): diskontovany celozivotni uzitek agenta, ode dneska
déle, pfi daném kapitalu k na zac¢datku dnesniho obdobi, kdyz SP alokuje spotiebu
optimalné. Bellmanova rovnice je funkéni rovnice. Vyjadiuje trade-off mezi ob-
dobfmi. Bud' zvysim spotfebu dnes (vyssi uzitek dnes), nebo uspoifm a budu
vice kapitdlu zitra (tudiz vetsi budouci uzitek).

Staciondrni problém — objevuje se ve stejné podobé nezavisle na case (méni
se pouze pocatetni podminky).

Chceme problém vyTtesit (pro jakékoliv dané k). Chceme najit hodnotovou funkei
v(.), kterd jres{ Bellmanovu rovnici. Ale hlavné chceme najit optimalni rozho-
dovaci pravidlo (decision rule), coz funkce, kterd ndm k4 jak se mame roz-
hodnout na zékladé daného stavu. Rozhodovaci pravidlo pro kapital

Fie1 = g(k) nebo-li &' = g(k)



optimaln{ volba &’ jako funkce k.

Ptipadné rozhodovaci pravidlo pro spotiebu
¢t = fke) + (1 = 6)ke — g(ke) nebo-li ¢ = f(k)+ (1—0)k—g(k)
Nékdy se tomu iiké policy function, ale my tomu budeme fikat decision rule

(pfe nedélame politiku, ale ekonomii).

Pomoc{ Bellmanovy rovnice muzeme najit v(.) a pak i g(.), protoze Bellmanova
rovnice splituje contraction mapping theorem, ktery tika

1. Existuje jedind funkece v(.), kterd spliiuje BE
2. kdyz za¢neme s pocatecni funkei vg(k) a zadefinujeme ;41 (k)

vit1(k) = max [u(k, k") + Bui(k')]

tak proi=0,1,2...
Jm v (k) = v(k)

7 toho vyplyva, ze mame dvé alternativy, jak najit hodnotovou funkci.

1.1.1 UhA&dni a ovér (guess & verify)

Kdyz mame $tésti a spradvné uhddneme v(k) muzeme ji dosadit za v(k’) na pravé
strané BE a ovérit, ze je jejim feSenim. Bohuzel to funguje jen v nékolika malo
piipadech (ja vim jen o jednom). (vyhoda - mdme analytické Fesen)

1.1.2 TIterace hodnotové funkce (value function iteration)

Najdeme aproximaci hodnoté funkce. Vytvoiime grid k € {k1,ks ...k}, kde
k;j < kji1 udéldme pocateéni odhad hodnotové funkce pro kazdou hodnotu
kapitélu vy = vo(k;) (vektor 0) a pak iterujeme podle vyse uvedeného schématu,
az nadm to zkonverguje.

vevs

V tomto piipadé je to celkem o.k., mame jen jednu stavovou proménnou. Ale
muze byt vypocetné naro¢né. Pro grid o délce m a n stavovych proménnych
tak hleddme maximum pies m™ bodu. Jak roste n tak ohromé roste vypocetn{
ndrocnost (kletba dimenzionality).

(Vyhoda: mdme zakiivené rozhodovaci pravidlo, plati, i kdyz jsme déle od
steady-statu)

Piiklad Guess & Verify

Méme produkéni funkei F(k,n) = kfn}~*, kde a € (0,1), u(c;) = In(¢;) a
stoprocentni depreciace kapitdlu 6 = 1. Produkéni fci muzeme prepsat jako
f(k) = k%, protoze domécnosti neocenf uzitek z volného ¢asu a dodévaji celou
jednotku prace n = 1. Bellmanova ronvice

v(k) = max {In(k™ = k') + Bo(k")}



Resenim je rozhodovaci pravidlo kyy1 = afk® a pro ¢; = (1 — af)kf*. Steady-
state kapitdlu k* = (aﬁ)ﬁ Obréazek. Pro nalezené rozhodovaci pravidlo muzeme
vypocitat celkou sekvenci {k;11}72,. (méme kroky, kazdy krok je jedna casovd
jednotka)

Odhad plat{ jen pro C-D produkéni funkci, log uzitkovou funkci a 100 % depre-
ciaci. Pro jiné piipady neplati, af budete hddat sebevic.
Nalezeni teSeni diferenciaci

Resen{ problému socidlniho pldnovace pomoci podminek prvniho Fadu (Eule-
rova rovnice). PFedpoklad, ze hodnotova funkce je diferencovatelnd a konkavn{
(Benveniste and Sheinkman, 1979)

v(k) = max {u[f(k) + (1 = &)k — K] + fu(k)}

Stavova proménnd k, fidici k. Podminka prvniho fadu (FOC):

du(...) ov(k)

o ok =0
du(c) Oc ov(k')
ac ok PR =0
ou(c) ov(k')
ge VT =0
du(c)  ,0v(k')
oc 7 Ok

/
Ale nezndme v(.) a tim padem ani jeji derivaci 6”(k, ) | Nastésti existuje teorém
p J€] ok g

obdlky (envelope theorem). Derivaci Bellmanovy rovnice (obou stran) podle
endogenni stavové promenné (k) a pouzitim envelope theoremu dostaneme:

ov(k)  Ou(c) dc

ok Oc Ok

dv(k)  Ou(c) [8f(k:)

o Ok

ok~ dc - 5>]

Mame stacionarni problém. Muzeme vyraz posunout o jedno obdobi dopiedu

Ou(k) _ du(d) {W(k’)

ok~ acd | oW ”1_5)}

a dosadit do FOC za 82(15) a dostaneme mezicasobou podminku optimality —

Eulerovu rovnici.

Ou(c)  ,0u(c) [Of(K)

ac " oe [ak' +<1_5)}
25 O (k)
B% =14+ =55 =90



LHS = mezni mira substituce ve spotiebé, RHS 1 + ¢istd najemni cena kapitalu.
Nebo hezci zapis
ue(cr)

Buclor) L+ fu(k) =0

Ptipadné
uc(ce) = Buc(cri)[1+ fr(k) — 4]
LHS = ztrata uzitku v ¢ z konzumace o jednu jednotku méné, RHS = nérust

uzitku v t 4 1, diskontovaného do ¢asu ¢, z investovani do kapitalu. V optimu se
pfinos a ztrata musi rovnat.

Jak to vypadd ve steady-statu? Plati k = k' = k* ac= ¢ = ¢*.
1

1+fk(k‘)—(5=§

LHS = 1 4 néjemni cena kapitdlu (mezni produkt kapitdlu) - mira depreciace,
RHS = drokové mira (implicitné vyjadrend v diskontnim faktoru).

Pro najemni cenu kapitdlu budu pouzivat velké R, tedy 81(;(]5') = fr(k) = R, pro
urokovou miru malé r.
1.2 Konkurenéni rovnovaha

Vratime se zpét k puvodnimu problému, jak ho fesi spotiebitelé a firmy.

1.2.1 Domacnosti

Akumuluji kaptidl a investuji — pronajimaji kapital firmam a nabizeji praci.
Nabidka prace = 1, protoze nemaji disutilitu z prace.
Resi mezi¢asovy problém

o0

max Z Blu(ct) (1)

feeskera}i2o 10
vzhledem k rozpoctovému omezeni
c; + ]Ct+1 — (]. — (S)kt = ws + Rtkt

kde kg je dané, ¢; > 0, k; > 0.

Ale potfebujeme koncovou podminku, podminku transverzality (TVC).

lim B'u’(cr)[1+ f'(ke) = 0] ke =0

t

po dosazeni
Jim B! (f(ke) + (1= 0)ke — kua)[1+ f(ke) — 0] ke = 0

diskontovany uzitek z dodateéné jednotky kapitalu * kapitalové za-
soba = 0. Interpretace: hodnota kapitdlu — méfena diskontovanym



uzitkem jde v limité k 0 (kapitdl nemusi jit k 0, staci, kdyz jeho
stinové cena konverguje k 0).

Pripadné
lim BtAtkt =0
t—o0

kde A; je Lagrangeuv multiplikdtor k rozpoc¢tovému omezeni.

Dosadime do cilové funkce a fesime

max Z 5tu(wt + Rtkt + (]. - 5)kt - kt+1)

thet13520 55
FOC
—ﬁtu'(u)t + Rtkt + (1 — 5)kt — kt+1) + ﬂt+lu’(ct+1)[Rt+1 + 1-— 5) = 0

Tedy opét dostavame Eulerovu rovnici, stejnou jako v ptipadé feSeni socialniho
planovace
ue(er)
ﬁuc(ct+l)

MRS =1 + ¢ista ndjemni cena kapitalu

:1+Rt+1—5

Steady-state ¢, = ¢i41 = ¢*

1
1+R—6=—
B

Leva strana rovnice je ¢ista ndjemni cena kapitdlu, kterd je rovna realné urokové
mife.

R-6=r
vime, ze pro (3 plati
1
B=1—
+p
a po dosazeni dostaneme
R-6=r=p

Redlnd drokova mira = mira ¢asovych preferenci (diskontni mira).

1.2.2 Firmy
Maximalizuji zisk v kazdém obdobi

maX[F(kt, nt) — WN¢g — Rtkt] (2)

kt,nt

FOC
Fi(ke,ne) = Ry

Fo(ke,ny) = wy



Definice konkuren¢ni rovnovahy

1. Pro dané ceny {wy, r:}$2,, alokace representativni domdcnosti {cy, i¢, kf , n } 52,
res{ jeji optimalizaéni problém (1)

2. Pro dané ceny {wy,r:}5°,, alokace representativni firmy {k{,né,y:}5,
resf jeji optimaliza¢n{ problém (2)

3. Trhy se cisti
e y; = ¢ + iy trh zbozi

e n¢ = n? trh prace

o k¢ = kftrh kapitalu

Poznamka: K ¢emu je ndam tohle feseni? Tohle jsou ”jen” podminky optimality,
ne rozhodovaci pravidlo. Ale d4ji se log-linearizovat kolem steady-statu, naka-
librovat (ur¢it parametry) a nacpat do softwaru (Dynare), ktery ndm najde
rozhodovaci pravidlo. Aproximace, neni zakiivené. Pokud jsme déle od steady-
statu, tak je to nepfesné. Zména steady-statu se Spatné zkouma. Presto se tento
postup hodné pouziva. Posledni dobou ale opét fréi feSeni nelineranich modelu,
ale to je trochu hard core.

K nécemu je ale feseni konkurenéni rovnovahy dobré. My jsme pro socidlniho
pldnovace nasli rozhodovaci pravidlo, pro k a ¢ (celkou sekvenci k), ale potiebu-
jeme znat rovnovazné ceny. Ty zjistime pravé z feseni konkurenéni rovnovahy,
napf. z podminky optimality firem, w a R.

Rovnovaha vs steady-state.



