Kvantitativni metody v rozhodovani

Kazdy manaZzer je ve své denodenni praxi vystaven radé rozhodovacich
situaci a problému, které muze analyzovat ze dvou hledisek:

» bud na zakladé znalosti a zkusenosti (kvalitativni analyza)

» nebo pomoci Udaju v numerické podobé a jejich exaktniho
matematického zpracovani (kvantitativni analyza), viz schema.
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Kvantitativni metody v rozhodovani

Ve specifickych situacich je samozfejmé mozné provadeét jen jednu ze
zminénych analyz. Spolehneme-li se v§ak pouze na kvalitativni analyzu bez
Ciselnych propoctu, zavisi vysledek do znaéné miry na dobrém Usudku
manazera. Naopak pfiliSna duvéra v numerické vysledky muze byt
zavadeéjici: kazdé Ciselné reSeni je presné jen do té miry, jak presné byl
zkonstruovan model. Navic kvantitativni analyza problému muze byt
zdlouhavé a neefektivni v situaci, kdy je tfeba pfijmout rozhodnuti rychle.
Kdy by tedy mél manazer prizvat na pomoc kvantitativni metody? Zejména,
je-li problém:

» slozity, kdy specialisté mohou manazerovi pomoci prostfednictvim

simulace reality vhodnym modelem

» velmi dulezity, naptiklad jde-li o velké penize a manazer chce mit pro
rozhodovani solidni podklady

» novy, chybi zkuSenosti s reSenim obdobnych problému

» opakovany, takze pouziti ovéfenych kvantitativnich procedur Setfi ¢as |
prostredky



Ekonomicko - matematicky model

Modelem rozumime urcité zobrazeni realného systému. Nikdy nejde o
dokonaly obraz skute¢nosti, to ani neni zadouci! Spravné zkonstruovany
model musi vystihovat pouze ty vlastnosti, které jsou z hlediska reseni
problému dulezité. Zahrneme-li do modelu v§echny detaily, bude slozity,
$patne resitelny a neprehledny. Na druhou stranu pfi priliSné snaze o
zjednoduS$eni muzou byt opomenuty nékteré vyznamné skutecnosti a vazby.
Pfi modelovani je klicové prave dobré nastaveni vztahu mezi redlnym svetem
a modelem. Manazer by mél umét problém dobre

» formulovat tak, aby bylo mozné k jeho reSeni vyuzit kvantitativnich
metod, a nasledné vysledky

» interpretovat a implementovat do praxe.
S vlastnim reSenim matematického modelu mohou pomoci experti Ci
specializovany software. | pfi moznosti vyuziti vypocetni techniky je vSak
dobré mit prehled o dostupnych metodach, abychom v konkrétni situaci uméli
vybrat vhodny algoritmus a nastavit jeho parametry.



Co to je "optimalizace“?

Pfi optimalizaci reSime problém vybeéru "nejlepsiho feSeni" mezi véemi
"moznymi reSenimi". V kazdé konkrétni Gloze je treba pojmy uvedené v
uvozovkach specifikovat. V§echna mozna reSeni budeme dale popisovat
pomoci mnoziny M , kterou nazveme mnozina pripustnych reseni, a miru
kvality FeSeni budeme vyjadrovat prostfrednictvim funkce f: M — R , které
se oznacuje jako cilova nebo kriterialni nebo téz ucelova funkce. Zadani
optimalizaéni ulohy pak zni:

Najdéte prvek x* € M takovy, Ze plati: f(x*) > f(x), Vx € M,

Pozn.: Maximalizac¢ni ulohu "f — max"|ze snadno prevést na minimalizacni
ulohu "—f — min".

Priklady optimalizacnich Gloh v ekonomii:

» Optimalizace vyrobniho programu
» Optimalizace portfolia
» Optimalni rozdeleni prace a razeni pracovnich operaci

» Minimalizace distribu¢nich nakladu, planovani rozvoznich tras a
umisténi distribu¢nich center

» Minimalizace doby realizace pfi fizeni projektu

s V7

» Optimalni fizeni zasob



Co je to "optimalizace“?

Z hlediska pripustné mnoziny rozliSujeme dva typy optimalizacnich uloh:

» Je-li pfipustnym reSenim kazdy bod x n-rozmérného Euklidova prostoru
R" tj. M = R", hovofime o nepodminené optimalizaci, resp. o volnych
extrémech. Postup analytického reSeni takovych uloh je znam ze
zakladniho kurzu matematiky

» V opaCném pripadé, tedy je-li M C R"” hovotime o vazanych extrémech.
Jejich existenci pro spojitou funkce na omezené uzavrené mnoziné
zarucuje Weierstrassova veta.
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proménnych, komplikovana hranice pfipustné mnoziny nebo dostaneme
nelinearni rovnice pro urceni stacionarniho bodu) jsou vSak omezené. Proto
byly vyvinuty specialni metody pro reSeni urcitych typu optimaliza¢nich uloh.



Matematické programovani

Pojem matematické programovani oznacuje souhrn metod slouzicich

k optimalizaci predem definovaného kritéria vyjadreného jako funkce n
proménnych pfi soucasném splnéni omezujicich podminek zadanych
zpravidla ve formé rovnosti a nerovnosti. Ulohy matematického programovani
muzeme rozdélit na ulohy

» linearniho programovani (dale jen LP), kdy ucelova funkce i omezujici
podminky jsou linearnimi funkcemi proménnych

» nelinearniho programovani (NLP), kdyz vySe uvedena podminka neni
splnéna. Specialnim pripadem NLP je kvadratické programovani , kdy
Ucelova funkce je polynom druhého stupné, ale omezujici podminky jsou
linearni.

Dale se zamérime hlavné na modely LP, ty jsou jednoznacné nejrozSirenéjsi.
Pro¢? Hodné realnych problému Ize dobre formulovat jako Glohu LP, pro
jejich rychlé reseni jsou dostupné programové prostredky, atp. V praxi se sice
bézné vyskytuji nelinearni vztahy (napr. neproporcionalita: kdyz cena neni
konstantni, tak prijem neni pfimo Umérny prodanému mnozstvi, neaditivita:
objem roztoku neni roven souctu objemu vychozich latek, apod.), av§ak kvuli
nepomeérné vétsi slozitosti postupl NLP byva ¢asto vyhodnéjsi pouzit
aproximaci linearnim modelem.



Linearni programovani

Pfi formulaci ulohy matematického programovani je treba vychazet z dobre
popsaného ekonomického modelu. Je tedy tfeba znat:

» cil, jehoz chceme dosahnout (tedy zvolit kritérium: zisk nebo naklady
nebo objem vyroby, atd. a urcCit, zda se jej budeme snazit minimalizovat
nebo maximalizovat)

» fiditelné vstupy, tj. jaké proménné muzeme ovlivhovat za ucelem
dosazeni cile (pocet vyrobenych kusu ruznych typu produktu, velikost
prevazeného nakladu, atd.)

» neriditelné vstupy neboli omezeni, ktera nas limituji (ceny nakupovanych
surovin, dispozi¢ni mnozstvi zdroju, kapacita zarizeni, atd.)

Neriditelné
vstupy

(externi limity)

Riditelné
vstupy

(rozhodovaci proménné)

lemafticky Reseni
model (hodnoty promeénnych)




Uloha LP - Optimalizace vyrobniho programu

Veskery dalsi vyklad problematiky linearniho programovani bude ilustrovan
na nasledujici optimalizacni Uloze prevzaté z knihy Josefa Jablonského
"Operacni vyzkum, Kvantitativni modely pro ekonomické rozhodovani":

Balirny a prazirny kavy DE, a.s. planuji vyrobu dvou smési Mocca a
Standard. Od dodavatell maji k dispozici tfi druhy kavovych bobu Ki, K> a
K3 v kapacité 40, 60 a 25 tun. Technologicky postup urcujici skladbu smési
shrime v tabulce.

Komponenta | Mocca Standard | Kapacita [t]
Ki 0,5 0,25 40
K 0,5 0,5 60
Ks 0,25 25

Vzhledem k vyrobnim nakladum a prodejni cené smesi byl vykalkulovan zisk,
ktery Cini 20000 K¢ resp. 14000 K¢ na jednu tunu smési Mocca resp.
Standard. Management firmy chce naplanovat produkci tak, aby jeji zisk byl
maximalni.



Formulace ulohy optimalizace vyrobniho programu

Oznacime - li x; mnozstvi tun smési Mocca a x> mnozstvi tun smesi
Standard, mizeme problém formulovat matematicky jako Ulohu
maximalizovat ucelovou funkci:

z = 20000x; + 14000x>

za podminek

0,5x1 + 0,25x% <40
0,5y + 0,5x% <60
0,25x,. <25
X1, Xo >0

Je mozny téz maticovy zapis ulohy:
Z=c¢' -Xx— max zapodminek A-x<b, x>0,

kde x = (x1, x2) ' je vektor strukturnich proménnych, ¢ = (20, 14) je vektor
cenovych koeficient(i v iéelové funkci, b = (40, 60,25) ' je vektor kapacitnich
0,5 0,25
omezenia A = ( 0,5 0,5 ) je matice strukturnich koeficientu.
0O 0,25



Matematicka formulace obecné ulohy LP

Obecnou ulohu LP pro n proménnych a m omezeni muzeme zapsat takto:
minimalizuj (maximalizuj) funkci

n
Z= 16X
za podminek
n "
D i1 @jX T b, i=1,...m

xi>0,j=1,...n,

kde na misté symbold ? muzou byt libovolna relaéni znaménka <, =, >.
Omezeni se uvadeéji v takové podobé, aby pravé strany b; byly nezaporné.

Je dobré si uvédomit, Ze jednu ulohu Ize formulovat ruznymi zpusoby.
Snadno Ize prevést ulohu minimalizacni na ulohu maximalizace funkce
—z =3 ,(—¢)x. Omezeni ve formé rovnosti Ize pfepsat jako dvé
nerovnice typu < a > s tymiz koeficienty i pravou stranou jako pavodni
rovnice. Prevod omezeni ve formé nerovnosti na rovnici se zase reseni
zavedenim dodate¢nych proménnych, jak si dale ukazeme.



Grafické reseni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup
pro nasi ulohu o kave.
A

Xy

=
X4
Nejvy8Si izokvanta se dotyka mnoziny M v bodé x*



Zakladni véta linearniho programovani

Pfipustnd mnozina M je vymezena obligatnimi podminkami (nezdpornost) a
omezujicimi podminkami A - x < b. Ty Ize vyjadfit pomoci rovnosti:

O, 5X1 + O, 25X2 + X3 =40
O, 5X1 + O, 5X2 + X4 = 60
O, 25X> + X5 =25

Proménné x3, X4, Xs oznacujeme jako pridatné a lze je ekonomicky
interpretovat jako nevyuzitou kapacitu jednotlivych surovin. Soustava
obsahuje m rovnic pro m + n proménnych, muze mit obecneé nekonecné
mnoho reSeni. Takové reSeni soustavy, pro které je n proménnych rovno
nule, nazyvame zakladni (Ve 2D odpovidaji zakladni reSeni prisecikum
hranicnich primek jednotlivych nerovnosti.) Nenulové proménné pak
oznacujeme jako zakladni, nulové jako nezakladni. Pozor! Ne kazdé
zakladni reseni je pripustné. Pripustna zékladni reSeni odpovidaji krajnim
bodum M. V nadm prikladé je m = 3, n = 2; celkem dostaneme ? zakladnich
reseni, z toho ? pripustnych.

Hlavni véta linearniho programovani:
Jestlize ma uloha optimalni feSeni, pak ma také optimalni zakladni reseni.



Simplexova tabulka

Uvedenou soustavu rovnic muzeme zapsat maticove jako

(A, 1) (x1, X2, X3, X4, Xs)' = b, kde I je jednotkova matice fadu m = 3.
Kazdou takovou soustavu m rovnic pro m + n neznamych, kde matice levé
strany obsahuje v8echny sloupce jednotkové matice radu m, nazveme
soustavou v kanonickém tvaru. Snadno vidime jedno z reSeni takové
soustavy: x; = 0, o =0, x3 = by = 40, x4 = b, = 60, X5 = bs = 25, jde
dokonce o feSeni zakladni. Znazornéme vse do prehledné tabulky:

zakl. prom. | x; Xo | X3 X4 X5 | b
X3 5 % 1 0 0|40
X4 5 5 0O 1 0|60
Xs 0 > |0 o0 1125
Zi -20 —-14| 0 O 0] O

Posledni rddek odpovida ucelové funkci v tzv. anulovaném tvaru, puvodni

vyjadreni z = 20x; + 14x. [v tis. KE] jsme prevedli na tvar
z —20x; — 14x, — Ox3 — Ox4 — Oxs, pro vychozi zakladni feSeni dostaneme

hodnotu Ucelové funkce z = 0, viz pravy dolni roh tabulky. Uvedené schéma
nazveme vychozi simplexovou tabulkou Uulohy.



Simplexova metoda

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optimalniho reseni ulohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zakladniho feseni. U tloh
obsahujicich pouze nerovnice typu "<"je tento krok diky pridatnym
proménnym jednoduchy, u jinych typu uloh jej ziskdme reSenim pocatecni
ulohy minimalizace pomocnych proménnych vyjadfujicich poruseni
omezujicich podminek, hovorime pak o dvoufazové simplexové metodé. Déle
metoda v jednotlivych krocich vypocte nové zakladni reSeni s lepSi hodnotou
Ucelové funkce. Po konecném poctu kroku se nalezne reSeni s nejlepsi
hodnotou ucelové funkce (podle zakladni veéty LP jde pak o optimalni reSeni
celé ulohy) nebo se zjisti, ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme
schematické znazornéni postupu ve 3D.

optimum

vychozi bod

Nelze se pfesunout do Zadného lepSiho bodu, byl nalezen bod optima



lteracni krok simplexové metody

Cisla z; v spodnim radku simplexové tabulky nazyvame redukované ceny.
Ukazuji, jak se zméni ucelova funkce pfi pfechodu k novému zékladnimu
reSeni. Stane-li se nezakladni proménna xx promennou zakladni, tj. zmeni-li
hodnotu z 0 na t > 0, bude prirtstek ucelové funkce Az = —t - z. Pri
maximalizaci chceme, aby toto Az bylo kladné, tj. aby zx < 0. Pokud jsou

vSechny redukované ceny nezaporné , jiz nejde zvysit hodnotu ucelové

funkce, resSeni je optimalni . Jinak vybereme xx, pro které je zx nejmensi

(fikdme mu vstupujici promennd), a nahradime s nim nékterou zakladni
(vystupujici) proménnou. Tedy pro nasi simplexovou tabulku

zakl. prom. | X X2 | X3 X4« X5 | B
X3 T T71 0 040
X 11 10 1 o0]eo0
X5 0 T 1o o 1]25
Z 20 —14[0 0 0] 0

bude vstupujici proménnou x;, protoze —20 je nejmensi hodnota na

poslednim radku.




lteracni krok simplexové metody

Volba vystupujici proménné vychazi z nutnosti zachovat pripustnost reseni,
tedy nezdpornost vSech zakladnich proménnych. ZapiSme tuto podminku pro
nové hodnoty puvodnich zakladnich proménnych x3, x4, xs, jestlize nove

x1 = t. Z platnosti rovnic:

X3 =40 — %t > 0

X4 =60—3t>0

X5 =25—-0 > 0

Zrejmé nejvétsi mozné takové t je t = 80, pro né dostaneme xz = 0. To se
nyni stane vystupujici proménnou. Tabulku pfepoéteme elementarnimi
Upravami tak, abychom vlevo nahore dostali jedniCku a pod ni samé nuly.

zakl.prom. | X1 X2 | X3 X4 Xs | B
Xi i I [2 0 0] 80
X4 o 1|1 1 0| 20
X5 o I]lo o 1] 25
Z 0 -4[40 0 0 | 1600

Dostali jsme novou tabulku.



Dalsi iteracni krok

Redukovana cena z = —4 naznacuje, Ze Ize jesté zvysit ucelovou funkci,
jestlize zvolime x» jako vstupujici.
zakl. prom. | X1 X2 | X3 X4 Xs Bi
X1 1 5 2 0 0 80
X4 o 4+ |-1 1 0] 20
X5 0 . O 0 1 25
Zi 0O 4140 0 0 | 1600

NejvysSi hodnotou t, pro kterou muzeme polozit xo = t, je

min{2.80, 4.20, 4.25} = 80. Vyjdou nam pak nové hodnoty zakladnich
proménnych x; =80 — 1t =40, x4 =20 — ;t =0, xs =25 — 1t = 5. Tedy
X, se stane nezékladni, je vystupujici proménnou.

zakl.prom. | Xy X2 | X3 X4 X5 Bi
X1 1 0 4 0 0 40
Xo 0 1 -4 4 0 80
X5 0O O 1 -1 1 3
Z 0 0|24 16 0 | 1920

Dostali jsme novou tabulku.




Ukonceni vypoctu

Ve vysledné tabulce jsou jiz vSechny redukované ceny nezaporné:

zakl.prom. | X1 X2 | X3 Xa X5 | B
X i 0 4 0 0] 40
Xo 0 1 -4 4 0 80
X5 0O O 1 -1 1 3
Z 0 0|24 16 0 | 1920

Nelze tedy jiz zvySit hodnotu Ucelové funkce, maximalni zisk je 1920 tisic.
Nezakladni proménné jsou X3, X4, ty budou tedy nulové. Hodnoty zakladnich
proménnych vyCteme z tabulky: x; = 40, xo = 80, x5 = 5. To nam fika, ze
optimalné mame vyrobit 40 tun smési Mocca a 80 tun smeési Standard,
pricemz zcela spotfebujeme prvni dvé suroviny a zbyde nam pét tun treti
suroviny.

Pozn.: Pokud by dole zbyla nezaporna redukovana cena, ale ve sloupci nad
ni by uz zadné Cislo nebylo > 0, tak je uloha neomezena. Pro minimalizacni
ulohu by se obratila role znamének v dolnim fadku - vybirali bychom
vstupujici proménnou podle nejvy$si redukované ceny a vypocet bychom
ukoncili az by vSechny redukované ceny byly < O.



Dvoufazova simplexova metoda

Vyskytuji-li se v uloze i jind omezeni nez nerovnosti typu "<", je nutne
nejprve najit vychozi pfipustné zakladni fedeni. K tomu slouzi prvni faze
simplexové metody. Ukazme si ji na ilustracnim priklade.
Z = X4 — Xo — min
za podminek
Xq > 2
X2 > 2
5X; + 10X < 50

Omezujici podminky Ize opét zavedenim nezapornych pridatnych
promennych prevést na rovnosti:

X1 —X3 — 2
Xo — X4 = 2
ox; + 10xs +xs5 =290

Bohuzel nejde o soustavu v kanonickém tvaru, protoze koeficienty u xz a x4
nejsou = 1. Proto pficteme k levym stranam prislusnych omezeni jeste
nezaporné pomocné promenne yi, y» a tyto promeénné jiz budou spolu s xs
zakladnimi. Pro vychozi bod plati y1 = y» = 2, xs = 50, coz vSak neni
pripustné pro puvodni ulohu.



Dvoufazova simplexova metoda

K ziskani pripustného reSeni puvodni ulohy je treba zajistit, aby y1 = y» = 0.
To Ize pomoci minimalizace pomocné Ucelové funkce z' = y; + y». (jestlize
ma tato funkce minimum >0, pak vychozi uloha nema zadné pfipustné
feSeni). Vyjadreme z’' pomoci nezakladnich proménnych a vysledné
redukované ceny zapisme do simplexove tabulky:
Z=2—-Xx+X3)+2—X+X)=4— X1 — Xo+ X3 + X4

zakl.prom. | X1 Xo | X3 X4 X5 Y1 Yo | Bi
% i 0|1 0 0 1 0]2
y2 o 1/0 -1 0 0 1|2
X5 5 10| 0 O 1 0O 0 | 50
Z i 1|1 1 0 0 0] 4

Jako vstupujici promennou muzeme zvolit x; nebo x., zvolme nejprve tu

druhou.
zdkl.prom. | X1 X2 | X3 Xa Xs Y1 Vo | Bi
X 1 o | -1 0 0 1 0 2
Xo 0 1 o -1 0 0 1 2
X5 o o}5 10 1 -5 -10| 20
Z 0 0[]0 0 0 1 4]0

Nalezli jsme minimum pomocné fce z' = 0, mizeme tedy zahdjit 2. fazi:
vynechame yy, y» a z bodu [2,2, 0, 0, 20] minimalizujeme funkci
zZ=x1 — X2 =(2—x3) — (2 — X4a) = —X3 + Xa, j€jiz redukované ceny pfidame

AA falri iy




Dvoufazova simplexova metoda

Druhou fazi jiz doreSime béznym zpusobem:

zakl.prom. | X1 X2 | X3 X4 X5 | B
X1 1 0 -1 0 0 2
X 0 1 % 0 11—0 4
Zi 0 0 [-2 0 -5 |-2

Dostali jsme optimalni tabulku, je tedy x1 =2, xo = 4, Zont = —2.



Dvoufazova simplexova metoda

Cely postup v grafickém znazorneni:

X3

Po jednom kroku dosahneme optima v bode [xi, xo] = [2, 4].



Dualita uloh LP

Na puvodni ulohu Ize nahlizet i jinym zpusobem. Predpokladejme, ze
bychom suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam
tento pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z
prodeje jednotlivych zdroju - vyjadfime jej pomoci tzv. dualnich proménnych,
které oznaCime w; (v nasi uloze mame tfi druhy kavovych bobu, tedy

i =1,2,3). Muzeme pak formulovat tzv. dualni ulohu k vychozimu problému:
Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroju, pri kterém se nam nevyplati vyrabet
ani jeden vyrobek? Tedy minimalizujeme zisk z prodeje zdroju

g(w) = 40wy + 60w, + 25ws za omezeni, Ze se nevyplati vyrdbét ani smeés

Mocca ani Standard, tedy, ze plati nerovnosti 0,5wy + 0,5w, > 20,

0,5w; +0,25ws + 0,5ws > 14. P¥i pouziti oznaceni zavedeného vySe, kde

c = (20, 14) je vektor ziskul z prodeje smési , b = (40,60,25) ' je vektor
kapacit surovin a A strukturni matice, muzeme porovnat maticovy zapis
pavodni, tzv. primarni tlohy a ulohy dualni:

primarni uloha dualni uloha

maximalizovat z=c¢' -x  minimalizovat g(w) =b' -w

zapodm. A-x<b, x>0, zapodm. AT -w>c,w>0



Dualita uloh LP

Obecné Ize pro formulaci dualni tlohy k uloze LP pouzit nasledujici pravidla:

Maximalizacni uloha
primarni

dualni

omezeni typu <
omezeni typu >
omezeni typu rovnice
nezaporna promenna
nekladna proménna
proménna neomezena

S R 4 EE R R

MinimalizaCni uloha
dualni

primarni

nezaporna promenna
nekladna promenna
promeénna neomezena
omezeni typu <
omezeni typu >
omezeni typu rovnice



Dualita uloh LP

Vztah mezi vzajemnée dualnimi dlohami Ize vyjadrit vétou o dualité:

Existuje-li optimalni reSeni jedné z dualné sdruzenych uloh, potom existuje

| optimalni reSeni druhé ulohy a navic optimalni hodnoty ucelovych funkci

se sobé rovnaji!
Z této vety logicky plyne, Ze pokud jedna ze sdruzenych uloh optimalni reSeni
nema, tak jej nemuze mit ani uloha druha, Ize ukazat, ze pokud jedna uloha
nema zadné pripustné reseni, tak druha uloha je neomezena a naopak.
Dalsim dusledkem je tzv. slaba véta o dualité:

Hodnota ucelové funkce maximalizacni ulohy je vzdy mensi nebo rovna

hodnoté ucelové funkce minimalizacni ulohy.

Dale plati tzv. veéta o rovnovaze:

Je-li k-ta promenna v reseni primarni ulohy nenulova (tedy kladna), pak je
k-ta podminka v re$eni dualni tlohy splnéna jako rovnost. Rikame, Ze je k-ta
podminka aktivni.



Postoptimaliza¢ni analyza

Analyza citlivosti primarni tlohy zkouma, do jaké miry ovlivni pripadné zmeny
vstupnich udaju puvodni optimalni feSeni. Zejména nas zajimaiji efekt pfi
zmeéneé zisku z jednotlivého vyrobku, pripadné pfi zméné v jednotlivém
kapacitnim omezeni. To Ize zjistit bez nutnosti prepocitavat celou ulohu
znovu. UrCujeme tzv. intervaly stability, a to pro:

» koeficienty ucelové funkce ci, kdy zjiStujeme, v jakém rozmezi hodnot
muzeme meénit jednotlivé ¢k (pfi zachovani hodnot ostatnich koeficientl)
tak, aby nedoslo ke zméné optimalniho feseni,

» kapacitni omezeni b;, kdy zjistujeme v jakém rozmezi se muze
jednotlivé b; pohybovat, aby nedoS$lo ke zméné mnoziny zakladnich
proménnych, tedy byla zachovdna mnoZzina aktivnich omezeni.

Pro manazerské rozhodovani je dulezité zjistit, jaky je vliv zmény
kapacitniho omezeni na hodnotu ucelové funkce. To nam prozradi
optimalni hodnoty dualnich proménnych w;. Tyto hodnoty se nazyvaji
stinové ceny a vyjadruji hodnotu, o kterou se zméni hodnota ucelové
funkce, jestlize zvySime kapacitu 7 - t€ho zdroje b; o jednotku (za
predpokladu ze se touto zménou nedostaneme mimo interval stability).



Postoptimaliza¢ni analyza - intervaly stability pro ceny

Vlastni urCeni intervalu stability neni slozité a byva nedilnou soucasti
softwarovych vystupul. Déale si ukdzeme grafickou interpretaci a odvozeni
intervall stability pro koeficienty Ucelové funkce v naSem jednoduchém
pfikladé optimalizace vyroby kavy. Na obrazku je vidét, jak |Ize optimalni
izokvantu ucelové funkce naklanét, aby stale bylo optimalnim reSenim x*.

s

100 ’
80

20 40 80 X4



Postoptimaliza¢ni analyza - intervaly stability pro ceny

Mezni hodnoty naklonéni uréime tak, Ze primka bude prochazet body
x* = [40,80],A = [20,100] resp. x* = [40,80], B = [80, 0]. Pro jeji smérnici
g tedy musi platit nerovnosti

80—-0 < <80—100

20-80 -9 20-20 "

2 =

Smernici puvodni izokvanty z = ¢1xy + Cox2 vyjadfime jako g = _C—? pricemz
puvodni hodnoty koeficientl jsou ¢; = 20, ¢, = 14. Interval stability pro c;
tedy zjistime po dosazeni g = <! do nerovnosti: —2 < =21 < —1, j.

c1 € (14,28). Analogicky pro ¢, ziskame interval stability dosazenlm qg= ==

C2
do nerovnosti: —2 < =22 < —1 a dostaneme ¢ € (10, 20).



Postoptimalizacni analyza - intervaly stability pro kapacity

Jeste si ukazme ve stejné uloze grafické odvozeni intervalu stability pro pravé
strany omezeni. Na obrazku je vidét, jak mizeme posunout hranici prvniho
omezeni, aby stale optimalni reSeni lezelo v praseciku hrani¢nich primek

prvniho a druhého omezeni.

A
Xy

120

100




Postoptimalizacni analyza - intervaly stability pro kapacity

Puvodni rovnice hranicni pfimky prvniho omezeni byla 0,5x; + 0,25x> = 40.
Jeji pravou stranu by muzeme zménit maximalnée tak, ze by primka
prochazela bodem A, resp. bodem C.

Dosazenim souradnic bodu A = [20, 100] do levé strany omezeni dostaneme
0,5-20+ 0,25 - 100 = 35, coz je dolni hranice pro b;.

Dosazenim souradnic bodu C = [120, 0] do levé strany omezeni dostaneme
0,5-120 + 0,25 -0 = 60, coz je horni hranice pro b;.

Dostavame tedy interval stability bi: € (35,60). Podobne obdrzime intervaly
stability pro ostatni omezeni. Tyto intervaly jsou dulezité pfi rozhodovani o
nakupu dalSich zdroju: pokud je stinova cena daného omezeni vétsi nez
nakupni cena prislusné suroviny, vyplati se v rozmezi intervalu stability
navySovat kapacitu. A jak urCime stinovou cenu pro b;? Zménou na by + A
dostaneme novy bod optima jako prusecik pfimek o rovnicich

0,5x; +0,25x, =40 + A, 0,5x; + 0,5x>, = 60, tedy bod o souradnicich

[40 +4A,80 — 4A]. V tomto bodeé je pak hodnota ucelové funkce
z=20(40+4A) + 14(80 — 4A) = 1920 + 24A. Stinova cena je wy = 24.

Stinové ceny najdeme v optimalni tabulce pod sloupci pridatnych proménnych!



Specialni ulohy linearniho programovani

Mezi typickymi ulohami LP Ize najit tulohy s néjakymi specialnimi vlastnostmi.
Tyto vlastnosti se mohou tykat struktury modelu, zejména strukturni matice,
typu proménnych, dale zplasobu reseni, apod. Vyznamnou skupinu takovych
specialnich uloh tvofri distribucni ulohy. Z téchto uloh predstavime dopravni
problém, prirazovaci problém a okruzni dopravni problém. DalSi problémy
(kontejnerovy Ci vicestupnovy dopravni problém, uloha o pokryti, stanoveni
Feznych pland apod.) viz literatura. Ulohy, ve kterych nékteré proménné
mohou nabyvat pouze hodnot z mnoziny celych Cisel souhrné nazyvame
Ulohami celociselného programovani. Proménné v téchto ulohach zpravidla
vyjadfuji poCty nedélitelnych kusu, pripadné nabyvaji pouze hodnot 0 a 1,
kterymi se kdduje absence Ci pritomnost urcitého spojeni mezi zadanymi
objekty. Specifikim celocCiselnych uloh a zakladnim pristupum K jejich reseni
se budeme pozdeji také vénovat. V neposledni rade stru¢né zminime
alternativni pristup k reSeni uloh LP, kdy je mozné soucasné optimalizovat
vice kritérii, a to cilové programovani.



Dopravni problem - formulace

V dopravni Uloze se typicky resi rozvrzeni rozvozu z dodavatelskych mist k
odbératelum tak, aby byly minimalizovany néaklady souvisejici s rozvozem. Je
definovano m dodavatelskych mist - zdroja Vi, Vo, ..., Vi, s omezenymi
kapacitami ay, ao, ..., an a dale mame n cilovych mist - odbératelt Sy,

Sy, ..., Sy se stanovenymi pozadavky by, bo, ..., by. Kazda dvojice zdroj-cil
je néjak ohodnocena, typicky napriklad naklady na prepravu jednotky zbozi.
Tyto naklady oznacime ¢;, i=1,...,m, j=1,...,n. Gilem je naplanovat
objemy prepravy mezi jednotlivymi zdroji a cili ( oznacime je

xj, I=1,...,m, j=1,...,n)tak, aby byly uspokojeny pozadavky
odbératelt a nebyly prekroceny kapacity zdroji.Uloha tedy obsahuje m - n
proménnych Xx;, pro néz minimalizujeme ucelovou funkci

z=> "> CjXj zapodminek

21’7:1x,-j§a,-, i:1,...,m,

m 'l
Z,:1x,-j:bj,j:1,...,n,
x>0, i=1,....m j=1,....n

Ug&elova funkce i omezeni jsou linearni, jde tedy o tlohu LP.



Dopravni problém - metody reSeni

| kdyZ jde o ulohu LP, kterou lze reSit simplexovou metodou, vzhledem k
velkému poctu proménnych a specialni strukture matice omezeni jsou
vétSinou praktic¢téjsi jiné metody (jde o tzv. fFidkou matici - obsahuje hodné
nul, navic zbylé jedni¢ky maiji blokovou strukturu).

Priklad: Pro realnou ulohu s 20 zdroji a 300 zdkazniky mame ? proménnych
a ? omezeni, to znamena 1920000 poli v simplexové tabulce, coz zabere cca
11 MB operacni paméti

Ze simplexové metody vychazi modifikovana distribucni metoda (MODI),
nebudeme se ji v8ak podrobné zabyvat. Pro rychlé ziskani pfiblizného reseni
bez zaruky optimality Ize vyuzit heuristické metody, z nichz si ukazeme ftfi:
metodu severozapadniho rohu, metodu maticového minima (zvanou téz
indexni) a Vogelovu aproximacni metodu (VAM).



Dopravni problém - vyrovnani ulohy
Zrejmé neni mozné uspokojit vSechny spotrebitele, jestlize celkova poptavka
> i1 by pfevySuje celkovou kapacitu 37 ; &, Uloha pak nema pfipustné
feseni. Ulohu, ve které plati rovnost .7 b= > ; & oznadujeme jako
vyrovnany dopravni problém. Problém pak ma pripustné reSeni i pokud u
omezeni pro kapacity zdroju nahradime nerovnosti rovnostmi, spotfebuji se

tedy vSechny jednotky. Nadale budeme pracovat jen s takovymi vyrovnanymi
ulohami.

Nevyrovnana uloha s previsem poptavky se prevede na vyrovnanou pomoci
zavedeni fiktivniho zdroje s kapacitou >, b — >~ a. V pfipadé pfevisu
nabidky se naopak zavede fiktivni zakaznik s pozadavkem ", ai — >°" , b;.

Pozor! Prepravni naklady do fiktivnich mist jsou vzdy nulové.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmé nejjednodussi metodou ziskani

pfipustného reseni dopravni ulohy, zaCina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakazniku se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vycerpan, prejde se na dalSi zdroj, tj. o radek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v Uvahu prepravni naklady.

UkaZme si metodu pro Glohu z "M. Plevny, M. Zizka: Modelovani a
optimalizace v manazerském rozhodovani": Najdéte pripustné feseni DU s
pozadavky odbératelt Sy, So, S; a S4 postupné 3, 6, 4 a 5 jednotek zbozi a
zdroji V4, Vo a V3 s kapacitou po fadé 5, 6 a 7 jednotek.

pozadavky
xi |1 0]0]0]|0
w | 0 | 3|2
=0 43
O
Nl o 115

Dostali jsme pripustné reseni.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétsinou reSeni s nizSimi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive reSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s prepravnimi ndklady c;, i =1,...3, j=1,...4.

pozadavky pfepravni naklady
x;|0]0[0|O0 Ci | S1 | So| S3 | Sa
© 0 3} Vi 2 1 3 4
210 (11 5 Vo | 6 | 2 | 6 | 1
N1 o |2 4 Vs | 7 | 3| 3 | 3

Vysledné prepravni naklady jsou
X12:-C12+X21-Co1+Xo2:Co2+Xo4-Coa+X31-C31+X33-C33 = O+6+4+2+54+14+12 = 44.
Pro predchozi metodu bychom dostali naklady ve vySi
6+2+6+2+5+14+12 =47.



Dopravni problem - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda

oproti metodé indexacni spociva v tom, Ze bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pti volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi variante v kazdém radku a sloupci. Voli
Pouzijme metodu pro na$ znamy priklad. K matici nakladu doplnime radkové
a sloupcové diference d;, i=1,...3ad;, j=1,...4.

pozadavky ci | St S S Si| d:
X; | 0]0]0]0 V, [ 2 1 3 4 | 1
o 0|32 Vo | 6 2 6 1 1
210 2 ) Va | 7 3 3 3 0
N | 2 | 4 d | 4 1 0 2

Vysledné prepravni naklady jsou
X11 - C11 + X12 - C12 + Xoo - Co2 + Xoa - Coa + X32 - C32 + Xa3 - C33 = 35, COZ je
vyrazné méne nez u predchozich metod.



Dopravni problem - pouziti

Priklady moznych aplikaci dopravniho problému ilustruje nasledujici prehled.

druh ¢innosti

zdroje

cilova mista

rozvoz pohonnych hmot

rafinérie, sklady

cerpaci stanice

svoz postovnich zasilek

prepravni uzly

tridici centra

sbér fotozakazek

fotosbérny

spadova centra

distribuce 1&Civ

sklady distribucnich firem

|ékarny, nemocnice

zpracovani cukrové repy

produkcni stfediska

cukrovary

Vyjimecné se u dopravnich uloh setkame i s maximalizaci ucelové funkce.

Kdy?




Prirazovaci problém

Prirazovaci ulohu muzeme charakterizovat jako problém vytvoreni paru z
objektl ze dvou rlznych skupin, tak aby toto sparovani prineslo co nejvetsi
efekt. Typicky jde o pridéleni jednotlivych projektd pracovnikiim ¢i pracovnich
cinnosti strojum tak abychom minimalizovali naklady nebo maximalizovali
zisk. Jde o ulohu pribuznou s dopravnim problémem.

Ukazme priklad takové ulohy z knihy "M. Kavan: Vyrobni a provozni
management": Optimalizujte pridéleni praci 1, 2, 3 strojum A, B, C, D,
pricemz vyrobni naklady jsou dany tabulkou:

stroje
A | B | C|D
15 119 | 17 | 12
12 |10 | 15| 9
18 | 14 | 11 | 14

prace
wnN =90

Musime tedy vybrat jedno Cislo v kazdém radku, tak aby jejich soucet byl
minimalni a pfritom zadna dvé Cisla nelezela ve stejném sloupci.



Prirazovaci problém - matematicka formulace

Pridéleni i-tého Ukolu j-tému pracovnimu mistu muzeme reprezentovat
zapisem x; = 1, ostatnim promennym pfifadime hodnotu 0. Pokud by bylo
ukolu vice nez pracovnich mist (m > n), je uloha nefesSitelna. V pripade
opacné nerovnosti dorovname ulohu zavedenim fiktivnich praci s nulovymi
naklady, tak aby m = n. Nadale predpokladejme, Ze je uloha vyrovnana.
Matematicky model prifazovaciho problému zahrnuje podminky, ze radkové a
sloupcové soucty v tabulce jsou rovny jedné, s tim Zze proménné nabyvaji
pouze hodnot 0 nebo 1. Ulohu mizeme zapsat tatkto:

Minimalizujme ucelovou funkci

z =737l 2l CiX;

za podminek
n "
D Xi=T1,0i=1,....n,

27:1x,-j:1,j:1,...,n,
x;e{0, 1}, i=1,j=1,....n



Prirazovaci problém - reseni

Pfirazovaci problém je mozné reSit tzv. mad'arskou metodou. Jejim principem
je prevedeni puvodni ulohy na Ulohu redukovanou tak, aby v kazdé rade
(fadou oznacujeme souhrné radky a sloupce) byla aspon jedna nula a pfitom
ostatni sazby zustaly kladné. Optimalni tabulka je takova, ktera obsahuje n
"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz Zzadné dve nelezi ve stejné radé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, ze nelze "preskrtnout"vSechny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukdzeme na feSeni
uvodni ulohy. Puvodni zadani je tfreba vyrovnat, protoZe pocet stroju je vetsi
nez pocet praci.

stroje
ci| A| B | C|D
15 |19 | 17 | 12

12 |10 | 15| 9
18 | 14 | 11 | 14

prace
Wwn —

Optimalni feSeni znovu vyznaéme v pavodni tabulce. Celkové naklady jsou
12 + 10 4+ 11 = 33. Uloha nemusi mit jediné feseni - pokud je mozné volit
cary pokryti Ci vybirat nezavislé nuly vice zpusoby, vSechna vysledna reSeni
budou mit stejnou hodnotu ucelové funkce.



Okruzni dopravni problém

Problém se &asto téZ nazyva jako Uloha obchodniho cestujiciho a

pripomina prifazovaci ulohu. Cilem je vyjit z néjakého vychoziho stanoviste
(oznacme jej Ay), navstivit postupné kazdé jednou mista Ao, ..., A, a
nakonec se vratit zpét tak, aby délka trasy byla co nejmensi. Uloha ma velké
mnozstvi realnych aplikaci - pravidelny rozvoz Ci svoz riznych produktd
(pekarny, mlékarny, popelafri, atd.).

V matematickém modelu se také zavadeji bivalentni promenné x; nabyvajici
hodnoty 1 nebo 0 podle toho, zda cesta A;, A; bude na okruzni trase
zarazena Ci ne. Protoze se kazdé misto projede prave jednou, tj. pravé
jednou bude koncovym a prave jednou vychozim bodem, mame stejné jako u
prifazovaciho problému omezeni ve formé jednotkovych radkovych i
obsahuje dal8i omezeni, které ma zabranit tomu, aby se reSeni rozpadlo do
vice samostatnych cyklu (pfiklad viz tabulky).



Okruzni dopravni problém - pfipustnost reseni

llustrujme si rozdil mezi prirazovaci a okruzni ulohou na nasledujicim

prikladé.
Cilem je najit néjakou okruzni trasu (pro jednoduchost neuvadime tabulku
nakladu a tedy nepozadujeme optimalitu) mezi mésty Ay, ..., As, muze se

nam tedy zdat, Ze je to stejné jako vybér dvojic mést, mezi kterymi povede
trasa. Znazornéme nejaky takovy vybér v tabulce:

A1 A2 A3 A4 A5
A | O 1 0 0 0
A> | O 0 1 0 0
As | 1 0 0 0 0
As | O 0 0 0 1
As | O 0 0 1 0

Jedna se o nepripustné resSeni okruzni ulohy, reprezentuje dva samostatné
CYk|yA~| — A —A3 — Aia Ay — A5 — As.



Uloha celogiselného programovani

Mezi specialni ulohy linearniho programovani patfi i ulohy celoCiselného
programovani (integer programming, IP). Jedna se o standartni ulohy LP
doplnené o podminky celocCiselnosti u nékterych ( smisené ulohy IP ),

pfipadné v8ech proménnych ( ryze celocCiselné ulohy ). Tyto podminky
zpravidla plynou pfimo z ekonomického modelu, kdy proménné vyjadruji
pocty kusl nedélitelnych produktl, pocty opakovani néjaké aktivity, apod. U
rady uloh se pracuje dokonce jen s proménnymi, které vyjadruji urCité
rozhodnuti nebo alternativu, nabyvaji hodnot {0, 1} a pak hovofime o
bivalentnich ulohach . Typickymi predstaviteli takovych uloh jsou napfiklad
pfifazovaci Ci okruzni dopravni problém nebo téz tzv. "Uloha o batohu":

Mame n rlizné cennych véci s riznou hmotnosti a batoh o omezené
kapacité. Ukolem je vybrat véci, které viozime do batohu tak, aby nebyl
pretizen a cena jeho obsahu byla co nejvy$si. (Reseni tlohy bez podminky
celoCiselnosti by bylo trivialni: Seradili bychom véci dle klesajiciho poméru
cena’hmotnost a plnili batoh v tomto poradi. U prvni véci, ktera by se nevesla
cela, bychom vzali jen jeji pomérnou cast do vySe kapacity batohu.)



Celociselné programovani- priklad

Priklad: Odévni firma Styl, s.r.0. se zabyva se vyrobou panské mody. Za
tyden pracovnice usiji x; modelt "Marcel"a xo modeld "Filip", Pritom na
vyrobu jednoho modelu "Marcel"je potfeba 10 hodin a naklady na material
jsou 400 K¢. Pro model "Filip"je to 20 hodin, material 300 K¢. Firma dostala
nabidku na ucast na zahranicnim prodejnim veletrhu, ktery se kona za tyden.
Ocekavany zisk z prodeje je 20 Euro, resp. 30 Euro pro jednotlivé modely.
Navrhnéte optimalni plan vyroby, jestlize firma ma k dispozici jednu
pracovnici na plny a jednu na polovicni Uvazek (celkem 60 h) a zasobu
materialu za 1300K¢.

Matematicky zapis ulohy z uvedeného pfikladu je nasledujici: Maximalizovat
ucelovou funkci

z = 20x1 + 30x2

za podminek

400x7 + 300x2 < 1300
10x1 +20x2 < 60
X1, Xo © {0,1,2,3,...}



Celociselné programovani- grafické znazornéni

Uloha obsahuje pouze dvé proménné, je tedy mozné ji fesit graficky.

S

X4

Zaokrouhlenim x.¢; = [1, 6; 2, 2] dostaneme bod [2, 2], ktery neni pripustny.
Pri zakrouhleni dol na [1, 2] dostaneme neoptimalni feSeni, dava pouze
20 + 2 - 30 = 80 Euro oproti 90 Euro v bodé x*.



Celociselné programovani- metody

V predchozim prikladé jsme videéli, ze intuitivni pristup k feSeni celoCiselné
Ulohy zanedbat podminky celocCiselnosti, vyresit ziskanou ulohu LP, tzv.
zrelaxovanou ulohu a vysledné feSeni zaokrouhlit, neni vzdy vhodny. Proto
se pouZzivaji jiné postupy vyvinuté specialné pro celocCiselné ulohy. Byvaji

v iwv s

pfi poCtu proménnych a omezeni v radu desitek.

Metody reznych nadrovin (napf. Gomoryho algoritmus) spocivaji v hledani

optima zrelaxované ulohy a nasledném pridani dalSiho omezeni, které toto
optimum "odfizne", ale pritom mu budou vyhovovat v§echna pripustna reseni
pavodni ulohy. Tyto metody jsou starSi a méné pouzivané.

Kombinatorické metody jsou zaloZzeny na efektivnim prohledavani pripustné

mnoziny, ktera pro ryze celocCiselnou ulohu obsahuje konec¢né, avsak
zpravidla velmi mnoho prvkud. V programovych systémech se nejcastéji
vyuziva metody vetvi a mezi (téz Branch and Bound, tj. B & B), kterou si
blize popiseme.

Specialni metody se pouzivaji pro ulohy se specialni strukturou, jde napf. o
ruzné heuristiky pro okruzni dopravni problém nebo Madarskou metodu.



Celociselné programovani- metoda B & B

Mnozina pripustnych reSeni se postupné deli na mensi ¢asti (branching), kde
sledujeme horni, (pfi minimalizaci dolni) hranici hodnot Ucelové funkce
(bounding). To ndm umozni vytipovat podmnozinu, kde nejpravdepodobnéji
nastane optimum a také podmnoZziny, kde optimum urcité nebude.

Vétveni je mozné provést pomoci feSeni klasické ulohy LP ziskané relaxaci
celogiselné Ulohy - pfipustnou mnozinu oznaéme My. Je-li jeji bod optima x°
celoCiselny, nasli jsme jiz optimalni feSeni pavodni dlohy. Jinak vybereme
n&jaké i, pro néz je i-ta slozka redeni x° neceld, a priddme dodate¢né
omezeni x; < a, resp. X; > b, kde a, b jsou cela Cisla obklopuijici x;. Tim
rozdélime mnozinu My na podmnoziny M; a M.

Na kaZzdé z nich zase najdeme optimum uéelové funkce x' a x° a uréime
jejich hodnoty Gcéelové funkce z' a z°. Celé ¢asti téchto hodnot ndm davaji
horni mez pro ucelovou funkci na mnozinach M; a M,. Cely proces pokracuje
tak dlouho, dokud se vSechny vétve neuzavrou tak, ze:

» Ve vétvi je nalezeno celoCiselné reSeni nebo
» ve vetvi neexistuje pripustné fesSeni nebo

» ve vétvi je nalezeno necelé reSeni, jehoz hodnota je mensi nez hodnota
celoCiselného redeni z jiné vetve



Celociselné programovani- pouziti metody B & B

Ukazme metodu B & B pro ulohu rozvrzeni vyroby textilu

4 M )
: " ) x'=(2,5/3)
z'=90
\ J 4 M )
x°=(8/5,11/5)
z"=98 N\ 3
N . 80
x2=(1,5/2) S /
z2=95
\_ J M. A
x*=(0,3)
z*=90
\_ J

Postup feSeni muzeme znazornit schematicky.



Cilové programovani

Predstavuje jiny pristup k reSeni ulohy LP. Misto stanoveni omezujicich
podminek a kritéria optimality se zde stanovi pevne a volne cile s
pfifazenymi cilovymi hodnotami. U pevnych cild musi byt tato hodnota
splnéna (analogie omezujicich podminek). U volnych cilu muzeme
dosahnout vyssi i nizSi hodnoty nez je cil (avsak ne moc odlisné). Protoze
cilovych hodnot byva nékolik a zpravidla neni mozné dosazeni vSech, voli se
obvykle jeden ze dvou pristupu:

» pomoci preferenci - nejprve je optimalizovan cil s nejvyssi preferenci,
atd. nebo

» pomoci vah - koeficientl vyjadrujicich dulezitost daného cile,
optimalizuje se pak vazeny soucet odchylek od vSech cilu

Modely cilového programovani jsou obecnéjsi nez standardni modely LP,
protoze v praxi zpravidla nemame jediné kritérium optimality, ale sledujeme
vice hodnot.



Cilové programovani - priklad

Priklad z J. Jablonsky, Operacni vyzkum: Vedeni penzijniho fondu se
rozhoduje o ndkupu dvou druhu cennych papiru (akcie a obligace). Ma k
dispozici prostfedky, které neni nutné uplné vycerpat, nelze je véak prekrocit.
Do akcii Ize investovat maximalné 50 % celkového objemu prostredku a do
obligaci maximalné 75 % prostredku. Ocekavany vynos z akcii je 15 % a z
obligaci 10 % p.a., mira rizika investice je ohodnocena koeficientem 5 u akcii
a 2 u obligaci. Navrhnéte takovou skladbu portfolia [xi, xz], aby se dosahlo

prumerného vynosu 12 % p.a. a aby byla vazena mira rizika rovna 3 .

Pfi standardnim pristupu LP bychom museli zvolit jako ucelovou funkci jen
jedno z nich, napf. vynos a k omezujicim podminkam pro objem investic
pridat dalSi omezeni, totiz Ze mira rizika nesmi prekrocit hodnotu 3. Lze
spocitat, Ze optimalniho reSeni pfi tomto pfistupu dosahneme, dame-li %
prostredkll do akcii a £ do obligaci. Pfi primérném riziku 3 tak ziskdme
11,67 % p.a.

Nebo naopak budeme minimalizovat ucelovou funkci vyjadfenou vazenym
rizikem a jako dodatecnou podminku stanovime omezeni, aby primeérny
vynos byl nejméné 12 % p.a. Pak je optimalni investovat 40 % prostfedkl do
akcii a 60 % do obligaci. Pri vysledném vynosu 12 % p.a. pak bude mira
rizika 3,2.



Cilové programovani - formulace modelu

U volnych cilu se pouZivaji odchylkové proménné pro vyjadreni kladnych a
zapornych odchylek (znaime je d;", resp. d;~) od cilovych hodnot. Je-li cile
splnén, plati d" = d~ = 0, dojde-li k pfesahnuiti cile, pak je d" >0, d~ =0
a neni-li cil dosazen, je d* = 0, d~ > 0. Pevné cile musi byt respektovany,
zadné odchylky se nepripousti.

V modelu cilového programovani je vzdy Ucelova funkce vyjadrena jako
minimalizace odchylkovych proménnych, pficemz do ni Ize zahrnout bud
pouze kladné, pouze zaporné nebo oba typy odchylek ( pak se cilovym
hodnotam blizime shora, zdola nebo "oboustranné"). Zapis ulohy o
optimalizaci portfolia by tedy byl:

dy, d; — min,

za podminek:

X1+ X <1

x1 <0,5; x2 <0,75

15x1 +10x + df” — d;” =12

5xi +2x2+dy —d, =3

X1, X, d;,d7,d,dy >0



Cilové programovani - odliseni cilu vahami

Pfi sou¢asné minimalizaci vice odchylek muzeme odliSit jejich dulezitost
vahami. Abychom se vyhnuli problémum s ruznymi jednotkami, je lepSi

dt  d~ vo ;
-, I, kde g; znaci i- tou cilovou

pracovat s relativnimi odchylkami -, -,
/ /

VVVVVV

= +
vahy 5 a 1 a ucelova funkce bude mit podobu z = 501'1—2 -+ d%. Dale Ize ulohu

resSit béznou simplexovou metodou.

Regenim je dat { prostfedku do akcii a £ do obligaci, pfitom je zcela spinéna
cilova hodnota rizika a vynos je 11,67%.



Cilové programovani - odliseni cilu preferencemi
Pfi odliSeni cilu preferencemi minimalizujeme nejprve odchylku od

Va 'l

v nasi Uloze vyssi prioritu vynos, minimalizujeme nejprve d; .
Znazornéme situaci graficky v roviné xq, Xo.

A
Xy %‘)x1+2x2=3,2
0,75 .
M
15x1+10x2=12
I N
0,5

Protoze se pfimky protinaji mimo pripustnou mnozinu, nelze dosahnout
rovnosti d” = 0. Musime riziko zvysit, tj. posunout modrou pfimku tak, aby se

dotkla optimalni usecky pro d, . Nasli jsme bod optima x* = [0, 4; 0, 6].



Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

Radu realnych systém( (napf. distibuéni sit) Ize modelovat rovinnymi grafy.
Graf je tvoren uzly, které budeme znadit uy, . . ., u, a hranami, pricemz hranu
mezi uzly u; a u; oznacime hj. V roviné mizeme znazornit graf pomoci bodu
(koleCek) a spojnic mezi nimi. Hrany, které umoznuji pohyb v obou smérech
nazyvame neorientované. Je-li povolen pouze jeden sméer pohybu,
znazornime to na grafu Sipkou a takové "jednosmeérné"hrany nazyvame
orientované. Neorientovanym grafem nazveme graf obsahujici pouze
neorientované hrany, jinak jej nazveme orientovanym. Na obrazku je
zndzornén neorientovany a orientovany graf.




Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

Cestou z uzlu u; do uzlu u; nazveme posloupnost na sebe navazujicich hran,
z nichz prvni zacina v u; a posledni konc€i v u;. Pokud cesta respektuje
orientaci hran, nazyva se orientovana (v opacném pripade neorientovand).
Na obrazku je znazornéna jedna z orientovanych cest z uzlu 1 do uzlu 6.
Naopak z uzlu 6 do uzlu 1 vedou pouze neorientované cesty.

Cestu, pro kterou u; = u;, nazveme cyklus. Zobrazeny graf obsahuje
napriklad neorientovany cyklus 1 — 3 — 4 — 1. Graf, ve kterém mezi
libovolnymi dvéma uzly existuje aspon jedna neorientovand cesta, se nazyva
souvisly. Kazdy souvisly neorientovany graf, ktery neobsahuje cyklus, se
nazyva strom.



Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

PFi feSeni optimalizacnich uloh zpravidla pracujeme s hranove ohodnocenymi
grafy. Hranam jsou pfifazeny hodnoty y; podle ekonomického vyznamu
(napf. vzdalenosti mezi distribu¢nimi centry ¢i ndklady na prepravu mezi
centry, apod.) Souvisly orientovany a nezaporne ohodnoceny graf se dvéma
specialnimi uzly (vstupem a vystupem) nazveme sit. Pridame-li ohodnoceni
hran do naseho grafu, ziskame sit' se vstupnim uzlem 1 a vystupnim uzlem 6.

Délkou cesty nazveme soucet ohodnoceni jejich hran. Napriklad mezi délka
orientované cesty 1-2-5-6 je 3+7+6=16. Pozor! Graf je definovan pomoci
mnoziny uzl( a mnoziny hran, nikoliv zakreslenim. Délky spojnic nemusi a
¢asto ani nemohou odpovidat ohodnoceni hran.



Optimalizace v grafech - ulohy

Na grafech se reSi rada uloh:

» Standartni optimalizacni ulohou je hledani nejkratsi cesty mezi dvéma
uzly. Uloha se Ffe&i v orientovanych i neorientovanych grafech. existuje
vice algoritmu, nekteré k urceni celé matice vzdalenosti. Jeden z
nejznameéjSich algoritmu je Dijkstruv algoritmus.

» Hledani minimalni kostry grafu - ikolem je vybrat takovou podmnozinu
hran, aby mezi kazdymi dvéma uzly existovala cesta a aby celkové
ohodnoceni bylo minimalni.

» Uréeni maximalniho toku v siti (propustnosti sité): Pfedstavuje - i
ohodnoceni v siti prepravni kapacitu hran, pak ukolem je urceni
maximalniho poctu jednotek, které je mozné prepravit ze vstupniho do
vystupniho uzlu.

» DalSi ulohy, jako problém barveni grafu, problém ¢inského postéaka,
problém obchodniho cestujiciho, atd.



Rizeni projektd

Rizeni projektl je jednou z typickych aplikaci teorie grafd. Projekt mGzeme
obecné chapat jako soubor Cinnosti. Tyto Cinnosti Ize charakterizovat
pfedpokladanou dobou trvani, naklady na realizaci, poZzaddavky na zajisténi,
vyctem Cinnosti, které realizaci musi predchazet, atd. Nejcastéji hledame
odpoved’ na tyto otazky:

» Jaka je nejkratSi mozna doba realizace projektu?

» Které Cinnosti jsou z hlediska dodrzeni terminu klicové, tzv. kritické

cinnosti?
» Jaké jsou rezervy u nekritickych ¢innosti
» Jaky je ¢asovy rozvrh pro realizaci jednotlivych Cinnosti?

Kromé Casové analyzy projektu nas zajimaji téz naklady na projekt v
zavislosti na Case, hovorime pak o nakladoveé analyze. Dale muzeme
sledovat Uroven a rozlozeni zdroju potfebnych pro jednotlivé Cinnosti, tedy
provadét zdrojovou analyzu projektu.



Rizeni projektd - konstrukce sitového grafu

Projekt zndzornujeme pomoci ohodnoceného sitového grafu, kde hrany
reprezentuji ¢innosti, ohodnoceni vétSinou dobu jejich trvani a uzly
predstavuji momenty zahgjeni ¢i ukonceni jednotlivych Cinnosti. Pri analyze
nejprve musime vymezit jednotlivé ¢innosti, odhadnout délky jejich realizace
a definovat navaznosti pomoci vyctu bezprostredné predchazejicich ¢innosti.
Ukazme si sitovy graf pro projekt vytvoreni nového obchodniho stfrediska
firmy Q-mark, a.s. (J.Jablonsky: Operacni vyzkum). Pfed vlastnim
sestavenim grafu definujeme elementarni cinnosti a jejich vlastnosti, viz.

tabulka:
¢innost | popis ¢innosti trvani [tydny] | predchazi
A vybér a nakup projektu 6 -
B zpracovani projektu 4 A
C obsazeni pozice manazera 3 A
D vybér personalu 3 B,C
E rekonstrukce a vybaveni objektu 8 B
F Skoleni personalu 2 D
G vybér sortimentu zbozi 2 B,C
H uzavreni smluv s dodavateli 5 G
I nakup zbozi 3 E.FH
J reklama 2 H




Rizeni projektd - konstrukce sitového grafu

PFi sestavovani grafu muzeme narazit na problém u definice uzlu. Napriklad
¢innosti D musi predchazet B,C, ale Cinnosti E pfedchazi pouze B. Jak tedy
spravné znazornit navaznost? Priklady nespravného znazornéni, viz obr.:

B E

Podobny problém je u ¢innosti |,J, které maji spolecného predchudce H, ale
cinnosti | navic pfedchazi i E,F.



Rizeni projektd - konstrukce sitového grafu

Problém s navaznosti |ze resit zavedenim fiktivnich Cinnosti, jimz
odpovidajici fiktivni hrany doplni chybéjici spoje. Znazornuji se prerusovanou
¢arou. Doba fiktivnich ¢innosti je vzdy nulova. Do naseho prikladu tedy
doplnime dve fiktivni Cinnosti: X zprostfredkujici ndvaznost meziBa D a
cinnost Y pro navaznost mezi H a |. Jedno z moznych znazornéni sité
projektu je na obrazku:

Pfi sestavovani grafu je dobré drzet se pravidla, aby index pocatecniho uzlu
kazdeé hrany byl nizsi nez index jejiho koncoveho uzlu. Potom graf nebude
obsahovat zadné orientované cykly.



Critical Path Method (CPM)

Metoda se pouziva od 50. let minulého stoleti. Jejim principem je urcit pro
kazdou €innost tyto 4 charakteristiky:

» Nejdfive mozny zacatek provadéni Cinnosti zacinajici v uzlu u;, zna¢ime
jej: 7

» Nejdfive mozny konec provadeéni Cinnosti reprezentované hranou h;
ziskame pfi¢tenim doby trvani ¢innosti: t? + y;

» Nejpozdeji pripustny konec provadeni cinnosti koncici v uzlu u;, znacime
jej: tf

» Nejpozdéji pripustny zaCatek provadeéni Cinnosti reprezentované hranou
h; ziskdme odectenim doby trvani innosti: ' — y;

V sitovém grafu vyznacime do jednotlivych uzli i nejdrive mozné zacatky a
nejpozdéji pripustné konce Cinnosti, které v ném zacinaji, resp. konci:



Critical Path Method (CPM)

Vlastni algoritmus metody probih& ve Ctyrech fazich:

1. Vypocet nejprve moznych zacatku: Pro Cinnosti zaCinajici v uzlu u; se
spocte jako maximum nejdrive moznych koncu cinnosti, které do né;
vstupuiji. z‘/p — max;(t + y;) Pro vystupni uzel tak dostaneme nejkratsi
moznou dobu realizace projektu.

2. Vypocet nejpozdeji pripustnych koncu: Pro Cinnosti koncici v uzlu u; se
spocte jako minimum z nejpozdéji pripustnych zacatka cinnosti z uzlu

vystupujicich. &' = minj(t! — y;)
3. Vypocet celkovych &asovych rezerv: Cinnost reprezentovana hranou h;
ma stanoveno, kdy mize nejdfive zadit (t°) a kdy musi nejpozdéji

skongit (t'). Doba, béhem které se musi realizovat, je tedy t! — t a
protoze jeji realizace trva yj;;, dostaneme jeji pro casovou rezervu vztah:

Ri=14 -t~

4. Sestaveni harmonogramu ¢innosti



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdrive mozné
zacCatky cinnosti.

Nejdrive mozna doba ukonéeni projektu je v case
1) = max(18 + 3,17 + 2) = 21 tydnu.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a doplnujeme nejpozdéji pripustné
konce. Predpokladejme, Ze chceme stihnout projekt v nejkrat§Sim mozném
case.

Nejpozdéji pfipustny konec &innosti A je £ = min(10 — 4,11 — 3) = 6.
Protoze jsme vychazeli z nejrychlejSi mozné realizace projektu, samozrejmeé
vySlot{ =6 —6=0.



Critical Path Method (CPM) - 3. faze

Dopocitame rezervy jednotlivych ¢innosti podle vztahu R; =t — &) — y;.
Napfriklad ¢innost J musi probéhnout mezi 17. a 21. tydnem a trva 2 tydny,
jeji rezerva je tedy R;,g = 21 — 17 — 2 = 2 tydny, apod.

3
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Rezervy jednotlivych Cinnosti jsou uvedeny v zavorkach. Cervene je
znazornena kriticka cesta sestavajici z cinnosti A,B,E, |, které nemaji zadnou
¢asovou rezervu.



Critical Path Method (CPM) - 4. faze

Posledni, ale velmi dulezitou fazi je rozvrzeni realizace Cinnosti v ¢ase. Je
nutné urcit, které Cinnosti mohou probihat paralelné a které na sebe musi
navazovat. To nam umozni dale rozvrhovat zdroje potfebné pro jednotlivé
¢innosti. Ukazme si rozvrh ¢innosti v diagramu, kde ramecky tvori nejdfive
mozny zacatek a nejpozdéji pripustny konec Cinnosti, stinovani naznacuje
dobu jejich trvani. V horni ¢asti tabulky jsou kritické ¢innosti s nulovymi
rezervami - tyto musi na sebe bezprostfedné navazovat, aby nedoslo ke
zpozdéni projektu.

Cinnost Cas
01 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

CITOTMUOO|l—MmMmwm >




Metoda PERT

Metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique) je
pravdépodobnostnim rozsirenim metody CPM. V praxi Casto neni realné
stanovit realizacni doby Cinnosti, proto jsou hodnoty y; nahrazeny nahodnymi
veliCinami, které se realizuji na néjakém intervalu (a;, b;). Krome tohoto
mezniho optimistického, resp. pesimistického odhadu se pracuje s
nejpravdépodobnéjsi dobou trvani Cinnosti mj, ta se oznacuje jako modalni
odhad. Skutecné rozloZeni pravdépodobnosti ndhodné veliCiny neni obecné
znamo, ale casto se aproximuje S-rozdélenim. Lze ukazat, ze pro jeji stredni
hodnotu a rozptyl plati:

o a,-j-—|—4m,-j—|—b,-j
Hij = B
b,--—a,--
O-U — 16 Il

Vlastni vypocet metodou PERT se neliSi od metody CPM, jen se misto
hodnot y; pracuje se strednimi hodnotami p;;. Za urCitych predpokladu se da
dle centralni limitni véty aproximovat rozlozeni celkové délky projektu
normalni nahodnou veli¢inou a ziskat tak odpovéd’ na otazky : Jaka je
pravdépodobnost, ze projekt bude ukoncen v Case T, resp. v jakém Case
bude projekt ukoncen se stanovenou pravdépodobnosti p, apod.



Vicekriterialni rozhodovani

V realnych rozhodovacich situacich je Casto dulezité vzit do uvahy vice
optimalizacnich kritérii. Tato vSak zfidka byvaji ve vzajemném souladu, takze
neni mozné najit fedeni, které bude nejlepsi podle vsech kritérii. Ulohy
vicekriterialniho rozhodovani se déli podle zpusobu stanoveni rozhodovacich
variant.

» Jsou-li stanoveny vyctem, mluvime o vicekriterialnim hodnoceni variant
(VHV).

» Jiny pristup je vymezeni variant soustavou omezujicich podminek,
mluvime pak o ulohach vicekriterialniho programovani.



Vicekriterialni hodnoceni variant

V tlohach VHYV je dana mnozina variant X = { X, ..., Xy}, které jsou
hodnoceny podle kritérii Yi, ..., Yx. Kazda varianta je pak popsana vektorem
kriteridlnich hodnot, tyto |Ize pak jako fadky pro jednotlivé varianty shrnout do
kriterialni matice.

Y; Y5 ... Yx
Xi Vi1 Yie ... Wik
Xo | Yo Yoo ... Yok
Xn Yni Yn2 <o Ynk

Soucasti modelu ulohy musi byt u kvantitativnich kritérii i urCeni jejich typu
(maximalizaéni ¢i minimalizacni). Protoze nékteré metody vyzaduiji, aby
vS§echna kritéria byla stejného typu, nékdy je nutné provést transformaci
(napf. u hodnoceni hospodarské vyspélosti je HDP na hlavu kritériem
maximalizacnim a mira nezaméstnanosti minmalizacnim). DalSi oblasti
aplikace VHV jsou velmi Siroké: ruzna vybérova frizeni, hodnoceni podnikd,
vyrobkU Gi sluzeb, vybér lokality pro investi¢ni akci, atd.



Vicekriterialni hodnoceni variant - priklad

Dale uvedené postupy budeme ilustrovat na prikladu vybéru tabletu (z knihy
Tomas Subrt a kol.: Ekonomicko - matematické metody): UZivatel definoval
pét relevantnich hledisek, podle kterych bude jednotlivé nabidky hodnotit:
cena [K¢], velikost operacni paméti RAM [MB], vydrz baterie [hod.], hmotnost
[g] a souhrnne kombinace OS, procesoru a velikosti displeje. V uvahu
pripada pét konkrétnich tabletd T1 - T5, uved'me prehled jejich charakteristik:

cena | RAM | vydrz | hmotnost OS, procesor,
baterie display
T1 12000 | 1000 9,5 680 Android 3.0,Tegra 1 GHz, 10,1”
T2 || 12000 | 1000 10 600 Apple 1054,1 GHz Dual, 9,7”
T3 5000 512 7 380 Android 2.2, 1 GHz, 7”
T4 || 20000 | 4000 3 1160 Windows 7,iCore5 1 GHz, 12,1”
T5 5000 256 4 400 Android 2.1, 800 MHz, 7”

Prvni Ctyfi kritéria jsou kvantitativni (cena a hmotnost minimalizacni, ostatni
maximalizacni), u patého kritéria mame alespon ordinalni informaci v podobé
poradi tablett dle odbornika: 1,3,4,2,5.



Vicekriterialni hodnoceni variant

Mezi zakladni cile pfi analyze VHV patti:
» vybér jedné, tzv. kompromisni varianty (napf. pfi vybérovém fizeni)
» usporadani variant (napr. spotrebitelské zebricky)
» klasifikace variant (napf. pfi prijimackach: prijati/nepfrijati nebo
hodnoceni bonity klientll bankou, atd.)
Vz4jemny vztah mezi variantami muze pfi VHV byt nasleduijici:

» Varianta X; dominuje variantu X, jestlize (yi,...,¥k) > (Vj1,---,Vk), ale
vektory se nerovnaji.

» Varianta X; dominuje variantu X;

» Varianty Xj, X; jsou vzajemne nedominovane.
Rekneme, Ze varianta X; je nedominovana, jestlize neexistuje zadn4 jina
varianta, ktera ji dominuje. Zrejmé kompromisni varianta musi byt vzdy
nedominovana. Dale definujeme pojmy bazalni a idealni varianta, coz je

oznaceni pro zpravidla realné neexistujici variantu nabyvajici nejhorsich
(resp. nejlepsich) hodnot podle vsech kritérii.



VHV - vztahy mezi variantami, priklad

V Uloze o vybéru tabletu stanovte nedominované varianty a vyberte bazalni a
idealni varinatu.

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor,
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3
Tablet 3 5000 512 7 380 4
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2
Tablet 5 5000 256 4 400 5

V tabulce jsou vyznaceny nejlepsi hodnoty dosazené u jednotlivych kritérii.
ldedlni varianta by tedy hypoteticky byla (5000 K¢, 4000 MB, 10 hod., 380g a
1. poradi dle experta). Obdobné bazalni varianta (20000 K¢, 256 MB, 3 hod.,
11609 a 5. poradi dle experta). Nedominované jsou témer vSechny varianty,
dominovany je pouze Tablet 5 (ve vSem horsi nez Tablet 3)



VHYV - vyjadreni preference kritérii

U vetSiny metod VHV je nutné, aby rozhodovatel vyjadril své preference ve
vztahu k jednotlivym kritériim. Tyto preference mohou byt stanoveny pomoci

» aspiracnich urovni kritérii, tedy stanovenim minimalnich hodnot, kterych
ma byt dosazeno u jednotlivych maximalizaénich kritérii (resp.
maximalnich hodnot pro minimalizacni kritéria). Preference kritérii je tak

vvvvvvvvv

» poradi kritérii (ordinalni informace o kritériich)
» vah kriterii: v=(v4,..., %), >, vi=1,vi>0, i=1,..., k. (kardinalni
informace o kritériich)

» miry substituce mezi kriterialnimi hodnotami, na niz jsou zalozeny
kompenzacéni metody VHV



VHV - metody odhadu vah kriterii

Ziskani vah od rozhodovatele primo v numerické podobé byva
problematické, proto je vhodné usnadnit mu situaci pomoci néjakého
jednoduchého nastroje.

» Metoda poradi vyZaduje pouze sefazeni kritérii od nejméné dulezitého

po nejdulezitejsi. Prirazené poradi p; tedy bude nabyvat hodnot 1,..., k
a odhad vah lze ziskat jejich normalizaci: v; = Z’fi ..
i=1Fi

» Bodovaci metoda spociva v tom, Zze rozhodovatel prifadi kazdému
kritériu body p; z néjaké predem zvolené Skaly. PrepocCet bodu na vahy
je stejny jako vyse.

» Fullertv trojuhelnik je zaloZzen na parovém porovnavani kritérii.
Jednotlivym kritériim se priradi tolik bodu p;, kolikrat je zvolen jako
(takovych dvojic je k(k — 1)/2 a Ize je usporadat do trojuhelnikového
schématu, odtud nazev metody)

vvvvvv

projdou vSechny dvojice kritérii a kazdé se pfifadi Cislo s; ~ L, které
J

odhaduje pomér mezi dulezitosti jednotlivych kritérii. Matice
S = (8j)ij=1,... k S€ nazyva Saatyho matice.



VHYV - Saatyho metoda odhadu vah kritérii
Saatyho metoda umoznuje formulovat preference verbalné a pak vyjadrit
numericky pomoci stupnice:
» kritéria Y; a Y; jsou stejne dulezita, pak s; = s; = 1,

VVVVVV
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Jestlize uvedena stupnice nepostacuje, Ize pouzit i mezistupne 2,4,6,8.
Pokud je Saatyho matice tzv. konzistentni, staci vahy spocitat jako reseni
soustavy rovnic £ = s;,i,j =1,...,k, > v; = 1. Pro nekonzistentni matici

i

soustava nema reseni a vahy se pak odhaduji napriklad normalizaci

geometrickych primért radkd matice S: p; = {/ Hj’.‘:1 Sjj.-



VHV - metody odhadu vah kritérii, pfiklad

Pro ulohu o tabletu ukazme ruzné zpusoby stanoveni vah kritérii.
Nejjednodussi metodou poradi by uzivatel pri preferenci ,1.cena, 2.RAM,

3.nazor experta, 4.vydrz baterie, 5.hmotnost“ dospél k vaham

v— (5 4

1

157 157 157 157 157"

Jinym zpusobem je oznaceni preference kritéria z daného radku oproti

kritériim v jednotlivych sloupcich vyznacéenim hodnoty 1 ve Fullerove

trojuhelniku:
cena | RAM | baterie | hmotnost | expert | skore | vahy
cena 1 1 1 1 4 0,4
RAM 0 1 1 1 3 0,3
baterie 0 0 1 0 1 0,1
hmotnost 0 0 0 0 0 0
expert 0 0 1 1 2 0,2

Bohuzel vaha nejméné dulezitého kritéria vyjde pfi konzistenci v preferencich

nulova. Postup je mozné modifikovat pridanim jednic¢ek na diagonale (jako by

VVVVVV




VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Ukazme jesté pro stejné zadani jedno z moznych uzivatelova vyplnéni
Saatyho matice.

cena | RAM | baterie | hmotnost | expert bi Vi
cena 1 4 2 9 2 2,7 | 0,41
RAM 1/4 1 1/2 3 1/2 0,72 | 0,11
baterie 1/2 2 1 7 1 1,48 | 0,22
hmotnost | 1/9 1/3 1/7 1 1/7 0,24 | 0,04
expert 1/2 2 1 7 1 1,48 | 0,22

U Saatyho metody vychazeji vahy vetsSinou vice diferencované nez u

ostatnich metod.




VHYV - klasifikace metod

Existuje cela rada pristupu k reseni uloh VHV, my zminime pouze ty
jednodussi z nich. Metody Ize klasifikovat podle typu informace o
preferencich mezi jednotlivymi kritérii a variantami, viz nasleduijici strucny
prehled.

Informace o preferencich mezi variantami
aspiracni ordinalni kardinalni
urovné informace informace
funkce vzdalenost preferencni mezni mira
uzitku variant relace substituce
od bazalni
resp. idealni
Metody
PRIAM Lexikograficka WSA TOPSIS AHP Kompezacni
ORESTE PROMETHEE
Permutacni ELECTRE




VHV - metody nevyzadujici vahy kritérii

Pokud nejsou znamy preference mezi kritérii nebo jsou kritéria rovnocenné
dulezitd, mizeme pro vybér kompromisni varianty pouzit pouha poradi
hodnot u jednotlivych kritérii (v pfipadé shodnych hodnot se pfifadi primerné
vsechna kritéria.

V prikladu s tablety pracujeme s poradimi rovnou v poslednim sloupci
(expertni nazor). V ostatnich sloupcich nahradime jednotlivé hodnoty
poradim v ramci sloupce a doplnime jejich radkové soucty:

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor | soucet
baterie display
Tablet 1 3 2,5 2 4 1 12,5
Tablet 2 3 2,5 1 3 3 12,5
Tablet 3 1 4 3 1 4 13
Tablet 4 5 1 5 5 2 18
Tablet 5 1 5 4 2 5 17

VVVVV



VHV - metody nevyzadujici vahy kritérii

DalSi metodou nevyzadujici apriori vahy kritérii je metoda PRIAM , ktera
pracuje s aspiracnimi urovnémi kritérii. Varianty jsou pro konkrétni nastaveni
aspiracnich arovni rozdéleny na akceptovatelné a neakceptovatelné. Maze

nastat situace, kdy nevyhovuje Zadna varianta, pak je nutné urovné

nekterych kritérii uvolnit. Naopak, vyhovuje-li mnoho variant, je mozné jejich
pocet zredukovat zpfisnénim nékterych arovni. Metoda PRIAM je
interaktivnim pristupem postupného prizpusobovani aspiracnich mezi k

dosazeni urcitého poctu akceptovatelnych variant (v krajnim pripadé jediné
varianty, kterou pak zvolime jako kompromisni).

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | vyhovuje
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1 NE
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3 ANO
Tablet3 || 5000 | 512 7 380 4 NE
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2 NE
Tablet5 || 5000 | 256 4 400 5 NE

Budeme-li pozadovat jesté niz&i hmotnost, z° = (12000, 256, 7, 600, 3),
zUstane prijatelny pouze tablet 2.




VHV - metody vyZaduijici poradi kritérii

Nejpouzivanejsi a soucasnée zfejmé nejjednodussi metodou z tridy postupu
vyzadujicich pouze ordinalni informaci o kritériich je metoda lexikograficka .

Ridime se dle nejdule

A

D &l

tohoto kritéria jedina, je zvolena jako kompromisni. V pripadé, ze by nejlepSi
hodnoty dosahlo vice variant, vybere se ta z nich, ktera ma lepsi hodnoceni

VDl

Pouzitim lexikografické metody na vybér tabletu, je-li prioritnim kritériem cena
a druhym kritériem vydrz baterie, se rozhodneme pro tablet 3, protoze je
spolu s tabletem 5 nejlevnéjsi a jeho baterie vydzi 7 hodin oproti 4 hodinam

tabletu 5:
cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | vyhovuje
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1 NE
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3 NE
Tablet 3 5000 512 7 380 4 ANO
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2 NE
Tablet 5 5000 256 4 400 5 NE




VHV - metody vyzaduijici kardinalni informaci o kritériich
Existuji tfi zakladni kategorie pfistupl k hodnoceni variant vyuzivajici vah
kritérii, a to:
» maximalizace uzitku
» minimalizace vzdalenosti od idealni varianty
» preferencni relace

Z kazdé skupiny metod uvedeme jednoho zastupce. Prvni z moznosti je
vycisleni uzitku jednotlivych variant na skale od 0 do 1. Pro vyjadreni
celkového uzitku varianty je treba nejprve vyjadrit dilCi funkce uzitku u; dle
jednotlivych kritérii j = 1, ..., n. Kardinalni hodnoty y; jsou tedy nahrazeny

pomoci hodnot uj = u;(yj), j=1,...,n. DilCi funkce uzitku jsou nastaveny

tak, aby idedlni varianta méla dilCi uzitek dle v§ech kritérii roven 1 a bazalni
varianta nulovy. RozliSujeme tfi typy funkci uzitku:

1. linearni (ruast uzitku je proporcionalni ristu hodnot kritéria)
2. progresivni (tempo rustu uzitku se pfri zlepSovani hodnot zvySuje)
3. degresivni (tempo rustu uzitku se pri zlepSovani hodnot snizuje)



VHYV - metody zalozené na funkci uzitku

Metoda vazeného souctu (WSA) je zaloZzena na konstrukci linearni funkce
nejvysSi kriterialni hodnotu, pak |ze pfi maximalizaci nahradit prvky y;
standardizovanymi hodnotami

Yij—D;
Yi;' = ﬁ
Potom bude mit tedy nejhorsi varianta D; uzitek 0 a nejlepsi H; uzitek 1. Pro
minimalizacni kritéria pouzijeme vztah

Hi—yj
=55
Tentokrat bude nejhorsi varianta H; a nejlepsi D; a bude jim opét odpovidat

uzitek 0, resp. 1. Celkovy uzitek varianty X; pak spocteme jako vazeny soucet

dilCich uzitki u(X;) = Z}; viy; avarianty pak sefadime podle klesajicich
hodnot uzitku.



VHV - metoda WSA, priklad

Pouzijme metodu WSA na problém vybeéru tabletu, pricemz prevezmeme

vahy stanovené dle Saatyho metody:

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | uzitek
baterie display
Tablet 1 0,53 0,2 0,93 0,62 1 0,69
Tablet 2 0,53 0,2 1 0,72 0,5 0,59
Tablet 3 1 0,07 0,57 1 0,25 0,63
Tablet 4 0 1 0 0 0,75 0,29
Tablet 5 1 0 0,14 0,97 0 0,47
vah 0,41 0,12 0,22 0,03 0,22
D 5000 256 3 380 1
H; 20000 | 4000 10 1160 5
typ min max max min min

Nejvétsi uzitek nam prinese tablet 1 (v zavésu s tabletem 3).




VHYV - metody zalozené na optimalizaci vzdalenosti od bazalni a idealni
varianty

Metoda TOPSIS spociva ve vybéru varianty, ktera je co nejblize tzv. ideéalni
varianté a soucasneé je co nejdal od tzv. bazalni varianty. PopiSme jeji postup
pro pripad, kdy Ze jsou vSechna kritéria maximalizacni. Postupuje se v
nasledujicich krocich:

1. Normalizace: hodnoty y; se transformuji na r; podle vztahu
Yij

I’,'j = .
2
V2 Y

2. Vypocte se vazena kriterialni matice W = (wj) jako w; = v;r;.

3. Z prvku W se vybere idealni varianta H = (H;, .. ., Hx) a bazalni
varianta D = (D, ..., Dk), kde H; = max;(w;), D; = min;(wj). (Pozor!
Hodnoty H; a D; se neshoduji s témi dfive zavedenymi - jsou spocteny
po normalizaci a zvazeni sloupcu!)

4. Vlypoctou se vzdalenosti variant od idealni a bazalni varianty

df = /S (wy — H)?, & = /S (w; — D))?

v ., p Ly, . d:
5. Nakonec se vypocte relativni vzdalenost od bazalni varianty ¢; = e
i i

a varianty se podle ni sestupné usporadaji.



VHV - metoda TOPSIS, priklad

Pouzijme metodu TOPSIS pro vybér tabletu, jako vahy opét vezmeme
Saatyho odhady.

cena | RAM | vydrz | hmotnost | expert | d d- Ci
baterie

T || 0,181 | 0,028 | 0,129 0,013 0,03 | 0,135 | 0,192 | 0,587

T2 || 0,181 | 0,028 | 0,135 0,011 0,089 | 0,148 | 0,166 | 0,53

T3 || 0,075 | 0,014 | 0,095 0,007 0,119 | 0,138 | 0,235 | 0,63

T4 || 0,302 | 0,112 | 0,041 0,022 0,059 | 0,248 | 0,138 | 0,357

T5 || 0,075 | 0,007 | 0,054 0,008 0,148 | 0,178 | 0,227 | 0,56

Vj 0,41 0,12 0,22 0,03 0,22

typ min max max min min

D; || 0,302 | 0,007 | 0,041 0,022 0,148

H; | 0,075 | 0,112 | 0,135 0,007 0,030

Vypocéteme vzdalenosti od idedini a bazalni varianty d* a d;~ a relativni index
vzdalenosti od bazalni varianty c¢;. Nejlépe se jevi tablet 3.



VHV - metody

Metoda AHP (Analytic Hierarchy Process) modeluje rozhodovaci problém
pomoci hierarchické struktury, kterd ma pro nejjednodussi tlohy tfi drovné

(viz obr.)

T

Cil hodnoceni
100 %

V1

Kritérium Y- Kritérium Y-

V2

Varianta X
W1j, j=1 ,..,k

Varianta X
Wzl, j=1 ,..,k

Kritérium Y«
Vk

/

Varianta X.
an, J=1 ,..,k




VHV - metody

Intenzitu vztahu mezi jednotlivymi prvky hierarchie muzeme vyjadrit pomoci
déleni pocatec¢ni jednotky (100 %) podle preferenci rozhodovatele na dalSi
urovné. Nejprve jsou na druhé urovni pfrifazeny kritériim vahy v;, j=1,... k.
Tyto vahy se dale rozdéluji jednotlivym variantdm podle toho, jak dobre Ci
$patne jsou tyto varianty dle daného kritéria ohodnoceny, cimz pro dané
kritérium dostaneme preferencni indexy wj, i = 1,...,n. Z konstrukce

modelu vyplyva, Ze plati vztahy S5 vi=1, S wi=v;, j=1,...k
Celkovy uzitek, podle néjz Ize varianty usporadat, se vypocte jako

u(Xj) = Z/l'(:1 Wi.
Vlastni numericka realizace je zaloZzena na parovém porovnavani prvku
podobné jako u Saatyho metody: Pro nejvysSi uzel se sestavi porovnavaci
matice (k x k) a z ni se odvodi vahy kritérii. Nasledné se pro kazdé kritérium
urCi preference variant parovym porovnavanim v matici (n x n). Nevyhodou
metody je tedy ocCividné velky objem porovnavani, coz je na druhou stranu
vyvazeno jeji univerzalni pouzitelnosti a moznosti pouziti verbalni stupnice
pro vyjadreni preferenci.



Vicekriterialni programovani

Ve vicekriterialnim programovani jde o optimalizaci vice ucelovych funkci na
pfipustné mnoziné definované sadou omezeni. Narozdil od uloh VHV je
mnozina variant v ulohach nekonecna a kritéria jsou definovana v podobé
funkci. Jsou-li vdechny ucelové funkce i omezujici podminky linearni,
mluvime o vicekriterialnim linearnim programovani (VLP). Problém VLP tedy
muzeme formulovat jako ulohu "optimalizovat"

zi=¢"-x, zz=¢c?-x,...zx =c¥-x,
za podminek
xeX={xeR"Ax < b, x> 0},

kde ¢' je cenovy vektor i-té UEelové funkce.

Pomoci ekvivalence minimalizacni ulohy pro z; s maximalizacni Ulohou pro
—Z; muzeme prevést ulohu do takové podoby, aby v§echna kritéria méla
maximalizaéni charakter. Ulohu je pak mozné zapsat pomoci maticového
zapisu, oznaCime-liz = (zy, z», ..., zx) vektor ucelovych funkci a C matici

vytvofenou z cenovych vektorti ¢!, ¢?,...c¥:

z=C - x— MAX, xe X.



Model VLP - zakladni pojmy

Podobne jako u VHYV je typicky cilem nalézt v mnoziné vSech pripustnych
reSeni pomoci vhodného postupu néjaké prakticky pfijatelné, tzv.
kompromisni feSeni. Je dobré si uvédomit, Ze pfi hledani kompromisniho
fedeni se opét stati omezit na nedominovana feseni. Redeni x € X je
nedominované, pokud neexistuje Zadné pripustné reseni, jehoz vektor
kriteridlnich hodnot by byl ve vSech sloZzkach vétsi nebo roven vektoru C - x
(s vylou¢enim pripadu rovnosti vektoru).

VétsSina principu pro hledani kompromisniho reseni je zaloZzena na reSeni
dilgich uloh linearniho programovani z; = ¢' - x — max, x € X standardni
simplexovou metodou. Vektor xy, ve kterém v8echny ucelové funkce nabyvaji
svych optimalnich hodnot nazyvame idealni reseni. Analogicky bychom mohli
zavést bazalni reseni xp. Optimalni a bazalni feSeni zpravidla nelezi v
pfipustné mnozine.



Model VLP - grafické znazornéni

Vicekriterialni linearni model je mozné zobrazovat v rozhodovacim nebo
kriterialnim prostoru. Nejprve schematicky znazornéme ulohu se dvéma
proménnymi v rozhodovacim prostoru, kde souradné osy budou
reprezentovat hodnoty proménnych.

7

Na hranici mnoziny pripustnych resSeni vymezené kriterialnim kuzelem lezi
v§echna nedominovana reseni.



Model VLP - grafické znazornéni

PFi zobrazovani v kriterialnim prostoru vynasime na jednotlivé osy prfimo
hodnoty Ucelovych funkci.

A

Z,

2 2 2 .

c X Cx CXH

2 1 1

C X Cx

>
1 2 1 1
c X c X Zy

Modre jsou vyznaceny nedominované hodnoty



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

PFfi reSeni uloh VLP muzeme pozadovat vysledky v podobé Uplného popisu
mnoziny nedominovanych reSeni nebo nalezeni nejaké jeji reprezentativni
podmnoziny nebo vybéru nékolika kompromisnich variant. Chce-li uzivatel
vybrat jedinou kompromisni variantu, bude jeho rozhodnuti zna¢né zaviset na
preferencich jednotlivych kritérii. Ty mohou byt zadavany v ruznych fazich
vypoctu:

» pred zapocetim vypoctu,

» interaktivné v prubéhu vypoctu,

» po skonceni vypoctu,

a to opét prostrednictvim aspira¢nich arovni kritérii, poradim kritérii, vahami
kritérii nebo mirou kompenzace kriterialnich hodnot. Podle toho, kdy je
informace o kritériich do modelu zapracovana, délime vypocetni metody na:

» metody s preferenéni informaci a priori

» metody s preferencni informaci a posteriori

» metody s postupnym zpresnovanim preferencni informace
» metody kombinované



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

Metody s informaci apriori délime do nékolika skupin:

» metoda lexikograficka

» metoda minimalni komponenty

» FeSeni jednokriterialni tlohy s agregovanymi Kritérii

» zamena Kkritérii za omezeni

» "minimalizace odchylek"od idealnich hodnot (pfi vhodné zvolené

metrice)

Metody s informaci aposteriori spocivaji v popisu mnoziny nedominovanych
reseni, ve které nasledné uzivatel vybira kompromisni reSeni. Patfi sem:

» metoda parametricka (agregujeme kritéria s parametricky zadanym
vektorem vah)

» metoda omezeni (hledd nedominovana reSeni, kde hodnoty kritérii
dosahuji parametricky zadanych cilovych hodnot)

» vicekriterialni simplexovy algoritmus (postupné urcuje nedominovana
bazicka reseni)

Metody interaktivni probihaji iterativné a jsou zaloZzeny na komunikaci mezi
uzivatelem a rozhodovatelem.



Vicekriterialni programovani - priklad

Ptiklad z knihy Tomas Subrt, Ekonomicko-matematické metody: Vedeni
pujcovny lyzarského a snowboardového vybaveni zvazuje optimalizaci
sortimentu zboZi. Do kalkulaci zahrnuje obvyklou cenu za pujceni vybaveni i
riziko, ze utrpi ztratu, protoze vybaveni nebude pujc¢eno. Denni zisk [v KE] pfi
pujceni jednotlivych kompletu i riziko ztraty pri nepujceni [v bodech] jsou
uvedeny v tabulce.

lyZzarsky | lyzarsky | lyzarsky | snowboardovy
komplet | komplet | komplet komplet
sjezdovy | sjezdovy | bézecky
dospéely détsky
zisk 300 200 170 250
riziko 10 15 25 5

Spolecnost chce investovat nejvyse 1 mil. KE do nakupu kompletd, pficemz
snowboardové komplety chce nakoupit alespon za 200 tis. KC. Pofizovaci
cena kazdého z kompletu je 10 tis. KC. Navrhnéte, jak ma spolecnost
investovat, aby maximalizovala zisk a minimalizovala ztratu.



VLP - priklad, matematicky model

Oznacme xi, ..., X4 promenné vyjadrujici pocCty hakoupenych kompletu.
Kriterialni funkce tedy jsou
z1 = 300x1 + 200x> + 170x3 + 250x4 — max

Z> = 10xy + 15x5 4+ 25x3 + 5x4 — min

PFi pofizovaci cene kompletu 10 000 K¢ budou mit omezeni nasledujici
podobu: celkem Ize koupit maximalné 100 ks kompletu, z toho nejméné 20 ks
musi byt snowboardovée komplety:

X1+ X2+ X3+ x4 < 100

X4 > 20

Dale musime prfidat obligatni podminky :

X1, Xo, X3, X4 > 0

Spravné bychom méli pridat jesté podminky celoCiselnosti, ale nebudeme
pro zjednoduseni zatim uvazovat.

Resenim zjednodusenych uloh modelu, kdy uvazujeme vzdy pouze jednu
kriterialni funkci dostaneme dilCi optimalni reseni.



VLP - dil¢i optimalni feSeni, priklad

Snadno lze zjistit, ze minimalniho rizika pdjéovna dosahne, jestlize nakoupi
pouze pozadované snowboardové komplety, tj. 20 ks po 10 000 K¢ a ostatni
komplety nebude kupovat vibec.

Podobné maximalniho zisku puUjéovna dosahne, jestlize po zakoupeni
pozadovaného mnozstvi snowboardovych kompleta (tj. 20 ks) utrati vSechny

zbyvajici penize za nejziskovéjsi sjezdové komplety pro dospélé. Prostredky
postaci pro zakoupeni 80 ks téchto kompletu.

DilCi optimalni reSeni muzeme znazornit v kriterialni tabulce:

Kriterialni funkce
vVynos riziko
80 dospélych sjezdovych | 29000 880

+ 20 snowboardovych

20 snowboardovych 5000 100

Z hlavni diagonaly tabulky vidime, Ze idealni reSeni je ohodnoceno
kriterialnimi hodnotami zisku a rizika 29000 a 100, ale realné neexistuje.




VLP - lexikograficka metoda

PopiSme si nékteré z metod s apriorni preferencni informaci. Pri pouziti
lexikografické metody rozhodovatel urCi poradi vyznamnosti kriterialnich
funkci (predpokladejme, Ze jiz jsou funkce oznaceny tak, ze z; je
nejvyznamneéjsi a zx nejméné vyznamné, jejich optimalni hodnoty oznacme
z® ..., z). Hledani kompromisniho fedeni spogiva v postupném fegeni
sekvence optimalizacnich uloh

max. z; = ¢' - X, X € X. Pokud m4 Gloha vice optimalnich fe$eni, fedime
dalsi ulohu:

max. zz = ¢® - X, x € X, ¢'x > z®. Opét je-li FeSeni vice, postupujeme
dale, az nalezneme kompromisni reseni jako bod optima ulohy

max. zx = ¢ - x, xe X, ¢'x > z® ... x> z*..

Zmirnit predpoklad, ze jednotlivé ulohy maji vice nez jedno reSeni, je mozné
pripusténim odchylky §;, o kterou se muzou v jednotlivych krocich lisit
hodnoty preferovanych ucelovych funkci od svych optim. Napriklad v druhém
kroku bychom resili ulohu

max. zo =¢?-x, x e X, ¢'x >z — 4, atd.

Popsana metoda v podstaté kopiruje realné uvazovani manazeru.



VLP - lexikograficka metoda, priklad

Jiz vime, Ze pfi preferenci rizika je nejvyhodnéjsi nakoupit pouze 20
snowboardovych kompletu a pfi preferenci zisku 20 snowboardovych a 80
dospélych sjezdovych kompletu.

Jaké by méla uloha reSeni, jestlize budeme preferovat riziko, ale pfipustime
jeho odchylku z idealni hodnoty 100 na 120? Maximalizujeme tedy zisk

zy = 300Xy +200x2 + 170x3 + 250x4 za omezeni

Z> = 10x; + 15x + 25x3 + 5x4 < 120 , (ij. Ze riziko nepresahne hodnotu
120) a dalSich omezeni modelu

X1+ Xo+ X3+ X4 <100 x4 > 20, X1,...,%3 > 0.

Snadno vypocéteme optimalni reSeni x; =2, xo = 0, x3 = 0, x4 = 20, tedy k
pozadovanym dvaceti snowboardovym prikoupime jesté 2 dospélé sjezdové
komplety. Zikame tak 5600 K¢ a riziko bude rovno limitnim 120 bodum.



VLP - metoda minimalni komponenty

Jinym pristupem je stanoveni kompromisniho reseni podle minimalni
komponenty, kdy maximalizujeme nejmensi, tedy nejhorsi komponentu
vektoru hodnot Ucelovych funkci. Dostaneme tedy ulohu LP maximalizovat

z=2¢ zapodminek ¢'-x >4, ¢ x>4,...cK- x>, xeX.

Pokud maji kritéria rozdilnou povahu, je tfeba je nejprve prevést véechna na
maximalizacni a upravit na bezrozmérné, aby byla zajiSténa jejich
srovnatelnost.



VLP - metoda agregace kriterialnich funkci

Pomoci vhodné zvoleného operatoru je mozné sloucit vSechny kriterialni
funkce do jediné. Obecné se pfi agregaci pouzivaji rizné operatory, zde se
jevi nejvhodnéjsi linearni kombinace jednotlivych funkci za pouZiti
normovaného vektoru vah v = (vq, ..., Vk). Misto puvodni optimalizacni
ulohy

z=—C.x— MAX, x € X. feSime jednorozmérnou ulohu
z,=Vv-C-x— max, x e X.

Pozor! Pfi nastaveni vektoru vah je treba vzit v ivahu, Zze hodnoty funkci se
pohybuji na riznych Skalach. Vyznacme agregované kritérium graficky
(zelena pfimka). Nema praktickou interpretaci, je pouze kritériem pomocnym.




VLP - metoda agragace, priklad

Pri agregaci funkce zisku z; a funkce rizika z, je tfeba vzit v ivahu odliSnou
povahu Kkritérii, napriklad mizeme vynasobit z> koeficientem (-1).

Jestlize nastavime vektor vah

V= (760 105 -

pak agregovana ucelova funkce bude mit tvar

Zy =95,9X1 —4,25x, — 15,25x3 + 7, 75Xy.

Snadno nahlédneme, Ze optimalni feSeni tedy bude

x1 =0,x =0,x3 =0, x4, = 100, vSechny penize utratime za snowboardové
komplety. Optimalni hodnota ucelové funkce z, = 775, coZz nema Zadnou
vypovidaci schopnost, ale muzeme pro nalezené re$eni dopocitat hodnotu
zisku 25000 K¢ a hodnotu rizika 500 bodu.



VLP - prevod kriterialnich funkci na omezeni

PFi postupném prevodu kritérii na omezeni postupujeme podobné jako u
lexikografické metody. Predpokladame opét, ze jsou funkce oznaceny od
nejvyznamnejsSino po nejméné vyznamné). Hledani kompromisniho feseni
spociva v postupném reSeni sekvence optimalizacnich uloh

max. z; = ¢' - X, x € X. Optimalni hodnotu ozna¢ime z; a feSime dal&i
Ulohu, kde pripustime urcitou odchylku od z;':

max.z =¢%-X, x € X, ¢'x > zF — §;. Opét zjistime z; a postupujeme

dale, az nalezneme kompromisni reSeni jako bod optima ulohy

k—1

max.zxk =c¢c%-x, xeX, e'x>zF —61,..., x>z, — 6.

Kritéria Ize také prevést na omezeni najednou tak, Zze maximalizujeme pouze
zi > auj, i = 2,...k (aspiracni urovneé vSech kritérii au;,i = 2, ...k
nastavime nékam mezi bazalni a idealni hodnotu pro dané kritérium

(z"m zMaX\ ) Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze mlze byt obtizné nastaveni
aspiracnich urovni, aby nebyla pripustna mnozina prazdna nebo aby nebyl
vliv kritérii eliminovan uplné.



Uvod

Modely datovych obalt (DEA) slouzi k hodnoceni technické efektivity
produkénich jednotek na zakladé velikosti vstupl a vystuput (bez nutnosti
cenového vyjadreni).

Historie:

1957: Farrell: model méreni efektivity jednotek s jednim vstupem a vystupem
1978: Charnes, Cooper, Rhodes: CCR model: vicenasobné vstupy a vystupy,
konstantni vynosy z rozsahu

1984: Banker, Charnes, Cooper: BCC model: proménny vynos z rozsahu

Uvazujme homogenni produkéni jednotky, spotfebovavajici stejny typ zdroju
(material, podlahova plocha, pracovnici, atd.), budeme je oznacovat vstupy, k
produkci ekvivalentnich efektu (trzby, zisk, pocet obslouzenych klientu, atp.),
dale jen vystupy. Pokud v ¢innosti jednotek dominuje pouze jeden vstup a
jeden vystup, Ize snadno vyjadrit efektivitu pomoci pomérového ukazatele

efektivita = vystup/vstup

Pro vicenasobné vstupy a vystupy je mozneé jejich agregovanim ukazatel
modifikovat:
efektivita = vazené vystupy/vazené vstupy



Model s jednim vstupem a vystupem

Uvazujme 8 pobocek obchodni firmy, které charakterizujeme jednim vstupem
(pocCet zaméstnancu) a jednim vystupem (pocCet uzavrenych smluv s klienty).
Efektivitu |ze vyjadrit pomoci ukazatele "pocet smluv na zaméstnance", udaje
jsou zaznamenany v tabulce:

Pobocka A B
zameéstnancu 2 3
smluv 1 3
efektivita 0,5 1

C D E F G H

3 4 3) 3) 6 8

2 3 4 2 3 S
0,667 0,75 08 04 0,5 0,625




Model s jednim vstupem a vystupem

Data reprezentujeme graficky, viz:

pocet smluv

pocet zaméstnancl

Ukazatel efektivity dané pobocCky udava sklon primky spojujici prislusny bod
s pocatkem, pro pobocku B nabyva nejvyssi hodnoty - tuto primku budeme
dale nazyvat efektivni hranici. Nejlepsi pobockou je tedy pobocka B,
efektivitu ostatnich muzeme pak vyjadrit také v relativni mife. Napfiklad
efektivita A / efektivita B =0,5 coz znamena, ze A dosahuje pouze 50%
efektivity B. Tato relativni mira nabyva i pro ostatni pobocky hodnot z
intervalu [0, 1] a je nezavisla na jednotkach, ve kterych jsme vstup, resp.
vystup merili.



Model s jednim vstupem a vystupem

Jakym zpusobem muze jednotka A dosahnout stoprocentni hodnoty, tj.
efektivni hranice? Muze sniZit vstupy pfi zachovani vystupu (model
orientovany na vstupy, v grafickém znazornéni reprezentuje bod A;) nebo
zvysit vystup pfi zachovani vstupu (model orientovany na vystupy, v
grafickém znazorneéni reprezentuje bod A.) nebo zmenit oboji. Jednotky
As, A> nazyvame virtualni, neodpovidaji zadné realné poboéce. Usecka
A1 A; reprezentuje vSechny dostupné body na efektivni hranici, pro jejichz
dosazeni A nemusi zvySovat pocet zaméstnancu nebo sniZzovat pocet
uzavrenych smiuv.

pocet smluv

pocet zaméstnancl



Model s jednim vstupem a vystupem

Oznacime-li souradnice bodu A[x, y|, A1[X1, ¥1], Az2[X2, 2|, vzhledem k tomu,
ze Ay, As lezi na efektivni hranici, Ize ve vyjadreni relativni efektivity A pouzit
ve jmenovateli misto jednotky B libovolnou z téchto virtualnich jednotek.
Dostaneme pak

f/;—l = X/x; nebot y = y;
nebo
5/ = Y2/y nebot x = x.

V modelu orientovaném na vystupy muzeme relativni efektivitu interpretovat
jako potrebné navySeni vystupu, y72 = % = 2, tedy efektivni hranice by A
doséahla zdvojnasobenim poctu uzavrenych smiuv.

Pro model orientovany na vstupy prevracena hodnota relativni efektivity
reprezentuje potfebnou redukci vstupd, 31 = % = 0, 5, tedy efektivni hranice

by A dosahla s polovinou zaméstnancu.



Model s jednim vstupem a vystupem

V predchozich uvahach jsme pracovali s predpokladem konstantnich vynosu
z rozsahu, kdy efektivni hranice byla tvorena polopfimkou, tj. pro kazdou
pobocCku s kombinaci vstupu a vystupu [x, y] se predpoklada za dosazitelnou
| kombinace [ax, ay] pro lib. a > 0. Ukazatel relativni efektivity pak vychazi
shodné, at' pouzijeme model orientovany na vstupy Ci na vystupy.

Za predpokladu variabilnich vynosu z rozsahu je treba efektivni hranici
modifikovat.

pocet smluv

pocet zaméstnancl

Nyni tvori hranice obal dat, tak Zze efektivni se jevi téz jednotky E a H.



Model s jednim vstupem a vystupem

Ukazatel relativni efektivity se muze menit podle pouzitého modelu.
Napfriklad pro jednotku F pfi orientaci na vstupy dostaneme hodnotu

efektivita f / efektivita F = 2/5 = 0,4, kdeZzto pfi orientaci na vystupy
hodnotu efektivita F/efektivita E = 1/2= 0,5 .

pocéet smluv

pocet zaméstnancu



Dva vstupy a jeden vystup

Uvazujme priklad 9 supermarketu , kde jako vstupy bereme pocet
zaméstnancu (v desitkach) a podlahovou plochu (v 1000 m?), vystupem
rozumime rocCni trzby. Za predpokladu konstantnich vynosu z rozsahu
muzeme dale pracovat s hodnotami vstupu prepocétenymi na jednotku
vystupu. Normované hodnoty jsou uvedeny v tabulce.

Obchod A B C D E F G H I

zaméstnancu | 4 7 8 4 2 5 6 55 6
plocha 3 3 1 2 4 2 4 25 25

trzby 1 1 1 1 1 1 1 1 1




Dva vstupy a jeden vystup

(R AN

k pocCatku, efektivni hranice obaluje data nasledujicim zpusobem:

plochaltrzby

zameéstnancu/trzby
Obchod A je neefektivni, miru jeho efektivity mizeme mérit radialné jako

% = 0,8571 . Protoze virtualni jednotka P je kombinaci jednotek D,E,

nazyvame je referencnimi jednotkami pro A. Efektivni hranice Ize dosahnout
téz jinak nez proporcnim snizenim obou vstupl o 15%, snizeni pouze
jednoho vstupu pri zachovani urovné druhého demonstruji body A+, D.



Jeden vstup a dva vystupy

Nyni naopak uvazujme pripad, kdy u 7 obchodnich kancelari sledujeme 1
vstup (pocet obchodniku) a dva vystupy (pocet obslouzenych zakazniku a
trzby. Hodnoty vystupu u jednotlivych pobocek prepoctené na 1 obchodnika
jsou uvedeny v tabulce.

Kancelar A B
obchodnikd | 1
zakazniku 1
trzby 5

N o = Q)

o K =|m
o ol —=| M

C D
1 1
3 4
4 3




Jeden vstup a dva vystupy

Muzeme znazornit jednotkové vystupy jednotlivych kancelari, efektivni

hranice bude obalovat data z opacné strany, protoze body lezici bliz k

pocatku reprezentuji méné efektivni jednotky. (jde o jednotky A,C,D)
klientl na obchodnika

o)

trzby na obchodnika

Miru neefektivity 1ze opét méfrit radialné, napriklad pro jednotku D jako

|OD|
|OP|

technickou neefektivitu, z bodu Q Ize jesté zvySit trzby bez ztraty klientt az
na uroven bodu B.

= 0,75 . Pro bod A by analogicka mira vyjadrovala pouze tzv.



CCR model

Pro njednotek U, ..., U, u nichz sledujeme m vstupu a r vystupu zavedeme
oznaceni Xjq pro i-ty vstup g-té jednotky a yjq pro j-ty vstup g-té jednotky. Pro
Ug znacime xq = (Xiq, - - -, Xmg)’s Yqa = (Viq, - - - » Vrg)'- Hodnoty Ize usporadat
do matic

X= [X"Q]:q_-l{‘.‘...’,r? » ¥ = [}/jq]jq:; """ P

Pomoci vektord nezapornychvah v = (vy,...,Vn), U = Uy, ..., U, muzeme

pro libovolnou jednotku U, definovat

virtualni vstup = vixig + ... + VimXmg = VXq 2

virtualni vystup = U1 y1qg + . . . + Uryrg = UYyg.

Miru efektivnosti dané jednotky pak vyjadfime jako podil jejiho virtualniho
vystupu a vstupu.

CCR model optimalizuje vahy vstupu a vystupu tak, aby mira efektivnosti

U1y1q-|-...+Uryrq . UYq
ViXigt.--+VmXmqg =~ VXq

dané jednotky Uy, z = byla maximalni za podminky, Zze

efektivnosti ostatnich jednotek jsou nejvyse jednotkové. Existuje-li kladné
reSeni s optimalni hodnotou ucelové funkce z* = 1, pak se jednotka U,
oznacuje jako CCR efektivni.



CCR model orientovany na vstupy

Cely model pro jednotku U, Ize formulovat jako ulohu linearniho lomeného
programovani
_ Wygt---+Uryrg

 ViXygt...+VmXmg — Mmaxuy,y
za omezeni
Ut Yik=+---+Ur¥rk <1, k=1 n
s ... Ny

ViXikt-o - tVmXmk —

u > 0, \/,20/—1 .m,j=1,...r.

Ulohu Ize snadno linearizovat pomoci Charnes-Cooperovy transformace:
Z=UWUYig+ ...+ UYrg — MaXy,y

za omezeni

ViXig+ ...+ VmXmg = 1

U1Yik+ ...+ UYk < ViXik+ ...+ VoXmk, K=1,...n
u>0,vi>0,i=1,...m j=1,...r.

Tento model nazyvame CCR modelem orientovanym na vstupy. Mnozina
takovych indexu k € {1, ... n} efektivnich jednotek, pro které jsou omezujici
podminky v Uloze pro U, aktivni, definuje tzv. referencni mnozinu pro Uj.



CCR model - priklad

Uvazujme ulohu s dvéma vstupy a jednim vystupem, hodnoty pro 6 jednotek
jsou uvedeny v tabulce:

Jednotka | A B C D E F
X 4 7 8 4 2 10
Xo 3 3 1 2 4 1
y 1 1 1 1 1 1

Linearizovana uloha pro jednotku A bude mit podobu:
Z = U — max

za omezeni
4vi +3vo =1, u, vi, vo >0

u<4vy + 3w (A) u<ivvy+ 3w (B)

u<8vi+w(C) u<dvi+2v (D)

u<2vi+4w (E) u<10vy + v (F)
Ulohu Ize vyfesit standartnimi postupy linearniho programovani, pro A
dostaneme reSeni z* =u* =6/7, v{ = v, = 1/7 . Jednotka A neni
efektivni, protoze z* = 6/7 < 1, omezujici nerovnice pro jednotky D, E jsou
aktivni, tedy D,E jsou kandidaty na referencni jednotky pro A.



CCR model - priklad

Ulohy pro ostatni jednotky budou podobné, ligit se budou pouze v omezujici
rovnosti, pro jednotku B to bude podminka 7v; 4+ 3v>. = 1, atd. V tabulce jsou
shrnuty vysledky uloh pro v§echny jednotky:

jednotka | x4 | X2 | ¥y | Vi Vo | Z°¥ = u* | referenCni mnozina
A 4 | 3 | 1| 1/7 1/7 6/7 D,E
B 7 | 3 | 1| 119 | 419 | 12/19 C,D
C 8 | 1 |1 | 112 | 1/3 1 C
D 4 | 2 |1 | 1/6 1/6 1 D
E 2 | 4 |1 |314 | 1/7 1 E
F 10| 1 |1 0 1 1 C

Vidime, Ze jednotky C,D,E jsou efektivni. Optimalni hodnota ucelové funkce
pro F je sice také rovna 1, ale referencni jednotkou pro F je C, protoZze ma pri
stejném vstupu v> nizsi vstup v4. V definici CCR efektivity je tedy treba
zduraznit: jednotka je CCR efektivni, je-li jeji z* = 1 a existuje aspon jedno
reseni, pronéz u* > 0, v* > 0. PoZadavek existence kladnych vah Ize
zapracovat primo do modelu, kdy v podminkach nezapornosti proménnych
zmeénime pravou stranu na néjaké ¢ > 0.



CCR model - dualni uloha

ZapiSme CCR model pro jednotku U, maticove:
Z = Uyq — maXy,y

za omezeni

VXq = 1

uY < vX,

u, v>0.

K Uloze formulujme jeji dualni problém, dualni proménné oznacime 6 a
A= ()\1,---)\n)/:

Z =0 — ming,

za omezeni

0Xq > XA\,

Y\ > Vg,

A>0

Pouziti dualniho modelu je vyhodné z vypocetniho i interpretacniho hlediska.



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je
lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:

OXq > X\, YA > yq

Hodnocena jednotka U, lezi pfimo na efektivni hranici, je-li totozna s
nalezenou virtualni jednotkou. Nutné tedy musi byt optimalni hodnota
Ucelové funkce modelu 6* (tzv. Farellova efektivita) vyjadrfujici potfebnou
radialni redukci vstupu k dosazeni efektivni hranice jednotkova, 6* = 1. P¥i
spinéni této podminky je jednotka U, téZ nazvana technicky efektivni.

K dosazeni CCR-efektivity vSak souc¢asné musi byt nulové vSechny pridavné
promenné prevadeéjici omezujici nerovnosti na rovnosti:

S_ZHXq—XAZO,S—i_:Y)\—yq:O.

Pti spIinéni vSech téchto podminek vyhovuje hodnocena jednotka tzv.
Pareto-Koopmansové definici efektivity, tj. neni mozné zlepsit Zadny z jejich
vstupu a vystupu, aniz by sou¢asné nedoslo ke zhorSeni jiného.



Dualni CCR model - alternativni formulace

Uvazujme primarni CCR model s pozadavkem nenulovostivahu, v > ¢ > 0

aoznatme e = (1,...,1)". Dudlni Glohu Ize téZ formulovat ve tvaru
Z=0—c-(e-s"+e-87)— miny e+ s

za omezeni

S = QXq - X)\,

S+ — Y)\ - yq,

Optimalni hodnoty modelu davaji jednotce U, navod pro zlepseni vstupu a
vystupl na Xq, Yq pomoci tzv. CCR - projekce:

Xq=0"Xq—S ", ¥q =Yq+87,

nebo téz
Xq = X\", yq' = Y™
Pritom ty indexy j € {1,...,n}, pro néz jsou hodnoty A/ kladné, urcuji

referencni jednotky pro U.



CCR model orientovany na vystupy

Pro jednotku U; muzeme také formulovat CCR model orientovany na
vystupy, zapiSme jej rovnou v upravené dualni podobé:

Z=0O+c-(e-8"+e-87)— Ming ¢+ s—

za omezeni
S_ — Xq — X)\7
S+ — Y)\ - @yq,

A, 87,8 >0

Pokud je ©* > 1, jednotka U, neni efektivni a hodnota ©* vyjadfuje
potfebnou miru proporcionalniho navySeni vstupu. Opét Ize analogicky
definovat CCR projekci na efektivni hranici jako

Xqg = X\", yq' = YA\".

V CCR modelech plati, Ze miry efektivnosti jednotky U, pfi orientaci na
vstupy Ci vystupy (tj. optimalni hodnoty ucelovych funkci modeld) jsou
vzajemné prevracenymi hodnotami 6 - ©* = 1



BCC model orientovany na vstupy

Jako modifikaci modelu CCR, ktery predpoklada konstantni vynosy z rozsahu
a definuje tak kénicky obal dat, navrhli Banker, Charnes a Cooper model
vyuzivajici variabilni vynosy z rozsahu, tzv. BCC model. Pfi tomto pfistupu
jsou data obalovana konvexnim obalem, jako virtualni jednotky se neuvazuji
libovolné nezaporné kombinace X\, Y\, ale pouze kombinace splnuijici

podminku eX = 1 . Diky této dodatecné podmince vychazi zpravidla jako
efektivni vetsi pocet hodnocenych jednotek.
Uved'me formulaci dualnino BCC modelu orientovaného na vstupy:

zZ=0—c-(e-s"+e-87) = miny ¢+ s

za omezeni

S~ = 0Xq — X\,
s =Y\ -y,
e\ =1

A\, 87,8 >0

Jako BCC efektivni jsou identifikovany ty jednotky, pro néz je
0" =1, =0, * =0.



Dalsi DEA modely

Kromeé zakladnich DEA modelu byla navrzena rada jejich modifikaci, mimo

jiné:

>

>

>

aditivni, téz SBM (Slack-Based Measure) model: nenuti uzivatele
rozliSovat mezi orientaci na vstupy nebo vystupy, méri efektivnost pfimo
pomoci ptidavnych proménnych s—, s

DEA modely s nekontrolovatelnymi vystupy a vstupy

DEA modely s nezadoucimi vystupy a vstupy

Modely superefektivnosti

diskrétni modely, napf. FDH (Free Disposable Hull) model

pro hodnoceni zmén efektivnosti v ¢ase navrzeny Malmquistav index

Metody jsou podrobnéji popsany v pouzité literature:
» J. Jablonsky, M. Dlouhy: Modely hodnoceni produkénich jednotek,

Professional Publishing, Praha 2004

» W. W. Cooper, L. M. Seiford, K. Tone: Data Envelopement Analysis,

Springer, New York 2007



Pouziti DEA k hodnoceni efektivnosti dopravnich podniku

Udaje z vyroéni zpravy Sdruzeni dopravnich podnikil za rok 2012
(http://www.sdp-cr.cz/o-nas/vyrocni-zpravy/) byly pouzity k hodnoceni
efektivnosti podnik z 19 mést. V prvni tabulce jsou uvedeny Gdaje v
nasledujicim poradi:

» pocet prepravenych osob (tis. osob)
» trzby (tis. KC)
» vozové kilometry (tis.)
» pocet zamestnancu
» z toho fidicu
Druhd tabulka popisuje vozovy park.



mésto preprav. trzby  vozokm zamést.  fidiCU
1. Brno 352052 994040 38118 2727 1375
2. Ceské Budgjovice 38 091 129 059 5673 384 187
3. D&&in 8 938 42 731 3678 207 132
4. Hradec Kralové 35162 120854 6 242 401 226
5. Chomutov-Jirkov 5 223 50 367 1838 253 163
6. Jihlava 13530 50 232 2 821 170 94
7. Karlovy Vary 13436 65 174 2 624 260 148
8. Liberec 32656 192 236 8 648 377 169
9. Marianské Lazné 3 844 11 439 495 30 19
10. Most-Litvinov 27 418 110 059 4 908 471 216
11. Olomouc 52737 143318 5902 432 255
12. Opava 10 750 50 476 3 046 180 115
13. Ostrava 96389 519873 33773 2008 1026
14. Pardubice 27178 119280 5721 406 189
15. Plzen 99154 300097 15102 1030 570
16. Praha 1383124 4508422 167760 10595 4207
17. Teplice 15 039 94 159 5726 265 176
18. Usti nad Labem 47 091 203 278 7 347 501 253
19. Zlin-Otrokovice 32 335 119 506 4812 340 184




mésto autobusy tramvaje trolejousy metro | celkem
1. Brno 298 309 151 0 758
2. Ceské Budgjovice 83 0 58 0 141
3. Décin 55 0 0 0 55
4. Hradec Kralové 95 0 36 0 131
5. Chomutov-Jirkov 29 0 19 0 48
6. Jihlava 32 0 32 0 64
7. Karlovy Vary 67 0 0 0 67
8. Liberec 139 68 0 0 207
9. Marianské Lazné 4 0 9 0 30
10. Most-Litvinov 80 57 0 0 137
11. Olomouc 77 60 0 0 137
12. Opava 34 0 34 0 68
13. Ostrava 297 273 62 0 632
14. Pardubice 73 0 55 0 128
15. Plzen 113 122 88 0 323
16. Praha 1214 920 0 738 2872
17. Teplice 65 0 38 0 103
18. Usti n. Labem 73 0 68 0 141
19. Zlin-Otrokovice 37 0 57 0 94




Pouziti DEA k hodnoceni efektivnosti dopravnich podniku

Jako vstupy pro analyzu byly pouzity celkové pocCty zaméstnancu a celkovy
vozovy park, jako vystupy pocty prepravenych osob, trzby a ujeté vozové
kilometry. Byl zvolen model CCR orientovany na vstupy, vypocty byly
realizovany prostrednictvim doplhku Solver pro MS Excel a aplikace pro DEA
(http://nb.vse.cz/ jablon/)

Vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce, ¢ervené jsou vyznaceny
podniky, které vysly jako efektivni.



meésto efektivita | Cisla refer. jednot.
1. Brno 0,9889 16

2. Ceské Budgjovice 0,833 8 9 16
3. Décin 1 3

4. Hradec Kralové 0,8546 8 16 17
5. Chomutov-Jirkov 0,6684 16

6. Jihlava 0,8493 8 16 17
7. Karlovy Vary 0,6592 3 16

8. Liberec 1 8

9. Marianské Lazné 1 9

10. Most-Litvinov 0,6092 3 16 17
11. Olomouc 0,9351 16

12. Opava 0,8209 8 16 17
13. Ostrava 0,8838 3 16 17
14. Pardubice 0,7743 3 16 17
15. Plzen 0,8426 8 16 17
16. Praha 1 16

17. Teplice 1 17

18. Usti n. Labem 0,9465 8 16

19. Zlin-Otrokovice 0,8695 3 16 17




Matematicka analyza funkci vice proménnych

Predpokladejme dale, ze funkce f je spojité diferencovatelna az do radu 2.
Gradient funkce

Bud X C R”, f: X — R funkce n proménnych. Gradientem funkce f v bodé
t=(4,...,t) € X nazyvame vektor

VIit) = (f, (1),..., f, 1) "
Hessova matice

Hessovou matici funkce f vbode t = (t,..., ) € X nazyvame symetrickou
matici radu n:

H(t) = (¢ ()7 =1

Pfiklad : Urdete gradient a Hessovu matici funkce f(x, y) = x - y? v bodé
(5,3).

Reseni: Parcialni derivace prvniho fadu jsou: fy(x,y) = y°, fj(x,y) =2x -y,
tedy V£(5,3) = (9,30) . Parcialni derivace druhého fadu jsou:

7 /" /" 0 °
f(X,¥) =0, fy(x,y) =2y, fy(x,y) =2x, tedy H(5,3) = ( 5 10 )



Smeérové derivace

Uvazujme X C R”, funkci f : X — R, bod t € X a jednotkovy vektor s € R”".
Vytvoiime funkci jedné proménné o(x) = f(t + x.s). Hodnotu ¢’ (0) nazveme

derivaci f ve sméru s a znacime fs(t). (pozn.: obdobné definujeme £’ (t)
jako ©"'(0).) Da se ukazat, ze plati

() =s- Vi), K1) =s-H{Y) s’

PFiklad : Urcete prvni a druhou derivaci funkce f(x, y) = x - ¥ ve sméru
s = (s 75)
Reseni: Vime, ze Vf(x,y) = (y2, 2xy) ", tedy fi(x, y) = \J;gxy

Hessova matice je: H(x, y) = ( 20y g ) tedy

f§(x,y)=5-(0+2y+2y+2x) =2y +x.



Grafické znazornéni funkce dvou proménnych

V tfirozmérném prostoru si muzeme graf funkce dvou proménnych predstavit
jako zemsky povrch. Pro znazornéni povrchu ve 2D se pouzivaji vétSinou
vrstevnice funkce.
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Grafické znazornéni funkce dvou proménnych

Podobnym zpusobem si muzeme znézornit treba funkci f(x, y) = exz%yz

I 1 I I I I
-2 “15 -1 -0.5 4] 05 1 15 2

Vrstevnici funkce f(x, y) "o nadmorské vysce c"rozumime mnozinu vSech
bodl (x, y) € R? takovych, Ze plati f(x, y) = c¢. Naptiklad pro vyse uvedenou
funkci f(x, y) urCime nultou vrstevnici jako mnozinu vSech reSeni rovnice o
dvou neznamych ex2X+y2 — 0. Zfrejmé musi byt x = 0, ale y je libovolné, tedy

dostaneme mnozinu {(0, y), y € R}.




Grafické znazornéni gradientu funkce dvou proménnych

Gradient Vf(x, y) vetSinou znazornujeme jako vektor vychazejici z bodu
(x,y) do bodu (x + fi(x,y), ¥y + f,(x,y)). Na obrazku vidime gradienty
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funkce f(x, y) = —5— v bodech pravidelné site.
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Gradienty a vrstevnice

Znazornime-li gradienty funkce do stejného obrazku s vrstevnicemi, muzeme
si vSimnout, Ze se jevi jako normalové vektory vrstevnic. Da se ukazat, ze
libovolna funkce f v zadaném bodé x nejprudcCeji roste ve sméru gradientu
Vf(x) a nejstrmeji klesa ve smeru —V£(x).
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Konvexni mnozina

Mnozinu M Cc R" nazveme konvexni , jestlize pro kazdé dva jeji body A, B
jsou vSechny body Usecky AB také prvky mnoziny M. Tuto vlastnost mizeme
analyticky vyjadfit symbolickym zapisem:

ABeM=V\c(0,1): \A+(1—=\)BeM

Na obrazku je znazornén priklad konvexni a nekonvexni mnoziny.

Poznamka: Prunik dvou konvexnich mnozin je opét konvexni mnozinou (toto
tvrzeni Ize tedy zrejmé rozSifit pro prunik vice konvexnich mnozin).



Konvexni funkce

Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R” nazveme konvexni na
M, jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati:

YA € (0,1) : FAA+ (1 — A\)B) < M(A) + (1 — MF(B).

Pokud je pro vSechna A # B a )\ € (0, 1) tato nerovnost ostra, je funkce f na

mnoziné M ostre konvexni . Geometricky vyznam: "Spojnice kazdych dvou
bodu grafu lezi nad grafem."Na obrazku je zndzornén priklad funkce
f(x,y) = x* + y?, ktera je konvexni v RZ.

N O - N w 4 [&] [o}] -~ <o




Konvexni funkce
Priklady konvexnich funkci v R":

» Pro libovolny vektor ¢ € R” je linearni funkce f(x) =c¢' -x konvexni na
R" (neni ale ostfe konvexni).

» Euklidovska metrika ||x|| = y/>_7_, x? je konvexni na R”".

Pro konvexni funkce plati fada tvrzeni:

» Jsou-li f(x) a g(x) konvexni funkce, pak jejich soucet f(x) 4+ g(X) je téz
konvexni (totéz plati i pro soucin f(x) - g(x) v pfipadeé nezapornosti
funkci).

» Pro konvexni funkci f(x) na R" a libovolnou konstantu ¢ plati: Mnozina
X ={x e R": f(x) < c} je konvexni.

» Protoze prunik konvexnich mnozin je konvexni mnozinou, ziejme je i
pfipustna mnozina linearnich tloh X = {x € R": A-x < b} pro

libovolnou matici A a vektor pravych stran b konvexni mnozinou.
Rikame, Zze X je konvexni polyedr.



Hessova matice konvexni funkce

Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Uvahy pro funkci vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je

konvexni v bodé t prave kdyz pro kazdy smer s plati: £'(t) > 0 (pfi
platnosti ostré nerovnosti dostaneme ostrou konvexitu). Tedy Hessova matice
H(t) ma nasledujici vlastnost:

vscR": f/(t)=s-H({)-s' >0

V linearni algebre se takové matice nazyvaji pozitivné semidefinitni (pokud

je nerovnost pro kazdé nenulové s ostra, pak je matice pozitivné definitni).
PFiklad : Je funkce f(x, y, z) = x* + z - y* konvexni v bodé [1,1,1]?

2 0 0
Reseni: Spoéitame Hessovu matici: H(1,1,1)=| 0 2 2 |, napfiklad
0O 2 0

pro vektor s = (—1,—1,2) platis - H(1,1,1)-s' = —4 < 0. Funkce neni v
bodé [1, 1, 1] konvexni.



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f : R” — R méa v bodé a € Df :
1. lokalni maximum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)
2. lokalni minimum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)

Poznamka: jsou-li nerovnosti spinény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostré.

Pozndmka: Funkce f muze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho radu.

PFiklad: Funkce f(x, y) = x* — y* ma stacionarni bod [0, 0], kde neni extrém,
jedna se o sedlovy bod.




Lokalni extrémy

Pfi rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
ridime pomoci Hessovy matice. Zrejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ostfe konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva sveho lokalniho minima. Pozitivne definitni matici Ize rozpoznat
podle toho, Zze ma vSechny hlavni minory, tj. determinanty vychazejici z
levého horniho rohu, kladné.

Podminky pro existenci extrému shrnuje

Sylvestrovo kritérium Bud f: R” — R a a € Df jeji stacionarni bod.

Oznatme Dk(a), k =1, ..., ndeterminant submatice vytvofené z prvnich k
radku a sloupcu Hessovy matice H(a). Pak
1. Jestlize Dy(a) > 0, D>(a) > 0,..., Dy(a) > 0, ma f v alok. minimum.
2. Jestlize Dy(a) < 0, Do(a) >0,..., (—1)"Dy(a) > 0, ma f v alok.
maximum.
3. Jestlize jsou vSechny minory Di(a), kK = 1,..., n nenulové a pritom

neplati Zadna z predchozich moznosti, pak v bodé a neni extrém.
Pfiklad: Hessova matice funkce f(x, y) = x* — y* ve stacionarnim bodé

. 2 0
[Oa O] Je: H(Oa O) — ( 0 -2
D:(0,0) =2, D-(0,0) = —4, tedy je indefinitni a v bodé [0, 0] neni extrém.

) , jeji hlavni minory jsou



Lokalni extrémy - priklad

Analytické feSeni ulohy hledani volnych extrém( funkce f v R" tedy spociva v
nalezeni stacionarnich bodu (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetreni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pri hledani stacionarnich bodu
feSime soustavu n rovnic 0 n neznamych.

Pfiklad : Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = x°y + y°x — xy.
Reseni: Prvni derivace jsou fy = 2xy + y* — y, f, = x* + 2xy — x. Polozime-li
obé parcialni derivace soucasné nule, ma soustava nasledujici reseni:
x=y=0,x=0,y=1, x=1,y=0;, x=1/3,y = 1/3, coz dava Ctyri
stacionarni body dané funkce. Hodnoty Hessovy matice ve stacionarnich
bodech jsou postupné H(0,0) = ( 2 (; ) H(0,1) = ( 1 g) )

0 1 2/3 1/3 ]
H(1,0) = ( 11 ) H(1/3,1/3) = ( 13 2/3 ) Pouze posledni
matice je pozitivné definitni, funkce ma jen jedno lokalni minimum, ato v
bodé [1/3,1/3].



Globalni extremy

Rekneme, Ze funkce f dosahuje na mnoziné X v bodé a € X svého

1. globalniho maxima jestlize Vvx € X plati f(x) < f(a)

2. globalniho minima jestlize vx € X plati f(x) > f(a)

Poznamka: Misto pojmu globalni téZz pouzivame pojem absolutni. Opét
definujeme ostré extrémy, jestlize nerovnosti jsou ostré pro VX # a.

Weierstrassova véta:

Je-li X € R" ohrani¢ena, uzaviena mnozina a f : R” — R spojita funkce na
X, pak ma f na X globalni extrémy, a to bud’ v bodech lokalnich extrému
nebo na hranici mnoziny X.

Poznamka: Neni-li mnozina X uzaviena nebo ohrani¢ena, pak globalni
extrémy nemusi existovat. Pokud extrémy existuji, jsou jejich hodnoty urceny
jednoznacné. Funkce v8ak muze nabyvat téchto hodnot obecné ve vice
bodech. Hranici mnoziny lze vétSinou popsat pomoci rovnic. VySetfovani
hranice je Ulohou s omezenim.



Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(xy) = (x — 1)® + (¥ — 3)? na obdéIniku,
ktery je urCen body A= [0;0]; B=[2;0]; C =[2;1]; D = [0; 1].

Reseni: Nalezneme lokalni extrémy funkce f. Spoéteme parcialni derivace
fy = 2x — 2 a f, = 2y — 1 a nalezneme stacionarni bod s = [1, ;]. Matice
2 0
0 2
kladné a proto v bodé s nastava lokalni minimum funkce f.

Hranice zadané mnoziny je tvorena ctyrmi useCkami AB, BC, CD a DA. Je
tedy treba resit Ctyfi optimalizacni Ulohy s funkci f a postupné s podminkami
Vi Zy:O, V2:X:2, V3:y:1aV4:x:O.

druhych derivaci je rovna H(s) = ( ) Hlavni minory této matice jsou

Pozor! Pri této formulaci je zapotfebi zvlast vysetfit body A, B, C, D, protoze
nehledame extrémy na celych hranicnich primkach, ale pouze na prislusnych
usecCkach.



Globalni extrémy - priklad

Ulohy optimalizace f za podminky V;, kde i = 1,2, 3, 4 pfevedeme na

ekvivalentni ulohy nalezeni lokalnich extrému funkci F;, kde

Fi(x) = f(x,0) = (x — 1)* + 3,

Fo(y) =f(2,y) = (y — 3)° + 1,

Fs(x) = f(x,1) = (x = 1)* + 1,

Fa(y) =f(0,y) = (y — 3)° + 1.

Snadno se zjisti, Ze jednotlivé Ulohy maji minimum v bodech postupné:

a=1[1,0],b=1[2,31],c=[1,1]ad = [0, ]. Hodnoty funkce f ve vSech

podezrelych bodech shrneme v tabulce:
x |[s|A|B|C|Dja|b

d
fx) | 0] 2|2 2 12| 1

Je zfejmé, ze nejmensi hodnoty dosahuje funkce v bode s = [1, %] a nejvetsi
v bodech A, B, C, D.

= O

<O




Uloha nelinearniho programovani (NLP)

Ulohu hledani extréma funkce n proménnych f(x) na mnozing M
vymezené podminkami
g1(x) < (resp. =, resp. >)0

92(x) < (resp. =, resp. >)0

gm(X) < (resp. =, resp. >)0,
kde alespon jedna z funkci f, g, ..., gn je nelinearni, nazveme
ulohou nelinearniho programovani (NLP).

Je-li m = 0, tj. nejsou prfitomna zadna omezeni, hledame tedy extrémy
funkce f na celém R" a hovofime o volnych extrémech. V pfipadé, kdy jsou
na promenné uvalena omezeni, ti. m > 0 nebo kdyz je defini¢ni obor funkce f
limitovan na néjakou podmnozinu X C R”, hovofime o vazanych extrémech.

Poznamka: U Uloh NLP nemusi existovat Zzadné reSeni nebo naopak muze
existovat vice extrému, z nichz nékteré jsou pouze lokalni. Optimum nemusi
leZet pouze na hranici pfipustné mnoziny!



Uloha nelinearniho programovani (NLP) - p¥iklad

UvaZujme ulohu optimalizace funkce f(x, y) = x° — 3x + y°> — 3y na mnoziné
M vymezené nerovnostmi x > 0, y > 0,2x + 2y < 5. Problém si muzeme
znazornit graficky. Modre je vyznacena pripustna mnozina, vrstevnice jsou
odstupnovany od nejnizsi cervené po nejvyssi zlutou.

Zrejmeé ma funkce f na mnoziné M minimum v bode [1, 1] a maximum v
bodech [0;2,5] a [2, 5; 0].



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé rovnosti
Uvazujme ulohu na vazany extrém f(x) — min ,

na mnoziné M vymezené soustavou mrovnic gi(x) =0, i=1,...m.

Jsou - lifunkce fig;, i =1,..., mspojité diferencované a jsou - li gradienty
omezeni Vg; linearné nezavislé vektory (ij. Zzadné omezeni neni nadbytecné),
pak pro bod optima x* existuji jednoznacné hodnoty A, ..., Am, takové, ze:

Vf(X*) —+ 21,11 VE Vg,-(x*) = 0.
Cisla A1, ..., Am Se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a umozfuiji

prevedeni optimalizacCni ulohy na feSeni systému rovnic. Jaky je formalni
postup? Vytvori se tzv. Lagrangeova funkce

L(x, ) = f(x) + 7, A - gi(%)

a sestavi se podminky pro jeji stacionarni body, tzv. podminky 1. radu:
VxL(X;A\) =0, V.L(x,\)=0

Jde o systém n + m rovnic pro n + m neznamych (poslednich m rovnic
vyjadruje vlastné vazebni podminky). Jestlize ma tento systém reseni

(x*, A*) a jsou-li fi M konvexni, pak je bod x* globalnim minimem funkce f
na mnoziné M.



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé rovnosti

Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikatoru na nasleduijici uloze:
Najdéte patu kolmice spustené z bodu [5, 1, 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.

Reseni: Hledame tedy bod [x, y, z] lezici v zadané roving, pro néjz je
vzdalenost od bodu [5, 1, 2] minimalni. Misto minimalizace funkce
f(x,y,2) = +/(x —5)2+ (y — 1)2 + (z — 2)2 mizeme pro zjednoduseni
vypoctu minimalizovat jeji druhou mocninu. Abychom mohli pouzit
Lagrangelv multiplikator, je tfeba rovnici omezeni anulovat:
2x+3y+z—-6=0.

Sestavme Lagrangeovu funkci ulohy:
L(x,y,z,\)=(x—=5)P°+(y—1)°+(z—2)°+ \2x + 3y + z — 6) a uréeme
jeji parcialni derivace:

Lx(x,y,z,\) =2(x —5) + 2,

Ly(x,y,z,A)=2(y — 1) + 3,

L(x,y,z,A) =2(z —2) + A,

Lyx(x,y,z,\) =2x+3y +z —6.

Polozime parcialni rovnice rovny nule a dostaneme linearni systém, jehoz
vyfesenim ziskdme bod optima [2, =22, 12]. ProtoZe minimalizovana funkce i

pfipustnd mnozina jsou konvexni, nalezli jsme bod minima.



Ekonomicka interpretace

Priklad z M. W. Klein: Mathematical Methods for Economics:

Uvazujme ulohu hledani optima spotrebitele, ktery ma 6 dolaru, které chce
utratit za obed v samoobsluzné restauraci, kde se polévka i hlavni chod plati
na vahu, pficemz cena za 1 unci polévky je $0,25 a za 1 unci hlavniho chodu
je $0,5. OznacCime-li S a V zakoupené mnozstvi obou chodu (v uncich), pak
rozpocCtové omezeni muzeme zapsat jako 6 = f + g Hledame takovou
kombinaci jidel splnujici tuto podminku, kterd maximalizuje uzZitkovou funkci
U(S, V) _ /n(28) 4+ /ngV).

Reseni: Zavedeme Lagrangeovu funkci
L(S, V,\) =13 4 m7 _ \(2 + ¥ — 6). Podminky prvniho fadu jsou:
Ls(S,V,\) = 21? —

Z prvnich dvou rovnic Ize vyjadfit, ze A = £ = {, neboli S = 2V. Spolu s

posledni podminkou dostaneme feSeni S* = 12, V* = 6 unci, A\* = % cozZ

dava uzitek U(12,6) = 2, 14.



Ekonomicka interpretace

Znazornéme si uvazovanou ulohu graficky.

g A
24
12
U=2,14
=
6 12 Y
Sklon rozpoctové linie je dan vztahem dan pomeérem cen: g—ﬁ = 2.

Sklon indiferencni kfivky je dan pomérem meznich uzitkd (mezni mira
substituce): 95 = — V.

S
Spocteme mezni uzitky Us(S, V) = 55, Uv(S, V) = 5, jejich podil je

Z—; = 2. Protoze v bodé optima (S*, V*) je sklon rozpottové linie a
S*

indiferencni krivky shodny, plati: -2 = — 7=,
spotrebitele).

neboli £~ = Y= (rovnovaha



Ekonomicka interpretace

Ziskame-li dodatecny dolar, budeme-li tedy chtit utratit $7, u nového
optimalniho feSeni bude zachovan pomér spotfebovanych jidel:

S* =14, V* =7 a hodnota Lagrangeova multiplikatoru poklesne na %
Ziskany uzitek bude U(14,7) = 2, 29. Prirastek uzitku je tedy
AU=U14,7) - U(12,6) =2,29 - 2,14 =0,15 = (6‘?) - 1. Zfejmé jeden

v s 1 s s vs o v v oo v . 1
dodatecny dolar vyvolal (6—,6)-nasobny prirustek uzitku, coz je neco mezi - a

%. Muzeme rict, Ze optimalni hodnota Lagrangeova multiplikatoru vyjadruje
mezni uzitek penéz urCenych k Utraté.

Tento vztah Ize ukazat, vyjadrime-li si optimalni mnozstvi jidel pfi
rozpoCtovém omezeni B: $* = 2B, V* = Ba \* = L. Optimalni uzitek pfi
rozpoctu B je po Upravé: f(B) = U(2B, B) = 1In(2) + In(B). Derivovanim
podle B ziskame jeho mezni uzitek f'(B) = £, coz je rovno \*.

Podobné v ulohach optimalizace vyrobniho programu, budou Lagrangeovy
multiplikatory u omezeni pro jednotlivé vstupy vyjadrovat mezni uzitek pfi
zvysSeni jejich kapacity. Tedy jsou rovny cené, kterou je vyrobce ochoten za
dodatecnou jednotku vstupu zaplatit, proto se pro né pouziva nazev stinové
ceny.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro optimum
Pro odvozeni podminek 2. rddu uvaZzujme kvadratickou funkci
Q(x,y) = ax® + 2bxy + cy?, kterou lze téZ zapsat maticové jako
Q(x,y) = (x,y) - ( z tc) ) : ( ; ) Pfedpokladejme, Ze hledame
optimum této funkce na mnoziné dané linearni rovnici Ax + By = 0.

Vyjadfime-li y = —gx a dosadime-li do Q, dostaneme

f(X) = Q(x, —5X) = ax® + 2bx(—5X) + ¢(—4x)* = —g—i[ZbAB — aB? — cA?].
Vyraz uvnitr hranaté zavorky Ize také zapsat jako determinant matice

0 A B
H=| A a b |,cozjevlastné Hessova matice Lagrangeovy funkce
B b c

L(X, x,y) = AAx + By) + Q(x, y). Pokud je det(H) zaporny, je funkce f(x)
konvexni, coz je postacujici podminka pro existenci minima ve stacionarnim
bodé (a je-li kladny, je f(x) konkavni - podminka pro maximum).



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro optimum

Zobecnime-li odvozeni z predchoziho slajdu pro funkci dvou proménnych
f(x,y) optimalizovanou na mnozine dané rovnici g(x,y) = ¢ , dostaneme
podminky 2. radu: Oznacme H(\, x, y) Hessovu matici Lagrangeovy funkce
LA x,y) = Xg(x,y) — c) + f(x, y). Pak je-li ve stacionarnim bodé
determinant det(H(A\, x, y))

» kladny, je stacionarni bod bodem maxima

» zaporny, je stacionarni bod bodem minima

Priklad: Pro Ulohu zdkaznika restaurace ma Lagrangeova funkce
L(A, S, V) =19 4 % + A(2 + ¥ — 6) Hessovu matici
2
— 5t O1 ) . Jeji determinant je

H_(
0 —3r

det(H(\, S, V)) = 8182 + 321\/2, coz je kladné Cislo pro jakékoliv S, V, takze ve

stacionarnim bodé nastava maximum.

=A== O
A




Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro optimum

Zobecneme podminky 2. radu dale pro funkci n promennych f(xy,..., Xn)
optimalizovanou na mnoziné dané soustavou rovnic
g(X1,....,xn)=¢Ci, i=1,...,m:
Oznacme H(\1, ..., Am, X1, ..., Xn) Hessovu matici Lagrangeovy funkce
L(A,...,Am, X1,...,Xn), Pak pro jeji hodnotu v pripadném stacionarnim bode
plati:

1. ma - lideterminant H(A+1, ..., Am, X1, ..., Xa) Znaménko (—1)" a vSech

n — m jejich nejvétsich hlavnich minoru strida znaménka, pak ve
stacionarnim bodé nastava maximum.

2. ma - livSech n— m nejvéetsich hlavnich minorl v€etné determinantu
HA, ..., Am, X1,...,Xn) znaménko (—1)", pak ve stacionarnim bodé
nastava minimum.

3. Je-li n — m nejvétsich hlavnich minor nenulovych a pfitom neplati ani

jedna z vySe uvedenych podminek, pak ve stacionarnim bodé neni
extrem.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro optimum, priklad

Uvazujme modifikaci ulohy zakaznika restaurace, kdy je mozné konzumovat
jesté dzus v cené 1 dolar za 12 unci, pritom novou funkci uzitku vyjadrime
jako U(S, V., J) = 1In(S) + 1In(V) + 1In(J) a rozpodet zlistava $6.

Lagrangeova funkce ulohy bude
L(\, S, V,J) = 1In(S) + Lin(V) + Lin(J) + A\(§ + ¥ + % — 6). Z podminek
prvniho fadu pro proménné odvodime S =2V, J = 6V a po dosazeni do

rozpocCtového omezeni vyjde S* = 8, V* =4 a J* = 24 unci. Hessova matice
1 1 1

0 4 2 12

I - 0 0
Lagrangeovy funkce je: H(\, S, V., J) = ¢ 352 1

A

L0 0 -

Podminka druhého radu pro pfipad n = 3, m = 1 nabyva podoby: "je-li
znaménko det(H) rovno (—1)° a znaménko druhého hlavniho minoru
—(—1)°, pak ve stacionarnim bodé nastévé maximum"  Pro nasi funkci je
det(H) = — (54 1 ), coz je zaporne v kazdém bodé a

129652 V2 + 14442 V2 + 3682J2
pritom determinant 2.hlavniho minoru je 1232 + 48V2, coz je kladné v kazdém

bodeé, takze ve stacionarnim bodé nastava maximum.




Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro optimum, priklad

Uvazujme dalSi modifikaci, kdy kromé rozpoctového omezeni uvazujeme
jesté podminku na celkovy objem tekutin S + J = 24.

Lagrangeova funkce ulohy bude
L\ 1, S, V,J) = 3In(S)+Lin(V)+ L in(d) + A(E+ L+ 2 6)+u(S+J 24).
Z podminek prvniho radu pro proménné odvodime V = 3(J S) a po dosazeni

do soustavy omezeni vyjde S* =8, V* = % a J* = 16 unci. Hessova matice
Lagrangeovy funkce je:

(o0 Ly
0O O 1 0 1
H\, i1, S, V,J) = % 1 - O1 0 . Podminka druhého
i1 0 ¥ )
12 3J2

radu pro pfipad n = 3, m = 2 nabyva podoby: "je-li znaménko det(H) rovno
(—1)°, pak ve stacionarnim bodé nastava maximum a je-li jeho znaménko
rovno (—1)2, pak se jedné o minimum."Lze vypocitat, Ze pro nasi funkci je
det(H) = —(1232 + 12J2 + 108\/2) coz je zaporné v kazdéem bode, takze ve
stacionarnim bodé nastava maximum.




Optimaliza¢ni uloha s omezenim ve formé nerovnosti - motivacni
priklad
Uvazujme jednoduchou optimalizacni tlohu
f(x,y) = x* —2x 4+ 2y® — y +3 — min za podminky x + y < 1.
Muzeme problém prevést na ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfidame na levou stranu omezujici podminky doplnkovou proménnou:
X + y + w? = 1 a vytvofime Lagrangeovu funkci
LX,y,w,A\) =x>—2x+y* =2y +3+X-(x+y+w?—1)
Kromé podminek 2x —24+X=0,2y—2+X=0ax+y+w?°—1=0

dostaneme derivovanim podle w jesté 2w\ = 0.

Je zfejmé, Zze moznost A = 0 nedava zadné reseni, protoze z prvnich dvou
rovnic dostaneme x = 1, y = 1 a pak treti podminka nema reseni pro w.
Musi tedy byt w = 0, tedy x + y = 1, pak secCtenim prvnich dvou rovnic
2(x+y)—4+2)x=0,takze A =2—(x+y)=1lax=y=1-35 = 1.
Rovnice 2w\ = 0 fika, ze extrém lezi bud na hranici (w = 0) nebo ve
stacionarnim bodé (A = 0). Kdybychom zvétSili omezujici konstantu o 4,
dostaneme x + y < 1+ 4. Je-li omezeni aktivni (fj. w = 0), musi byt < 1 a

tedy ziejmé A =2 — (x+y) =1 -9 > 0. Shrime podminky pro obecnou
ulohu.



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti
Uvazujme ulohu na vazany extrém f(x) — min ,

na mnozine M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) <cj, i=1,...m.

Formalni postup je obdobny pripadu s omezujicimi rovnostmi: vytvori se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(x) + > ", Ai - (gi(X) — ¢/) a sestavi se
podminky 1. fFadu:

VxL(X,\) =0, (stacionarita)

gi(x) <cj, i=1,...m (primarni pfipustnost)

Ai >0, i=1,...m (dualni pripustnost)

Ai - (gi(x)—ci)) =0, i=1,...m (komplementarita)

Tyto vztahy se nazyvaji Kuhn-Tuckerovy podminky dlohy. Za urcitych
predpokladu regularity (nezavislost gradientl omezeni) se jedna o nutné
podminky pro to, aby v bodé x* méla uloha lokalni minimum. V tomto

kontextu se téz pouziva oznaceni Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky,
zkracené KKT-podminky.



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

Interpretace KKT podminek vychazi z ekonomického vyznamu
Lagrangeovych multiplikatoru.

» Stacionarita a primarni pripustnost jsou pfirozené pozadavky na
optimalitu feSeni ulohy s omezenim.

» Z ¢eho plyne pozadavek dualni pripustnosti? Jestlize Lagrangelv
multiplikator \; reprezentuje mezni uzitek pfi uvolnéni j - t€ho omezeni,
pak nerovnost \; > 0 znamena, Ze optimalni hodnota ucelové funkce se
nemuze uvolnénim tohoto omezeni zhorsit.

» Posledni pozadavek komplementarity Ize rozepsat jako:
Ai = 0 nebo gi(x) = ¢ (pfipadné mohou platit obé rovnosti)

To znamen4, Ze je-li prislusné omezeni v bodé optima neaktivni (tj. neni
splnéné jako rovnost), pak jeho multiplikdtor musi byt nulovy, jinak by Sla
hodnota ucelové funkce zlepsit uvolnénim omezeni. U aktivnich
omezeni muze byt obecné i kladna hodnota multiplikatoru.



Optimalizac¢ni uloha s omezenim ve formeé nerovnosti - priklad

Najdete minimum funkce f(x,y) = x — % + y? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi %- + y? < 2 s ¥ > 0.

Regeni: druhé omezeni prepiseme do tvaru —y < 0 a vytvofime
Lagrangeovu funkci L = x — ’(2—2 +y2+ A ( +y° - —) + pu(—y)
ZapiSme KKT podminky pro minimum:

L; =1—-Xx+Xx=0,L, =2y +2\y —u (stacionarita)
—|-y <32 =, ¥y >0 (primarni pripustnost)

A >0, pu> O (dudlni pripustnost)

)\( + y? — —) =0,uy =0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro vSechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatora A\ a p:

A = = 0, pak z podminek stacionarity dostaneme x = 1, y = 0, Ucelova
funkce zde ma hodnotu f(1,0) = 3

A =0, > 0, pak opét stacionarita dava x = 1 a z podminek
komplementarity musi byt y = 0. Dostali jsme opeéet bod [1, 0].

A > 0, = 0, pak z podminek stacionarity dostaneme 2y(1 + A) = 0, tedy
bud y = 0 nebo A = —1, coz nelze. Druhé souradnice dopocitame ze vztahu
% + 0° = £, ziskdme tedy body [, 0], [3, 0], hodnoty A jsou 2, resp. 1
Porovnanim hodnot ve vsech podezFerch bodech

f(1,0) =1 f(=2.0)= =21, f(2,0) = 2 zjistime, Ze minimum nastava v



Optimalizacni Uloha s omezenim ve forme nerovnosti - priklad

7 v L L 2 7 A
Znazorneme si vrstevnice funkce f(x,y) = x — % + y? a pFipustnou mnozinu

[ 2 L] L] r r’7 A4
vymezenou nerovnostmi £ + y? < 2.y > 0, minimum nastava v bodé
2 8"
[—2, 0], maximum v bodé [3, 1].




Konvexni programovani

Ulohu f(x) — min na p¥ipustné mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic
gi(x) <c¢j, i =1,... mnazveme ulohou konvexniho programovani, jestlize
ucelova funkce f(x) i levé strany omezeni gi(x), i =1, ..., mjsou konvexni
funkce.

Véta: Pro ulohu konvexniho programovani za predpokladu regularity plati:
Vyhovuje-li bod x* KKT podminkam, pak je bodem minima funkce f(x) na M.
V pripadé konvexniho programovani je tedy splnéni KKT vztah( postacujici
podminkou pro existenci minima.

Poznamka: UvaZzujeme-li v dané uloze konvexniho programovani pfi
vymezeni pripustné mnoziny M také obligatni podminky nezapornosti x > 0,
pak Ize KKT podminky preformulovat nasledovné:

Funkce f(x) nabyva svého minima na M v bodeé x* > 0 prave tehdy kdyz
existuje vektor \* > 0, takovy ze: L(X,\*) > L(X*,\") > L(X*,\) pro
vsechny nezaporné vektory X, \.

Toto tvrzeni se nazyva Kuhn-Tuckerova véta o sedlovém bodé.



Konvexni programovani

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, A*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:
VxL(X*;,A\*) >0

VxL(x*,2*). - x=0
VaL(x*,A*) <0

VaL(X*,A*).- A =0,
kde symbolem ".-"rozumime nasobeni vektoru po slozkach.

Funkce L(x, \) nabyva na M v bode (x*, A*) svého minima vzhledem k x a
maxima vzhledem k A. Prvni dvé podminky jsou zfejmeé zobecnénim
pozadavku stacionarity (VxL(x*, \*) = 0) pro pfipad s obligatnimi
podminkami x > 0. PovSimnéme si jeste, Ze

VaL(x*, \*) = (gi(X) — Ci)i=1.....m, pOsledni dva vztahy vyjadfuji tedy
podminky pripustnosti a komplementarity vzhledem k omezujicim
podminkam.

Poznamka: Pro maximalizacni ulohy se sestavi Lagrangeova funkce ve tvaru
L(x,\) = f(x) — >, i - (gi(x) — ¢i) a v podminkach pro sedlovy bod se
uvazuji opacné nerovnosti.



Konvexni programovani - priklad

Poznamka: Linearni probléme¢' - x — max, A-x <b, x > 0 je vlastné
specialnim pfipadem konvexniho programovani. PrepiSeme-li si U¢elovou
funkci jako —¢ ' - x — min, budou podminky pro sedlovy bod (x, ) > 0
Lagrangeovy funkce nasledujici:

—c¢"+XT-A>0
(—c" +AT-A). - x=0
A x—-b<0
(A-x—b).-A=0

S témito tvrzenimi jsme se jiz setkali dfive, vyjadruji dualitu v ulohach LP.
Optimalni X je fe$enim tzv. duélni tlohy b' - X — min, A" - X <¢c, A >0,
protoze dosazenim vztahu ( c + A" - A)-x = 0 do Lagrangeovy funkce
dostaneme tvar L(x, \) = X+A"-A-x—=XT-b=-)\T.b. Reeni
primarni i dualni tlohy jsou totozna. PFfi velkém pocétu omezeni (m >> n)

muze byt dualni tloha mnohem jednodus$si, proto se v praxi Casto pfi reseni
primarni ulohy pouziva tzv. dualni algoritmus.



Kvadratické programovani
Problém minimalizace funkce f(x)= 3x' -C-x+d-X

namnozinée M={xeR", x>0, A-x<b}

nazveme ulohou kvadratického programovani.

Jednd o ulohu konvexniho programovani? Pfipustna mnozina M je jisté
konvexni, staci ovérit konvexitu ucelové funkce. Hessova matice ucelové
funkce je H(x) = C, je-li tedy tato matice pozitivne definitni, jedna se o
konvexni problém. Zapisme podminky pro sedlovy bod Lagrangeovy funkce:
Vil(x*,\*)=C-x+d+A" - 1x>0

Vil(x*,2*). - x=(C-x+d+A"-)).-x=0

Val(x*; A )=A-x—-b <0

VaLl(x*;A"). - A=(A-x—b).-A=0

Tato soustava se zpravidla upravi pomoci zavedeni doplnkovych proménnych
w, kterymi se prvni nerovnost pfevede na rovniciC-x+d+ A" -\ — w =0.
Dale se uloha fesi jako linearni pomoci upravené simplexové metody,
pricemz dodrzeni podminky w. - x = 0 se zajisti tak, Ze hlidame, aby se do
baze nedostaly proménné x; a w; nikdy soucasné (i = 1,...n). Na této
myslence je zaloZena tzv. Wolfeho metoda feSeni uloh kvadratického
programovani.



Kvadratické programovani, priklad: optimalizace portfolia

Predpokladejme, Ze chceme sestavit portfolio z cennych papiru, jejichz
vynosy jsou nahodné veliCiny, které oznaCime Xj, ..., X,. Tyto ndhodné
veliCiny muzeme charakterizovat ocekavanym vynosem E(Xi),..., E(X,) a
také variabilitou vyjadrenou rozptyly D(X1), ..., D(X,). Navic mezi
jednotlivymi dvojicemi cennych papiru muze existovat néjaky vztah, kdy se
jejich ceny mohou vyvijet souhlasné ¢i naopak protichtdné - tyto zavislosti
jsou vyjadreny pomoci kovarianci C(Xi, X;). Kovariance a rozptyly Ize zapsat
souhrnné pomoci variacni matice V(X). Pfistupem, zaloZzenym na techto
charakteristikach, se zabyva Markowitzuv model portfolia.

Vynos portfolia, ve kterém jsou jednotlivé cenné papiry zastoupeny v
podilech py, ..., p, je ndhodna veliéina Y = >, piX;. O¢ekavany vynos

bude roven E(Y) = >_", piE(Xi). Variabilitu vynosu portfolia je mozné
vyjadfit pomoci jeho rozptylu, D(Y) = (p1,...,Pn) - V(X) - (p1,...,pn) .



Kvadratické programovani, priklad: optimalizace portfolia

Investor zpravidla poZzaduje co nejvetsi oCekavany vynos E(Y) za co
nejmensiho rizika (riziko, tedy nejistotu mizeme vyjadrit pravé rozptylem
D(Y)) Jde o ulohu vicekriteridlniho programovani

E(Y) — max, D(Y) — min za omezujici podminky > . pi=1.

Jeden z moznych pfistupu k reSeni této vicekriterialni tlohy je stanoveni
minimalniho pozadovaného vynosu Ry, a minimalizace rizika mezi vSemi
portfolii s vynosem alespon Rni». Dostaneme ulohu kvadratického

programovani f(p1,...,Pn) = (P1,-..,Pn) - V(X) - (p1,...,pn)" — min, za

omezeni p; >0, >" . pi=1, > " piE(Xi) > Rmin. Pro nedegenerovana
portfolia je matice V(X) pozitivné definitni, takze problém je konvexni.

Priklad: Navrhnéte strukturu portfolia z dvou cennych papirl P;, P, tak aby
jeho o¢ekavany vynos byl alespon 0, 04 a riziko minimalni. Sledovanim
¢asovych rad cenového vyvoje cennych papirti jsme odhadli o¢ekavané
vynosy E(X;) = 0,08, E(X2) = 0,05, rozptyly D(X1) =3, D(X2) =4 a
kovarianci C(Xi, Xo) = 2.



Kvadratické programovani, priklad: optimalizace portfolia

Zapiseme matematicky model ulohy:

) = Pupe)- 5 5 ) (B ) = min za pocminky

P2
pi, po >0, 3p1 +502 >4, p1 +p2 < 1.
Poznamka: Ocekavané vynosy jsme pro snadnéjsi vypocty vynasobili 100 a
posledni podminku jsme zapsali jako nerovnici (pfipoustime tedy i moznost
nevycCerpani celé ¢astky na investici!)

Lagrangeova funkce ulohy ma tvar
L(p1, P2, X, i) = 3pF + 4p1p2 + 4p5 + M(p1 + p2 — 1) + u(—3ps — 5p2 + 4)

Kuhn-Tuckerovy podminky pro p1, p2, A, u > 0 jsou:

Ly, =6p1 +4p2+ A —3u >0, (6p1 +4p2+ A —3u)pr =0

Ly, = 4p1 +8p2 + A —5u >0, (4p1 +8p2 + A —5u)p2 =0
\=p1+p2—1<0, (o1 +p2—1)A=0

L, =—3p1 —5p2+4<0, (—3p1 —5p2+4)u=0



Kvadratické programovani, priklad: optimalizace portfolia

Pfi hledani bodu vyhovujiciho KT podminkam uvazujme opét vSechny
moznosti (ne)nulovosti multiplikatoru A a p:

A= pu =0 :Zprvnich dvou rovnic dostaneme
(6p1 + 4p2)p1 =0, (4p1 + 8p2)p2 = 0, coz ma jediné nezaporné reseni
p1 = po = 0, coz vSak nevyhovuje podmince 3p; + 5p> > 4.

A=0, >0 :Zkomplementarity pro u plyne 3p; + 5p. = 4 (zfejmé tedy
pi, p= # 0) tedy, prvni dvé podminky Ize vydélit p; a po: 6p; + 4p> — 3 = 0,
4p; + 8p. — 5u = 0, takZze dostaneme linearni soustavu, jejimz reSenim je
pi =0,16, p. = 0,7, u = 1,25 a oCekavany vynos 4 pfi riziku 2, 5.

A >0, u=0 :Zkomplementarity pro A plyne p; + p. = 1 (zfejmé tedy
p1, p2 # 0), prvni dvé podminky Ize vydélit p; a p2: 6p1 +4p> + A = 0,
4py + 8p> + A = 0 a dostaneme soustavu, pro niz vsak vyjde A\ < 0, takze
neziskame zadné reSeni.

A >0, >0 : Komplementarita pro oba multiplikatory dava 3p; + 5p> = 4,
p1 + p> = 1, coz nam da feseni p; = p, = 3, po dosazeni do prvnich dvou
rovnic dostaneme 5+ A\ — 3y =0, 6 + A — 5u = 0, tato soustava ale dava
zaporné )\, takze neziskame zadné reSeni.



Kvadratické programovani, priklad: optimalizace portfolia

Minimum pro na$i ulohu nastalo v bodé p; = 0,16, p. = 0, 7, oCekavany
vynos roven 4 a ucelova funkce rizika nabyva v bodé optima hodnoty 2, 5:

Tl I 1 U\ I 151 I I‘-\J.P 1% 1 | T Il
) ! \ \\
™ 054



Kvadratické programovani, priklad: optimalizace portfolia

Ulohu bychom mohli fesit i pro jiné aspiraéni Grovné vynosu Rpi», napriklad
Rmin € {1;1,5;2;2,5;3; 3,5;4;5}. Vynesme si tyto hodnoty spolu s
optimalnimi hodnotami ucelové funkce (tj. minimalnimi riziky pri daném
vynosu) graficky v tzv. kriterialnim prostoru:

5 /,.-
4 /4-""

riziko

Spojnice mezi body je odhadem tzv. efektivni hranice, tvorené portfolii, jejichz
vynos lze zlepsSit jen za cenu zhorSeni rizika a naopak. Efektivni hranici také

najit pomoci optimalizace funkci f(Y)=c-E(Y)— (1 —c)-D(Y) na
mnozine vSech portfolii, kde konstanta ¢ probiha interval (0, 1).



Linearni lomené programovani

DalSim typem uloh, které Ize prevést na linearni problém, jsou ulohy

d—l_ 'X-l-do
c' -x+c

linearniho lomeného programovani optimalizovat funkci f(x) = za

omezeni x > 0, A - x < b. Tyto ulohy sice nespadaji do kategorie konvexnich

tloh, avéak umoziuji pro ¢’ - x + ¢y > 0 zavedeni substituce r = CT;%O.

Dostaneme Géelovou funkci ve tvaru f =d ' - x - r + dyr, kterou mizeme
vyjadrit jako funkci novych proménnych r,yi = x;-r,i=1,...,n:

f(r,y1,...yn) =d' -y + dor , podobné vyjadfime i omezeni
r>0,y>0, A-y<b-r.Jevsak treba pridat i dalS§i omezujici podminku
1=r(c' - xX+0g),tedy 1=c' -y+cor.

Dostali jsme obyc¢ejnou ulohu LP, kterou mizeme dale feSit napriklad
simplexovou metodou.



Linearni lomené programovani - priklad

V ekonomii se setkame s radou ukazatell pomeérového typu. Jsou-li vyrazy v
Citateli a jmenovateli ukazatele linearnimi funkcemi proménnych, podle
kterych se snazime ukazatel optimalizovat, jedna se o problém linearniho
lomeného programovani, viz uloha z knihy |. Gros: "Kvantitativni metody v

manazerském rozhodovani":

Priklad: Uvazujme firmu, ktera ma ve vyrobnim programu tfi vyrobky A, B, C

s nasledujicimi charakteristikami:

Vyrobek | Variabilni naklady [KC/t] | Cena [KE/]
A 11 000 12 000
B 15 000 18 000
C 14 000 16 000
fixni naklady 150 000 K¢&

Oznacime-li si Xy, x2, X3 mnozstvi prodanych vyrobkl, mazeme definovat

napriklad nasledujici pomérové ukazatele:

nakladovost trzeb z =

rentabilitu trzeb z =

11000x1 +15000x5+14000x3 4150000

12000x1 +18000x54-16000x3 ’

1000x1 4+-3000x2+-2000x3 —

150000

12000x1 +18000x5+16000x3




Linearni lomené programovani - priklad

Priklad: Minimalizujte nakladovost trzeb z uvedeného prikladu za podminky,
ze celkové naklady nepresahnou 200 000 K¢.

: ¢ AN 1 . . : : _ Txqy+15x04+14x3+150
Matematicky zapis Ulohy: minimalizujte z = —5 =55

za podminek 11x; + 15x> + 14x3 + 150 < 200, x1, X2, X3 > 0.

1

Tox TT8x;1T6x; » dostaneme tak

Ulohu linearizujeme zavedenim substituce r =

problém minimalizovat funkci

f(y1,y2,y3, r) = 11y1 + 15y2 -+ 14y3 + 150r

zaomezeni 11y; + 15y, +14y3 — 50r <0, y1, yo, ya, r > 0 a dopliujici
podminky 12y; + 18y, + 16y5 = 1



Numericka optimalizace

Radu problémU neni mozné Fesit analyticky (neznalost analytického
vyjadreni, mnoho proménnych, slozité funkce - nelinearni rovnice pfi urcCovani
stacionarnich bodul) nebo by bylo analytické reSeni prili§ vypocetné naroc¢né
a tudiz neefektivni. Casto nam sta&i nalézt pouze priblizné feseni (v realném
svété stejné zaokrouhlujeme). Proto se v praxi pouzivaji metody iteracni .

Jejich charakteristikou je konstrukce posloupnosti bodu definicniho oboru
x°, x", x?, ..., které se blizi k optimalnimu Fedeni x*. Nasazeni téchto metod
pro vyhledani extrému je velice vyhodné v kombinaci s vypocetni technikou.

Existuje fada metod, a to jak pro funkce jedné proménné, tak pro vice
» metoda bisekce intervalu
» metoda zlatého rezu
» metoda kvadratické interpolace
» Newtonova metoda
» metoda Regula falsi



Jednorozmeérna optimalizace - komparativni metody

Nejprve se zamérme na metody jednorozmerné numerické optimalizace , ty

jsou totiz soucasti nékterych vicerozmérnych metod. Metody nevyzadujici
vypocet derivace funkce f nazyvame komparativni. Uvedeme tfi z nich, a to
trisekci, metodu zlatého rezu a metodu kvadratické interpolace. VétSinou je
treba predem priblizné urcit polohu bodu optima a stanovit pocatecni interval
| = (a, b) tak, aby na zménéném intervalu ucelova funkce f méla jen jedno
minimum, tj. byla unimodalni. V jednotlivych iteracich nahrazujeme krajni
body intervalu obsahujiciho minimum novymi body, tak abychom jej postupné
zuzovali. Jako odhad bodu optima se vezme stred posledniho intervalu

"= (a",b") .

U v8ech iteracnich metod musime predem nastavit néjaké pravidlo ukonceni
vypoctu. Metody vétSinou vyzaduji splnéni jistych podminek, za kterych plati,
Ze ¢im vice iteracnich krokl provedeme, tim presnéjs$i odhad hledaného
extrému ziskame. Mozné pristupy, kdy vypocet ukoncit jsou napriklad:

» po provedeni zadaného poctu kroku

» dosazenim stanovené presnosti ¢ ( tedy kdyz Sitka intervalu /" spliuje:
|b" — a"| < 2¢)



Jednorozmeérna optimalizace - metoda trisekce

Jako Uvodni motivaci ukazeme intervalovou trisekci .

f(b)

f f(v)

a=a' u v=Db' b

Minimum jisté leZi vlevo od v, takZe b nahradime pomoci b' = v, leva hranice
zUstava a' = a. Tim se délka intervalu (obsahujiciho minimum) zkrati na dvé
tietiny své pavodni délky. Déle pokradujeme s intervalem I' = (a', b'), atd.
Bod u vSak uz nelze v nasledujicim kroku vyuzit. Funkci musime vyhodnotit v
kazdém kroku dvakrat, coz je neefektivni.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého rezu

Metoda zlatého rezu je zaloZzena na SikovnéjSim vybéru délicich bodu u a v.
Oznacme p Cislo o néco vétsi nez 1/3, jehoz pfesnou hodnotu teprve urCime.
Oznacme body u=a+ pd a v=b— pd. Predpokladejme opét, ze
f(u) < f(v), minimum je tedy mezi a a v. Nahradime b pomoci v a proces
opakujeme. Zvolime-li spravnou hodnotu p, bod u bude v pozici pouzitelné i v
pristim kroku. Po prvnim kroku se tak funkce f bude vyhodnocovat pokazdé
uz jen jednou.

Jak tedy zvolit p? Tak, aby bod u hral v redukovaném intervalu (a, v) stejnou
roli jako bod v v puvodnim intervalu, tj. aby pomeér délky intervalu (a, u) k
délce intervalu (a, v) byl stejny jako pomeér délky intervalu (a, v) k délce
intervalu (a, b), tj. p: (1 — p) = (1 — p) : 1. Po Uprave tohoto vztahu obdrzime
kvadratickou rovnici p> — 3p + 1 = 0, jejimZ Fedenim je

p=35~0,382,kde &islo 1—p~ 0,618 je tzv. pomér zlatého fezu.

Iy

(1-p)d

iy




Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého rezu, priklad

Lze ukazat, ze pozadujeme-li pfi metodé zlatého rezu ukonceni pfi dosazeni
stanovené presnosti ¢, staci provést N iteraci, kde

log(°%2)
N2z —log(1—p)"

Vysledny odhad bodu optima zapiSeme ve tvaru x* = bNgaN + e.

Pfiklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x+ 3% s pfesnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).

Spocteme nejprve, kolik bude treba provést iteraci:

_ 2,5
N > log(%5-2) _ log(57)
— —log(1—p) —1log(0,618

7 ~ 6,69, staci tedy 7 iteraci.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého rezu, priklad
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0.5 1 1.5 2 25 3

7. krok: u=1.819660, v = 1.852549, f(u) = 2.725686, f(v) = 2.726691.
Novy interval je I” = (1.766445, 1.852549). Sitka intervalu je mensi nez 0, 1,
tedy odhadneme bod optima jeho stredem: x* = 1,81 4+ 0,05



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické interpolace

Predpokladejme, Ze minimum lezi v intervalu (&, b), a Ze je znam nejaky jeho
vnitfni bod ¢, ve kterém hodnota funkce f nepfesahne hodnoty f(a), f(b).

[ f(b)

/ P(x)

/ 'a 'x c 'b
. , y _ 1 f(a)(bP—c®)+f(c)(a —b?)+F(b)(c® —&°)
Da se ukazat, ze X = 3 ~~fap=0rc)a—b)rb)c—a)

podle hodnoty f(x).

. Dalsi postup se voli




Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické interpolace

Vime, ze x € (a, b), vySlo nam x < c. Je-li f(x) < f(c), do dalSi iterace
pouzijeme vypoctené x misto bodu c, ktery se stane novym krajnim bodem
(pokud x < ¢, tak jim nahradime horni hranici b, viz obr., v opacném pripade
dolni hranici a). Je-li naopak f(x) > f(c), pak ¢ ponechame a novym
krajovym bodem se stane x. Pfipad x = ¢ znamena, Ze bud' jsme se strefili
do optima nebo je nutna jind volba c. Tento a dalSi nedostatky prekonava
kombinovany pristup, tzv. Brentova metoda.

+

f(b)

f(a) +

t f(c)
f(x)

+ + + +

a=a' x=c'c=b'b

Vypocet se zastavi, aZ rozdil dvou po sobé jdoucich odhadi |x" — x™
klesne pod hodnotu «.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické interpolace, priklad
Priklad: Minimalizujte funkci f(x) = x + )f’—z na intervalu (0, 5; 3) s pfesnosti

e = 0,05, jako prvni aproximaci volte x° = 1, 5.

Prvni interpolaci provedeme pro body a=0,5,¢c=1,5a b = 3. Znazornéme
cervene graf f(x) na (a, b) a modre parabolu, protinajici jej v bodech a, b, c:

0.5 1 15 2 25 3

1. krok: f(a) = 12.500000, f(c) = 2.833333, f(b) = 3.333333 =
x = 2.208333, f(x) = 2.823499 = Noveé:
a = 1.500000, ¢ = 2.208333, b = 3.000000, chyba |x" — x°| = 0.708333.



Jednorozmeérna optimalizace - metody vyuzivajici derivace

Kromeé standartniho predpokladu unimodalnosti funkce f na intervalu (a, b)
predpokladejme dale, Ze f je zde diferencovatelna. Nejjednodussi iteracni
optimalizacni metodou vyuzivajici derivaci funkce f je metoda bisekce, Cili
puleni intervall. Jestlize oznaCime bod, v némz funkce f nabyva svého
minima na intervalu (a, b) jako p, pak je f klesajici na (a, p) (tudiz zde plati
f'(x) < 0) a rostouci na intervalu {p, b) (tudiz zde plati f'(x) > 0).

Vezmeme-li jako odhad bodu minima stfed intervalu s = 252 | pak pro

f'(s) < 0 lezi minimum vpravo, klademe tedy a' = s a pro f/(s) > 0 leZi
minimum vlevo a klademe b' = s, druhy krajni bod ztistava (pokud f'(s) = 0,
nasli jsme pfimo bod optima x™).

Vypocet se zastavi po stanoveném poctu krokd nebo klesne-li Sitka intervalu
pod 2¢, kde ¢ je pozadovana presnost. Lze ukazat, Ze pak staci provést

log(2=2) . ,
N > Og,gjg) iteraci.




Jednorozmerna optimalizace - metoda bisekce, priklad

Ukazme si metodu opét pro minimalizaci funkce f(x) = x + X% na pocatecnim
intervalu (0, 5; 3) s pfesnosti ¢ = 0,05. Funkce ma derivaci f/(x) =1 — 3.
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5. krok: s = 1.828125, f'(s) = 0.017950 = novy interval bude:
I' = (1.750000, 1.828125). protoze $itka intervalu < e, vypocet konéi:
x* ~1.789063 + 0,05



Jednorozmeérna optimalizace - metody vyuzivajici derivace

DalSi metoda hleda minimum jako koren derivace. Nazyva se Newtonova
metoda (téZ metoda teCen). Metoda vyuZziva navic i druhé derivace,
predpokladejme tedy jeji existenci v kazdém bodé zadaného intervalu. Jak
nazev napovida, vedeme v bodé x, teCnu ke grafu funkce f'(x) a jako
nasledujici odhad vezmeme prusecik této teCny s osou x. Rovnici teCny lze

zapsat jako: y = f'(x0) + ' (x0) - (x — Xo) . PoloZime-li pravou stranu rovnu

nule, spocteme odtud X = Xp — [,/,((—’j%))

Tuto hodnotu oznacime x; a pokracujeme ve vypoctu az dokud neni splnéno
|Xn — Xn—1| < e. PFednosti metody je jeji rychlost, znacnou nevyhodou je ale
fakt, Ze nekonverguje vzdy. Ke konvergenci postacuje, aby na vychozim
intervalu (a, b) neménila f”(x) ani f/(x) znaménko a aby platilo

f'(a) - f'(b) < 0. Dulezité je téz dobra volba bodu xo, doporucuje se volit tak,

aby f'(x0) - f""(x0) > 0, jinak by x; nelezel v intervalu (a, b).



Jednorozmeérna optimalizace - Newtonova metoda

Geometricka interpretace je naznacena na obrazku, kde vidime funkci f'(x) a
pocatecni iteraci xo, poté jsou provedeny tfi dalSi iterace.

f(x)




Jednorozmeérna optimalizace, Newtonova metoda, priklad

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + X% s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).

Reseni: f'(x) =1- %, (x) = 1.
Zvolme xp = 1.750000 (1. aproximace z metody bisekce)

1.krok: Xo = 1,750000, f'(xo) = —0, 119534, f(xo) = —1,919200 =
X1 = 1,812283, |X1 — Xo| = O, 062283

2 krok: x; = 1,812283, f'(x;) = —0, 008029, f”(x1) = 1, 668662 =
Xo = 1,817095, |xo — x;| = 0,004812, vypodet kon&i: x* ~ 1,817095 -+ 0, 05



Jednorozmeérna optimalizace - metody vyuzivajici derivace

V pfedchozi metodé potrebujeme v kazdém kroku spocitat jak prvni, tak
druhou derivaci funkce v daném bodé. Jelikoz vypocet derivace funkce ne-

musi byt vZdy snadny, nahrazuje se tzv. pomérnou diferenci:
/ o ) —Ff(Xk_1)
f (Xk) ~ Xk — Xk —1
My tuto aproximaci provedeme pro druhou derivaci:
f/ — " (x) _
f//(xk) ~ (X)/;Z_Xk(i(l; .
Nahradime-li v iteracnim vzorci Newtonovy metody druhou derivaci uve-

denou aproximaci, dostavame:

Xkr1 = Xk + f’(X);:IS:;(f((:(;_Q f/(Xk)

Prave uvedeny vzorec reprezentuje tzv. metodu secen. K vypoctu jsou treba
dva pocatecni body xp, x1. Tato metoda také neni vzdy konvergentni, Ize ji
vSak modifikovat tak, Ze do vzorce pouzijeme misto dvou po sobé jdoucich
iteraci body xm, Xk s co nejvétSimi indexy, tak, aby platilo f'(xn) - f'(xx) < O.
Tuto modifikaci nazyvame metoda regula falsi.



Jednorozmérna optimalizace - metoda regula falsi

Zazornéme si metodu graficky, bod optima je x* a pocCatecni iterace jsou xp,
X1, provedeme jesté dalsi tri:




Jednorozmérna optimalizace - metoda regula falsi, priklad

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + X% s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).

Reseni: Pro nalezeni prvnich dvou iteraci miZeme pouzit napf. metodu
bisekce. Tedy: xo = 1, 750000, x; = 2,375000.
Oveérime, ze f'(xo)f'(x1) = —0,119534 - 0,552121 < 0.

1.krok: xo = x3 + f,(xf):f?(XO)f’(xﬂ —1,861230, |x2 — x1| = 0,062283

Protoze f'(x2) = 0,069426 > 0, pouzijeme dale xo a x..

2.krok: xs = Xe + s =foey f'(x2) = 1,820363, [x; — x2| = 0, 040867,

vypocet konéi: x* ~ 1,820363 4 0, 05.



Vicerozmérna numericka optimalizace -prehled

Numerické metody bez omezeni
» Komparativni metody
» Gradientni metody
» Newtonova metoda a jeji modifikace
» Gaussova-Newtonova metoda
» Metody konjugovanych smeéru
» Metoda konjugovanych gradientu
» Kvazi-newtonovské metody
» Simulované zihani, genetické algoritmy, tabu search, atd.

Numerické metody s omezenim
» Metody pfipustnych smeéru
Metody aktivhich mnozin
Metoda projekce gradientu
Metoda redukovaného gradientu
Metody pokutovych a bariérovych funkci
Metody vnitfniho bodu
Sekvencni kvadratické programovani

vy v v v v Y%



Vicerozmeérna optimalizace - Komparativni metody

Metoda cyklické zamény proménnych prevadi vicerozmérnou optimalizaci na
posloupnost jednorozmérnych optimalizacnich uloh ve sméru jednotlivych
soufadnic: z vychoziho bodu provadime minimalizaci ve sméru prvni
soufadnice. Po nalezeni lokalniho extrému funkce f(x) ve smeru

st =(1,0,...,0) , pokraCujeme ve smeéru druhé souradnice

s =(0,1,...,0) atd., az dostaneme prvni iteraci. Nevyhodou metody je
pomaly vypocet, navic neni ani zaru¢ena konvergence metody.
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Metoda cyklické zameény proménnych - priklad
Re$me nasledujici tlohu z knihy V. Pankova, Nelinearni optimalizace pro

ekonomy: Hledejte minimum funkce f(Xy,X2) = —12x0 + 4X5 + 4x° + 4x1 X0
pomoci metody cyklické zamény proménnych. Provedte prvni dvé iterace z

bodu x° =(1,1)" .

Reseni: PFi postupu ve sméru prvni proménné optimalizujeme funkci
f(x1,1) = —12 + 4x{ + 4 + 4x;, dostaneme x; = — . Nasledné ve sméru
druhé proménné minimalizujeme f(—3, %) = —12x, + 1 + 4x5 — 2xo,
dostaneme x, = Z.

Déle postupujeme z bodu x* = (—3, )" ve sméru prvni proménné:

minimalizujeme f(xi, Z) = —21 + 4x; + % + 7xy, dostaneme x; = —Z. Poté

ve sméru druhé proménné: funkce f(—1,x) = —12xz + 28 + 4x5 — Zx;

nabyva minima pro x, = 1.

Dostali jsme odhad x* = (—£, 1) , skute¢né minimum nastava v bodé
x*=(-1,2)".



Vicerozmeérna optimalizace - Komparativni metody

Metoda pravidelného a flexibilniho simplexu: Startuje vytvorenim vychoziho
simplexu v zadaném prostoru (Simplexem v n - rozmérném prostoru
rozumime konvexni obal n + 1 vrcholl v obecné poloze, tj. v roviné je to
trojuhelnik, v tfirozmérném prostoru je to Ctyrstén atd.). Z vrcholl nahradime
ten s nejhorSi hodnotou Ucelové funkce pomoci reflexe vzhledem k tézisti

ostatnich vrchold novym vrcholem, ¢imz vznikne novy simplex, tj. dalSi
iterace. Metoda je heuristicka, ale nazorna a snadno implementovatelna.

Rychlost a presnost nalezeni optimalniho bodu zalezi na velikosti simplexu.
Cim vétsi je simplex, tim se rychleji blizime k optimu. Pfesnost vypo&tu
naopak vyzaduje malou velikost simplexu. Proto je pfi vypoctu treba meénit
délku hrany simplexu. V Nelder-Meadové metodé se toto zajisti pomoci

operaci expanze, kontrakce a redukce zakladniho simplexu.



Vicerozmeérna optimalizace - metoda pravidelného simplexu

Pro volbu pevné velikosti simplexu dosahneme pouze omezené presnosti.
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Vicerozmeérna optimalizace - gradientni metody

K nejstar§im a zaroven nejpouzivanejsim pristupum vicerozmérné numerické
optimalizace patfi gradientové metody. Ukazme si obecny princip gradientové
metody pro minimalizaci diferencovatelné funkce f(x) pro x € R":

1. urdi vychozi bod x°

2. urdi gradient funkce f v tomto bodé: V£(x°)

3. prejdi z bodu x° do bodu x' ve sméru "antigradientu” —V f(x°) tak, aby
f(x°) > f(x").

4. cely postup opakuj z bodu x', atd. dokud neni splnéno pravidlo ukon&eni
vypoctu

Vypocet je mozné ukonCit:

» po provedeni pfredem stanoveného poctu iteraci

» pokud hodnota Ucelove funkce klesne o méne nez predem stanovené e,
tedy f(x') — f(x") < ¢

» pokud vzdalenost dvou po sobé jdoucich iteraci je mensi nez predem

stanovené ¢, tedy |x' — x''| < ¢, kde symbolem | - | rozumime
vzdalenost vychazejici z euklidovské metriky dané vztahem



Vicerozmeérnda optimalizace - gradientova metoda s pevnym krokem

V obecném principu gradientovych metod je treba specifikovat, jak prechazet
z bodu x’ do bodu x'™'. Vime, Ze mame postupovat ve sméru opaéném ke
gradientu, ale je treba stanovit délku kroku. U gradientové metody s pevnym

krokem je stanovena pocatecni délka iteracniho kroku, oznacme ji . Déle se
postupuje nasledovné:

vy i1 _ i V) :
Spocitame X' =X T ) . Potom:

> je-li f(x"1) < f(x'), pak pokraGujeme s dalsi iteraci
» jestlize nedoslo k poklesu ucelové funkce, pak zmensime « (zpravidla

na polovinu), iteraci X' ™' pfepoéitdme a déle uz pokradujeme s novou

hodnotou «. Pfi tomto pristupu se nabizi moznost ukoncit vypocet pfi
splnéni podminky a < ¢



Vicerozmeérna optimalizace - gradientova metoda s pevnym krokem

Znazornéme si postup metody graficky. V kazdé iteraci vychazime ve sméru

kolmém Kk vrstevnicim.
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Gradientova metoda s pevnym krokem-priklad

Hledejte minimum funkce f(Xy, X2) = —12x> + 4xZ + 4x° + 4x1x2 pomoci
metody s pevnym krokem « = 0, 1. Proved’te prvni tfi iterace z bodu
x®=(0,1)" .

Reseni: Spoéteme gradient V£(xy, X2) = (81 + 4x2, —12 + 4x; + 8x2) " a

vycCislime
0
X' =x°—a- i = (0,1)T —0,1-(4,-4)T - -5 = (~0.0707;1.0707) "
2 _ 1 vix')
X=X e T

(—0.0707;1.0707) " —0,1-(3.7172; —=3.7172) - i = (—0.1414;1.1414)T.

3 2 Vf
x3 =x2 - |w§§2>| (—0.1414;1.1414)7 — 0,1 (3.4343) " - ks =

(—0.2121;1.2121)".




Vicerozmeérna optimalizace - metoda nejvétsiho spadu

Narozdil od predchozi metody je velikost iteracniho kroku promenliva. Novou
iteraci X' hleddme tak, Ze postupujeme z x' ve sméru antigradientu tak
dlouho, dokud ucelova funkce klesa. Jinymi slovy, zvolime délku «; tak, aby

hodnota f(x' — avf(x')) byla minimalni. Tuto jednorozmé&rnou minimalizagni
y

ulohu mazeme resit analyticky nebo numericky. Metoda nejvétsino spadu
rychleji konverguje nez metoda s pevnym krokem, ktera navic muze byt silne
ovlivnéna pocatecni volbou «. To se samoziejmé odrazi i v ¢asové vypocetni
naro¢nosti vypocCtu. Na druhou stranu metoda s pevnym krokem muze byt
snadnéjsi na implementaci.
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Metoda nejvétSiho spadu- priklad
Hledejte minimum funkce f(Xy, X2) = —12x> + 4xZ + 4x° + 4x1x2 pomoci

metody nejvétdiho spadu. Provedte prvni dvé iterace z bodu x° = (0,0)" .

Reseni: Vime, Ze Vf(xy, X2) = (8x1 + 4x2, —12 + 4x; + 8x2) .
Minimalizujeme tedy funkci

g1(a) = f(X® — a - VF(x%)) = (0, —12a) = —144a + 57642, dostaneme
optimum pro a = 0, 125.

Tedy x4 = x® — 0,125 - V£(x°) = (0; 1,5)". Dale minimalizujeme funkci
g2(a) = f(x' —a - VFA(x")) = f(—6a;1,5) = —9 — 36c + 14447, minimum
opét nastava pro o = 0, 125.

Tedy xo = x' — 0,125 . Vi(x') = (—0,75;1,5)" . Dale bychom

minimalizovali funkci gs(a) = f(x* — a.- VF(x?)) = f(—0,75;1,5 4 0,3750),
atd.



Vicerozmérna optimalizace - newtonovské metody

Podobné jako v jednorozméerném pripadé v newtonovskych metodach funkci
f(x) aproximujeme pfi prechodu z bodu xg kvadratickou funkci, tedy
Taylorovym polynomem

To(X) = f(Xi) + V(%) " - (X — X)) + 3(X — Xi) " - H(Xx) - (X — X&)
a zapiseme podminku pro stacionarni bod V T>(x) = 0, neboli

Vixk)' + H(Xk) - (x — xx) = 0.
Dalsi iteraci xx1 dostaneme jako reseni této soustavy.

Xk+1 = Xk — H(Xk)_1 . Vf(Xk)
Pokud startujeme daleko od minima, je kvadraticka aproximace nepfesna a
Hessova matice muze byt singularni nebo negativné definitni. Newtonova
metoda pak nefunguje nebo vede k maximu. Proto se pouzivaji modifikace

Newtonovy metody, napfiklad Levenberg - Marquardiova metoda nebo trust
region algoritmus.



Newtonovské metody - priklad
Hledejte minimum funkce f(Xy, X2) = —12x> + 4xZ + 4x° + 4x1x2 pomoci

Newtonovy metody . Provedte prvni iteraci z bodu x° = (0,0)" .

Reseni: Jiz zname gradient V£(xy, X2) = (81 + 4x2, —12 + 4x; 4+ 8x2) " .

Spocteme Hessovu matici: H = ( 2 g ),jejl' inverze je

2 =
H-’ :( 12 2 )
12 12

Tedy mUzeme spocitat prvni iteraci

2 1
x1:x°—H—1-Vf(x°):(8>—(5 g)-(_%):(—uz)T.
1 12

Nalezli jsme presné bod optima.



Vicerozmeérna optimalizace - kvazi-newtonovské metody a
Gauss-Newtonova metoda

Kvazi-newtonovské metody jsou gradientni metody, které lezi nekde mezi
metodou nejrychlejSiho spadu a Newtonovou metodou a snazi se vyuzit
prednosti obou metod. Gradientni metody maji zarucenou konvergenci a
Newtonova metoda v okoli optima konverguje rychle. Newtonova metoda ale
vyZzaduje vypocet Hessovy matice, respektive jeji inverze. Aproximujeme-li
tyto matice na zakladé dat z jednotlivych kroku iteracniho algoritmu,
dostaneme metodu Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shannoa (BFGS) nebo
metodu Davidona, Fletchera a Powella (DFP).

Gaussova-Newtonova metoda resi problém minimalizace kritéria ve tvaru
nejmensich Ctvercu nelinearni funkce.

Na zaver jesté podotknéme, Zze metody obecné nejsou globalné
konvergentni, doporucuje se tedy optimalizaci spustit vicekrat z riznych
pocatecnich bodu. Stale jsou vyvijeny nové algoritmy, z modernéjSich metod
muzeme zminit simulované zihani, genetické algoritmy, tabu search, atd.



Vicerozmérna optimalizace - metoda sdruzenych sméru

Metody sdruzenych (konjugovanych) sméeru byly vyvinuty proto, aby urychlily
konvergenci gradientnich metod a vyhnuly se potizim spojenym s modifikaci
Newtonovy metody. Nejprve uved'me definici:

Definice: Vektory sq,...,Sp jsou konjugované vzhledem k symetricke

matici Q tehdy, kdyZ plati s - Q-5=0, V1 <i,j<p, i #]

Pokud funkci f(x) optimalizujeme postupne ve smerech sy, ..., Sp
konjugovanych vzhledem k Hessové matici H, pro kvadratické funkce mame
zajistenu konvergenci pro p = n . Pro nekvadratické funkce je nutné metodu

nejpozdéji po n + 1 krocich nastartovat znovu. Metoda bohuzel neni
konstruktivni, nefikd, jak sdruzené sméry urcit. V pfipade, ze se sméry
generuji z gradientll a dosavadniho sméru pohybu, dostaneme modifikaci
znamou jako metoda sdruzenych gradientu. Dalsi modifikaci je metoda
paralelnich tecen, PARTAN.



Metoda sdruzenych smeéru - priklad

Hledejte minimum funkce f(xq,X2) = —12xo + 4x5 + 4x° + 4x1X2 POMOCI
metody konjugovanych sméru. Provedte prvni dveé iterace z bodu
x? = (1,1)" ajako vychozi smér vezméte s; = (1,0).

8 4
4 8
s s1 vzhledem k matici H pokud s1 - H-s> = 8a+ 4b = 0. To je splnéno
napfiklad proa=1, b= -2.

Reseni: Hessova matice je H = ( ) .Smér s, = (a,b) ' je sdruzeny

Zatneme minimalizaci z x® ve sméru sq: gi(a) = f(1 + a, 1) = 120 + 407,
coz je minimalni pro a = —3, takze x' = (—3,1)".

Pokradujeme minimalizaci z x' ve sméru sa:
go(a) = f(—1 + a,1 —2a) = 9+ 12a + 1202, coZ je minimalni pro a = — 4,

takze x% = (—1,2)" . Nalezli jsme pfesné optimum funkce.



Zakladni pojmy teorie her

Teorie her se zabyva feSenim matematickych modelu konfliktnich situaci.
Pouziva se nazvoslovi, jehoz prehled je uveden v nasledujici tabulce. (viz
skripta Jan Stecha: Optimalni rozhodovani a frizeni):

Realna rozhodovaci

Matematicky model

Teorie optimalniho

situace téeto situace - hra fizeni
rozhodovaci situace | hra v normalnim tvaru optimalizacni problém
Ucastnik hrac fidici veli¢ina (proménnd)
rozhodnuti strategie hodnoty fidicich veliin

mnozina rozhodnuti

prostor strategii

mnozina pripustnych hodnot

dusledky rozhodnuti

vyplatni funkce

kritérium jakosti (UcCelova fce)

dusledek

vyhra

hodnota kritéria

Hra v normalnim tvaru je definovana mnozinou
{Q,X1,...,Xn,J1(X1,...

Xn)s -y dn(X1, ... X)) kde Q= {1,2,...,n}jsou

hraci, mnoziny X; az X, jsou mnoziny strategii hracu 1 az na Ji(x1, ..., Xn) je
vyplatni funkce hrace i. Pokud jsou prostory strategii konecné mnoziny,
frekneme, Ze je hra konecna.




Typy rozhodovani za nejistoty

» Racionalni (inteligentni) rozhodovatel: jeho rozhodovani je uvedomeélée ,
vyuzivajici vSech objektivné dostupnych informaci

» Neracionalni (neinteligentni, indiferentni) rozhodovatel: lhostejny k
dusledkam rozhodovani; napf. pusobeni prostredi (svét, priroda);

Inteligentni hr&¢ muze volit nasledujici pristupy:

» Laplaceuv princip navrhuje zvolit takovou strategii, ktera by byla
optimalni v pripade, zZe by pravdépodobnosti, s nimiz nastanou rizné
stavy svéta, byly shodné

» Maximinni (pesimistické ) kritérium - navrhuje pro jednotlivé strategie

(A" 4

toto minimum maximalni.

» Maximaxni (optimistické ) kritérium - navrhuje pro jednotlivé mozné
strategie stanovit nejvyssi hodnoty uzitku a zvolit takovou strategii, pro
kterou je toto maximum maximalni. Urétete majitelovy strategie pfi
riznych typech rozhodovani.

» Hurwitzovo kritérium je konvexni kombinaci optimistickeého a
pesimistického kritéria. Vhodnou volbou parametru (tzv. ukazatale
optimismu) Ize nastavit vhodny kompromis mezi obéma krajnostmi



Antagonisticky konflikt

Hru nazveme hrou s konstantnim souctem jestlize pfi jakékoliv strategii hracu
je soucet vyher roven néjaké konstanté K. Plati tedy

27:1 J,'(X1,. .. ,Xn) = K,VX,' c X

Pro K = 0 mluvime o hre s nulovym souctem.

Budeme se dale zabyvat antagonistickym konfliktem dvou ucastnikd.
Matematickym modelem tohoto antagonistického konfliktu bude hra dvou
hracd v normalnim tvaru s konstantnim souctem

Q={{1,2}; U, V; Ji(u,v), ~(u,v)}, strategii prvniho hrace misto x
budeme dale znacit u a strategii druhého hrace misto x. pismenem v. Také
staci uvadét pouze jednu vyplatni funkci J(u, v) = Ji(u, v), protoze pro
druhou vyplatni funkci plati J>(u, v) = K — Ji(u, v), pro nulovy soucet pfimo
Jo(u, v) = —Ji(u, v). Tedy J(u, v) vyjadruje vyhru prvniho a zaroven ztratu
druhého hrace. Prvni hrac se tedy bude snazit tuto funkci maximalizovat (je-i
inteligentni) a druhy minimalizovat.

Rovnovazné strategie (u™, v*) jednotlivych hracu pak definujeme jako
strategie vyhovujici nerovnostem

J(u,v*) < J(u*,v*) < J(u*,v),Yue U,v e V, tedy bod (u*, v*) je sedlovy
bod vyplatni funkce.



Maticové hry

Konecny antagonisticky konflikt dvou hracu popisujeme maticovou hrou. V ni
je pocet strategii obou hraca konecny, piseme U = {1,..., m},

V ={1,..., n}. Hodnoty vyplatni funkce muzeme zapsat jako matici hry

A = [J(i,)I=y:0. Prvni hrag vybiré fadek i v matici hry a druhy hraé vybira
sloupec j v matici hry. Prvni hrac chce maximalizovat (je-li inteligentni) a
druhy hrac minimalizovat prvek a; v matici hry.

V teorii her veliCinu ¢ = max; min;(a;) nazveme dolni cena hry. Je to
zarucena vyhra prvniho hrace. Naopak veliCina ¢ = min; max;(aj) , tzv.
horni cena hry vyjadfuje zaruc¢enou vyhru druhého hrace. Oznaceni horni a
dolni cena plyne z toho, Ze obecné plati ¢ < ¢ . Pokud je nerovnost splnéna

jako rovnost, nazyvame prislusnou hodnotu ¢ = ¢ = ¢ cenou hry. Zrejme,
existuje-li rovnovazny bod (i*,j*), pak ¢ = aj=



Maticové hry - priklad

Priklad: Uvazujme maticovou hru s nulovym souctem a vyherni matici

2 3 4
A= 3 4 4 |.UrcCete strategie prvniho hrace podle ruznych principu.
2 1 6

Uréete cenu horni a dolni cenu hry a rozhodnéte, zda existuje rovnovazny
bod.

Reseni: Podle Laplaceova principu volime fadek s nejvétsim primérem
(resp. souctem) prvku, tedy druhy fadek.

Podle principu Maximaxu volime treti radek, kde se naléza nejvétsi prvek
matice.
Podle principu Minimaxu volime druhy radek, kde je nejvétsi radkové

minimum. Toto kritérium pouzijeme, je-li protihrac inteligentni.

Dolni cena hry je ¢ = max; min;(a;) = max(2, 3, 1) = 3, horni cena hry je
¢ = min;max;(a;) = min(3,4,6) = 3. Cena hry je tedy ¢ =3 . Obou optim
bylo dosazeno pro i* =2, j* =1 , rovhovazny bod je tedy (2, 1).



Maticové hry - priklad

11
7 9
cenu hry a rozhodnéte, zda existuje rovhovazny bod.

Priklad: Pro hru s vyherni matici A = ( ) urcete cenu horni a dolni

Reseni: V této hfe dolni cena hry ¢ = max; min;(a;) = 7 neni rovna horni
cene hry ¢ = min; max;(a;) = 9, hra nema sedlovy bod a tedy nema reSeni
na mnoziné pevnych strategii (nazyvanych téz ryzi strategie). Hraci nyni maji
ddvod sva rozhodnuti tajit, nebot dozvi-li se hra¢ o rozhodnuti protivnika,
muze z této informace ziskat pro sebe vyhodu. ProtoZe ryzi rovnovazny bod
neexistuje, zavadi se pojem smisene strategie.



Maticové hry - smiSené strategie

Smisenou strategii rozumime nahodny vyber strategie hrace, pricemz je
dano rozdéleni pravdépodobnosti na prostoru ryzich strategii: hodnoty
pravdépodobnostni funkce pro prvniho hra¢e oznacime

p=(pi,P2,...,Pm), pro druného hraCe q = (g1, P, ..., qn) - (Slozky
téchto vektoru jsou nezaporna Cisla, jejichz soucet je roven jedné.) Vyplata
hracu je tedy nahodnd velicina a pokud voli hraci strategie nezavisle na sobé,

pro jeji stfedni hodnotu plati: E(p,q)=>",>" a;-pi-g=p-A-q'.
Poznamka: Ryzi strategie je vlastné zvlastnim pripadem smiSené strategie,
kdy prvni hrac¢ vybira konkrétni radek s pravdépodobnosti 1.

O smiSeném rozSireni maticovych her plati zakladni véta teorie maticovych
her, Nashova véeta: Kazda maticova hra ma resSeni ve smisenych strategiich.



Maticové hry - smiSené strategie, priklad
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Priklad: Pro hru s vyherni matici A = ( 2 9

smisSenych strategiich.

) najdéte redeni ve

Reseni: Zapisme si oéekavanou vyhru prvniho hraée (souéasné se jedna o
ztratu druhého): V = E(p,q) = 11p1g1 + 5p1q2 + 7p2q1 + 9p2q2. UrCime
podminky pro stacionarni (sedlovy) bod Lagrangeovy funkce, pridame- li k
funkci V omezujici podminky p; +p> —1 =0, g1 + g — 1 = 0 vynasobené
multiplikatory A, pu:
Lo, =11g1 +5¢: — A =0
ngz =701 +90.—\A=0
Lg, =11p1 +7p2 — n =0
Lé,z =501 +9p—nu=20
LLZQ1—|—Q2—1 =0

A\=p1+p2—1=0
Tato soustava ma reSeni p;1 = 0,25,po =0,75aqg; =0,5,9. = 0, 5.
(vSechny hodnoty vysSly nezaporné, i kdyz jsme podminky nezapornosti do
Ulohy nezahrnuli). Hodnota vyhry je pak V = 8.



Maticové hry - smiSené strategie, priklad

Ulohu Ize fesit také graficky.

Z pohledu prvniho hrdée muzeme jeho vyhru pfi riznych strategiich

(p1,1 — p1) znazornit dvéma linearnimi funkcemi V.1, V.o (pro ruzné volby
druhého hrace). Prvni hracC si mize zajistit vyhru Vy; = min( V.4, V.) Tato
hodnota bude nejvétsi pro p; = 0, 25, tedy v bodé pruseciku obou funkci, pro
néj je Vi = 8.

p4=0,25 1

Z pohledu druhého hrace muzeme jeho ztratu pfi riznych strategiich
(g1,1 — g1) znazornit dvéma linearnimi funkcemi V.., V. (pro ruzné volby

mrirnt A LAl AY Ny e Al cikvrmn vy AT lrhAriZcos Al AXA o5t



Maticové hry - reSeni pomoci linearniho programovani

Bez Ujmy na obecnosti dale predpokladejme, ze vSechny prvky matice A jsou
kladné (to Ize zajistit prictenim vhodné konstanty ke vSem prvkam) Jak
urcime cenu hry ¢ pro hru s matici A?

Prvni hrac si chce pro jakoukoliv volbu druhého hrace zajistit vyhru alespon c:
p-A>(cc...,c).

Tyto nerovnice muzeme vydélit ¢ (dle predpokladu je vétsi nez nula) a
pfepsat po substituci t; = 2, i =1,..., mjako:

t-A>(1,1,...,1).

Prvni hracC se snazi tuto svoji minimalni vyhru maximalizovat: ¢ — max, coz
mizeme prepsat jako > . ti — min , nebot z podminky > 7. p; = 1
dostavame po vydélené ¢ podminku "7, t; = 1. Dostali jsme tedy Ulohu

linearniho programovani pro promeénné ti, ..., tn, cenu hry ziskame jako
pfevracenou hodnotu optima ucelové funkce.



Maticové hry - reSeni pomoci linearniho programovani

Podobné druhy hrac chce zajistit, aby jeho ztrata nepresahla ¢ pri zadné
volbé prvniho hrace. Tedy pozaduje:

A-q' <(cc...,o0).

Po vydéleni hodnotou ¢ a zavedeni substituce s; = 2, j=1,...,n opét
dostaneme ulohu LP v proménnych sy, ... su:

> .18 — max zaomezeni A-s' < (1,1,...,1).
nebot’ druhy hrac se snazi ¢ minimalizovat, tedy 15 maximalizovat. Obé ulohy

jsou vzajemné dualni.
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