Teorie produkce

Teorie produkce je dalSi z oblasti matematické ekonomie, v nizZ matematické nastroje
slouzi k formalizaci mikroekonomické teorie. Analyzuje se zde chovani typického vy-
robniho ekonomického subjektu (firmy), ktery usiluje o racionalni fungovani vy-
robniho procesu v trznim prostfedi, kde ceny vyrobnich faktoru, pfip. vyrobki jsou
uréeny mimo vuli vyrobce, jsou tedy povazovany za exogenni veli¢iny. Soubor vyrob-
nich faktord v ramci uvazované technologie (soubort vyrobnich postupd, zkuSenosti,
informaci, know-how) vede k dosazeni urcité Urovné produkce (vyroby, vystupu, outpu-
tu). Vyrohce pfitom primarné usiluje o maximalizaci ziskové stranky vyroby tzn. o
maximalizaci rozdilu mezi objemem trzeb z prodanych vyrobk( a mezi s vyrobou sou-
visejicimi vyrobnimi naklady.

Zatim ponechame stranou cenova hlediska a soustfedime se na "technologickou” stranku vy-
robniho procesu. PopiSeme elementarni vlastnosti, které charakterizuji abstrakiné cha-
pany vyrobni vztah, pomoci néhoz se vyrobni faktory transformuji v ramci dané techno-
logie do celkové produkce. Tento vztah nazyvame produkcni funkce. Pozdéji k tomuto
pfipojime analyzu cenové-nakladové stranky vyroby, abychom mohli zkoumat zakonitos-

ti, které v daném prostredi plati mezi uvazovanymi ekonomickymi kategoriemi. V nékterych
smérech zde spatfime obdobu ekonomickych funkénich typu, se kterymi jsme se dfive setkali v prostre-
di analyzy spotfebitelské poptavky.

1. Produkéni mnoziny, produkéni funkce
Nejprve zavedeme zakladni pojmovy aparat umoznujici na zakladé mnoZzinovych kategorii
(tzv. produkénich mnozin vstupt, popf. vystupl) zavést pojem produkéni funkce.
Omezime se na vyrobni vztahy v naturalnim pojeti, zatim bez zavedeni cenovych vekto-
ri (vyrobnich Cinitel(, resp. vyrobka).
analyticky aparat ( tzv. produkéni korespondence, Ci relace), ktery vsak prekracuje ramec
aktualni potfeby vykladu. Tyto pojmy poprvé dukladné vySetfoval poCatkem 50.let americky
matematicky ekonom prof. Ronald W.Shephard, ktery pi teoretické analyze elementamich
vlastnosti produkénich vztahG dospél k moznosti popsat strukturu vlastnosti produkénich
mnozin axiomaticky.
Definice 1
Uvazujeme-li urcitou hodnotu velikosti produkce y° >0, pak pro danou technologii je pfislusna
produkéni mnozina vstupt [production input set] L(y") definovana jako mnozina
kombinaci vSech vyrobnich faktord, s nimiz Ize v dané technologii dosahnout produkce
" . Jestlize této technologii odpovida konkrétni produkéni funkce F(x), Ize L(y") vyjadiit jako

L(’)={xix20.F(x)2 '}

V produkéni mnoZiné vstupl jsou - jak patrno z definice - obsazeny i neefektivni kombina-
ce vyrobnich faktor( (faktory jsou pfitomny ve vétsich mnozstvich, nez je nutné k dosazeni pro-
dukce y”). Je proto uéelné se zaméfit jen na hraniéni body mnoziny L(y(’), pfipadné

na oblasti vyznacujici se Uspornym naklddanim s vyrobnimi faktory ve vztahu k poZadované urovni
produkce.



Definice 2
lzokvanta [isoquant] Q(yo) (na hlading produkce y° ) produkéni mnoziny vstupti
L(yo) je definovana jako
oly’)={x0z(y’),ezx0L()’) pro skalami © 0(0,7)}

Jde tedy o mnozinu hraniénich bodu produkéni mnoziny vstupd, vymezujici takové
kombinace vyrobnich faktoru, které jsou v nize uvedeném smyslu postacuijici pro dosa-
Zeni produkce na urovni yo. Izokvantu ve vztahu k produkéni funkci se chapat jako
obdobu indiferenéni kfivky viigi uzitkové funkci u(x). Jinak ale se produkéni funkce vzhledem k
objektivni moznosti méfit velikost produkce (penézné i naturalng) od uzitkové funkce li8i mj. pravé svym
kardinalnim vymezenim.
Definice 3
Uginna (efektivni) podmnozina [efficient subsetf] E(yo) produkéni mnoZziny vstupu je
ur¢ena definici

E(yo)=x|:|L(yo),ZSx; ale z # x = zDL(yo)}

Uéinna podmnozina E(yo) piedstavuje takoveé varianty nasazeni vyrobnich faktoru,
pfi kterych jsou tyto faktory vynakladany pravé v minimalnich nutnych mnozstvich.
Abychom si Iépe uvédomili rozdil mezi izokvantou a ué¢innou podmnoZinou (téze pro-
dukcéni mnoZiny vstupu L(yo) ), vS§imnéme si, Ze bod x leZi na izokvanté Q(yo) pravé
tehdy, neexistuje-li Zadny jiny bod z, ktery by byl jeho propornim zmenSenim (lezel by
tedy na polopfimce spojujici poCatek soufadnic s bodem x nachazejicim se na izokvan-
té) a ktery by rovnéz na této izokvanté lezel. Naproti tomu bod (tzn. kombinace vyrobnich

faktord) X UCinné podmnoZziny produkéni mnoziny vstupu E(yo) nemuze byt "zmensen” v
Zzadném smeéru rovnobézném s osami souradnic (aby timto zmensenim vznikly jiny bod z jesté
lezel na uginné podmnozing). Bod U€inné podmnoziny musi byt bodem izokvanty, zatim-
co opacneé tomu tak byt nemusi.

Poznamka 1

Typickou vlastnosti mnoziny L(yo) je jeji konvexnost, ktera pfipousti technologie délitelné
v Case. Jestlize x, z nalezi do L(yo), pak Ize produkce y0 dosahnout tak, ze po dobu A
pouzivame faktory v kombinaci x a po zbyvajici Casovy usek (1 —A) v kombinaci z.
Stejné jako vymezuje produkcni funkce F(x) soustavu produkénich mnoZin vstup(, Ize
také obracené pomoci posloupnosti produkénich mnozin vstupli L(y) s vhodnymi viast-
nostmi definovat produkéni funkci F(x) vztahem

F(x) = Max{y, xDL(y)}

Produkéni funkce je definovana - pii vhodnych viastnostech produkénich mnozin vstupd jako je
jejich uzavfenost a konvexnost pro kazdou uroveri produkce, prazdny prinik téchto mnozin pfi
limy — oo, tj. pfi neomezené rostouci produkci - jako maximalni dosaZitelny vystup, dis-

ponujeme-li danou mnozinou vyrobnich faktort x .



2 Vlastnosti obecné produkéni funkce
Na zakladé podrobné teoretické analyzy provedené v 50.letech Ronald W.Shephardem,
Ize pro obecnou produkéni funkci F(x) pfijmout tuto axiomatickou soustavu vlastnosti:
(F1) F(0)=0; ti. hodnototvorny vyrobni proces mize byt realizovan pouze
s kladnymi hodnotami (aspon nékterych) vyrobnich faktoru.
(F2) F(x) je kone€na realna a nezaporna funkce proménnych x,,X,,..., X, pfi ja-
kychkoliv kone¢nych hodnotach vyrobnich faktor( vzatych z nezapornych definiCnich
obordi X; =(0,+ ) proviechna j=1,2,...,n .

(F3) F(x) je neklesajici funkce v kazdé proménné. Pfidanim mnozstvi kteréhokoliv

vyrobniho faktoru nemize dojit k poklesu produkce. Pripousti se viak, Ze mezni pro-
duktivita urcitého faktoru v nékteré vyrobni situaci muze byt nulova, tzn. Ze ne vzdy
vede zvySeni mnoZstvi pouZitého vyrobniho faktoru k ristu produkce.

(F4) Existuje-li takova kombinace vyrobnich faktor x >0 nebo x>0, ze F(Ax)>0

pro néjaké skalarni A >0, pak
lim F(Ax) = +co

A oo
Predpoklad charakterizuje vlastnost neomezeného ristu produkce, jestlize proporc-
né zvétSujeme mnozstvi faktorti v kombinaci, ktera poskytuje nenulovy vynos. To
napf. vyluCuje uplatnéni (jako produkénich) funkci, které se blizi k “asymptoté” rovnobéz-
né s nékterou ze souradnicovych os.
(F5) F(x) je shora polospojita funkce v celém definiénim oboru.
Vzhledem k predpokladu (F3) lze ekvivalentné mluvit o polospojitosti zprava.
Vlastnost pfiblizime definici z matematické analyzy :
Funkce F(x) je polospoijita shora (. je-i neklesajici, zprava) v bodé x° CIE,, jestlize pro
kazde €>0 existuie okoli S;(x’) takové, Ze pro viechna xOS(x") plati
Fx)<F(x")+e.
Pro uvazované vyrobni situace to znamena, ze za urcitych okolnosti mize dojit ke sko-

kim v ristu produkce (pfi pfidani “nepatmé malého” mnoZstvi nékterého z vyrobnich faktord).
Vlastnost koresponduije s pfipusténim “kvalitativnich zmén v technologii” majicich pficinu

xn »n XN

napf. v technickych inovacich (spiSe pujde o0 zmény na strané “kapitalu” &i "technického
pokroku” nez v praci €i surovinach).
(F6) F(x) je kvazikonkavni funkce v celém definiénim oboru. Formaing vyjadieno, plati
nerovnost

F(Ax+(1-2)z) = Min [F(x), F(z)]
pro libovolnou dvojici bodu x, z z definiéniho oboru produkéni funkce a libovolné A
z intervalu (0,1). Vlastnost je pfimym disledkem konvexnosti produkénich mnoZin vstupl
a garantuje udrzeni produkce F(x) pfi pfechodu mezi dvéma faktorovymi kombinacemi
aspon v té vysi, ktera odpovida méné produktivni faktorové kombinaci.



Kone€né posledni vlastnosti, ktera se vaZze nikoliv k produkéni funkci,nybrz k ucinné
podmnozing, je Shephardem formulovany, tzv. “asymetricky” axiom:

(F7*) Uginna podmnozina E(y°) produkéni mnoziny vstupl L(yo) je ohrani¢ena pro
jakoukoliv hodnotu produkce y°.

Uvedeny axiom se nazyva asymetricky proto, Ze jeho obdoba neni formulovatelna pro
analogicky k L(y“) zkonstruované produkéni mnoziny vystupl P(x").

Vétsina funkénich tvard uzivanych k popisu produkénich vztahi jako analytické vy-
jadfeni produkéni funkce, vSak tento asymetricky axiom nespliiuje.

Poznamka 2 - doplfujici prfedchozi vyklad
Produkéni mnozina vstupl L(yo) obsahuje vSechny mozné vstupy (kombinace
vyrobnich faktori x ), s nimiz je dosazitelny vystup (hodnota produkce) »’.

L(y')={e (xy")DZ(x,p )}

2A Vlastnosti produkéni mnoziny vstupl L(yo) pro libovolné m 2:
(L1) OOL(y) pro jakékoliv y >0., L(0)=E,"
S nulovymi mnozstvimi vyrobnich faktort nelze ziskat kladnou velikost produkce.
(L2) Jestlize xOL(y) a x =x ,pakplati x" OL(y)
(L3) Jestlize (a) x >0 nebo

(b) x=0asoucasné A* xL(y*) pronéjaké A" >0 a y*>0,
potom paprsek {.x|4 2 0} protiné vsechny mnoziny L(y) pro viechna y ([0, +0o)
(L4) Pro y° =y’ =0 plati L(yz) 0 L(y’) vnofovani [nesting]

(L5) N L(y):L(y”)pro ' >0

0<y<y

(L6) ﬁL)(y) = @ prunik je prazdna mnozina.

300, +oo
(L7) L(yo) je uzaviena mnozina pro véechna "’ D[O,+00)
Z tohoto diivodu je izokvanta vzdy soucasti produkéni mnoZiny vstupd.
(L8) L(yo) je konvexni mnozina pro véechna »’ [1[0,+)
Usecka spojujici dvé faktorové kombinace poskytujici produkci o velikosti 1’
je cela soucasti produkéni mnoziny vstupt odpovidajici této produkci.
(L9) E(y") je ohraniéena mnozina pro véechna "’ D[0,+00)

1 Zapisem Z(x,y) rozumime mnozinu vyrobnich moznosti, tj. mnozinu dvojic (vektord) (x, y) kde vystupy
X jsou dosazitelné s vstupy y .

* Vlastnosti (mnoZinové) jsou uvedeny v monografii Shephard , R.,W.: Theory of Cost a Production
Functions. Princeton U.P. 1970 str. 14.



V pfipadé, ze pracujeme s m vyrobky (vyrabénymi v dané technologii s nasazenim »
vyrobnich faktor() ma smysl definovat také ,,dudlni“ mnozinovou strukturu, tzv. pro-
dukéni mnoziny vystupu P(x) .

V obecném schématu produkcnich korespondenci/produkcnich relaci se pracuje s n vy-
robnimi faktory a m vyrobky.

Produkéni mnozina vystup(i P(x") obsahuje vSechny mozné vystupy (kombinace
vyrobki » ), které jsou dosazitelné (vyrobiteiné) pomoci vektoru vyrobnich faktor x’.

Px")={y; (x".y)0Z(x,y)}

2B Vybrané vlastnosti produkéni mnoziny vystupi P(x") (jen informativné)

(P1) Px°) je uzaviena mnozina.

Izokvanta je vzdy soucasti produkéni mnoziny vystupd.

(P2) P(xo) je konvexni mnozina.

Usecka spojujici dvé faktorové kombinace je sougasti produkéni mnoziny vystupd.

(P3) Jestiize limx! = +o0, potom GP(xt)zE,,+. Sjednocenim véech produk&nich mno-
=1

Zin vstupu je cely nezaporny orthant. ZvétSujeme-li bez omezeni mnoZstvi vSech vyrob-
nich faktord, neni velikost produkce shora limitovana Zadnou hranici.

(P4) Pro x2 = x" plati P{x")0Px?) vnofovani

Dosahneme-li s uréitou kombinaci vyrobnich faktord uréité urovné produkce, dosahneme
s vét§imi hodnotami faktor( vzdy aspon stejnou hodnotu produkce.

(P5) OOIP(x) provsechna x=0.

Trivialni konstatovani, Ze nulova produkce je soucasti produkéni mnoziny vystupd: K vy-
robé ,niCeho* mohou byt uplatnény vyrobni faktory v jakychkoliv mnozstvich (i nulovych).



