5.4 Nakladova minimalizace

Uvazujme minimalizaCni problém, v némz jsou nezaporné jednotkové ceny vyrobnich
faktorl x =(x,,x,,...,x, ) ur€eny exogenné jako vektor p =(p,,p,,...p, ) , tedy

(5.18) _Min¥p.x. za
! i=1

podminky, Ze dosahovana Groveri produkce je rovna (alespori) y° | ti. F(x)=". K
tomu pfipojime obvyklé podminky nez&pornosti mnoZstvi vyrobnich faktorl x; = 0.

Pohledme na tuto optimaliza¢ni Ulohu jako na problém nalézt vazany extrém funkce a
proménnych x=(x,,x,,...x, ) (pii pevnych cenach/parametrech). Optimalniho stavu (rovno-

vahy) Ize dosahnout ve dvou krocich. Nejprve predpokladejme, ze je dan objem pro-
dukce " a ceny vyrobnich faktort p=(p,,p,...p,). Spotfeba faktorl

x=(x;,%,,.,x,) jetakova, Ze vyrobni naklady px jsou miniméalni za podminky
F(x)=y".

Tuto minimalizaéni ulohu lze fesit, jak znamo, napf. pomoci metody Lagrangeovych
multiplikatoru. S ohledem na jedinou omezujici podminku zde postaci jeden multiplika-
tor. OznaCime ho A. Znamena to minimalizovat vyraz tvaru

(5.19) H(x,A)=%px —A(F(x)-y") piidanych ', p i=12,..n.
i=1

Derivacemi podle jednotlivych x.,i=1,2,...n a jejich anulovanim obdrzime postup-
né soustavu podminek nutnych pro rovnovahu :

(5.20) sz,-—/lﬂ(x)=0 pro i=12,.,n

axl-
(5.20A) OH(%2) _ piv)=y0 =0

0/
Z (5.20a) dostaneme poptavkové funkce x,,x,,....x, jako funkce parametri
', P, Psrer P, Tyto funkce musi spliiovat podminky nutné pro rovnovazny stav :
(5.21) P, pro i=12, .
Fi(x )
(5.21A) f—Pr_=_P_ - - _Pn__))
Fi(x ) Fy(x) F.(x)

za vedlejsi podminky F(x)=y". Vyrobni naklady p;x; jsou tedy rovnéz funkci
parametri y° a p. Tyto podminky vyjadiuji pozadavek, aby podil mezni produktivity

kazdého vyrobniho faktoru a jeho jednotkové ceny byl konstantni pro vSechny faktory.
Pfevracené hodnoty téchto (stejnych) podill jsou rovny multiplikatoru A .

Poznamka 1 Podminky (5.21) mizeme interpretovat prostfednictvim pojmu parcialni



mezni naklady: Jde o podil zmény p,dx; na celkovych nakladech a pfislusné zmény
Fdx; v objemu produkce (znamena to malou zménu x;, pficemz ostatni x;, j #i z0-
stavaji beze zmeény. Plati totiz

0% px;
ox, _ p;
OF(x) ~ Fy(x)
Ox;

Poznamka 2 VSimnéme si dale, Ze plati dC/dy = 1.

ovéreni: Poptavkové funkce (vyjadiené pro rovnovazny bod) jsou zfejmé funkci cenové-
ho vektoru p a stanovené Urovné produkce y. MiZeme tedy psat
X1 =x1(y,p).xy =x5(y,p).Ze zépisu produkcni funkce mame

F(xi(y,p).x2(y.p)) =y

Provedeme-li ne obou stranach parcialni derivace podle y, dostaneme
Fl.axl(y,p) +F2.5Xz(y,p) 1
0y 0y
Z nutnych podminek pro rovnovazny bod pak vyplyva
p1 9x(y.p) P2 Ox2(y.p) _,
A Oy A 0y
Vynasobenim obou stran rovnice A dostavame
orp),  %a(yp)_,
dy 0

P1

Protoze dale plati
Cly.p)=pxi(y.p)+ p2x2(y.p) ,
zfejmé mame
oC(y, ox1(y, 0x>( v,

(y p)=p1- 1(y p)+p2. 2(0.p) _ 4

Oy Oy
Postacujici podminky (zajistujici minimalizaci vyrobnich nakladl) maiji tvar, mutatis
mutandis, jako v pfipadé maximalizace uZitkové funkce. Rozdil je dan tim, Ze zde feSime
ulohu nalezeni minima. Aby byla minimalizovéna hodnota vyrobnich nakladd, je nutné,

aby druhy diferencial nize definované kvadratické formy d*H ( XA ) vycCisleny v bodé

* V4 r v v r
x byl zaporny pro vSechna dx;, ne vSechna nulova:

non *

(5.22A) d2H(x*))==1| 3 kz Fy(x" )dx jdxy | >0.
j:l =1

a to pro vSechna dx ; propojena vedlejSi podminkou



(5.22B) S F(x" ).dx; =0,
i=1

Tato vedlej$i podminka je odvozena diferencovanim ze vztahu F(x" )= »°

Podminka (5.21A) je zfejmé ekvivalentni pozadavku, aby platila (pfi kladném A, coz ply-
ne z (3.20)) nerovnost

n n
(5.23A) ;lkglek (x*)dx jdx <O0.
J —_ —_

pro vSechna dx; provazana zminénou vedlejSi podminkou.

n
(5.23B) S F(x )dx;=0.

i=1
Pfevedeme-li — obdobné jako v pfipadé uzitkové funkce — vySe uvedené podminky na
vlastnost (symetrické) matice @, vzniklé z matice druhych parcialnich derivaci produkéni
funkce F(x) ovroubenim gradientnim vektorem v prvnim fadku a prvnim sloupci (a s

, , p v . . , y K .
nulovym levym hornim prvkem), Ize pozadavek na existenci extrému v bodé x  vyslovit
ekvivalentné jako pozadavek na stfidani znamének konecné posloupnosti hlavnich mino-
ri matice @1, ].

0 F F .. Fy
F M F - Fig

(5.24) (- Fy Fr Fyy .. Fy|>0. k=23,..n
Fr Fyi P - Fuk

Pokud tedy ma dana kombinace mnoZstvi vyrobnich faktoru x vést k minimalizaci Vy-
robnich nakladu, musi s pfidanim kaZzdého vyrobniho faktoru (bez ohledu na pofadi jejich
vybéru) dojit ke zméné znaménka takto zvétSeného hlavniho minoru matice @ (s klad-
nou hodnotou pro dva vyrobni faktory) vyCislené v této uvazované faktorové kombinaci

x . Neni-li tomu tak, bod X minimem byt nemize.

Na nakladovou minimalizaci navazuje jako druhy krok maximalizace zisku. Tu provede-
me tak, ze pfi dané jednotkové cené vyrobku ¢ stanovime rozsah vyroby tak, aby byl

maximalizovano rozpéti mezi trzbami a naklady. Zisk je timto je vyjadren jako

(5.25) gy’ =C(y’.p)

tj. rozdil mezi objemem trzeb a vyrobnimi néklady. K tomu ovSem staci poloZit (kladny)
multiplikator A hodnoté ¢ (jednotkové cené vyrobku). Tim je feCeno, Ze v rovnovazné

situaci jednak plati (nutné) podminky p; / F;( X ) =gq provsechna i =1,2,...,n jednak

' Je ziejmé, ze pro k =1 je vztah (5.23) spinén vzdy: minor je roven — F12



(jako postacujici) téz Hicksovy podminky stability (5.22),resp. (5.23).

llustrace VySe uvedeny postup ukadZzeme nyni na nejjednodussSim pfipadé, v némz vy-
robni technologie operuje tak, Ze je vyrabén pouze jeden vyrobek y, k jehoz zhotoveni
se pouzivaji dva vyrobni faktory x;, x, .

Nejprve vySetfime podobu podminek nutnych pro rovnovazny bod. Postupné odvodime
vyrazy pro zménu poptavky po kazdém vyrobnim faktoru pfi zméné jedné z cen ( arbit-
rarné zvolme p; ). Vyjdeme pfitom z podminek (5.25):

(526AB,C) F(x,(p)xy(p))=y" Fi(xi(p)xi(p) )= pi

Fy(xa(p)x2(p))-i=po
Derivujme nyni vSechny ffi vztahy podle p, (ceny, ktera se méni). Dostaneme

OF(x) 0x; + oF(x) ox, _

(5.27A) . . 0.
ox; 0py 0x, Opy
(5.27B) £ o (OR) Ox;  ORi(X) 0%y,
op; ox; 0p, ox, 0p,
(5.27C) £ N 4 OR¥) 0xi  OR(X) 0%y _
op; ox, dp; ox, 0py

Po jednoduché Upravé druhé a treti rovnice (vydélenim kazdé z nich A ) dostavame
soustavu tfi rovnic pro tfi neznamé (dvé poptavkové zmeény 0x, /dp, a 0x, /0p, a po-

mocnou neznadmou 1/ A.04/dp, ) . Tuto soustavu je pak mozno souhrnné vyjadfit vekto-
rové-maticovym zapisem

(l ﬂ\
0 F F A(;gm 0
(5.28) Fi Fy Py # = N
F, Fp Fp ax; 0

. oPr )

Odtud pouZitim Cramérova pravidla jiz snadno ziskame FeSeni: vyraz pro poptavkové
zmény.
ox; _| 21| ovy _|r¥]

(5.29) = , = , kde
apl ‘@‘ apl ‘QD‘
0 0 F 0 F 0
1 1
o, =|F — F o, =|F F; —
1 1 A 12 2 1 11 A
F, 0 Fy F, F, 0

Pfimym vypoctem obou determinant(i dostaneme



-F/ FF,

! —

(530) | [= @, |=7

a tedy nasledné

(5.31) o _ =Fy 9%, _ Ry
op; AP | op; AP

Vzhledem k tomu, ze A > 0 a |®|> 0, dostavame zfejme, Ze Ox1/ dp1 < 0, zatimco dx2/

dp1 > 0. Znamena to tedy, Ze rlst ceny pfislusné vyrobnimu faktoru vede k poklesu po-
ptavky po ném, zatimco v pfipadé druhého pfitomného faktoru vede rust jeho ceny k
ristu poptavky. Oba vyrobni faktory jsou tedy v substituénim vztahu.

5.4 Prima maximalizace zisku pomoci ziskové funkce

Rozsifme Ulohu formulovanou v Casti [ 5.3 ] tak, Ze soubézné s minimalizaci nakladové
stranky vyroby budeme usilovat o dosazeni maximalniho zisku z hodnoty vyrobené pro-
dukce. K tomuto UCelu potfebujeme vedle vySe vyrobnich nakladl (pfipomerime, Ze ty
jsou dany soucinem mnoZzstvi vyrobnich faktorl a jejich jednotkovych cen) stanovit hod-
notu, za kterou se bude vytvofena produkce prodavat na trhu. Proto je tfeba do Gvah
zafadit veliCinu mnoZstvi vyrobkd a k nim pfisludnych jednotkovych cen, tedy (pfi m vy-
robcich) hodnotu skalarniho soucinu tvaru

m
(5.32) qy= _Z%Qij
j:

Maximalizaci zisku (pfi nejmensich moznych vyrobnich nakladech) Ize pak zapsat ve
tvaru

(5.33) MaxI(q,p) = Max [q.y - p.x] = Max[_m%qjyj —%pixi}
= i=

tentokrat viak bez pfimého uvazovani vedlejsi podminky F(x)= y° predstavuijici po-
Zadavek, aby produkce dosazitelna pomoci vektoru mnozstvi vyrobnich faktord x méla
alespori velikost y°. Ziskova funkce 17(gq, p )v (5.32) pak udava maximaini dosaZitelny
zisk z produkce realizované pfi minimalnich vyrobnich nakladech a pfi trzné stanovenych
cenach p a g .

V dalSim vykladu se pro zjednoduSeni omezime na situaci, kdy je produkovan pouze
jediny vyrobek, m =1, tzn. gy =qy . PfisluSné Gvahy by nicméné zustaly v platnosti i
pro pfipad sdruzené produkce, tj. tehdy, pokud bychom rozsifili pojem produkéni funkce
na vektorovou situaci. S ohledem na sledovany cil (nalézt optimaini rozsah vyroby, pfi

némzZ je minimalizovan zisk) vSak bude nyni nutno na argumenty ziskové funkce pohlizet
odlisné : Ceny p a ¢ budeme povaZzovat za exogenné stanovené ,parametry” Ulohy,

zatimco optimalizaci budeme provadét vzhledem k (proménnym, hledany) mnozstvim
vyrobnich faktord. Abychom v8ak nekomplikovali situaci dal§im symbolem, pfidrzime se



puvodniho znaceni ziskové funkce 77 .

Nutné podminky pro to, aby v konkrétnim bodé x~ byla maximalizovana ziskova funkce?,
jsou
(5.34) 6I‘I(x)=6I'I(x)=6l'l(x)=""=6I'I(x)=0.

0X, 0x, 0X3 ox,,
vyCisleni parcialnich derivaci zde vede k soustavé podminek nutnych pro rovnovazny
bod3:

of(x’) —q OF(x’) _

5.35A . =0.

( ) 0X4 0X, P
afi(x’)  aF(x’)

5.35B =q. —p, =0.

( ) ax, q ax, P
afi(x’)  aF(x’)

5.35C =q. —p. =0.

( ) X, q ox, P

Optimalni (rovnovazna) spotiebovavana mnoZzstvi vyrobnich faktorl x,",x,",...x,  zis-

kadme nyni jako funkce cen x,” = x, (q,p) Upravou predchozi soustavy rovnic, v niz pi-
Seme

. =6F(X) p] —
(5.36) Fi(x) x, F ) q
. P _ P2 _ _ Pn _
t. — = —=_..=—"8_=
. Fi(x') Fy(x) Fa(x') )

Optimalni rozsah vyroby je potom dén vztahem y = F( xl*,xz*,...,xn* ), je tedy vyvo-

zen pro danou technologii z optimalnich mnozstvi vyrobnich faktort x*. Z dosazeného
Ize vyvodit :

A) Vztah (5.36) ukazuje, Ze v rovnovazném stavu x~ je pomér spoteby kterychkoliv
dvou faktorl r,s takovy, Ze mezni mira substituce mezi nimi F,( x )/ F.( x ) jerov-
na poméru cen téchto faktord p, / p;.

B) Optimalni rozsah vyroby, tj. mnoZstvi vyrobnich faktoru xl*,xz*,...,x " a nasledné

n

? Pouzivame znaceni 1 oproti I , protoZe ziskova funkce definovana v {5.15] je funkci cen ¢, p . Zde, a&
pracujeme s formalné shodnym vyrazem gy — pX , pohliZime na tento vyraz odlidné&: pfi maximalizaci (5.33)
pokladame oboji ceny za pevné dané, maximum zisku se hleda ve vztahu k rovnovaznému bodu, ktery uréuji
hledana optimalné uzitd mnozstvi vyrobnich faktoru x*- produkci pak uréime z produkéni funkce y* = F(x*)

® Zde na rozdil od situace v &asti [5.3] vS8ak neprovadime podminénou, nybrz nepodminénou maximalizaci, neni
tedy divod uplatfovat postup s pouzitim Lagrangeova multiplikatoru.



hodnota produkce y* = F(x, ,x, ,...x, ) je pak dana Urovnémi p, = ¢.F,(x" )pro
vSechna ;=1,2...,n. Znamena to, ze rozsah vyroby se zvétSuje potud, pokud hodnota
mezni produktivity (pfi daném pevném ¢ ) kazdého faktoru neni rovna relativni cené
(vi¢i ¢) tohoto faktoru. V té chvili se dosahne rovnovazného stavu, v némz se vyrobni
poméry ustali. V tomto stavu plati F,(x") = p, /¢ prov8echna. i =1,2,..,n.

Poznamenejme jesté, Ze cilové kritérium, minimalizace zisku zde neni pfimo spojeno s
pozadavkem, aby hodnota produkce dosahla jistou (dostatecnou) uroveri »°: Vyrobce

bude mit zajem zvySovat produkci do té doby, nez se dosahne, pfi zpravidla klesajicich
meznich produktech, podminek (5.36). Na této urovni se pak rovnovazna (optimalni) vy-
roba ustali.

Dodatek Zkusme nyni vySetfit, jak se bude chovat zména poptavky po vyrobnich fakto-
rech pfi zméné produkce y: k cenam jako argumenttm poptavkové funkce tak pfibude

jesté (proménliva) velikost produkce vy :
vyjdéme ze vztah( (5.26) resp. (5.26):
(5.37A,B,C) F(xy(y.p)xo(y.p) )=y

Fi(X1(y,p).X2(Y.P))A =Py Fa(Xa(y,P).Xa(Y,P) ) A =Py
Derivujme nyni vSechny tfi vztahy podle y ( produkce). Dostaneme:

(5.38A) OF(x) x4(y.p)  OF(x) OXa(y.p) _
0X4 oy 0X, oy
(5.38B) F oA oA o (6F1(x).6x1(y,p) N 6F1(x).6x2(y,p) )=0.
oy ox, 9y ox, oy
(5.38C) F, 2% OA +)\_(0F2(X)_5X1(y,p) N an(X)_ze(y,p))zol
oy ox, oy ox, oy

Po drobné upraveé — vydéleni druhé a treti rovnice multiplikatorem A - mame

(538*A) aF(X) .aX1(y’p) + aF(X) _aXZ(yap) =1
0X4 oy 0Xy oy

1 ON _ 0F(x) 0x4(y,p) . 9F4(X) 0Xy(y.p)

Aoy ox, oy ox, oy

1 0A | 9Fy(X) 9%4(y,p) , 9F,(X) 9X,(y.P)

Aoy ox, oy ox, o0y

Tyto tfi vztahy prepiSeme do vektorové-maticové podoby

(5.38*B) F.— =0.

(5.38*C) Fe =0.




(1 @\
0 F F Aa oy | (1
(5.39) FF, Fyl| 2 |=]o
oy
F, Fo Fy ox, 0
L 0y )
Pomoci Cramérova pravidla nyni dostaneme fesSeni pro hledané dvé neznamé
9x; 0x, .
dy " ay
0 1 F
F, 0 Fp,
ox; _[F, 0 Fp| _FpFy—F.Fy
oy |0 |
(5.40)¢
0 F 1
0X2 - F2 F12 O =F1.F12_F2.F11
oy @ @

Pokud jde 0 znaménka obou derivaci, Ize vyvodit nasledujici:

Determinant ve jmenovatelich obou derivaci bude kladny pravé tehdy, bude-li produkéni
funkce kvazikonkavni. Pfi kladnosti meznich produktt Fi,F, , zapornosti ¢lend F,,,F,,
budou mit oba Citatelé kladné hodnoty, pokud F}, >0, coZ v pfipadé dvou faktord musi

platit vzdy.5 V souladu s realitou tedy pfi ristu produkce poptavka po obou vyrobnich
faktorech poroste.

* Podobné jako v asti pojednévajici o teorii rovnovahy spotfebitele Ize z Hicksovych podminek vyvodit, ze E’i <0.

5
Mame-li pouze dva vyrobni faktory, musi byt tyto, jak bylo dfive ukazano, v substituénim vztahu,



