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Funkce

Co je to funkce?

Definice

Necht jsou dany mnoZiny D C R,H C R. Ptedpis f, ktery
kaZzdému x € D pt¥ifazuje pravé jedno y € H, nazyvame funkci
jedné proménné. Tuto funkci oznalujeme

y = f(x).

MnoZina D se nazyva defini¢ni obor funkce f a znali se D(f),
mnoZina H se nazyva obor hodnot funkce f a zna&i se H(f).

PYedpisy

fi x2+y?>=1, g x=y?
popisuji k¥ivky v roving, ale nejsou funkce prom&nné x, nebot
k jedné hodnoté x jsou pfifazeny dvé hodnoty y, konkrétné

f: y=2+v1-x2 g: y=+Vx



Funkce

Defini¢ni obor a graf funkce

Zakladni dlohou je uréeni definiéniho oboru funkce, tj. nalezeni
takovych hodnot x, pro které ma funkéni predpis smysl.

a) f:y:%,b) f: y=+vx%2—-3x+2,
c) f: y=In(l-x2).

X

Grafem funkce f: D(f) — R je mnoZina bod

G = {(x,f(x)) e R? : x € D(f)}.

K¥ivka v roviné je grafem néjaké funkce pravé tehdy, kdyz
neexistuje Zadna p¥imka rovnobézna s osou y, kterd by protinala
tuto kFivku vice nez jednou.



Funkce
Vlastnosti funkci |

Definice

Funkce f se nazyva ohranitend, jestlize existuje K € R, K > 0,
takové, Ze |f(x)| < K pro kazdé x € D(f).

Rekneme, Ze funkce f je sudd, jestlize pro kazdé x € D(f) plati
—x € D(f) a f(—x) = f(x) (graf je soum&rny vzhledem k ose y).
Rekneme, Ze funkce f je lichd, jestlize pro kazdé x € D(f) plati
—x € D(f)af(—x) = —f(x) (graf je soum&rny vzhledem

k potatku).

Funkce f se nazyva prostd, pravé kdyz pro viechna xi,xp € D(f)
plati: je-li x1 # xa, pak f(x1) # f(x2).




Funkce

Vlastnosti funkci |l

Definice

Funkce f se nazyva periodickd s periodou p € R, p > 0, jestlize
plati, Ze pro kazdé x € D(f) jetaké x £ p € D(f) a f(x +
p) = f(x — p) = f(x). Nejmensi perioda funkce je nejmensi
prvek mnoZziny vdech period této funkce.

Definice

Necht je déna funkce f: D(f) — R ainterval | C D(f). Pak
funkci f nazveme rostouci na intervalu I, jestlize pro kazda dvé
x1, x2 € | takova, Ze x1 < xo, je f(Xl) < f(X2).

Funkci f nazveme klesajici na intervalu I, jestlize pro kazda dvé
x1, x2 € | takova, Ze x1 < xo, je f(Xl) > f(Xz).

Funkce, kterd je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni.

-



Funkce

Vlastnosti funkci Il

Definice

Necht u: A — B a f: B — R jsou funkce. Pak funkce F: A — R
dand predpisem y = f(u(x)) se nazyva sloZend funkce. Funkce u
se nazyva vnitini slozkou, funkce f vnéjsi slozkou slozené funkce

Definice

|~h

Inverzni funkci k prosté funkci f je funkce f~1, pro kterou plati,
%e D(f~1) = H(f) a ke kazdému y € D(f~1) je p¥itazeno pravé
jedno x € D(f) takové, Ze f(x) = y.

Poznamenejme, Ze inverzni funkci Ize definovat pouze pro prosté
funkce. Grafy funkci y = f(x) a y = f~1(x) jsou symetrické podle
ptimky y = x.



Funkce

Polynomy

Funkci P: R — R tvaru
P(x) = apx" + ap_1x" 1+ 429, kde ag,a1,...,an€R,

nazyvame polynomem neboli mnoho¢lenem. Cisla a; se nazyvaji
koeficienty polynomu. Je-li a, # 0, pak ¢islo n nazveme stupném
polynomu a znaéime stP.
Cislo o € C se nazyva ko¥en polynomu P, jestlize P(a) = 0.
Cislo a je k-ndsobnym koFenem polynomu P, existuje-li polynom
Q takovy, Ze

P(x) = (x — )" Q(x),

a «a neni kofenem polynomu Q, tj. Q(a) # 0. (Pro k = 1
pouZivdme nazev jednoduchy koren.) Cislo k € N se pak nazyva
nasobnost kofene « polynomu P.




Funkce

Poznamka

i) Je zfejmé, Ze defini&nim oborem polynomu je mnoZina
redlnych Cisel.

i) Je-li P(x) = ap # 0 (konstantni funkce), jde o polynom
nulového stupné.

iii) Mezi polynomy definujeme operace s¢itdni a ndsobeni tak,
Ye pro kazdé x € R plati (P + Q)(x) = P(x) = Q(x) a
(P - Q)(x) = P(x) - Q(x), tj. p¥i stitdni s€itame koeficienty
u stejnych mocnin proménné x a pfi nasobeni jde o obycejné
ndsobeni mnohotleni. Soucet (resp. rozdil) a souéin dvou
polynomii je opét polynom.




Funkce

Vlastnosti polynomi

Necht P(x) = anx" + ap_1x" "1 + -+ + ag, kde ag,a1,...,an € R
je polynom stupné n > 0.

i) Dva polynomy P, Q stupné& n jsou si rovny, jestliZe jsou si
rovny koeficienty u sobé& odpovidajicich mocnin.

ii) (Zékladni véta algebry.) Polynom P md nad komplexnim obo-
rem C pravé n koFend, pocitame-li kaZdy koren tolikrat, kolik
je jeho nasobnost.

iii) Je-li komplexni &islo o k-ndsobnym koFenem redlného poly-
nomu P, je &islo komplexné sdruzené & rovnéz k-nasobnym
koFfenem polynomu P.

iv) Necht a, = 1. Je-li celé &slo o koFenem polynomu P
s celo&iselnymi koeficienty, pak « je délitelem &isla ag.




Funkce

Rozklad polynomu v oboru redlnych Zisel

Necht P(x) = anx" + ap_1x" "1 + -+ + ag, kde ag,a1,...,an € R
Jje polynom stupné n > 0.
Jsou-li o, .

., &y vSechny redlné kofeny polynomu P
s ndsobnostmi ky,..., k. a(c1 £ id1), ..., (cs £ ids)

vSechny navzdjem riizné dvojice komplexné sdruZenych korend
s nasobnostmi ry, . .., rs, plati

P(x) = an(x —a1)k - ... (x — )9 [(x — ) + d2]" - ...

- (x = e)? + d3".




Funkce

Znaménko polynomu

Ulohou uréeni znaménka polynomu rozumime nalezeni intervald,
kde je polynom kladny a kde zdporny. Tato tloha je dileZita p¥i
vySetfovani prib&hu funkce. K uréeni znaménka hodnot polynomu
pouzijeme rozklad polynomu a nasledujici fakt. Jsou-li

x1 < Xp < -+ < Xy v8echny jeho navzdjem rlizné redlné koteny,
pak v kazdém z intervall (—oo, x1), (x1, X2), - - - , (Xm, 00) je
polynom stéle kladny nebo stale zaporny.

Ur&ete znaménko polynomu P(x) = (x? — x)(x — 2)? a na&rtnéte
jeho graf.




Funkce

Hornerovo schéma

M&jme polynom P(x) = apx" + ap_1x""1 + -+ + ag. Jeho
hodnotu pro &islo ¢ uréime pomoci nasledujici tabulky, kterou
nazyvame Hornerovo schéma.

an

an—1

an—2

a1

4o

c | an

C-anp+apn-1

c-c +ap—2

C1

2

C-Ch—2+ a1

C-Cao1+ a0

Cn—1

Cn

Posledni ziskand hodnota ¢, je hodnota polynomu P v bodé c.
Upozornéme, 7e v zahlavi tabulky jsou viechny koeficienty, tj. i
pFipadné nuly zastupujici mocniny, které v polynomu chybi.

Je-li ¢, =0, tj. P(c) =0, pak &islo ¢ je kofenem. V tomto pfipad&
jsou ¢&isla a,, c1, ..., ch—1 koeficienty polynomu Q(x) stupn& n—1,
pro ktery plati P(x) = (x — ¢)Q(x). Tedy pro hledani dal3ich

kofenii miZzeme pouZit ,jednodussi“ polynom Q.



Funkce

Racionalni lomené funkce

Definice

Bud'te P, Q nenulové polynomy. Funkce

se nazyva raciondlni funkce (téZ raciondlni lomend funkce). Tuto
funkci nazveme ryze lomenou, plati-li stP < stQ, a neryze lome-
nou, plati-li stP > stQ.

/] 7 - s . 2
P¥ikladem ryze lomené racionalni funkce jsou funkce %, thl ;

N P . s, . 2
pFikladem neryze lomené raciondlni funkce jsou funkce XX—“ nebo
X242

2x2—1"




Plati ndsledujici tvrzeni:

i) Defini¢nim oborem raciondlni funkce R(x) = % je mnoZina
tvaru
D(R) = (—o0,00) ~{a1,...,am},
kde a1, ..., an, jsou vechny redlné kofeny polynomu Q.
P(x)

i) Je-li 00 Neryze lomena raciondlni funkce, pak délenim
polynomi P a @ obdrzime soulet polynomu a ryze lomené
racionalni funkce. Napf¥iklad

x3 4+ 2x bx + 2
T x4 =
x24+2x+1 x24+2x+1

Znaménko raciondlni lomené funkce uréime podobné jako u
polynomu.



Funkce

Rozklad ryze lomené raciondlIni funkce na parcidlni zlomky |

Necht R(x) = gg)) je ryze lomen3 racionalni funkce. KaZdou
takovou funkci lze rozloZit na soulet parcidlnich zlomkd
nasledujicim zplsobem:

e Je-li &islo a redlny jednoduchy kofen polynomu @, pak rozklad

funkce R obsahuje parcialni zlomek tvaru

A
(x—a)

e Je-li &islo « redlny k-ndsobny kofen polynomu @, pak rozklad
obsahuje soulet k parcialnich zlomki tvaru

A J’_ B _"_...J’_L
(x—a) (x—a«)? (x —a)k’




Funkce

Rozklad ryze lomené raciondlni funkce na parcialni zlomky

e Jsou-li &isla o + i komplexné sdruZené jednoduché kofeny
polynomu @, pak rozklad obsahuje parcidlni zlomek tvaru

Ax + B
ax2+ bx+c’

kde ax? + bx 4+ ¢ ma kofeny a =+ if3.
e Jsou-li ¢&isla oo + i dvojnasobné komplexné sdruzené kofeny
polynomu @, pak R obsahuje souget dvou parcidlnich zlomki tvaru

Ax+ B Cx+ D
ax?+bx+c  (ax?2+ bx+c)?’

Podobné trojndsobné dvojici komplexnich kofenl odpovidad soudet
t¥ parcidlnich zlomk{ atd.



Funkce

Rozklad ryze lomené raciondlni funkce na parcialni zlomky

Rozklad funkce R je souctem vSech parcidlnich zlomki vyse
uvedeného tvaru, které p¥islusi vdem kofenlim polynomu Q.
Konstanty v parcidlnich zlomcich (lze ukdzat, Ze jsou urleny
jednozna&né) nalezneme metodou neurtitych koeficientd, tj.
napiseme formalni tvar rozkladu a celou rovnost vyndsobime
polynomem Q.

Dostaneme tak rovnost dvou polynomi pro vSechna x kromé
kofenl jmenovatele. Tyto polynomy jsou identické, tj. maji stejné
koeficienty, které uréime pomoci dvou moznych zplsobi:

porovnanim koeficientli u odpovidajicich si mocnin,

dosazenim konkrétnich hodnot x (vhodné jsou zvlast& ko¥eny
jmenovatele Q).



Funkce

Rozklad ryze lomené raciondlni funkce na parcialni zlomky

IV

Ziskame soustavu n linedrnich rovnic pro n neznamych konstant,
kterou vyfeSime.

RozloZte raciondlni funkci na parcidlni zlomky:

) R(x) =235 b)) R(x) =558




Limita funkce

Limita funkce |

Funkce y = f(x) ma v bod& xp limitu L, jestlize se s hodnotami
funkce f(x) mazeme libovoln& p¥iblizit &islu L tak, Ze vezmeme
hodnoty x dostate¢né blizké hodnoté xg, ale rlizné od xp.
Zapisujeme

X||_>r‘r)1(0 f(x)=L.
ﬁfkéme, Ze funkce ma ve viastnim bodé& viastni limitu.
Funkce y = f(x) ma v bod& xq limitu rovnu oo, jestlize hodnoty
funkce f(x) mizeme udg&lat libovoln& velké tak, Ze vezmeme
hodnoty x dostate¢né blizké hodnoté xp, ale riizné od xg.
Zapisujeme

lim f(x) = oco.

X—¥Xp
Fvil'ka'me, Ze funkce ma ve viastnim bodé& nevlastni limitu. Podobné&
muZeme tuto limitu popsat pro —oo.



Limita funkce

Limita funkce Il

Funkce y = f(x) ma v bod& oo limitu L, jestlize se s hodnotami
funkce f(x) mazeme libovoln& p¥ibliZit &islu L tak, Ze vezmeme
hodnoty x dostate¢né velké. Zapisujeme

lim f(x) = L.

X—00

Rikame, e funkce ma v nevlastnim bodé viastni limitu. Podobng&
miZeme tuto limitu popsat pro —oc.



Limita funkce
Definice limity pomoci okoli

Necht xp, d € R, § > 0. Pak interval O(x9) = (xo — d,x0 + )
nazveme okolim bodu xg.

Bud a € R. Pak interval O(c0) = (a,00) nazveme okolim bodu oo
a |nterva| O(—00) = (—0o0, a) okolim bodu —oco.

Necht xg, L € RU {00, —o0}. Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bod&
xo limitu rovnu &islu L a piSeme limy_,, f(x) = L, jestlize ke
kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xp) bodu xg tak, Ze
pro x € O(xo) \ {xo} plati f(x) € O(L).

\
\
<
\
l
A\

Funkce f ma v libovolném bodé& nejvyse jednu limitu



Rekneme, e funkce f(x) méa v bod& xq limitu zleva rovnu L,
pisSeme
lim f(x) =L,

X%XO

jestlize se s hodnotami funkce f(x) miZeme libovoln& pFibliZit &islu
L tak, Ze vezmeme hodnoty x mensi nez xg a dostate¢né blizké
hodnoté xg.

Podobné mizeme popsat limitu zprava i p¥islusné nevlastni limity.

Plati limy_,,, f(x) = L pravé tehdy, kdyZ Iimxﬁxof f(x) =

lim, s F(x) = L.



Limita funkce
Vypocet limit |

Pro vypocet limit plati nasledujici pocetni operace.

Necht existuji obé& vlastni limity limy_,x, f(x) = Ly,
limy_sx, &(x) = La. Pak plati:

a) limy_ (f(x) £ g(x)) = L1 £ Lo,

b) limy_x,(f(x)-g(x)) = L1 - Lo,

f L
c) Je-li Ly # 0, pak limy_x, X)L




Limita funkce

Vypocet limit I

kde

lim f(x) =1, lim g(x) = =00 nebo lim g(x)=0,

X—rX0 X—rX0 X—Xp
plati vztahy vyjadfené symbolicky

1 1 1
E = 0, — = +OO, — = —OQ. (1)

Je-li limy_y, f(x) = c a limy_sx, g(x) = 0, pak je vztahy v (1)
tfeba modifikovat podle znaménka ¢&isla c.
V ptipadech limit typu vyjadfenych symbolicky

o0 —00, —, =
) OO’ 0

je situace nejednozna&nd (jde o tzv. neurtité vyrazy).



Limita funkce

Spojitost funkce

Necht xo € R. Rekneme, e funkce f je v bod& xp spojitd, jestlize
je limita funkce v tomto bodé rovna funkéni hodnoté v tomto
bodg, tj. limy_,,, f(x) = f(xo).

Podobné definujeme i jednostranné spojitosti pomoci
Jjednostrannych limit.

Necht f je funkce a | C D(f) je interval. Rekneme, Ze funkce f
je spojitd na intervalu /, jestlize je spojita v kazdém vnitfnim bodé
tohoto intervalu. Pat#i-li navic levy (pravy) koncovy bod do /, je

v ném funkce spojitd zprava (zleva).

Je-li | = [a, b], €asto se fakt, Ze je funkce na tomto intervalu
spojitd, zapisuje f € C[a, b].



V8echny tzv. elementdrni funkce, tj.
mnohodleny,
exponencialni a logaritmické funkce,
goniometrické a cyklometrické funkce,

mocninnd funkce (nap¥. v/x, obecné funkce x?, kde a € R a
x> 0)

a vSechny funkce, které z nich vzniknou kone¢nym poctem
aritmetickych operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni,
skladanim a tvofenim funkci inverznich, jsou spojité ve vSech
bodech, kde jsou definované. Proto je limita téchto funkci v daném
bodé& rovna funkéni hodnotg.



Limita funkce

Vlasnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrassova véta)

Necht f je spojitd na intervalu | = [a, b]. Pak je na tomto inter-
valu ohrani¢end a nabyva zde své nejvétsi i nejmensi hodnoty.

Véta (Bolzanova véta)

Necht f je spojitd na intervalu | = [a, b]. Pak na tomto intervalu

v

nabyva vsech hodnot mezi svou nejvétsi a nejmensi hodnotou.

Diisledek
Je-li funkce f spojita na intervalu | = [a, b] a f(a)f(b) < 0, pak
existuje bod ¢ € (a, b) takovy, Ze f(c) = 0.




Derivace funkce

Definice derivace

Bud f funkce a bod xg € D(f). Existuje-li vlastni limita
jim () = F(0) 2)

X—X0 X — Xo

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé xp a znacime
f’(X()).

Derivaci funkce f v bod& xg zna&ime téz g—i(xo) nebo (f(x))/

Podobné definujeme derivace zprava a derivace zleva:
f(x) — f(x0) f(x) — f(x0)

fl(x) = lim —~— f'(x) = lim —F——2,
+( 0) X—)xg' X — Xo 3 ( 0) rxe X — %o

X=xp "



Derivace funkce

Bezprostfedné z definice derivace plynou tyto dilezité vlastnosti
derivace funkce:

i) Funkce ma v daném bod& nejvyse jednu derivaci.

ii) PoloZime-li h = x — xg, lze derivaci zapsat ve tvaru

F(x0) = /LTO f(xo+ h/))— f(x0) '

iii) Funkce f md v xg derivaci pravé tehdy, kdyZ ma v tomto bod&
derivaci zprava i zleva a ty jsou si rovny.



Derivace funkce

Geometricky vyznam derivace

Obréazek: Geometricky vyznam derivace



Derivace funkce

Z geometrického vyznamu derivace plyne, Ze funkce f ma v bodé
xo derivaci pravé tehdy, kdyZ jeji graf ma v bod& (xo, f(xp)) te€nu
se smé&rnici f'(xp). Rovnice této tetny v bod& T = (xo, f(x0)) je

y = f(x0) + f'(x0)(x — x0).

P¥iklad
Rozhodnéte, zda maji funkce y = x? a y = |x| derivaci v bod¥&
x = 0.

Priklad

Z definice derivace odvod'te derivaci funkce y = x2 v libovolném
bod& X0-




Derivace funkce

Derivace vyss

ProtoZe Ize derivaci funkce f chapat jako funkci, mizeme definovat
derivaci funkce f’ v n&jakém bod& xp; tu pak nazyvdme druhou
derivaci funkce f v bod& xg a zna&ime f”(xp). Rovn&Z vlastni
druhou derivaci funkce f Ize chdpat jako funkci f” na mnoZing
D(f") ¢ D(f"). Ta miZe mit op&t derivaci v n&kterém bod& atd.
Obecné definujeme:

Druhou derivaci funkce f rozumime funkci f” = (') a pro li-
bovolné n > 2 definujeme n-tou derivaci (derivaci n-tého Fidu)
funkce f vztahem (") = (f(n=1))




Derivace funkce

Pravidla pro vypocet derivace

Pro derivace elementarnich funkci plati:
c =0, (x?) = ax®1,
(sinx)" = cos x, (cosx) = —sinx,
1 1
tgx) = : tgx) = — :
(tgx) cos? x (cotg x) sin? x
1 1
(arcsinx) = ——, (arccosx) = ———,
V1-—x2 V1—x2
1 1
(arctg x) = 251 (arccotg x)' = “Er1’
(e¥) = €, (a¥) =a*-Ina,
1 / 1
Inx) == lo =
(nx) X7 ( gax) Xlna’
kdea€ R aceR.



Derivace funkce

Necht maji funkce f, g derivaci na mnoZin& M. Pak plati-
a) (cf(x)) = cf'(x),
b) (f(x)+&(x)" = f'(x) +&'(x),
c) (f(x)-&(x))" = f'(x)g(x) + f(x)g'(x),

o f(x)) _ F(xg(x) - f(x)g'(x)
d) je-li g(x) # 0, pak < ) 220%) .

g(x)

Véta

Necht funkce u = g(x) md derivaci g'(x), funkce y = f(u) md
derivaci f'(u) a necht plati D(f) 2 H(g). Pak sloZend funkce
y = F(x) = flg(x)] md derivaci a plati:

F'(x) = f'lg(x)] - &'(x).

\



Derivace funkce

Ptiklad

Vypottéte derivace nasledujicich funkci:

a) y=4x3-2x>+3x -1, b) y=3¥Xx,
c) y=x%Inx, d) y:%,

e) y=arctgx? f) y=+ve+x




Derivace funkce

Lagrangeova véta o stfedni hodnoté

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a v kaZdém bod& x €
(a, b) md derivaci f'(x). Pak existuje bod ¢ € (a,b), pro ktery

plati

Ozna&me body roviny A = (a, f(a)), B = (b, f(b)). Lagrangeova
véta Fika, Ze existuje alespoii jeden vnitini bod ¢ z intervalu (a, b)
takovy, Ze tetna v bod& (c, f(c)) je rovnob&zna s dsetkou AB.

Dusledek

Necht funkce f,g maji vlastni derivace v kaZdém bodé& otevFeného
intervalu |. JestliZe pro vsechna x € | plati f'(x) = g'(x), pak se
funkce f, g lisi o konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, Ze f(x) =
g(x)+c. Zejména jestlize f'(x) = 0 na I, pak je f na | konstantni.



Derivace funkce
L'"Hospitalovo pravidlo

Véta (L'Hospitalovo pravidlo)
Bud xo € RU {—00,00}. Necht je splnéna jedna z podminek

i) xlglo f(x)= th)lo g(x)=0,

i) lim [f(x)] = lim |g(x)| = +co.

f/
Existuje-li (vlastni nebo nevlastni) lim x) , pak existuje také
f(x) x% g'(x)
lim a plati
o g(x)




Derivace funkce

Neurcité vyrazy |

Neur&itymi vyrazy rozumime limitu soudtu, souinu, rozdilu a
podilu funkci, v nichz limity jednotlivych funkci existuji, ale
pFislusné operace s nimi nejsou definovany. Jde o tyto p¥ipady:
0 00
0 = ©—o0, 0-00, 0° oc® 1%

Prvni dva pt¥ipady limit Ize ¥eSit pomoci |I'Hospitalova pravidla,
dalsi p¥ipady je mozné ptevést na prvni dva ndsledovné.

a) Limita typu ,00 — 00", tj. lim f(x) =00 = lim g(x). Pak

X—rX0 X—rX0
1 1

Jim (F)—g(x)) = lim ( - > = Jim 0910,
f(x) g(x) f(x)g(x)

coZ je typ ,,%“.



Derivace funkce

Neurcité vyrazy Il

b) Limita typu ,,0- 00", tj. lim f(x) =0, Ii_)m lg(x)| = co. Pak
X—¥X0

X—rX0
. i T
A, F)e = fim =
g(x)

coZ je typ ,,%“.
c) Limity typu ,,0°, o0, 1" Redime dpravou na exponencidlni

funkci:

l Inf
lim F(x)€0) = lim €I A() _ P ECIN )
X—rX0 X—rX0

V posledni upravé jsme pouZili vétu o limité& sloZené funkce,
nebot funkce e* je spojitd. P¥itom limita v exponentu je jiz
typu ,,0 - c0™.



Derivace funkce

Vztah derivace a monotonie funkce

Nasledujici véta je disledkem geometrického vyznamu derivace a
vlastnosti funkce tangens.

Necht f md derivaci na otevfeném intervalu I.

a) Je-li f'(x) > 0 pro kaZdé x € |, pak je f rostouci na I.
b) Je-li f'(x) < 0 pro kazdé x € |, pak je f klesajici na I.




Extrémy funkce

Extrémy funkce

Rekneme, e funkce f ma v bod& Xo0:
a) lokalni maximum, existuje-li okoli O(xp) tak, Ze pro kaZzdé
x € O(xo) je f(x) < f(xo),
b) lokalni minimum, existuje-li okoli O(xp) tak, Ze pro kazdé
x € O(xo) je f(x) > f(x0),
c) ostré lokdIni maximum, jestliZze existuje okoli O(xp) tak, Ze
pro kazdé x € O(xp) ~ {xo} je f(x) < f(x0),
d) ostré lokalni minimum, jestlize existuje okoli O(xp) tak, Ze
pro kazdé x € O(xp) \ {xo} je f(x) > f(xo).

LokdIni maxima a minima nazyvdme souhrnné lokadlni extrémy.




Extrémy funkce

Staciondrni bod

Necht md funkce f v bodé& xo lokdIni extrém a necht existuje deri-

vace f'(xp). Pak
f'(x0) = 0.

Bod xp s vlastnosti f'(xp) = 0 se nazyva staciondrni bod funkce.

Opa&né véta neplati: Ve staciondrnim bod& funkce nemusi nastat
extrém! Nap¥iklad funkce f(x) = x> m4 v xp = 0 derivaci
f'(0) = 0, ale nema v tomto bod& extrém.



Extrémy funkce

Existence lokalniho extrému

Véta

Meéni-li derivace funkce pFi pfechodu pres stacionarni bod
znaménko, ma zde funkce lokalni extrém.

Véta

Necht f'(xg) = 0, tj. xo je staciondrni bod.
a) Je-li f"(x0) > 0, pak md funkce f v bod& xq ostré lokalni
minimum.
b) Je-li f"(x0) <0, pak md f v bodé& xo ostré lokalni maximum.

Priklad
Najdéte lokalni extrémy funkce:
a)  f(x) =x3—12x -6, b) f(x) =%




Extrémy funkce

Absolutni extrémy

Definice
Bud funkce f definovand na mnoZin& M. Jestlize xg € M a plati

f(x) < f(xo)

pro véechna x € M, ¥ikime, Ze funkce f ma na M absolutni maxi-
mum v bodé xg. Podobné& definujeme absolutni minimum.

Postadujici podminku pro existenci absolutnich extrémd nam udava
Weierstrassova véta, kterd ¥ika, Ze kazda funkce, jez je spojitd na
ohrani¢eném a uzavfeném intervalu, nabyvd na tomto intervalu
absolutnich extrémi. Pokud nejsou nékteré z téchto predpokladi
splnény, nemusi absolutni extrémy existovat.



Extrémy funkce

Jak najit absolutni extrémy

Pokud mame zajisténo, Ze existuji absolutni extrémy funkce f
definované na intervalu, pouZivime pro jejich nalezeni nasledujici
postup:
Najdeme v daném intervalu stacionarni body a body, v nichZ
neexistuje prvni derivace.
Vypotteme funkéni hodnoty v téchto bodech.
Vypot&teme funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu
(pokud pat#i do D(f)).
Ze vsech takto ziskanych funk&nich hodnot vybereme nejvétsi
a nejmensi. To bude absolutni maximum a minimum.



Extrémy funkce

Aplikace derivaci pfi optimalizagnich dlohach |

Ze Ctverce papiru o strané a vystfihnéte v rozich &tverce tak, aby
krabice slozend ze zbytku papiru méla co nejvétsi objem.

Do koule o polomé&ru R vepiste valec s nejvétsim objemem.




Extrémy funkce

Aplikace derivaci p¥i optimaliza¢nich udlohach Il

P¥iklad

V devatendctém stoleti objevil francouzsky |éka¥ Jean Louis Marie
Poiseuille, Ze priitokova rychlost (v centimetrech za sekundu) krve
proudici tepnou ve vzdalenosti r od stfedu tepny je ddna vztahem

v(r) = k(R* = r?),

kde k je kladnad konstanta a R je polomér tepny. Uréete, v jaké
vzdalenosti od stfedu tepny je rychlost krve nejvyssi.
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Aplikace derivaci pfi optimaliza¢nich dlohach Il

P¥iklad
Ve mésté s 10 000 obyvateli je pocet N lidi, ktefi maji v daném
Case t chfipku, roven

10000

N(t) = —————
(t) = T 99006+

kde t je ¢as méFeny ve dnech a ch¥ipka je rozsitfena jedinou oso-
bou, kterad ji méla v ¢ase t = 0. Urcete, v kterém case t je rychlost
$iteni nemoci nejvétsi.
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Aplikace derivaci p¥i optimaliza¢nich dlohach IV

Ptiklad

Rychlost svétla zavisi na prostfedi, ve kterém se svétlo Sifi,

a obecné je pomalejsi v hustsim prostredi. Fermatlv princip je je-
den ze zakladnich zdkoni optiky, ktery ¥ika, Ze svétlo se v prostoru
$iti z jednoho bodu do druhého po takové draze, aby doba, kterou
svétlo potfebuje k prob&hnuti této drahy, byla minimalni. Najdéte
cestu svételného paprsku z bodu A v prosttedi, v kterém je rych-
lost svétla ¢;, do bodu B v prosttedi s rychlosti svétla c;.
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Aplikace derivaci p¥i optimaliza¢nich dlohach V

Ptiklad
Mdame smé&s kysliku a oxidu dusnatého. Okysli¢ovani oxidu dus-
natého probihad podle reakce

2NO + O, — 2NO,
a pro jeji rychlost v plati
v = k[NOJ?[O2],

kde k > 0 je rychlostni konstanta. Uréete takovou koncentraci
kysliku v této smési, pFi které se oxid dusnaty nejrychleji okysli¢i.
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Aplikace derivaci pfi optimaliza¢nich dlohach VI

Ptiklad
V ¢isté vodé plati vztah pro iontovy soudin vody K, :

K = [HT][OH™],

kde [H™] je koncentrace vodikovych kationtd a [OH] je kon-
centrace hydroxidovych aniontl. Urgete funkci [HT] + [OH™]
v z4vislosti na [H™] a stanovte minimum této funkce.




Priibéh funkce

Konvexni a konkavni funkce

Nyni se zamé&Fime na to, jak derivace souvisi s tvarem grafu funkce,
tj. s tim, jak je graf vyduty (zak¥iveny). Pro popis této vlastnosti
zavedeme pojmy konvexni'a konkavni funkce.

V nasledujicim predpoklddejme, Ze ma funkce f derivaci na
intervalu /.

Definice

Rekneme, e funkce f je konvexni na intervalu |, jestlize graf
funkce lezi nad te¢nou v libovolném bodé& tohoto intervalu, tj. plati

f(x) > f(x0) + f'(x0)(x —x0) pro x,xp € .

Rekneme, Ze funkce f je konkdvni na intervalu I, jestlize graf
funkce lezi pod te€nou v libovolném bodg& tohoto intervalu, tj.
plati

f(x) < f(x0) + f'(x0)(x —x0) pro x,xp € .




Priibéh funkce

Véta

Necht | je otevFeny interval a f md druhou derivaci na |I.
a) Je-li f"(x) > 0 pro kaZdé x € |, pak je f konvexni na I.
b) Je-li f"(x) < 0 pro kaZdé x € I, pak je f konkdvni na I.

\

Definice

Rekneme, %e xg je inflexnim bodem funkce f, jestlize je vlevo od
bodu xg konkdvni a vpravo od tohoto bodu je konvexni, anebo
naopak. Stru¢n& ¥ikame, Ze funkce f ma v bod& Xy inflexi.

Véta

| A\

a) Necht xq je inflexni bod a necht existuje f"(xo). Pak
f"(x0) = 0.

b) Necht f"(x0) = 0, v levém okoli bodu xo plati f"(x) < 0 a
v pravém okoli bodu xy plati f”(x) > 0, nebo naopak. Pak je
Xo inflexnim bodem funkce f.

\



Priibéh funkce

Asymptoty funkce

Pomoci limit miZeme uréovat chovani funkce v bodech, kde neni
definovédna, pfipadné i jeji chovani v nekoneénu. Dostdvame se tak
k asymptotam funkce neboli pfimkdm, ke kterym se graf funkce
»blizi". Asymptoty mohou byt dvojiho typu:
i) V bodech, kde neni funkce definovana a limita zprava nebo
zleva je v téchto bodech nevlastni.
i) Pro x — oo se graf funkce bliZi k n&jaké pfimce. Podobné& pro
X — —00.

P¥fimka x = xg se nazyva asymptotou bez smérnice funkce f,
jestlize ma f v xg alespori jednu jednostrannou limitu nevlastni,
tj. lim__, + f(x) = oo nebo lim__, - f(x) = £oo.

PFl’mk;—;/XO: ax+ b, a,b € R, sg ?;(%}'/vé asymptotou se smérnici
funkce f, jestlize plati limy_,_o(f(x) — (ax + b)) = 0 nebo
limyx—10o(f(x) — (ax + b)) = 0.




Priibéh funkce

Jak najit asymptoty se smérnici?

P¥imka y = ax + b je asymptotou funkce f pro x — 400, jestliZe

= i b = i flx) —
ap B e

(obé tyto limity jsou vlastni). Analogické tvrzeni plati pro x —
—00.

Urcete asymptoty grafu funkce




Priibéh funkce

Vysetfovani pribéhu funkce f

a) Stanovime defini¢ni obor D(f). Ur&ime nulové body a
intervaly, kde je funkce kladnd a kde zdporna. P¥ipadné zda je
funkce f sud3, lichd nebo periodicka.

b) Vypotitime ' a podle jejitho znaménka urcime:
intervaly, kde je f rostouci (z podminky f' > 0),
intervaly, kde je f klesajici (z podminky ' < 0),
lokaIni extrémy (podle zmé&ny znaménka f').

c) Vypo&itame f” a podle jejiho znaménka uréime:
intervaly, kde je f konvexni (z podminky f” > 0),
intervaly, kde je f konkdvni (z podminky f” < 0),
inflexni body (podle zmé&ny znaménka f”).

d) Ur&me asymptoty funkce f.

e) Nakreslime graf funkce.
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