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Primitivni funkce

Primitivni funkce

Definice

Necht funkce f a F jsou definované na intervalu /. Jestlize plati
F'(x) = f(x) pro viechna x € I,

pak fikame, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f na intervalu
I.

MnoZinu v8ech primitivnich funkci k funkci f nazyvame neurcity
integral funkce f a oznalujeme

/ f(x)dx.

Funkci f(x) nazyvame integrandem. Vyraz dx je tzv. diferencial
proménné x a je souasti oznaleni pro integral.

Pokud nenf interval | otevfeny, pak v krajnich bodech uvazujeme
jednostranné derivace.
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Primitivni funkce

Je-li funkce F(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu I, pak kaZda
Jind primitivni funkce k funkci f md tvar F(x) + ¢, kde c € R.

Piteme

kde c je redlné &islo a nazyva se integracni konstanta.
Z definice neurditého integralu plyne, Ze

< / f(X)dx>/ = f(x), / Fi(x) dx = F(x) 4 c.

tj. operace derivovani a integrovani jsou navzdjem komplementarni.



Primitivni funkce

Je-li funkce f spojita na intervalu |, pak k ni na tomto intervalu
existuje primitivni funkce.

Necht na intervalu | existuji neur¢ité integraly [ f(x)dx a
[ g(x)dx a necht « je libovolnd konstanta. Pak na | existuje
neurcity integral funkce f + g a neurcity integral funkce af a plati

[0+ ax= [faxr [eae @

/ af(x)dx = a / f(x)dx. (2)

o




Primitivni funkce

Vzorce pro vypocet integralu

(1) Jldx=x+c,

2) fx"dx:);:ll—&—c, n# -1,
3) f%dx:ln|x|+c,

4) JeXdx=e*+c,

(5) faxdx_lna+c a>0, a#l,
(6) Jsinxdx = —cosx + c,

7) fcosxdx—sinx+c

(8) J X2+1 dx = arctg x + c,
9) J mdx Larctg (X XO) +c,
1

(10 T dx = arcsin X +c,
as—x
(11 f\/lidlen|x+\/x2+a\+c,

J sm2 dx = —cotg x + c,

)
)
12) [ COSQ dx =tgx+c,
)
)

f f(x) ) 4x = In|f(x)| + c.



Zakladni integra&ni metody

Metoda per-partes

Metoda integrovani per partes je odvozena z derivace soucinu.
Vime, ze plati (uv)’ = v'v + uv’. Odtud integraci dostaneme

uv:/u’v+/uv’.

Zname-li jeden integral, mizeme uréit integral druhy.

Necht funkce u(x) a v(x) maji spojité derivace na intervalu |. Pak
plati

/ u(x)V/(x) dx = u(x)v(x) — / o (x)v(x) dx. (3)




Zakladni integra&ni metody

VétSinu integral( ¥eSenych metodou per partes miizeme rozdélit do
dvou skupin. Necht P(x) je polynom, pak prvni skupinou jsou
integraly typu

/ P(x)e® dx, / P(x)sin ax dx, / P(x) cos ax dx.

Zde jako funkci u, kterou do dalSich vypocti derivujeme, volime
polynom, tj. u = P(x). Druhou skupinou jsou integraly

/ P(x)Inx dx, / P(x) arctg ax dx, / P(x) arcsin ax dx.

Zde volime polynom jako funkci, kterou do dalSich vypocti
integrujeme, tj. v/ = P(x).

Vypocltéte neurdité integraly
a) [ xcosxdx, b) [ x%e*dx,

c) [arctgxdx, d) [eSsinxdx.



Zakladni integra&ni metody

Metoda substituce

Substituéni metoda je odvozena z derivace sloZzené funkce.

Necht funkce f md na intervalu J primitivni funkci F, funkce t =
©(x) md spojitou derivaci na intervalu | a p(x) € J pro x € I. Pak

md sloZend funkce f(p(x))¢'(x) primitivni funkci na intervalu | a
plati

[ o) ) dx = Fpl) + <

P¥i vypoctu postupujeme takto: polozime t = p(x), odkud
formalné& plyne
dt = ¢'(x) dx,

a tedy

/f(gp(x))cp’(x) dx = / f(t)dt = F(t)+c= F(p(x))+c. (4)



Zakladni integra&ni metody

Podobné Ize pouZit substituci opa&nou, tj. x = ¥(t). Tuto
substitu¢ni metodu miZeme zapsat ve tvaru

/ fx) dx:’ dxX_:(f((tt))dt ': / f(e(t))¢'(t) dt.

Priklad

Vypoctéte neurdité integraly

a)  [(Bx—4)"dx, b) [ dx

c) [10x(x*+ 13)*2dx, d) [ @ dx,

e) [cos®xdx, f) [ xvV1—x%dx.




Zakladni integra&ni metody

Integrace raciondlini lomené funkce

Raciondlni lomend funkce je funkce tvaru

RO = o0

kde P, @ jsou nenulové polynomy.
Je-li R(x) neryze lomena funkce, rozloZime ji na soucet
polynomu a ryze lomené funkce.
Ryze lomenou raciondlni funkci rozloZime na parcialni zlomky,

které jsou dvou typi:

M b Ax+ B
— nebo
(x — a)k (ax? + bx + c)k

podle toho, zda dany zlomek pf¥islusi redlnému kofenu nebo
komplexné sdruzené dvojici kofenli polynomu Q.



Zakladni integra&ni metody

Nejkomplikované;si pfipad

Jsou-li &isla o £ i3 dvojndsobné komplexné sdruzené koteny
polynomu @, pak R md dva parcidlni zlomky tvaru

Ax+ B Cx+ D
ax?+bx+c  (ax?+ bx+c¢)?’

Podobny rozklad dostaneme pro n-ndsobné (n > 3) komplexni
koFeny. P¥i vypoltu pouZijeme rekurentni vzorec

dx X 3—2n
Kanlx) = / 1+  2n—1)2+10)1 2= o fn-100);

kde
Ki(x) = arctg x,
a rozklad
/ Ax + B d
X =
((x — x0)%2 + a%)"
A 1 B + Axg X — Xp
=5 n—1 21 Kn .
2(1—n)((x — x0)2 + a2) a a




Zakladni integra&ni metody

N&jaké priklady

Vypoditejte nasledujici integraly:

X2 +6x x242x
a) f x(2x+—’2—)6(x 21) dx, b) ()—:_21—"_6 dx,

) [iaisemdx d) [ dx




Zakladni integra&ni metody

Integrace funkci s odmocninami |

Integral z funkce typu
R(X, Vxpr, ®/xpP2, ..., q\”/xpn),

kde p1...,pPn, q1,-..,8n € N, mizeme substituci

x=t°,

kde s je nejmensi spole¢ny ndsobek &isel g1, ..., qn, prevést na
integraci raciondlni lomené funkce.

Vypoctéte integral

Vx+1 g
VX + VX

X.




Zakladni integra&ni metody

Integrace funkci s odmocninami Il

Integraly z funkci tvaru

R(x, N ax—i—b)
cx+d

ptevedeme na integral z raciondIni lomené funkce substituci

, ax+b

ox+d

Vypoctéte neurdity integral

/ 2+vx+1
(

dx.

x+1)2—y/x+1




Zakladni integra&ni metody

Integrace goniometrickych funkci |

Integral typu
/sin”xcosmxdx,

kde n, m € N miizeme vzdy vhodnou substituci prevést na integral
z polynomu.
Je-li n liché ¢&islo, pouZijeme substituci u = cos x, je-li m liché,
pouzijeme substituci v = sin x. Jsou-li obé tato &isla licha, budou
fungovat obé substituce, technicky vyhodnégjsi je substituovat
funkci, kterd je ve vy$si mocnin&. V ptipadé, Ze jsou obé &isla suda,
pouZijeme vzorce

5 1 — cos 2x 2 1+ cos2x

sin“x = —— Ccos“ x =
2 ’ 2

Vypocitejte ndsledujici integraly:
a) [sin®xcos®xdx, b) [sin*xdx.




Zakladni integra&ni metody

Integrace goniometrickych funkci |l

Ptedchozi ptiklady mlzeme zobecnit a dostaneme ndsledujici
pripady funkci typu R(sin x, cos x).
i) Je-li integrovana funkce lichd vi&i cosinu, tj. plati-li
R(sin x, — cos x) = —R(sin x, cos x),
pak volime substituci t = sin x.
ii) Je-li integrovand funkce lichd vici sinu, tj. plati-li
R(—sin x, cos x) = —R(sin x, cos x),
pak volime substituci t = cos x.
Plati-li
R(—sin x, — cos x) = R(sin x, cos x),
volime substituci t = tg x. Z definice goniometrickych funkcich
v pravouthlém trojlhelniku pak miZeme odvodit, Ze plati
. t 1
sinx = —— cosx =

ViZ+1 Vi2+1



Zakladni integra&ni metody

Integrace goniometrickych funkci Il

Integral z funkce typu R(sin x, cos x) miiZzeme vZdy prfevést na
integral z raciondlni lomené funkce pomoci tzv. univerzalni
substituce
X
t=tg—.

Ze substitu¢ni rovnice plyne x = 2arctg x a tedy dx = ﬁ dt.
Pomoci definice goniometrickych funkci v pravoiihlém trojihelniku
Ve 7 X o . Ve 7 7 o v

(tentokrét s thlem 5) a vzorcll pro dvojnasobny thel miZeme

odvodit, Ze

1— ¢2 _ 2t
SIn X =

X Tire 142

Pomoci univerzalni substituce vypocitejte integral

/ 1—sinx
——dx
1+ cosx




Zakladni integra&ni metody

Eulerovy substituce

Pro p¥ehled si naznadime postup p¥i integraci nékterych sloZitéjsich
funkci. Integrély z funkci typu

R(x, v ax2 + bx + ¢)

muzeme v pfipadé, kdy ma kvadratickd rovnice redlné koteny,
upravit na predchozi typ. Ma-li rovnice komplexné sdruzené koteny,
pouzijeme tzv. Eulerovy substituce, které jsou naptiklad pro a > 0

tvaru
Vax2 4 bx 4+ c = +vax £ t,

a pro ¢ > 0 tvaru

Vax2 + bx + ¢ = +xt £+/c.



Zakladni integra&ni metody

Binomické integraly

Integrély z funkci typu
x™M(a+ bx")P,
kde a, b, m, n, p € R, nazyvdme binomické. Tyto integraly lze

pFevést na integraly z raciondlni lomené funkce v téchto p¥ipadech:

i) p €Z, a to substituci x = t°, kde s je spole¢ny jmenovatel
Cisel m, n;

i) "’T“ € 7, a to substituci a + bx™ = t°, kde s je jmenovatel
&isla p;

iii) mTH + p € Z, a to substituci ax™" + b = t°, kde s je
Jmenovatel &isla p.



Zakladni integra&ni metody

Drobna pozndmka

Zavérem poznamenejme, Ze neni vzdy mozné k dané elementdrni
funkci najit funkci primitivni, kterd by byla vyjadfena pomoci
elementdrnich funkci. Mezi takové pat¥i naptiklad tyto neurdité
integraly:

i d
/smx dx, hual , /ex2 dx, /sin x?dx.
X In x

V téchto pFipadech Ize primitivni funkci vyjad¥it naptiklad pomoci
nekonecné mocninné ¥ady. Napf¥iklad

o0 —
t2n 1

tsinx ,
/0 =21 +1(2n—1)-(2n—1)!'

n=1




Urcity interdl

Definice a zakladni vlastnosti urcitého integralu

Necht f je nezdporna ohranitend funkce definovana na [a, b], kterd
je pro jednoduchost spojitd na intervalu [a, b]. Uréeme obsah
plochy P ohraniené grafem funkce f, osou x a pfimkami x = a,

x = b. Tato plocha se nékdy pro jednoduchost nazyva podgraf
funkce.

Y A

<Y

Obrazek: Podgraf funkce



Urgity interal

Obsah podgrafu nemiZeme ur&it pfimo, vyjad¥ime jej p¥iblizné tak,
Ze jej aproximujeme pomoci obdélni¢ki:

i) Interval [a, b] rozd&lime na n intervald [x;_1, x| (tzv. dé&lici
intervaly) stejné délky tak, Ze xp = a a x, = b. Délka Ax
kazdého déliciho intervalu je

b—a

—

Ax = Xj — Xj—1 =

i) Na kazdém délicim intervalu aproximujeme plochu obdélnikem
o stranach Ax a f(c¢;), kde ¢; ndlezi do dé&liciho intervalu. Pro
obsah P; tohoto obdélnika plati

P,' = f(C,')AX

a soulet v8ech téchto obdélnikl p¥iblizné uréuje obsah P
plochy

P~ Zn: f(ci)Ax.
i=1



@
o
I
=
N>
=
£
2
=)

Xj—1 Cj Xj

b = xp

X2

X1

a = Xp

YA

Obréazek: Aproximace obsahu plochy obdélniky



Urgity interal

Cim V&t bude &islo n (potet délicich bodii), tim presn&jéi (lep¥i)
bude tato aproximace. Provedeme-li limitni pfechod pro n — oo,
dostaneme pfesnou hodnotu obsahu plochy

= Jim, Z rle)a 9

Pro spojité funkce tato limita existuje a nezavisi na vybéru bodi
¢;. Obecné pro funkce, které nejsou spojité, toto nemusi platit.
Pokud vsak tato limita existuje a nezavisi na vybé&ru bodi ¢;,
nazyvame ji uréitym integralem a oznalujeme

/a ’ f(x) dx.

Symbol [ vznikl jako prodlouZeni pismene S, které bylo vybréno,
protoZe integral je limitou sumy.



Urgity interal

Definice

Necht f je funkce ohranitend na [a, b]. Necht a = xo, x1,
X2,..., Xn = b jsou body dé&lici interval [a, b] na n stejnych su-
bintervalii délky Ax = 222 a necht ¢; € [xi_1,x], i = 1,...,n.

n
Urcitym integralem funkce f od a do b rozumime

n

nIer;O Z; f(ci)Ax,

jestliZze tato limita existuje a nezavisi na vybéru bodi ¢;. Piseme

/a i f(x) dx,

a fikdme, Ze funkce f je integrovatelnd na [a, b].
Cislo a nazyvame dolni mez, &islo b horni mez a funkci f inte-
grand.




Urcity interdl

DaleZitou roli hraje tzv. Newton-Leibnitzova formule, kterd dava
do souvislosti urgity integral funkce a jeji primitivni funkci (neurgity
integral).

Vé&ta (Newton-Leibnitzova formule)

Je-li funkce f spojita na [a, b], pak plati

kde F je primitivni funkce k funkci f na intervalu [a, b].

Casto pi¥eme misto F(b) — F(a) oznatenf [F(x)}:, tj.



Urcity interdl

Vlastnosti uréitého integrélu |

Jsou-li funkce f a g spojité na intervalu [a, b], pak plati tyto
vztahy:

a) [PIF(x) + g(x)]dx = [P F(x)dx + [P g(x)dx

b) fa cf (x) X:Cfan

c) fab f(x)dx = [5 f(x)dx + fcb f(x)dx, kde a < c < b;
d) fab f(x)dx >0, jestlize f(x) > 0 na intervalu [a, b];

e) fab f(x)dx > fab g(x) dx, jestlize f(x) > g(x) na intervalu
[a, b].

Vlastnost c) lze pouZit pro pfipad, kdy je funkce f spojitd na
intervalu [a, ] a [c, b], ale neni spojitd v bod& c.



Urcity interdl

Vlastnosti uréitého integrélu Il

Integral fab f(x)dx pro a > b definujeme vztahem

/abf(x) dx = /b f(x) dx,

a integral [? f(x)dx definujeme vztahem

/: F(x) dx = 0.

Definujeme-li pro kazdé &islo x € [a, b] funkci

U(x) = / F(t)d

pak derivace této funkce je U'(x) = f(x) a U(a) = 0. Timto
zplisobem nékdy vyjad¥ujeme funkce, které jsou primitivni k funkci
f, ale nejsou elementarnimi funkcemi, nap¥. funkce

X 2 sin t
/ e U dt, /
0



Urcity interdl

Metoda per partes a substituce pro urcité integraly

Vé&ta (Metoda per partes pro ur&ity integral)

Necht funkce u(x) a v(x) maji spojité derivace na intervalu [a, b].
Pak plati

b b
/a u(x)v/(x)dx = [u(x)v(x)]: — /a v (x)v(x)dx.

V&ta (Substituce pro urdity integral)

Necht funkce f(t) je spojitd na intervalu [a, b]. Necht funkce ¢(x)
md spojitou derivaci na intervalu [«, B] a p(x) zobrazuje interval
[cr, B] do intervalu [a, b]. Pak plati

A ¢(B)
[ retda= [ o

w(a)




Urcity interdl

N&jaké priklady

Vypoctéte urdité integraly

™ . 1 1
a) /0 SlnXdX, b) /0 )(27—1_1

Vypoctéte urdité integraly

€ 5 X
a) / x3In x dx, b) / ——dx.
1 0 14 3x




Urcity interdl

Obsah rovinného obrazce

Necht funkce f je spojitd a nezdpornd na intervalu [a, b]. Obsah
podgrafu funkce f je dan vzorcem

b
P:/a f(x) dx. (7)

Plocha, jejiz obsah chceme uréit, mize byt vymezena grafy dvou
funkci. Plati-li nap¥iklad f(x) > g(x) pro x € [a, b], jedna se

o plochu ohrani¢enou grafy funkei f(x), g(x) a pfimkami x = a a
x = b. Jsou-li navic funkce f, g spojité na [a, b|, plati pro obsah P
takto vymezené plochy

b
P = [ (00— g(x)) dx.



Urcity interdl

Délka kFivky

Necht funkce f je spojitd a ma spojitou derivaci ' na intervalu
[a, b]. Délka grafu této funkce na intervalu [a, b] je dana

= / " It PR dx (8)



Urcity interdl

Objem a povrch rotaéniho télesa

Necht funkce y = f(x) je spojitd a nezdporna na intervalu [a, b].
Objem télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f

P={(x,y): a<x<b, 0<y<f(x)}

kolem osy x je

V=n /b £2(x) dx. (9)

Necht f je nezdpornd funkce majici spojitou derivaci na intervalu
[a, b]. Obsah plasté télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f
kolem osy x, je dan ur&itym integrdlem

S=2r /b f(x)\/1 4 [f'(x)]?dx. (10)



Nevlastni integral

Nevlastni integral na neohrani¢eném intervalu |

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, 00). JestliZe existuje
vlastni limita

lim /b f(x)dx, (11)

b—oc0

7

tikdme, Ze nevlastni integral

/a ~ f(x) dx

konverguje. Jeho hodnota je

b—o0

/:o f(x)dx = lim /abf(x) dx. (12)

V opatném pFipadé, kdy je limita (11) nevlastni nebo neexistuje,
tikdme, Ze nevlastni integral diverguje.




Nevlastni integral

Nevlastni integrdl na neohrani¢eném intervalu Il

Podobné definujeme nevlastni integral

/b f(x)dx = a_|i>r1100/ab f(x)dx

—00

a nevlastni integral na p¥imce

/_Z f(x)dx = /_(; F(x) dx + /OOO F(x) dx.



Nevlastni integral

Nevlastni integrdl z neohrani¢ené funkce

Definice

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a, b] a funkce f nenfi
ohranitend na [a, b]. Pak bod a nazyvame singuldrnim bodem a
definujeme nevlastni integral

/a o) dx = lim_ /  f(x) dx. (13)

Jestlize je tato limita vlastni, fikdme, Ze integrdl konverguje.
V opatném pFipadé, kdy je limita (13) nevlastni nebo neexistuje,
fikdme, Ze nevlastni integrdl diverguje.

Podobné definujeme nevlastni integral pro singuldrni bod b.



Nevlastni integral

P¥iklady
P¥iklad
Vypoctéte nevlastni integraly:
a)  Jo© e dx, b) Jy e *dx,
o) S tdx, d) [ & dx,
e) floo %dx, f) fooo sin x dx.
P¥iklad
Urlete singuldrni body a vypo&téte nevlastni integraly
a) fl Lax, b) f02 S dx,
Q) [fA—dx d) [} = dx
0 1—x ! 0 1—x2 ’
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