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Primitivńı funkce

Definice

Necht’ funkce f a F jsou definované na intervalu I . Jestliže plat́ı

F ′(x) = f (x) pro všechna x ∈ I ,

pak ř́ıkáme, že funkce F je primitivńı funkćı k funkci f na intervalu
I .
Množinu všech primitivńıch funkćı k funkci f nazýváme neurčitý
integrál funkce f a označujeme

∫

f (x) dx .

Funkci f (x) nazýváme integrandem. Výraz dx je tzv. diferenciál
proměnné x a je součást́ı označeńı pro integrál.
Pokud neńı interval I otev̌rený, pak v krajńıch bodech uvažujeme
jednostranné derivace.
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Věta

Je-li funkce F (x) primitivńı k funkci f (x) na intervalu I , pak každá
jiná primitivńı funkce k funkci f má tvar F (x) + c, kde c ∈ R.

Ṕı̌seme
∫

f (x) dx = F (x) + c ,

kde c je reálné č́ıslo a nazývá se integračńı konstanta.
Z definice neurčitého integrálu plyne, že

(
∫

f (x) dx

)′
= f (x),

∫

F ′(x) dx = F (x) + c ,

tj. operace derivováńı a integrováńı jsou navzájem komplementárńı.
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Věta

Je-li funkce f spojitá na intervalu I , pak k ńı na tomto intervalu
existuje primitivńı funkce.

Věta

Necht’ na intervalu I existuj́ı neurčité integrály
∫

f (x) dx a
∫

g(x) dx a necht’ α je libovolná konstanta. Pak na I existuje
neurčitý integrál funkce f + g a neurčitý integrál funkce αf a plat́ı

∫

(f (x) + g(x)) dx =

∫

f (x) dx +

∫

g(x) dx , (1)

∫

αf (x) dx = α

∫

f (x)dx . (2)
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Vzorce pro výpočet integrálu

(1)
∫

1 dx = x + c,

(2)
∫

xn dx = xn+1

n+1
+ c, n 6= −1,

(3)
∫

1
x
dx = ln |x |+ c,

(4)
∫

ex dx = ex + c,

(5)
∫

ax dx = ax

ln a
+ c, a > 0, a 6= 1,

(6)
∫

sin x dx = − cos x + c,

(7)
∫

cos x dx = sin x + c,

(8)
∫

1
x2+1

dx = arctg x + c,

(9)
∫

1
(x−x0)2+a2

dx = 1
a
arctg

(

x−x0
a

)

+ c,

(10)
∫

1√
a2−x2

dx = arcsin x
a
+ c,

(11)
∫

1√
x2+a

dx = ln |x +
√
x2 + a|+ c,

(12)
∫

1
cos2 x

dx = tg x + c,

(13)
∫

1
sin2 x

dx = −cotg x + c,

(14)
∫ f ′(x)

f (x)
dx = ln |f (x)|+ c.
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Metoda per-partes

Metoda integrováńı per partes je odvozena z derivace součinu.
V́ıme, že plat́ı (uv)′ = u′v + uv ′. Odtud integraćı dostaneme

uv =

∫

u′v +

∫

uv ′.

Známe-li jeden integrál, můžeme určit integrál druhý.

Věta

Necht’ funkce u(x) a v(x) maj́ı spojité derivace na intervalu I . Pak
plat́ı

∫

u(x)v ′(x) dx = u(x)v(x)−
∫

u′(x)v(x) dx . (3)
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Věťsinu integrál̊u řešených metodou per partes můžeme rozdělit do
dvou skupin. Necht’ P(x) je polynom, pak prvńı skupinou jsou
integrály typu

∫

P(x)eax dx ,

∫

P(x) sin ax dx ,

∫

P(x) cos ax dx .

Zde jako funkci u, kterou do daľśıch výpočt̊u derivujeme, voĺıme
polynom, tj. u = P(x). Druhou skupinou jsou integrály
∫

P(x) ln x dx ,

∫

P(x) arctg ax dx ,

∫

P(x) arcsin ax dx .

Zde voĺıme polynom jako funkci, kterou do daľśıch výpočt̊u
integrujeme, tj. v ′ = P(x).

Př́ıklad

Vypočtěte neurčité integrály
a)

∫

x cos x dx , b)
∫

x2ex dx ,

c)
∫

arctg x dx , d)
∫

ex sin x dx .
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Metoda substituce

Substitučńı metoda je odvozena z derivace složené funkce.

Věta

Necht’ funkce f má na intervalu J primitivńı funkci F , funkce t =
ϕ(x) má spojitou derivaci na intervalu I a ϕ(x) ∈ J pro x ∈ I . Pak
má složená funkce f (ϕ(x))ϕ′(x) primitivńı funkci na intervalu I a
plat́ı

∫

f (ϕ(x))ϕ′(x) dx = F (ϕ(x)) + c .

Při výpočtu postupujeme takto: polož́ıme t = ϕ(x), odkud
formálně plyne

dt = ϕ′(x) dx ,

a tedy
∫

f (ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫

f (t) dt = F (t) + c = F (ϕ(x)) + c . (4)
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Podobně lze použ́ıt substituci opačnou, tj. x = ψ(t). Tuto
substitučńı metodu můžeme zapsat ve tvaru

∫

f (x) dx =

∣

∣

∣

∣

x = ϕ(t)
dx = ϕ′(t) dt

∣

∣

∣

∣

=

∫

f
(

ϕ(t)
)

ϕ′(t) dt.

Př́ıklad

Vypočtěte neurčité integrály
a)

∫

(3x − 4)7 dx , b)
∫

x
x2+1

dx ,

c)
∫

10x(x2 + 13)12 dx , d)
∫

ln2 x
x

dx ,

e)
∫

cos3 x dx , f)
∫

x
√
1− x2 dx .
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Integrace racionálńı lomené funkce

Racionálńı lomená funkce je funkce tvaru

R(x) =
P(x)

Q(x)
,

kde P , Q jsou nenulové polynomy.

Je-li R(x) neryze lomená funkce, rozlož́ıme ji na součet
polynomu a ryze lomené funkce.

Ryze lomenou racionálńı funkci rozlož́ıme na parciálńı zlomky,
které jsou dvou typů:

M

(x − α)k
nebo

Ax + B

(ax2 + bx + c)k

podle toho, zda daný zlomek p̌ŕısluš́ı reálnému kǒrenu nebo
komplexně sdružené dvojici kǒrenů polynomu Q.
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Nejkomplikovaněǰśı p̌ŕıpad

Jsou-li č́ısla α± iβ dvojnásobné komplexně sdružené kǒreny
polynomu Q, pak R má dva parciálńı zlomky tvaru

Ax + B

ax2 + bx + c
+

Cx + D

(ax2 + bx + c)2
.

Podobný rozklad dostaneme pro n-násobné (n ≥ 3) komplexńı
kǒreny. Při výpočtu použijeme rekurentńı vzorec

Kn(x) =

∫

dx

(1 + x2)n
=

x

2(n − 1)(x2 + 1)n−1
+

3− 2n

2− 2n
Kn−1(x),

kde
K1(x) = arctg x ,

a rozklad
∫

Ax + B

((x − x0)2 + a2)n
dx =

=
A

2

1

(1− n) ((x − x0)2 + a2)n−1
+

B + Ax0
a2n−1

Kn

(

x − x0
a

)

.
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Nějaké p̌ŕıklady

Př́ıklad

Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály:

a)
∫

2x2+6x−2
x(x+2)(x−1) dx , b)

∫

x2+2x+6
(x−1)3

dx ,

c)
∫

x−1
x4+3x2+2

dx , d)
∫

1
x3+1

dx .
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Integrace funkćı s odmocninami I

Integrál z funkce typu

R
(

x ,
q1
√
xp1 ,

q2
√
xp2 , . . . ,

qn
√
xpn
)

,

kde p1 . . . , pn, q1, . . . , gn ∈ N, můžeme substitućı

x = ts ,

kde s je nejmenš́ı společný násobek č́ısel q1, . . . , qn, p̌revést na
integraci racionálńı lomené funkce.

Př́ıklad

Vypočtěte integrál
∫

6
√
x + 1

3
√
x +

√
x
dx .
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Integrace funkćı s odmocninami II

Integrály z funkćı tvaru

R

(

x , n

√

ax + b

cx + d

)

p̌revedeme na integrál z racionálńı lomené funkce substitućı

tn =
ax + b

cx + d
.

Př́ıklad

Vypočtěte neurčitý integrál

∫

2 +
√
x + 1

(x + 1)2 −
√
x + 1

dx .
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Integrace goniometrických funkćı I

Integrál typu
∫

sinn x cosm x dx ,

kde n,m ∈ N můžeme vždy vhodnou substitućı p̌revést na integrál
z polynomu.
Je-li n liché č́ıslo, použijeme substitućı u = cos x , je-li m liché,
použijeme substituci v = sin x . Jsou-li obě tato č́ısla lichá, budou
fungovat obě substituce, technicky výhodněǰśı je substituovat
funkci, která je ve vyš̌śı mocnině. V p̌ŕıpadě, že jsou obě č́ısla sudá,
použijeme vzorce

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
.

Př́ıklad

Vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály:

a)
∫

sin5 x cos2 x dx , b)
∫

sin4 x dx .
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Integrace goniometrických funkćı II

Předchoźı p̌ŕıklady můžeme zobecnit a dostaneme následuj́ıćı
p̌ŕıpady funkćı typu R(sin x , cos x).

i) Je-li integrovaná funkce lichá v̊uči cosinu, tj. plat́ı-li

R(sin x ,− cos x) = −R(sin x , cos x),

pak voĺıme substituci t = sin x .
ii) Je-li integrovaná funkce lichá v̊uči sinu, tj. plat́ı-li

R(− sin x , cos x) = −R(sin x , cos x),

pak voĺıme substituci t = cos x .

Plat́ı-li
R(− sin x ,− cos x) = R(sin x , cos x),

voĺıme substituci t = tg x . Z definice goniometrických funkćıch
v pravoúhlém trojúhelńıku pak můžeme odvodit, že plat́ı

sin x =
t√

t2 + 1
, cos x =

1√
t2 + 1

.

Tato substituce je vhodná i pro integrály typu R(tg x).
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Integrace goniometrických funkćı III

Integrál z funkce typu R(sin x , cos x) můžeme vždy p̌revést na
integrál z racionálńı lomené funkce pomoćı tzv. univerzálńı
substituce

t = tg
x

2
.

Ze substitučńı rovnice plyne x = 2arctg x a tedy dx = 2
1+t2

dt.
Pomoćı definice goniometrických funkćı v pravoúhlém trojúhelńıku

(tentokrát s úhlem
x

2
) a vzorc̊u pro dvojnásobný úhel můžeme

odvodit, že

cos x =
1− t2

1 + t2
, sin x =

2t

1 + t2
.

Př́ıklad

Pomoćı univerzálńı substituce vypoč́ıtejte integrál

∫

1− sin x

1 + cos x
dx .
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Eulerovy substituce

Pro p̌rehled si naznač́ıme postup p̌ri integraci některých složitěǰśıch
funkćı. Integrály z funkćı typu

R(x ,
√

ax2 + bx + c)

můžeme v p̌ŕıpadě, kdy má kvadratická rovnice reálné kǒreny,
upravit na p̌redchoźı typ. Má-li rovnice komplexně sdružené kǒreny,
použijeme tzv. Eulerovy substituce, které jsou nap̌ŕıklad pro a > 0
tvaru

√

ax2 + bx + c = ±
√
ax ± t,

a pro c > 0 tvaru

√

ax2 + bx + c = ±xt ±
√
c .
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Binomické integrály

Integrály z funkćı typu

xm(a+ bxn)p,

kde a, b, m, n, p ∈ R, nazýváme binomické. Tyto integrály lze
p̌revést na integrály z racionálńı lomené funkce v těchto p̌ŕıpadech:

i) p ∈ Z, a to substitućı x = ts , kde s je společný jmenovatel
č́ısel m, n;

ii) m+1
n

∈ Z, a to substitućı a+ bxn = ts , kde s je jmenovatel
č́ısla p;

iii) m+1
n

+ p ∈ Z, a to substitućı ax−n + b = ts , kde s je
jmenovatel č́ısla p.
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Drobná poznámka

Závěrem poznamenejme, že neńı vždy možné k dané elementárńı
funkci naj́ıt funkci primitivńı, která by byla vyjáďrena pomoćı
elementárńıch funkćı. Mezi takové paťŕı nap̌ŕıklad tyto neurčité
integrály:

∫

sin x

x
dx ,

∫

dx

ln x
,

∫

e−x2 dx ,

∫

sin x2 dx .

V těchto p̌ŕıpadech lze primitivńı funkci vyjáďrit nap̌ŕıklad pomoćı
nekonečné mocninné řady. Nap̌ŕıklad

∫ t

0

sin x

x
dx =

∞
∑

n=1

(−1)n+1 t2n−1

(2n − 1) · (2n − 1)!
.
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Definice a základńı vlastnosti určitého integrálu

Necht’ f je nezáporná ohraničená funkce definovaná na [a, b], která
je pro jednoduchost spojitá na intervalu [a, b]. Určeme obsah
plochy P ohraničené grafem funkce f , osou x a p̌ŕımkami x = a,
x = b. Tato plocha se někdy pro jednoduchost nazývá podgraf
funkce.

0

y

xa b

f (x)

P

Obrázek: Podgraf funkce
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Obsah podgrafu nemůžeme určit p̌ŕımo, vyjáďŕıme jej p̌ribližně tak,
že jej aproximujeme pomoćı obdélńıčk̊u:

i) Interval [a, b] rozděĺıme na n interval̊u [xi−1, xi ] (tzv. dělićı
intervaly) stejné délky tak, že x0 = a a xn = b. Délka ∆x
každého dělićıho intervalu je

∆x = xi − xi−1 =
b − a

n
.

ii) Na každém dělićım intervalu aproximujeme plochu obdélńıkem
o stranách ∆x a f (ci ), kde ci nálež́ı do dělićıho intervalu. Pro
obsah Pi tohoto obdélńıka plat́ı

Pi = f (ci )∆x

a součet všech těchto obdélńık̊u p̌ribližně určuje obsah P
plochy

P ≈
n
∑

i=1

f (ci )∆x .
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a = x0 b = xnxi−1x2x1 xici

f (ci )

∆x

0

y

x

bc

Obrázek: Aproximace obsahu plochy obdélńıky
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Č́ım věťśı bude č́ıslo n (počet dělićıch bodů), t́ım p̌resněǰśı (lepš́ı)
bude tato aproximace. Provedeme-li limitńı p̌rechod pro n → ∞,
dostaneme p̌resnou hodnotu obsahu plochy

P = lim
n→∞

n
∑

i=1

f (ci )∆x . (5)

Pro spojité funkce tato limita existuje a nezáviśı na výběru bodů
ci . Obecně pro funkce, které nejsou spojité, toto nemuśı platit.
Pokud však tato limita existuje a nezáviśı na výběru bodů ci ,
nazýváme ji určitým integrálem a označujeme

∫ b

a

f (x) dx .

Symbol
∫

vznikl jako prodloužeńı ṕısmene S , které bylo vybráno,
protože integrál je limitou sumy.
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Definice

Necht’ f je funkce ohraničená na [a, b]. Necht’ a = x0, x1,
x2, . . . , xn = b jsou body děĺıćı interval [a, b] na n stejných su-
binterval̊u délky ∆x = b−a

n
a necht’ ci ∈ [xi−1, xi ], i = 1, . . . , n.

Určitým integrálem funkce f od a do b rozuḿıme

lim
n→∞

n
∑

i=1

f (ci )∆x ,

jestliže tato limita existuje a nezáviśı na výběru bodů ci . Ṕı̌seme

∫ b

a

f (x) dx ,

a ř́ıkáme, že funkce f je integrovatelná na [a, b].
Č́ıslo a nazýváme dolńı mez, č́ıslo b horńı mez a funkci f inte-
grand.
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Důležitou roli hraje tzv. Newton-Leibnitzova formule, která dává
do souvislosti určitý integrál funkce a jej́ı primitivńı funkci (neurčitý
integrál).

Věta (Newton-Leibnitzova formule)

Je-li funkce f spojitá na [a, b], pak plat́ı

∫ b

a

f (x) dx = F (b)− F (a), (6)

kde F je primitivńı funkce k funkci f na intervalu [a, b].

Často ṕı̌seme ḿısto F (b)− F (a) označeńı
[

F (x)
]b

a
, tj.

∫ b

a

f (x) dx =
[

F (x)
]b

a
.
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Vlastnosti určitého integrálu I

Věta

Jsou-li funkce f a g spojité na intervalu [a, b], pak plat́ı tyto
vztahy:

a)
∫ b

a
[f (x) + g(x)] dx =

∫ b

a
f (x) dx +

∫ b

a
g(x) dx;

b)
∫ b

a
cf (x) dx = c

∫ b

a
f (x) dx;

c)
∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx, kde a < c < b;

d)
∫ b

a
f (x) dx ≥ 0, jestliže f (x) ≥ 0 na intervalu [a, b];

e)
∫ b

a
f (x) dx ≥

∫ b

a
g(x) dx, jestliže f (x) ≥ g(x) na intervalu

[a, b].

Vlastnost c) lze použ́ıt pro p̌ŕıpad, kdy je funkce f spojitá na
intervalu [a, c] a [c , b], ale neńı spojitá v bodě c .
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Vlastnosti určitého integrálu II

Integrál
∫ b

a
f (x) dx pro a > b definujeme vztahem

∫ b

a

f (x) dx = −
∫ a

b

f (x) dx ,

a integrál
∫ a

a
f (x) dx definujeme vztahem

∫ a

a

f (x) dx = 0.

Definujeme-li pro každé č́ıslo x ∈ [a, b] funkci

U(x) =

∫ x

a

f (t) dt,

pak derivace této funkce je U ′(x) = f (x) a U(a) = 0. T́ımto
způsobem někdy vyjaďrujeme funkce, které jsou primitivńı k funkci
f , ale nejsou elementárńımi funkcemi, nap̌r. funkce

∫ x

0
e−t2 dt,

∫ x

0

sin t

t
dt.
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Metoda per partes a substituce pro určité integrály

Věta (Metoda per partes pro určitý integrál)

Necht’ funkce u(x) a v(x) maj́ı spojité derivace na intervalu [a, b].
Pak plat́ı

∫ b

a

u(x)v ′(x) dx =
[

u(x)v(x)
]b

a
−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx .

Věta (Substituce pro určitý integrál)

Necht’ funkce f (t) je spojitá na intervalu [a, b]. Necht’ funkce ϕ(x)
má spojitou derivaci na intervalu [α, β] a ϕ(x) zobrazuje interval
[α, β] do intervalu [a, b]. Pak plat́ı

∫ β

α

f (ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)
f (t) dt.
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Nějaké p̌ŕıklady

Př́ıklad

Vypočtěte určité integrály

a)

∫ π

0
sin x dx , b)

∫ 1

0

1

x2 + 1
.

Př́ıklad

Vypočtěte určité integrály

a)

∫ e

1
x3 ln x dx , b)

∫ 5

0

x√
1 + 3x

dx .
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Obsah rovinného obrazce

Necht’ funkce f je spojitá a nezáporná na intervalu [a, b]. Obsah
podgrafu funkce f je dán vzorcem

P =

∫ b

a

f (x) dx . (7)

Plocha, jej́ıž obsah chceme určit, může být vymezena grafy dvou
funkćı. Plat́ı-li nap̌ŕıklad f (x) ≥ g(x) pro x ∈ [a, b], jedná se
o plochu ohraničenou grafy funkćı f (x), g(x) a p̌ŕımkami x = a a
x = b. Jsou-li nav́ıc funkce f , g spojité na [a, b], plat́ı pro obsah P
takto vymezené plochy

P =

∫ b

a

(f (x)− g(x)) dx .
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Délka ǩrivky

Necht’ funkce f je spojitá a má spojitou derivaci f ′ na intervalu
[a, b]. Délka grafu této funkce na intervalu [a, b] je dána

l =

∫ b

a

√

1 + [f ′(x)]2 dx . (8)
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Objem a povrch rotačńıho tělesa

Necht’ funkce y = f (x) je spojitá a nezáporná na intervalu [a, b].
Objem tělesa, které vznikne rotaćı podgrafu funkce f

P = {(x , y) : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f (x)}

kolem osy x je

V = π

∫ b

a

f 2(x) dx . (9)

Necht’ f je nezáporná funkce maj́ıćı spojitou derivaci na intervalu
[a, b]. Obsah pláště tělesa, které vznikne rotaćı podgrafu funkce f
kolem osy x , je dán určitým integrálem

S = 2π

∫ b

a

f (x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx . (10)
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Nevlastńı integrál na neohraničeném intervalu I

Definice

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a,∞). Jestliže existuje
vlastńı limita

lim
b→∞

∫ b

a

f (x) dx , (11)

ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ ∞

a

f (x) dx

konverguje. Jeho hodnota je

∫ ∞

a

f (x) dx = lim
b→∞

∫ b

a

f (x) dx . (12)

V opačném p̌ŕıpadě, kdy je limita (11) nevlastńı nebo neexistuje,
ř́ıkáme, že nevlastńı integrál diverguje.
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Nevlastńı integrál na neohraničeném intervalu II

Podobně definujeme nevlastńı integrál

∫ b

−∞
f (x) dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f (x) dx

a nevlastńı integrál na p̌ŕımce

∫ ∞

−∞
f (x) dx =

∫ 0

−∞
f (x) dx +

∫ ∞

0
f (x) dx .
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Nevlastńı integrál z neohraničené funkce

Definice

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu (a, b] a funkce f neńı
ohraničená na [a, b]. Pak bod a nazýváme singulárńım bodem a
definujeme nevlastńı integrál

∫ b

a

f (x) dx = lim
c→a+

∫ b

c

f (x) dx . (13)

Jestliže je tato limita vlastńı, ř́ıkáme, že integrál konverguje.
V opačném p̌ŕıpadě, kdy je limita (13) nevlastńı nebo neexistuje,
ř́ıkáme, že nevlastńı integrál diverguje.

Podobně definujeme nevlastńı integrál pro singulárńı bod b.
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Př́ıklady

Př́ıklad

Vypočtěte nevlastńı integrály:
a)

∫∞
0

1
x2+1

dx , b)
∫∞
0 e−x dx ,

c)
∫∞
1

1
x
dx , d)

∫∞
1

1
x3

dx ,

e)
∫∞
1

1
3√x

dx , f)
∫∞
0 sin x dx .

Př́ıklad

Určete singulárńı body a vypočtěte nevlastńı integrály

a)
∫ 1
0

1
x
dx , b)

∫ 2
0

1
2−x

dx ,

c)
∫ 1
0

1√
1−x

dx , d)
∫ 1
0

1√
1−x2

dx .
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