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Motto:

Matematika je tvorena z 50 procent formulemi, z 50 procent diikazy a z 50
procent predstavivosti.

\

Euklidovska geometrie
Jedna se (nejspiSe) o prvni uceleny systém matematické teorie (viz Zaklady, asi
300 pr.n.l.; Eukleides, asi 325-260 pf.n.l).
Byla zalozena na 5 postulatech:
1) kazdé dva riizné body spojuje jedind primka
2) kazdou aseéku Ize prodlouzit na pfimku
3) lze sestrojit kruznici s libovolnym polomérem a se stfedem v libovolném
bodé
4) vsechny pravé thly jsou shodné
5) jestlize prfimka p protina dalsi pfimky g, r a vytvaFi s nimi na své jedné
strané vnitrni Ghly, jejichZ soucet je mensi dva ahly pravé, pak se na této
strané primky p pfimky g, r protinaji.
Na zakladé téchto postulati Ize logicky odvodit celou fadu znamych tvrzeni.
Jsou vsechny axiomy nutné?

\



Formalni struktura matematiky

Nejkrasnéjsi chvile v zZivoté matematika jsou ty po dokonceni ditkazu, avsak
predtim nez objevi chybu.

\

Struktura matematic- kého textu

» axiom
» definice
» véta
» tvrzeni ditkaz
» lemma
» disledek

» poznamka
» priklad

\



Formalni struktura matematiky

Axiom

matematicky vyrok, ktery je povazovan za pravdivy a nedokazuje se (v mate-
matice téz postulat, v fecké matematice se tyto pojmy rozliSovaly)

pravdivy (netrivialni) vyrok, ktery je odvozen na zakladé axiomi, definic a
drive dokazanych vét (slabsi vyroky: tvrzeni, lemma, diisledek, ...)

Dikaz

posloupnost “formuli” takova, ze kazdy ¢len této posloupnosti je bud axiomem
nebo tautologii

Tautologie: vzdy pravdivy slozeny vyrok (P < P; PV =P; =—P < P)
Kontradikce (oxyméron): vzdy nepravdivy slozeny vyrok (kulaty ¢tverec; Karel
Hynek Macha /Maj/: “Mrtvé milenky cit, zborténé harfy tén.”)




Tvary matematickych vét

» obecnd véta ,Vx € M: V(x)"
> existencni véta ,3x € M: V(x)" (pfip. ,3!x € M: V(x)")

» implikace ,\Vx € M: A(x) = B(x)" (A...pfedpoklad, B...zavér; A...nutna
podminka, B...postacujici podminka)

» ekvivalence ,A(x) < B(x)" neboli ,A(x) = B(x) A A(x) < B(x)"
(Casto véty typu: , Jestlize plati P, pak tvrzeni Ay, Az, ... A, jsou ekviva-
lentni*; dtikaz obvykle Ay = A = --- = A, = Ai, pficemz nezalezi na
poradi)

Metody matematic-

kych dikaza

» primy dikaz (T.. A= B.D.: A= A1 = --- = B)
» neprimy diikaz

e obmeéna (kontrapozice): A= B <= -B = -A

e spor: A= B <= —(AA-B)

» matematicka indukce



Pfimy dikaz

Primy diikaz

Dutkaz tvrzeni A = B pomoci posloupnosti prijatych axiomii a/nebo vét ve
tvaru
A,'=>A,'+17 i:0,...7n,

kde Ao =Aa A1 =B, tj.
A=Ar=>Ai=>A= = A_1= A, = A1 =B.

Je tedy potfeba najit , jednodussi tvrzeni” (mezikroky). Takova metoda uvazo-
vani se nazyva deduktivni.

Veta: Necht m € Z je sudé a p € Z. Potom soucin mp € 7Z je sudé &islo.




Priklad

Veta: Pro kazdé n € N plati

n n+1 n?’

Priklad

Dokazte, ze v kazdém ctverci s rozméry 10 x 10cm, kde je zakresleno 101
raznych bodii, existuje trojahelnik o obsahu 1cm?, ktery obsahuje alespon dva
z danych bodd.




Neprimy dikaz

Neprimy ditkaz

@ obracena (opacna) implikace

@ obménéna implikace (kontrapozice)

Opacné tvrzeni

Uvazujme tvrzeni P : A = B (tj.: jestlize plati pfedpoklad A, pak je splnén
zavér B). Opacné tvrzeni k P je vyrok B = A, které zaménuje predpoklad a
zaver tvrzeni.

Priklad

Zcela prirozené plati, ze, je-li tvrzeni P pravdivé, pak opaény vyrok nemusi byt
splnén. Napfr.:

A: studuji na ESF MU (n je prvoéislo vétsi nez 2)

B: mam pristup do IS MU (n je liché ¢islo)

Pak tvrzeni A = B je pravdivé, ale opacné tvrzeni B = A jiz pravdivé byt
nemusi.




Neprimy dikaz

Neprimy ditkaz

Ekvivalence

Jestlize tvrzeni A = B i opacné tvrzeni B = A jsou obé pravdiva, fekneme, ze
A plati tehdy a jen tehdy, kdyz (pravé tehdy, kdyz) plati B (nebo ,,A je ekviva-
lentni B*), a piseme A < B.

Priklad

A: n je sudé prvocislo
B:n=2

N,

Dokazte, ze islo n € N je sudé pravé tehdy, kdyz ¢islo n? je sudé.




Neprimy dikaz

Neprimy ditkaz

Obména

Tvrzeni =B = —A se nazyva obménou (téz kontrapozici) tvrzeni A = B.

Z vyrokové logiky plyne, ze (A = B) <= (=B = —A)

Tvrzeni: Jestlize mam uspét u zkousky z mikroekonomie, vénuji svoji pozornost
i matematice.

Obmena: Jestlize nevénuji svoji pozornost i matematice, neuspéji u zkousky z
mikroekonomie.

Jestlize p € N je prvocislo vétsi nez 2, pak p je liché.

Pro libovolné prvoéislo p plati: p|n* = p|n.




Neprimy dikaz

Neprimy ditkaz

Obmeénou jsme ukazali, ze tvrzeni A = B je platné pravé tehdy, kdyz tvr-
zeni =B = —A je platné. Tuto myslenku mizeme rozsifit:pravdivost zavéru
B miizeme potvrdit tak, ze budeme uvazovat viechny alternativy k B. Pokud
vsechna takova tvrzeni povedou ke sporu se zakladnimi axiomy nebo znamymi
tvrzenimi, musi byt zavér B pravdivy. Takovému zpisobu se fika diikaz spo-
rem (reductio ad absurdum). Chceme vlastné ukazat, ze neplati A A =B (tj.
A= B < —(AA-B)).

Neexistuje nejmensi kladné racionalni Cislo.

Cislo V/2 je iracionalni.

Jestlize cislo p je prvocislo vétsi nez 2, pak Cislo p je liché.




Matematicka indukce

Uvazujme skupinu 100 muzi sefazenych za sebou do rady. Kazdy zasepta své
jméno muzi za sebou, pricemz my vime pouze dvé véci:

(*) prvni muz v fadé se jmenuje David

(+) primo za kazdym muzem, ktery se jmenuje David, stoji jiny muz se jmé-
nem David.

Z toho miizeme vyvodit, ze vSichni muzi maji jméno David. Proc?

Dle () vime, ze prvni muz je David g za nim stoji také David (:+)> g

posledni muz v rade je David.

| kdyby byl pocet muzi v fadé nekonecny a vyroky (x), (+) by byly pravdive,
mohli bychom stale tvrdit, ze vSichni muzi se jmenuji David.




Matematicka indukce

Jak to funguje?

Uvazujme fadu vyrokil ocislovanou prirozenymi Cisly tak, ze prvni tvrzeni je
P(1), druhé tvrzeni je P(2), ..., n-té tvrzeni je P(n). Predpokladejme, ze o
téchto vyrocich mizeme dokazat:
1) vyrok P(1) je splnén (tzv. baze nebo zaklad indukce)
2) kdykoli je platné tvrzeni P(k) pro néjaké k € N (tzv. indukéni predpo-
klad), pak plati také P(k + 1) (tzv. indukéni krok).
Chceme vlastné ukazat, ze z platnosti vyrokd P(1) A P(2) A --- A P(k)
plyne P(k + 1)

Potom miizeme snadno dospét k zavéru, ze vsechna tvrzeni jsou pravdiva.




Matematicka indukce

Pron€ N plati: 14+2+3 4 -+ n= 201,

Priklad

Soucet prvnich n lichych prirozenych &isel je n?, tj.

1434+5+---+(2n—1)=n’

Priklad

Pro kazdé n > 1 je pfi soucasném hodu n kostkami stejna pravdépodobnost
toho, ze vysledny soucet bude sudy nebo lichy.

| A

N,

Kazdé prirozené Cislo vétsi nez 1 mize byt vyjadreno jako soucin prvocisel.

V kazdém stadu o n > 1 konich maji vsichni koné stejnou barvu.
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