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3 Solowuv model

Zékladni literatura: BSiM:Ch. 1
Klasika: Solow (1956), Swan (1956)

3.1 Model
3.1.1 Predpoklady
e Aggregatni produkéni funkce
Y(t) = F(K(t), L(1))

e Zékladi myslenka: rust vystupu (Y') je mozny pouze pii rustu vstupu
(K,L)

e Préce: L/L = n (exogenni)

e Price je homogenni. (Zadny lidsky kapitél)

e /K je vyrabén stejnou technologii jako Y

e K je tzv. reprodukovatelny vstup

e Jednosektorova produkce homogenniho statku, ktery muze byt

— spotiebovén, C(t)

— nebo investovan, I(t), za tcelem vytvoreni dalstho kapitdlu K (t)
e Uzaviend ekonomika. Uspory se rovnaji investicim.

e Rust K z investic (uspor):

K(t) = I(t) — 0K (t) (1)
kde ¢ oznacuje miru depreciace kapitalové zasoby.

e Ekonomika Robinsona Crusoe (Firmy/doméacnosti a trzni struktura je
'za scénou’, budeme se tim zabyvat pozdéji)

e Exogenni mira uspor, s: S(t) = sY (¢)

e 7Zadné chovani



3.1.2 Neoklasicka produkéni funkce

e Produkéni funkce splnuje nésledujici predpoklady (the time notation
is suppressed):

1. Kladny a klesajici mezni produkt
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2. Konstantni vynosy z rozsahu (Constant returns to scale, CRS)
F(cK,cL)=cF(K,L), forallc¢>0

3. Inadovy podminky:

lim F = lim F;, = oo
K—0 L—0
K—o0 L—oo

kdeFK:g—gaFL:g—f

e CRS implikuji, ze produkéni funkce muze byt zapsana v intenzivni
podobé

Y=F(K,L)=LF(K/L,1)=Lf(k) =y = f(k)
kde y=Y/L, k= K/L a funkce f(k) = F(k,1)

e y = f(k). Pouze kapitélova intenzita k je dulezitd pro ekonomickou
uroven (tj. y).
CRS = neutralita vzhledem k rozsahu

e Exercise 1: Show that

) ,
Y ,
= )= k)

and that the Inada conditions tranlates into:

lim f'(k) = oo
lim f/(k) = 0



e Exercise 2 (Harder): Show that the conditions above implies that each
factor is essential to production, that is F'(0, L) = F(K,0) = 0 for all
K,L

e Exercise 3: Show that a Cobb-Douglas production function ¥V =
BK*L'~® satisfies these neoclassical properties.

e Exercise 4: Does the following production functions satisfy the neoc-
lassical properties?

Y = AK (2)
Y = AK+ BK®“L'™® (3)
Y = A{a(®K)* + (1—a)((1-b)L)*}"" (4)

3.1.3 Reseni modelu

e Dosazenim za fixni miru uspor dostaneme

K = sF(K,L) - 6K (5)

e Derivaci kapitalové intenzity k dle casu a dosazenim z (6) dostaneme
k=K/L—nk=sy—(n+0)k (6)
kde populace roste konstantnim tempem L /L =n.

e Model je charakterizovan jednou dynamickou rovnici pro k (zékladni
rovnice modelu)

k=sf(k)—(n+0)k (7)

e Zakladni rovnice se nezméni, kdyz do modelu zahrneme dokonale kon-
kurenc¢ni trhy. Spottebitelé vlastni vstupy a financni aktiva a dodavaji
neelasticky vstupy. Firmy vstupy najimaji, vyrabéji a prodavaji vystup.

e Fungovani modelu muzeme popsat pomoci fazového diagramu
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Systém konverguje ke stavu, kde se kapital na hlavu neméni & = 0. Ten
se nazyva steady-state neboli ustdleny stav.
Steady statova hodnota £* je urcena:

sf(k*) = (n+0)k*
coz nam dava konstantni troven produkce na pracovnika

y" = f(k")

V dlouhém obdobi (kdyz ekonomika zkonverguje do steady statu), ne-
dochézi k Zddnému rustu vistupu na hlavu.
Tento model nedokdze vysvétlit trvaly rust vystupu na hlavu.

V ustaleném stavu Y K a L rostou stejnym tempem n. Tim padem
jsme na vyvazené rustové trajektorii (Balanced Growth Path, BGP).

Hlavni mechanismus, ktery zajistuje konvergenci do steady statu je
klesajici mezni produkt z akumulovaného vstupu (tj. kapitélu).

Role miry tspor: Rust miry uspor zvysSuje droven vystupu na hlavu
nikoliv rust v dlouhém obdobi.

Jelikoz mira dspor je omezena shora 1, neustalé zvySovani miry dspor
neumozni zvyseni rustu trvale.

Hospodarska politika neovlivni rust v dlouhém obdobi.



e Zlaté pravidlo kapitalové akumulace Pro spotiebu ve stalém stavu

plati
¢ = f(k") = (n+ 0)k* (8)

e Spotieba je maximalni pokud plati
fikg) = (n+9)
Mezni produkt kapitdlu se rovna mire depreciace a popula¢niho rustu.

e Dynamicky efektivni ekonomika (nalevo od k’;r), dynamicky neefektivni
ekonomika (napravo od k) (viz BSIM 1.2.5)
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3.1.4 Prechodna dynamika

e Je dobré si ilustrovat dynamiku (k,7;) diagramu, kde mizeme na ver-
tikdlni ose odecist tempo rustu v = k/k.

e Vykreslime transformovanou verzi rovnice (7).
)k = sf(k)/k— (n+96)

kde f(k)/k je prumérny produkt kapitélu, ktery klesa s k (Proc?)
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e Tento obrazek ilustruje velmi dulezitou implikaci modelu: Pokud maji
dveé zemé stejny steady state, potom chudsi zemé poroste rychleji.

3.1.5 Technologicky pokrok

e Do modelu muzeme zavést exogenni technologicky pokrok. Jelikoz je
pokrok nevysvétleny v ramci modelu, moc nového o zdrojich rustu se
nedozvime. Ale toto cviceni je uzitecné, protoze

(i) muzeme provést rustové ucetnictvi

(ii) muzeme vidét, jak technologicky pokrok ovlivni dynamiku

e Muzeme prepsat produkéni funkei

kde T'(t) je parametr zachycujici technologicky pokrok. T'(t) roste kon-
stantnim tempem ypr = T/T = x.

e Muzeme rozlisity tii pripady zapojeni technologického pokroku:

1. Neutralni (Hicks neutral): Y = TF(K, L),

kde pomér 2¥ /%Y zistane konstantni pro danou hodnotu k =

oK/ oL
K/L.
2. Zlepsujici préci (Labor-augmenting, Harrod neutral): Y = F(K,TL),
kde pomér K 2% /L9 ziistane konstantn{ pro danou hodnotu Y/ K.
3. Zlepsujici kapital (Capital-augmenting, Solow neutral): Y = F(TK, L),

kde pomér K g—}; / L% will remain constant for a given value of the
ratio Y/L.



Exercise: Show these properties, and draw the isoquants for different
values of T'. (Note that BSiM are sloppy with their notation on pp.
52-53, their Fx and F, should be replaced by g% and % respectively.)

V datech pozorujeme, ze relativni podily vstupu (K g—}; / Lg—z) nevyka-
zuji v ¢ase trend (i kdyz kratkodobé ponékud fluktuuji). Rovnéz pozo-
rujeme, ze podil Y/K je pomérné stabilni.

D4 se ukazat, ze technologicky pokrok musi byt zlepsujici prdci, aby
model vykazoval BGP.

Urcité vyspélé zemé vykazuji staly rust, coz naznacuje chovani podle
BGP.

Neddvny (teoreticky) vyzkum ukazuje, ze firmy maximalizujici zisk bu-
dou v dlouhém obdobi provadét vyzkum, ktery vede k technologickému
pokroku zlepsujicimu préci (Acemoglu, 2004).

7, téchto duvodu je technologicky pokrok modelovan jako zlepsujici
praci, tj.

Y(t) = F(K(), T(t)L()) (9)
Misto vydéleni vsech velicin mnozstvim prace L, vydélime veliciny
mnozstvim prace v efektivnich jednotkach, T'L. Zadefinujme si k =
K/TL jako kapital na efektivnostniho pracovnika, podobné pro vystup
y=Y/TL.
Model je strukturalné stejny jako diive, jedind zména je, ze proménna
n je nahrazena souc¢tem n + x (Proc?)

Opét dosdhneme steady statu k* jako diive a tim padem steady statové
urovné vystupu na efektivnostniho pracovnika y*. Na vyvéazené rustové
trajetkorii plati

Yo = Vyjre =0
YWw/L =TT =%

i.e. GDP na hlavu roste tempem technologické zmeény (z).
To implikuje:

1. Dlouhodoby rust HDP na hlavu neni mozny bez technologického
pokroku

2. Rust HDP na hlavu v dlouhém odobi je diky nevysvétlenému tech-
nologickému pokroku



Tato tvrzeni jsou symetricka a v podstaté shodna, ale to prvni vystihuje
lépe podstatu véci.

3.2 Alternativni produkéni funkce: Trvaly/endogenni
rust, pasti chudoby

e Vime, ze klesajici mezni produkt kapitdlu je podstatny pro zavéry So-
lowova modelu

e Uvazujme jinou produkéni funkei
Y = AK.

kde A je konstantni parametr a opét predpokladame neexistenci tech-
nologického pokroku.

e Prumérny produkt je konstantni

fR)/k=A
e Pokud je sA > n + J potom dostaneme 7, = sA — (n+0) > 0 a
konstantni.
e Graficky:

¥ = 0forall k

n+a

e S AK produkéni funkei dostaneme

1. Trvaly rust z akamulace vyrobnich faktoru

2. Neexistenci konvergence



Pozdéji budeme zkoumat modely, které se chovaji presné jako AK mo-
del.

Vsimnéte si, ze trvaly rust dostaneme i s jinou produkéni funkei, napt.

Y = AK+BK*L'™®
Y = A{a(®K)* + (1—a)((1—b)L)Y}""

Tyto funkce splnuji podminku klesajictho mezniho produktu kapitélu,
ale nesplnuji horni Inadovu podminku. Tim pddem prumérny produkt
kapitalu nekonverguje asymptoticky k 0 a my muzeme dostat trvaly
rust.

Opét graficky:

sofik)/k

n+3é

Poruseni horni Inadovy podminky znamend, ze nereprodukovatelny
vyrobni faktor (zde je to prace) je nepodstatny pro vyrobu, tj. muzeme
néco vyrobit i bez tohoto VF.

Zajimava skupina modelu je ta s pastmi chudoby. Tyto model maji
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tiple equilibria). (Jeden z modelu je uveden v BSiM 1.4.2.) Graficky
ZNAzZOrnéno:
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