Zaklady ekonometrie

I1l. Regresni model s jedinou vysvétlujici proménnou
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Jednoduchy regresni model

@ Bez Grovnové konstanty.

@ Nepotrebujeme maticovou algebru.

Yi = BXi + €.
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Pravdépodobnost v kontextu regresniho modelu

Obsah tématu

@ Pravdépodobnost v kontextu regresniho modelu
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Pravdépodobnost v kontextu regresniho modelu

Nahodnost vysvétlované veliCiny

@ Vyjadreni nejistoty — funkce hustoty pravdépodobnosti.

o llustrace na prikladu cen domi: diim o rozloze 5000 ¢tverecnich stop.
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Pravdépodobnost v kontextu regresniho modelu

Nahodnost vysvétlované veliciny — ilustrace funkce hustoty
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Pravdépodobnost v kontextu regresniho modelu

Nahodnost vysvétlované veliciny — ilustrace oblasti
pravdépodobnosti
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Pravdépodobnost v kontextu regresniho modelu

Standardizace a Z-skér

® Y ~ N(u,0?) a nova ndhodna veli¢ina:

Y —p

/ =

g

@ Stfedni hodnota a rozptyl Z:

(o g
_EM—p_pmp
o o '
Y — Y —
var(Z) = var < g var( 5 )
g g
var(Y) o2
e Z-skor. Z ~ N(0,1).
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Pravdépodobnost v kontextu regresniho modelu

Standardizace a Z-skér — priklad

o P¥iklad z obrazku: Y ~ N(61.153,683.812).
@ Barevna oblast: Pr(60 < Y < 100).

_ Yy _ 100 —
Pr(60 < Y < 100) = Pr(60 wo Y op 100 “)
g g g

(60—61.153 Y —61.153 100—61.153)
= Pr < <

V683812 ~ /683812 ~ /683.812
Pr(—0.04 < Z < 1.49).

@ Podle toho, co nabizeji tabulky: napf. hodnota distribuéni funkce v
1.49 minus hodnota v —0.04 (vysledek vzdy stejny, 0.4479).
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Klasické predpoklady LRM

Obsah tématu

© Kilasické predpoklady LRM
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Klasické predpoklady LRM

Klasické predpoklady v kontextu zavisle proménné

Q E(Y)) = BX.

Q var(Y;) = o2

Q cov(Y;,Yj)=0proi#j.

© Y; ma normalni rozdéleni.

@ X je pevné dano (nendhodna veli¢ina).
o Kompaktni vyjadreni:

\/i ~ N(ﬁX,‘,O'Z),
proi=1,..., N, kdy Y; a Y; jsou vzajemné nekorelovany (pro i # j).
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Klasické predpoklady LRM

Ocekavana hodnota zavisle proméné

e E(Y;) = BX;: predpoklad linearity modelu
@ Model vicendsobné regrese: E(Y;) = o+ S1.X1i + B2 Xoi + .. . + BrXki-

@ Ocekdvame (v priméru), ze Y; lezi na regresni pfimce.
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Klasické predpoklady LRM

Konstantni rozptyl zavisle proméné

@ V realité Casto porusen (ptiklad ceny malych a velkych domi nebo
analyza spotfeby chudsich a bohatsich domacnosti).

@ Splnéni predpokladu — homoskedasticita.

@ Poruseni predpokladu — heteroskedasticita (pouziti zobecnéné metody
nejmensich ¢tverca).

o Uchvatny p¥ispévek v asopise Econometrica: angl. homoskedasticity
X homoscedasticity.
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Klasické predpoklady LRM

Nekorelovanost pozorovani zavisle proméné

@ Vzajemna nekorelovanost pozorovani.

cov(¥;. V)

corr(Yi, Yj) =
var(Yi)var(Y;)

e cov(Y;, Y;) =0« corr(Y;,Y;) =0.
@ Obvykle splnéno pro priifezova data — nap¥. dotaznikova Setreni (x
moznost prostorové korelace).

@ V pfipadé Casovych fad — obvykle problém (napt. ¢asova fada
nezaméstnanosti).

@ Korelace v Case — autokorelace (existence moznych fesenf).
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Klasické predpoklady LRM

Normalita rozdéleni zavisle proméné

o Motivace — obtizna.
e Predpoklad v empirickych aplikacich obvykly (ale ne vzdy nutné
realny).

@ Vyuziti asymptotické teorie pro jeho uvolnéni.
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Klasické predpoklady LRM

Nendhodnost vysvétlujici proménné

@ Experimentalni védy — dobry predpoklad.

@ V ekonomii — ne vzdy vhodny predpoklad.

@ Asymptoticka teorie — vysvétlujici proménna ndhodnd x nekorelovana
s nahodnou slozkou.

@ V pripadé korelace vysvétlujici veli¢iny a ndhodné slozky — OLS
vysledky nekorektni (feSeni v podobé metody instrumentalnich
proménnych).
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Klasické predpoklady LRM

Klasické predpoklady v kontextu nahodné slozky

Q E(¢)=0.

@ var(e;) = E(€?) = o2. Konstantni rozptyl chyb (homoskedasticita).
@ cov(ej, €j) =0 pro i # j. Nahodné slozky jsou nekorelovany.

Q ¢; je norméalné rozdélené.

@ X; je pevné dano (nendhodnd) veli¢ina.
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Klasické predpoklady LRM

Nesplnéni klasickych predpokladi.

@ Problém — zavadéjici vysledky z OLS odhadu.
@ Potfeba testovani — obvykle na reziduich (odhady nahodnych slozek).

@ Regeni — asymptoticka teorie (velké vzorky) nebo jiné odhadové
metody.
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Vlastnosti OLS estimatoru

Obsah tématu

© Viastnosti OLS estimatoru
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Vlastnosti OLS estimatoru

Estimator a odhad

e Estimator — obecny funkéni pfedpis (funkce moznych pozorovani).

@ Odhad — vyhodnoceni funkce estimatoru na zakladé zjisténych
pozorovani.

@ V klasické ekonometrii — neznamy parametr je pevné dané Cislo x
jeho odhad je realizace nahodné veliciny.
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Vlastnosti OLS estimatoru

OLS estimator

@ Model bez troviové konstanty:
Yi = BXi + €.

@ OLS estimator na zdkladé minimalizace souctu &tverct rezidui:
N
_ ~2 ;
SSR = Ze,- — min.
i=1

@ Vysledny vzorec — jednoduchy minimalizacni problém =-

G- YR Xi Yi
le'vzl XI2

@ 3 — normalné rozdélena nahodna veli¢ina (vztah zavisi linedrné na Y;
= normélni ndhodné veli¢iny).
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Vlastnosti OLS estimatoru

Alternativni vyjadreni OLS estiméatoru

@ OLS estimator — soucet skutecné hodnoty parametru a Casti s
chybovymi ¢leny a s hodnotami vysvétlujicich proménnych.

@ Vyraz vhodny pro teoretickd odvozeni (v praxi nevhodny — neznamé
chybové ¢leny).

XY D Xi(XiB + ;)
SX2 T v X2

ZXEI
Tk

B =
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Vlastnosti OLS estimatoru

Stredni hodnota OLS estimatoru

@ Nestranny (unbiased) estimator — ,,v priméru” roven skutecné

hodnoté.
E(B) =5
E(F)=E <ﬁ+ ZZ);§> =B+E (Zz::);)
=0+ Zl)<’2E (ZX,‘E,‘) =06+ Z:I-)@ZXI'E(Q)
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Vlastnosti OLS estimatoru

Rozptyl OLS estimétoru

@ Vyznam variability (vydatnosti) estimatoru.

2 2
= (ZX2> var (ZX,’E,’) = 21X2> ZX?var(e,)
1 ? o?
-(g) "I - e
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Vlastnosti OLS estimatoru

Vydatnost estimatoru

@ Cela rada nestrannych estimator(.

@ Preferujeme ten nejvydatnéjsi (nejlepsi), tedy s nejmensim rozptylem
— vydatny (efficient) estimator.

ANP
THIRSTY
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Vlastnosti OLS estimatoru

Priklad méné vydatného nestranného estimatoru

@ Pro jednoduchy regresni model bez tGroviové konstanty:

N
f= Zi=t Y
==
2= Xi
@ Nestranny estimator, ale vySsi rozptyl nez OLS estimator.
o Priklad — prlimérna vyska v populaci:
o Lékar a ndhodné vybrana skupina pacientli — vybérovy primér —
nestranny odhad populaéni stfedni hodnoty (nejvydatnéjs).
o Lékaf a ndhodné vybrana skupina pacientti — vyska prvniho z vybéru
— nestranny odhad populaéni stfedni hodnoty (ale vyssi rozptyl).
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Vlastnosti OLS estimatoru

Rozdéleni OLS estimatoru

P¥i splnéni klasickych predpokladii:

2
~ o
~ N —s .
(o)
@ Dillezité zejména pro odvozeni intervalll spolehlivosti a testovani
hypotéz.

Ptiklad: B ~ N(2,1) a § ~ N(2,4).
Ze statistickych tabulek: napf. Pr(1.0 < B < 3.0) = 0.68 nebo
Pr(0< B <1)=0.14.

(]
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Vlastnosti OLS estimatoru

Rozdéleni OLS estimatoru (obrazek)
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Vlastnosti OLS estimatoru

Porovnani OLS a jiného estimatoru (obrazek)
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Vlastnosti OLS estimatoru

Gausstuv-Markoviv teorém

e P¥i spInéni klasickych ptedpokladd (normalita neni nutnd): OLS
estimator je BLUE (Best Linear Unbiased Estimator).

@ Nejlepsi, linedrni, nestranny estimator.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Andrej Markov (1856-1922)
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Vlastnosti OLS estimatoru

Gausstv-Markoviv teorém — nestrannost

@ Jednoduchy regresni model bez Grovnové konstanty + splnény
klasické predpoklady.

@ Linearni estimator: 8* = c1 Y1 + ...+ cyYn pro konstanty ¢y, ..., cn.
e Nevychylenost: E (5*) = §.

E(,B*) = E(C1Y1 +...+CNYN)
= ClE(Yl) + ...+ CNE(YN)
=X+ ...+ cnyBXn

N
= ,3 Z C,'X,'.
i=1
@ Nestranny estimator, 8* — plati Z,’-V:l ciXi= 1.
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Vlastnosti OLS estimatoru

Gausstv-Markovilv teorém — vydatnost

var (5*) = var(c1Y1 + ...+ CNYN)
= cvar (Y1) + ...+ cqvar (Yn)

:C120'2+...+C,%,02
N

=2y .
i=1

@ Reseni problému: minimalizace rozptylu p¥i omezeni nestrannosti
(predpoklad jednoduchého regresniho modelu bez Groviiové konstanty
a splnéni klasickych predpokladi).

o Hleddme ¢, ..., cy minimalizujici 02 SN, ¢? p¥i omezeni
le-vzl C,'X,' =1.

e Standardni YeSeni (napf. metoda Lagrangeovych multiplikator().
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Vlastnosti OLS estimatoru

Gausstv-Markoviv teorém — reSeni

. X;
@ Reseni: cj:NijT proj=1,...,N.
i=1 X;

@ Dosazenim do vyrazu pro g*:

B=aYi+...+cnYn

X1 Y1 Xn YN
===+...+ 3

2 X; 2 X

XY 5
e 7

@ Zavér: linearni, nestranny estimator s minimalnim rozptylem je
estimator metody nejmensich Ctverci.
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Metoda maximalni vérohodnosti

Obsah tématu

@ Metoda maximalni vérohodnosti
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Metoda maximalni vérohodnosti

Motivace ML odhadu

WE NEEP TO PO H ON THREE:
SOMETHING EXCITING i | ONE...TWO...THREE

e Maximal likelihood (ML) estimator — velmi mocny ekonometricky
nastroj.

@ Funkce hustoty pravdépodobnosti pro Y by méla byt v souladu s tim,
co pozorujeme v datech.

e Ptiklad — ceny domi (pro riizné hodnoty parametri (3).
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Metoda maximalni vérohodnosti

Motivace ML odhadu — obrazek
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Metoda maximalni vérohodnosti

Vérohodnostni funkce

@ Vérohodnostni funkce: funkce sdruzené hustoty pravdépodobnosti pro
véechna pozorovani.

o Pri platnosti klasickych predpokladi: Y1, ..., Y jsou normalnf,
vzajemné nekorelované, ndhodné veli¢iny (se stfedni hodnotou £X; a
rozptylem o2).

@ Funkce hustoty pravdépodobnosti kazdé nadhodné veli¢iny: p(Y;| X, 3)
(podminéné hustoty).

@ Sdruzen3 hustota pravdépodobnosti véech pozorovani:

N
p(Yla-"7YN) = Hp(\/I’XIMB)
i=1
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Metoda maximalni vérohodnosti

Princip ML odhadu

@ PY¥i zndmych hodnotach X; a Y; je vérohodnostni funkce funkci
parametr — L(f).
@ Odhad metodou maximalni vérohodnosti = nalezeni takové hodnoty

B, kterd maximalizuje vérohodnostni funkci L(3) (zde analyticky,
jinak numericka optimalizace).

x.8) = L N ax2
p(\//‘XIB) - \/ﬁexp[ 2 (\/I /BXI) :|
. A L v axy?
) =11 o0 |5 (V1= %

S S l—li(y,-—/sx,-f].

(2mo?)2 202
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Metoda maximalni vérohodnosti

Maximalizace vérohodnostni funkce.

@ Obvykle prace s logaritmem vérohodnostni funkce, /(3) (neméni se
bod maxima).

I(8) = In[L(B)]
_In{ ! exp l—li(\ﬁ—ﬁX,)ﬂ}
(Qﬂaz)’zv 202 —~
=|n{ 1 }—1§N:(Y,—BX,)2
(2770’2)% 20 i=1

e Pro maximalizaci /(3) potfeba minimalizovat &len =N, (Y; — 8X;)?
— estimator metody nejmensich Ctverci.
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Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru

Obsah tématu

© Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru
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Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru

Interval spolehlivosti parametru

@ (8 ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 8 a danou hodnotou
rozptylu.

o Konstrukce Z-skéru:

Z ~ N(0,1) = tabulky standardizovaného normalniho rozdéleni.

Napt.
Pr[—1.96 < Z < 1.96] = 0.95.
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Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru

Odvozeni intervalu spolehlivosti

@ 95% interval spolehlivosti — staci osamostatnit parametr 3:

Pr|—1.96 < 5_2’8 <1.96
0'2 ~ 0'2
= Pr|—1.96 <B-8<1.96
r[ ZXI-Z _B /8— Z)([?
0'2 -~ 0'2
—Pr|3—1.96 < B < 1.96
[p-100/s <o r 2,
= 0.95.
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Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru

Alternativni vyjadreni

@ 95% interval spolehlivosti:

B —1.96 72 I5; 8 + 1.96 72
. < B < .
) x,-2 - > x,-2

o2

2
Xi

R o2 o2
[ﬁ—L%MZkFB+L% ZMJ'

@ Alternativné:

B+1.96

e Hodnota 95 %: hladina spolehlivosti (confidence level).

@ Analogicky pfi jinych hladinach spolehlivosti (napf. 90 %) = jina &isla
(kritické hodnoty) ze statistickych tabulek (napt. 1.64).

@ Prakticky problém: nezndme rozptyl chyb, o2.
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Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru

Postup testovani hypotéz

@ Specifikace nulové hypotézy, Hy a alternativni hypotézy Hj.

@ Specifikace testové statistiky.

© Nalezeni rozdéleni testové statistiky za predpokladu, ze Hy plati.
@ Volba hladiny vyznamnosti.

© Na zakladé krokl 3 a 4 ziskame kritickou hodnotu.

O Spocitadme testovou statistiku z kroku 2 a porovname ji s kritickou
hodnotou z kroku 5:

e Zamitame Hyp (ve prospéch alternativni hypotézy), pokud absolutni
hodnota testové statistiky je vétsi nez kritickd hodnota (v opaéném
pfipadé Hy nezamitdme) = spada do kritického oboru ohrani¢eného
kritickymi hodnotami.
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Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru

Testovani hypotéz o parametru

Q Ho: 8= Bo, kdy o je zndmo (obvykle 5y = 0). Alternativni hypotéza
je obvykle Hy : 8 # By (mozné i jednostrannd alternativa = jina
kritickd hodnota).

QZ= ~ N(0,1).

@ Obvykla volba je 5 % (tj. 0.05).
@ Protoze Z ~ N(0,1) a Pr[—1.96 < Z < 1.96] = 0.95, je kritick4
hodnota pravé 1.96.
o Oboustranny test hypotézy (stejné jako oboustranny interval
spolehlivosti) — kritickd hodnota = 97.5% (0.975) kvantilu
standardizovaného normalniho rozdéleni (1 — 0.05/2).

O V nasem pripadé zamitdme Hp, pokud |Z| > 1.96.
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Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru

Estimator pro rozptyl chyb

@ Obvykly estimator pro o2 je vybé&rovy rozptyl, s2.
~ -
@ OLS rezidua: € = Y; — 5X;; OLS estimator 02: s% = %:f{.
o Lze ukazat, e E(s?) = o2.
o Neformalni intuice: E (€2) = 02 = €7 by mohl byt dobry estiméator
pro o?.

. C ey . . . 2 262

@ Aritmeticky primér Ctvercl chyb jako estimatoru pro o<: TI

-
@ Nahrazeni nepozorovatelnych ¢; rezidui: Z;\f’ (vychyleny estimétor o2

jakozto vysledek metody maximalni vérohodnosti).

@ Nevychyleny OLS estimator: N je nahrazeno N — 1 (pocet stupni
volnosti)

@ Model vicenasobné regrese s k vysvétlujicimi proménnymi a
Groviovou konstantu:

2 NG _ SSR
N—k—-1 N-k-1
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Interval spolehlivosti a testovani hypotéz o parametru

Modifikace procedur pti neznamén rozptylu chyb

o Konstrukce Z-skéru:

58

= ——=~1tn1,
s2
VY oxz?

@ Testovani hypotéz a testova statistika:

_ B — Bo

2

@ ty_1 je Studentovo t-rozdéleni s N — 1 stupni volnosti.

t ~ tn_1-

@ Tabulky t-rozdéleni nebo p-hodnota testu (zamitdme Hy pokud
p-hodnota je mensi nez hladina vyznamnosti).

Zaklady ekonometrie (ZAEK) 11l. Jednoduchy regresni model Podzim 2015

47 / 58



Vyuziti asymptotické teorie

Obsah tématu

@ Vyuziti asymptotické teorie
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Vyuziti asymptotické teorie

K ¢emu mize byt asymptoticka teorie dobra?

fady diagnostickych testd.

e Odvozeni vlastnosti estimatord pro (nekonecné) velké vzorky.
@ Odvozeni rozdéleni testovych statistik pro (nekonecné) velké vzorky u

TELL THAT TC
THE EXPRESSION
ON MY F

Zsklady ekonometrie (ZAEK)
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Vyuziti asymptotické teorie

Principy

o Co se déje, kdyz velikost vzorku jde k nekonecnu?
e Zadny predpoklad na rozdéleni ndhodnych slozek.

e X; je nezavisle a identicky rozdélena nahodna veli¢ina independent
and identically distributed — i.i.d., nezavisld na ndhodnych slozkach =
E(X;) = px a var(X;) = o%.

@ Pouzivdme OLS estimator v podobé:

> Xi€;
YXP

=5+
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Vyuziti asymptotické teorie

Konzistence OLS estimatoru — Gvod

-~

e plim(8) = 8.
~ Xi€j
plim (ﬁ) = plim (ﬁ + ZZ::XZ >
= [ + plim ( ) dle Slutského teorému
= B+ plim (",’{szz )
pllm ( > Xie€i )
dle Slutského teorému.
p||m (% )
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Vyuziti asymptotické teorie

Konzistence OLS estimatoru — dokonceni

e Zakon velkych cisel k vyhodnoceni limity v pravdépodobnosti,
plim (i zx-e-).

Podstata: , priimér konverguje ke stfedni hodnoté.

Z predpokladu o nezavislosti chyb regrese a vysvétlujici proménné:

pIim( er>_Exe) 0

Zikon velkych &isel — plim (% zxﬁ) = E(X?).

(]

Z definice rozptylu, var(X;) = E(X?) — [E(X;)]?, miZeme psat
E(X?) = var(X;) + [E(X)) = 0% + 1% =

pIim(B):ﬁ—FaijLON%(:B.
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Vyuziti asymptotické teorie

Kratké zastaveni na cesté k asymptotické normalité

| T s 1025

@ Odvozeni jen na prvni pohled naro¢né a stresujici.

@ Pro testovani hypotéz o parametru potfebujeme znat rozdéleni OLS
estimatoru pro nekoneéné velké vzorky (asymptotické rozdélent).

@ Nasledné vyuZiti i pro odvozeni pravdépodobnostniho rozdéleni jinych

Vv

stresujici byvd = nebudeme v tomto zakladnim kurzu ekonometrie
resit).
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Vyuziti asymptotické teorie

Centralni limitni véta (zaklad odvozenf)

o Navazuje na zakon velkych &isel.

rozdélené nahodné veli&iné. "

o Podstata centralni limitni véty (teorému): , pravdépodobnostni
rozdéleni vybérového priiméru konverguje v distribuci k normalné

IF ¥OU AVERAGE THEM
OUT, THEY'RE NORMAL
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Vyuziti asymptotické teorie

Asymptotickd normalita — Gvod

@ Pro N — oo platf:

m(ﬁ—ﬁ)w\/(o "2>.

) 3
Tx T Hx

o Lze psat:

3 XX X Xie
NG =VNSSe =YV

o Centralni limitni teorém pro N — oc:

1
\/NN ZX;G,’ ~ N (0, var(X;e;)) .
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Vyuziti asymptotické teorie

Asymptotickd normalita — pokracovani

var(Xie;) = E(X?e?) — [E(Xien)]?

1

E(XP)E(eF) — [E(X)E(en)?

1 1

= (0% + p%)o? — [ux0)?
= (0% + %)

o Ukazali jsme si:

im (4 55) - 34130
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Vyuziti asymptotické teorie

Asymptotickd normalita — dokonceni

@ S vyuzitim Cramerova teorému zkombinujeme vysledky centraini

1
limitni véty s vyrazy pro var (Xie;) a plim (N S X?
R 2 2
VNG - ) X /\/(0,(X2+“X2)> .
(0% + 1%)?

@ Vzajemnym vykracenim clend:
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Vyuziti asymptotické teorie

Praktické vyuziti

Pro N — oo konverguje v/N(5 — ) k normalnimu rozdélent.

Vyuzitim vlastnosti operatori stfedni hodnoty a rozptylu:

~ 0‘2

o (5’ N(oiwzx)) '
Problém: (0% + u%) nezndmé.
Plati plim (% ZX,?) = O')2< + p@( = (% ZX,-Q) je konzistentnf{
estimétor pro o% + u%.

o Zavér: )
~ o
~N|B == |-
e 55)
o Vysledky plati aproximativné!

Zaklady ekonometrie (ZAEK) 111. Jednoduchy regresni model Podzim 2015 58 / 58



	Pravděpodobnost v kontextu regresního modelu
	Klasické předpoklady LRM
	Vlastnosti OLS estimátoru
	Metoda maximální věrohodnosti
	Interval spolehlivosti a testování hypotéz o parametru
	Využití asymptotické teorie

