Zaklady ekonometrie

V. Uvolnéni klasickych predpokladii — heteroskedasticita
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Uvod

@ Doposud:
Yi=a+ 01X+ ...+ Bk Xk + €.

o Kilasické predpoklady:
o E(G,’) =0.
Q var(e;) = o2
@ cov(ej,€;) =0 pro i # j.
@ ¢, ma normalni rozdéleni.
© Vysvétlujici proménné jsou fixni, tedy nendhodné veliciny.
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Teorie vs. realita

@ Zcela dokonalé modely, techniky a data k dispozici nemame.

o Teoretické predpoklady tak obvykle neodpovidaji realité pouzivanych

dat a modeld.
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Nenulova stfedni hodnota nahodné slozky

Obsah tématu

@ Nenulova stiedni hodnota ndhodné slozky
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Nenulova stfedni hodnota nahodné slozky

Uvod

@ PYedpoklad, Ze pracujeme se spravnym modelem.
E(Yi)=a+ X+ ... + BkXu-

@ Vzdy splnéno, pokud je v modelu Grovnova konstanta.
@ V opacném pripadé:
o Koeficient determinace, 1 — 5%*;, i negativni.
o Zkresleni odhadu parametrii 4 koeficient determinace ztraci na svém
pdvodnim vyznamu — stfedni hodnota (vybérovy priimér) zavisle
proménné = priméru (stfedni hodnoté) vyrovnanych hodnot modelu

(TSS # RSS + SSR).
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Nenormalita

Obsah tématu

© Nenormalita
@ Testovani
@ Reseni nenormality
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Nenormalita

Uvod

@ Lze aproximativné uvolnit (asymptoticka teorie).
o 3 aproximativné rozdélen podle N(B, Z"—i@)

@ Problém pri praci s malymi vzorky.
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- Nemmalita  Testovan'
Obsah tématu

@ Nenulova stiedni hodnota nahodné slozky

© Nenormalita
@ Testovani
@ Reseni nenormality

© Heteroskedasticita
@ P¥iCiny heteroskedasticity
@ Disledky heteroskedasticity na OLS estimator
@ Redeni heteroskedasticity p¥i znamém rozptylu
@ Redeni heteroskedasticity p¥i nezndmém rozptylu
@ Testovani heteroskedasticity
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Nenormalita Testovani

Jarqueiiv-Berlv test

o Koeficienty Sikmosti a Spicatosti.

E (%)

skew = 2)3/2 = (02 5 -

(o

@ Hp : vybér z normalniho rozdéleni:

BN skew? N (kurt — 3)2 2.
24
@ 52 — odhady Sikmosti a $picatosti, skew resp. kurt (ML odhad
122
‘N Z € )
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Nenormalita Testovani

Priklad — Sikmost

(a) 0.5
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Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.
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Nenormalita Testovani

Priklad — Spicatost
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Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.
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Nenormalita Regeni nenormality

Obsah tématu

© Nenormalita

@ Reseni nenormality
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Nenormalita Redeni nenormality

Metoda maximalni vérohodnosti

@ ,Nenormalni* vérohodnostni funkce — napf. t-rozdéleni (tlustsi
konce).

@ Aplikace ve financnich — pozorovani vétsi volatility vynosnosti aktiv
nez podle normalniho rozdéleni.

@ Obecné preference OLS odhadu — dobre rozebrany vlastnosti.
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Nenormalita Redeni nenormality

Odlehla pozorovani (outliers)

e Odstranéni vlivu odlehlych pozorovani (pomoci umélych proménnych)
X umélé zlepseni charakteristik modelu + kazdé pozorovani je Casti
informace.

o Ptiklad: rezidua z analyzy Casové fady cen akcii 1980-1990; extrémnfi
vychylka v fijnu 1987.

Yi = a+ B1X1i + BoXoi + B3D1j + €.

@ D; hodnota 1 pouze pro pozorovani v fijnu 1987 — jako odstranénf{
proménné (vysledné reziduum pro toto pozorovani nulové).

@ Pokud uméla proménna — nutno vécné zdivodnit (napf. Cerné Utery v
fijnu 1987).

Zaklady ekonometrie (ZAEK) V. Heteroskedasticita Podzim 2015 15 / 56



Heteroskedasticita

Obsah tématu

© Heteroskedasticita
@ P¥iciny heteroskedasticity
@ Ddisledky heteroskedasticity na OLS estimator
o Redeni heteroskedasticity p¥i znamém rozptylu
@ Redeni heteroskedasticity p¥i nezndmém rozptylu
@ Testovani heteroskedasticity
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Heteroskedasticita

Uvod

@ Heteroskedasticita = rozptyl ndhodnych slozek se lisi v ramci
jednotlivych pozorovani.

@ Existence heteroskedasticity:

var (&) = o°w?.

@ Maticové, kovariancni matice ndhodnych slozek:

wd 0 0 ... 0
2
var(e) = o2 0 wp O o 0 Q.
0 0 0 w?,
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Heteroskedasticita

On Heteros*edasticity

e J. Huston McCulloch (1985): ,,On Heteros*edasticity,“ Econometrica,
Vol. 53, No. 2, (Mar. 1985), p. 483.

@ Psani's ,c" nebo ,k"? (hlavni problém ekonometrické ortografie dané

doby).
@ Z Yectiny: hetero- (¢7epo—) = ,jiny", ,odlisny" a skedannumi
(oredavvvue) = ,rozptylit".

o Otazka transkripce feckého k do anglictiny.
@ Obvykle jako k: skeptic (crenTikos), skeleton (oreAeT6s).

o Nékdy jako ¢ (pokud pFes Francii nebo z védeckého svéta z latiny):
sceptre (okfjmrTpov), scene (okrnun), cyclic (kurkAikbs).

Zaklady ekonometrie (ZAEK) V. Heteroskedasticita Podzim 2015 18 / 56



Heteroskedasticita

On Heteros*edasticity — zavér

e Ve francouzstiné nebo latiné: k — ¢ (k obvykle nepouzivané).

e Angli¢tina, francouzstina, latina: ¢ pred e vzdy mékké (ceremony,
cease, cell, cent, center).

o Udajna vyjimka: ,Celtic* — chybna vyslovnost [keltik]! (z Francie
(celtique), ne pfimo z fectiny nebo nepfimo z némdiny).
@ Pokud ,heteroscedasticity“: do angli¢tiny bud v 1066 s invazi

Normant nebo ve stfedovéku z latiny — vyslovnost
[heterossedasticity].

@ Pravopisné spravné tedy ,heteroskedasticity .
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Heteroskedasticita

Homoskedastické rozdéleni

z
7
5 .
a Savings Y
/
Bi+ByX;
Income X

Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.
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Heteroskedasticita

Heteroskedastické rozdéleni

Density

Incop,, X

Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.
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Heteroskedasticita PFi¢iny heteroskedasticity

Obsah tématu

© Heteroskedasticita
@ P¥iciny heteroskedasticity
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Heteroskedasticita P¥i¢iny heteroskedasticity

1. Error-learning errors

o Lidé se ucenim dopoustéji mensiho mnozstvi chyb.

o Rozptyl, 02, klesa.

@ Priklad: pocet chyb pfi psani na stroji v zavislosti na poctu hodin
stravenych tréninkem.
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Heteroskedasticita PFi¢iny heteroskedasticity

Priklad — psani na stroji

Typing errors

Density

Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.
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Heteroskedasticita P¥i¢iny heteroskedasticity

2. Rist dichodu

@ Rist pfijmd — vétsi volnost s nakladanim.
e 0?2 roste s riistém diichodu.

o Priklad: regrese Gspor na dlichod, variabilita v dividendové politice
firem s ristem jejich velikosti, ristové orientované x ustalené firmy a

vyplata dividend.
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Heteroskedasticita P¥i¢iny heteroskedasticity

3. Zlepseni techniky sbéru dat

o Pokles o2.

o Priklad: bankovni data, kdy banky s dobrym systémem sbéru dat maji
pfi prezentaci mésicnich nebo Ctvrtletnich zaznami o zakaznicich nizsi

chybu méreni.
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Heteroskedasticita P¥i¢iny heteroskedasticity

4. Pritomnost odlehlych hodnot

@ Obecné: outlier je pozorovani z jiné populace nez té generované ve
zbytku vzorku.

@ Ovlivnéni hlavné u malych vzorki.

e P¥iklad: procentni zména cen akcii (Y) a spotfebitelskych cen (X) pro
povéale¢né obdobi do roku 1969 pro 20 zemi (odlehlé hodnoty pro
Chile).
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Heteroskedasticita PFi¢iny heteroskedasticity

Priklad — odlehla hodnota

. Chile

Stock prices (% change)
N
T

1 I I I I I I I I I I I

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 26
Consumer prices (% change)

Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.
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Heteroskedasticita P¥i¢iny heteroskedasticity

5. Nekorektni specifikace modelu

@ Nezahrnuti dilezitych vysvétlujicich proménnych.
e Priklad 1: poptavkova funkce po néjaké komodité a nezahrnuti cen
komplement( ¢i substituti.

e P¥iklad 2: vliv vydaji na reklamni kampan (X) na pfislusné veli¢iny
(nap¥. trzby, Y) — prosté regrese (a) a zahrnuti X2 (b).
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Heteroskedasticita PFi¢iny heteroskedasticity

Priklad — efekt vydaji na reklamu

T R B | T R R B | I B TR R R B |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

(a) (b)

Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.
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Heteroskedasticita PFi¢iny heteroskedasticity

6. Rozdéleni jedné nebo vice vysvétlujicich proménnych

@ Vliv Sikmosti rozdéleni.

o Priklad: dichod, bohatstvi, vzdélani.
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Heteroskedasticita PFi¢iny heteroskedasticity

7. Pouzita data a funkéni tvar

e Chybna transformace dat (pomér, prvni diference).

o Nekorektni funkéni podoba (linedrni vs. log-linedrni modely).
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Heteroskedasticita Diisledky heteroskedasticity na OLS estimator

Obsah tématu

© Heteroskedasticita

@ Ddisledky heteroskedasticity na OLS estimator
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Heteroskedasticita Diisledky heteroskedasticity na OLS estimator

Nestrannost

@ Rozptyl v diikazu nestrannosti OLS estiméatoru nevystupuje — OLS

odhad zistava nestrannym.

e Napf. pro jednoduchy regresni model (pfi splnéni klasickych

predpokladil):
Yi = BXi + €,
= XiYi Xiei
CEREACRY i)
2 X 2. X

=R 2
6~N<ﬂ,£)<i2>-
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Heteroskedasticita Diisledky heteroskedasticity na OLS estimator

Vydatnost

@ OLS odhad neni vydatny (OLS estimator neni BLUE).
N 23" X202
var(f8) = 072 Xiw ’(;j’ .

(ZX?)

o Dikaz:

var (B) = var </B + %;;;) = var (%;;;:)

1 1
= anr (Z X,-e,-) = W ZX?var(e,)

ZXZ 22

@ Odhad rozptylu vstupuje do konstrukce intervalil spolehlivosti a
testovani hypotéz = nekorektnost vysledkd s vyuZzitim OLS odhadu.
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Heteroskedasticita Reseni heteroskedasticity pfi znamém rozptylu

Obsah tématu

© Heteroskedasticita

o Redeni heteroskedasticity p¥i znamém rozptylu
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Heteroskedasticita Reseni heteroskedasticity pfi znamém rozptylu

Transformace modelu

e Pavodni model (proi=1,...,N):

5/i = 5XI + €,
@ Transformovany model vydélenim obou stran rovnice ¢leny w;:
Yi Xi €
Yi_ gl 4
Wi i

wj Wi

o Tedy:
\/i* = BXI* + 6?7
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Heteroskedasticita Reseni heteroskedasticity pfi znamém rozptylu

Zobecnéna metoda nejmensich Ctvercl

@ Novy model splnuje klasické predpoklady.

j 1

var (€7) = var <€'> = —var ()
Wi Wy

o2w? 5

= =0,
wf

@ Pouziti OLS estimatoru na transformovany model — GLS estiméator:

. X*Y*
Bers = LXTYT

EXi*z
@ S plvodnimi daty:

X, Y; AL
wi Wi __ 2 w?

(%) =%

i

BeLs =

N
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Heteroskedasticita Reseni heteroskedasticity pfi znamém rozptylu

Zobecnéna metoda nejmensich Ctvercli — maticové

e Pivodni model: Y = X + ¢, kde € ~ N(Op, 02Q).

L 90 0 ... 0
w1 1
a-1_pip p_ 0 &~ 0 ... 0
o o o .. L
wN

PY = PXB + Pe,
Bers = (PX)PX) Y (PX)PY = (X'P'PX)"'X'P'PY
= (X'a'x)txX'aty,
var(PO) = P'Puar(c) = 21020 = 2l

@ Pro pripad heteroskedasticity: GLS estimator = WLS estimator
(Weighted Least Squares).
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Heteroskedasticita Reseni heteroskedasticity pfi znamém rozptylu

Zobecnéna metoda nejmensich Ctvercl — zavér

@ Transformovany model spliuje klasické predpoklady.

@ OLS estimator pro transformovany model (GLS estimator) dle
Gaussova-Markovova teorému BLUE.

@ GLS estimétor je nestranny s rozptylem

0'2 g

SX2 Z<X>

N

var(Bers) =

@ Rozptyl OLS estimatoru:

L PE X

var(f8) = 722 T
(X?)

@ Pro konstrukci intervali spolehlivosti a testovani hypotéz:

R 2
Bers ~ N (ﬁ» ZUX,*2> :
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Heteroskedasticita Regeni heteroskedasticity pfi neznamém rozptylu

Obsah tématu

© Heteroskedasticita

@ Redeni heteroskedasticity p¥i nezndmém rozptylu
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Heteroskedasticita Regeni heteroskedasticity pfi neznamém rozptylu
Uvod
@ Heteroskedasticita v dlsledku jedné nebo kombinace vice
vysvétlujicich proménnych.
Yi=a+ X+ ...+ BiXii + €
@ Splnény klasické predpoklady, s vyjimkou:
var(e;) = o?w? = 0%f(Z),

o Z je nékterd z vysvétlujicich proménnych a f(-) je kladna funkce.
@ Obvykla volba:
5 1
f(Z)= 27 nebo f(Z)= 2

e Dalsi volba: f(Z;) = exp(Z;) nebo f(Z;) = exp(—Z;).
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Heteroskedasticita Regeni heteroskedasticity pfi neznamém rozptylu

Zobecnéna metoda nejmensich Ctvercl

en(@) () n(2) 4 (2)

e Predpoklad: w,-z = f(Z;) — snadna transformace.
e Napt. pro f(Z;) = Z?

1

z=o(z) i (F)n(Z)(3)

e Pokud f(Z;) = %

o GLS:

YiZi = aZi + b1 X0iZi + ...+ B XuiZi + € Z;.

@ Experimentovani s funkéni podobou a testovani potencidlniho feseni
problému.
o Neékdy feseni logaritmovani proménnych.

Zaklady ekonometrie (ZAEK) V. Heteroskedasticita Podzim 2015 43 / 56



Heteroskedasticita Regeni heteroskedasticity pfi neznamém rozptylu

Heteroskedasticité konzistentni estimator

@ Pokud nedokazeme (nechceme) pouzit GLS.
0?23 XPw?
(X))
o Vyuziti OLS estimatoru a spravny vztah x nezndme o?w? — odhad.
o Intuice: var(e;) = E (€2) = 0?w?. — OLS estimétor davé € pro
i=1,...,N.
o €2 £ ¢2 ani E(e?) (€7 je dobrym estimatorem E(e?) a tedy o?w?):
— 2-2
var(fB) = 2X7G 6i2.
(X X?)

@ Spravny vzorec pro rozptyl odhadu parametru: var(B) =

e P¥iklad HCE (Whiteilv estiméator).
@ Riazné HCE estimatory, obecné pro model vicenasobné regrese.

@ OLS neni vydatny x HCE odhady vedou k SirS§im intervalim
spolehlivosti (konzervativni odhad rozptylu odhadu parametri).
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Heteroskedasticita Regeni heteroskedasticity pfi neznamém rozptylu

Jiné estimatory

e Rada mozZnosti, obvykle vyuziti OLS odhadii rezidui pro odhad
rozptyl( ndhodnych slozek.

o Feasible GLS estimator: pokud zndme podobu heteroskedasticity —
var(e;) = o?w? = 0?f(Z)).

X,Yi
= 27
!
FGLS = — i -
PreLs X2

=5

@ Pti zndmé heteroskedasticité i ML odhady.
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Heteroskedasticita Reseni heteroskedasticity pfi neznamém rozptylu

FGLS - rozsireni

@ OLS odhad regresniho modelu — regrese Ctverce OLS rezidui na
(kladnou) funkci nékterych nebo viech vysvétlujicich proménnych.

@ Ziskané vyrovnané hodnoty = odhad jednotlivych rozptyld nahodnych
slozek.

@ Transformace modelu a aplikace OLS = FGLS.

@ Obvykle:

var(e;) = 0'2(,0,-2 = exp(ao + a1 + apr,-).
@ Potom regrese
In (az) = ag + o1 Z1j + opZpi + Vi,

kde v; je ndhodna slozka s obvyklymi vlastnostmi.
@ Odhad OLS parametrii — odhady rozptyli

var(€;) = exp(Qo + a1Z1i + apZpi).

@ Transformace plvodnich proménnych modelu a aplikace OLS.
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Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Obsah tématu

© Heteroskedasticita

@ Testovani heteroskedasticity
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Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Grafické metody

@ Analyza ¢tvercd rezidui (jako aproximace ¢tverc ndhodnych slozek),
jestli vykazuji systematické chovani.
@ Vykresleni vzhledem k vyrovnanym hodnotam, \A/,

@ Vykresleni vzhledem k jedné z vysvétlujicich proménnych, X;.
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Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Grafické metody — obrazek 1

~<

Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.
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Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Grafické metody — obrazek 2

Zdroj: Gujarati, Porter (2009) — Basic econometrics.

Zaklady ekonometrie (ZAEK) V. Heteroskedasticita Podzim 2015

50 / 56



Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Parkiv test

o Formalizace grafické metody.
e PYedpoklad, ze 02 je funkci X;, konkrétng:

o? = UZX,-ﬁe”"
nebo
Ina,-2 =Ino?+ BInX; + vj.
@ Obecné& o2 nezndmy — pouziti proxy proménné &tverec rezidui, €2 a
provedeni regrese
-2 2
Ine; =Ino“+B8InX;+vi=a+ BInXi+ v

@ Pokud je 3 statisticky vyznamné, napovida to ptritomnosti
heteroskedasticity.

o Kritika: Goldfeld a Quandt argumentuji, Ze v; nemusi splrovat
klasické predpoklady a mohou vykazovat heteroskedasticitu.

@ Jako orienta¢ni metoda dostacujici.
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Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Goldfeldiv-Quandtiv test

@ Pokud heteroskedasticita v zavislosti na jedné z vysvétlujicich
proménnych.

@ Sefadime data podle velikosti Z (rostouci nebo klesajici, dle
predpokladu o vlivu na rozptyl).

@ Vynechame prostiednich d pozorovéni (obvykla volba d = 0.2N).

© Provedeme dvé oddélené regrese.

@ Spoditdme soucet Ctverch rezidui (SSR) pro kazdou s obou regresf
(zfskéme tak SSRow a SSRH/GH).

@ Spocitdme Goldfeldovu-Quandtovu testovou statistiku

_ SSRHiGH

cQ= SSRiow

@ P¥i platnosti nulové hypotézy o homoskedasticité ma GQ statistika
Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni, Fo 5(n—d—2k—2),0.5(N—d—2k—2)-

@ Naznaceni volby pfipadné transformace.
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Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Breuschiv-Paganiiv-(Godfreyho) test

@ Pokud vice proménnych zplsobujicich heteroskedasticitu.

vare; = azf(yo + 7121 + -+ YpLpi).
@ Test Hp: 1 =7 =...=7 =0 (LM test).

e OLS regrese ptvodniho modelu, ziskani rezidui, €;, a spoditame
~0
~2 G
o ==+
N
e Provedeme druhou regresi rovnice

2
3
,U\—’z =v+nlii+ ...+ Vi + Vi

e Spocitdme Breuschovu-Paganovu statistiku s vyuzitim regresniho
soultu RSS z této druhé regrese:

RSS
BP = -

o Testova statistika m4 chi-kvadrat rozd&leni s p stupni volnosti, x3(p).
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Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity
. o
Whitelv test

@ Podobny k Breusch-Paganovu testu, jen odlisSna druha regrese.
o OLS regrese na pivodnich datech a modelu a ziskani rezidua, €;.
o Provedeme druhou OLS regresi rovnice

E =+t V2o + Vi

a ziskame koeficient determinace, R2.
o Spocitdme Whiteovu testovou statistiku

W = NR?.
o Testova statistika ma chi-kvadrat rozd&leni s p stupni volnosti, x%(p).
@ Proménné 7y, ..., Z, libovolné, obvykle vysvétlujici proménné
ptvodni regrese.
@ Obvykle vsechny, Z1 = Xi, ..., Zx = Xk + Whiteilv test vyuziva
obvykle jedine¢né Ctverce a vzajemné (k¥izové) soudiny.
o P¥iklad: X1 a Xp — pouziti Zy = X1, Zo = Xo, Z3 = X?, Zy = X3 a
Zs = X1X (nutné oSetfit multikolinearitu).

Zaklady ekonometrie (ZAEK) V. Heteroskedasticita Podzim 2015 54 / 56



Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Koenkertiv-Bassetliv test

Zalozen na &tvercich rezidui, €2.

Regrese na &tverec vyrovnanych hodnot, Y2.
Model: Y; = (1 + B2Xo; + B3 X3i + ... + Bk Xui + €.
Odhad: E,Z = o1+ a Y,-2 + v,

e 6 6 o o

Nulovd hypotéza ap = 0 na zakladé t-testu nebo F-test (Fq = t,%)

(]

Pokud logaritmicky model, regrese na (log \7,)2

Aplikovatelny i v pfipadé nenormality ndhodnych slozek v plvodni
regresi.
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Heteroskedasticita Testovani heteroskedasticity

Prakticka doporuceni

@ V pripadé heteroskedasticity zkusit model transformovat pro
odstranéni tohoto problému.

o Neékdy stadi logaritmovani nékterych nebo vsech proménnych v
modelu.

o Nékdy dostacuje nasobeni nebo déleni vsech proménnych néjakou
proménnou Z.

@ Vzdy po transformaci potfeba testovat heteroskedasticitu.
@ Pokud nedokazeme nalézt transformaci, vyuzijme HCE.

@ P¥i existenci heteroskedasticity jsou testy hypotéz nekorektni = pred
testovanim hypotéz tfeba problém vyfesit nebo pouzit HCE.
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