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Uvod

Panelova data — Casova i prostorova dimenze.

Souhrnny model (pooled model), model individualnich vlivi
(individual effects model), model ndhodnych koeficientil (random
coefficients model).

Chibova metoda marginalni vérohodnosti.

Model stochastickych mezi (stochastic frontier model).
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Znaceni

® yit a €j: t-té pozorovani (prot =1,..., T) pro i-tého jednotlivce
(i=1,...,N).
o X;= [LT)N(;].

@ TN-rozmérné vektory:

yi €1
y=1. €=
YN EN
@ Matice TN x K:
X1
X = .
Xn
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Souhrnny model

Princip

@ Stejny regresni vztah pro vSechny jednotlivce:

yi = Xip + €.

o Predpoklady:
Q ¢~ N(OT, hillT).
@ ¢ a ¢ jsou nezdvislé pro i # j.
© Vsechny prvky X; jsou pevna ¢isla (tj. nendhodné veli¢iny) nebo v
pripadé, Ze jsou ndhodnymi veli¢inami, jsou nezavisle na vsech prvcich
€; a maji hustotu pravdépodobnosti p(X;|A) kde A je vektor parametri,
ktery neobsahuje 8 ani h.

@ € a €;s jsou vzajemné nezavislé pro t # s — zobecnéni ¢; ma
kovarianéni matici Q (¥eSeni jako SUR model).

Bayesianska analyza (BAAN) VII. Panelové data Podzim 2015 6 /51



Souhrnny model

Bayesovska analyza

@ Vérohodnostni funkce:

p(y15. ) H g{exp[—’;( - %8~ Xi8)| }.

@ Prepsani do podoby:

NT

P10 = " {erp |50 = X0 - x0)]

o Nap¥. nezavisla apriorni normalni-gama hustota 3 ~ N(3, V) a
h ~ G(s72,v) — Gibbsiiv vzorkovac.
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Model individualnich vlivii

Obsah tématu
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Model individualnich vlivii

Princip

o Priklad z oblasti marketingu: y;;: je prodej napoje znacky i v Case t.

@ Prodeje zavisi napf na cené + existuji i nezachytitelné kvantity
(vérnost znadce):
yit = ;i + Bxit + €t

e «; = individudlni vliv (individual effect).
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Model individualnich vlivii

Vérohodnostni funkce

@ Regresni model:
yi = ajt + Xif + €

o Z predpokladi:

Nt o -
p(yla, B, h) = ,:1_[1 (2,; T {eXP {g(y,' —ajt — XiB) (yi — ot — Xiﬁ)] } .

o a=(a1,...,an).
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Model individualnich vlivii

Nehierarchicka apriorni hustota

o Model:

y=X"B*"+e
e X*: matice rozméru TN x (N + k —1).
LT OT L OT 5(1 a1
OT LT X2 :
X*=1|. 0r - - - . 8 =
. . . OT . an
or - - - 7 Xy B

o Kilasickad ekonometrie = fixed effects model (X* s umélymi
proménnymi).
o Napf. nezavisla normalni-gama apriorni hustota:
B* ~ N(B", V),
h~ G(s72,v).
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Model individualnich vlivii

Hierarchicka aprirorni hustota

Velka dimenze vektoru parametrii — hierarchicka aprirorni hustota.

N + k parametri — problém pokud T relativné malé vzhledem k N.

Obvykly predpoklad pro i =1,...,N:

Qj ~ N(Mou Va)

(]

o a o vzajemné nezdvislé pro i # j.

Hierarchicka struktura: pokud po a V,, nezndmé parametry.
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Model individualnich vlivii

Konkretizace aprirornich hustot

o Predpokladdme nezavislost pq a Vi:
2
Mo ~ N(Havga)a
Vit~ GVt w).

@ Zbylé parametry s nehierarchickou apriorni hustotou (nezévislé
normalni-gama rozdéleni):

/8 ~ N(gvzﬁ%
h~ G(s™2,v).

o Klasicka ekonometrie: tzv. random effects model.
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Model individualnich vlivii

Posteriorni analyza pri nehierarchickém prioru

@ LRM s nezavislou normalni-gama apriorni hustotou (Gibbs):
6*|y7 h~ N(E,V),
h‘%ﬂ* ~ G(§_2a§)7
V — (Mfl + hX*/X*)il,
F = V(V 15" + hX'y),

v=TN +v,
2 _ Y (i — air = XiB) (vi — aier — XiB) + vs?
= .
@ Standardni analyza konvergence, predikéni analyza a porovnani

modeld.

e Numericky problém, pokud N pfili§ velké (V matice rozméru
(N+k—1) x (N + k —1) + inverze) — teorém o inverzi délené
matici (sniZzeni dimenze invertovanych matic).
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Model individualnich vlivii

Posteriorni analyza pri hierarchickém prioru

@ Odvozeni = néasobeni vérohodnostni funkce a apriornich hustot a
analyzu vysledného vyrazu pro 8, h, «, ps a V, — jadrové
(podminéné) hustoty — Gibbstv vzorkoval.

o Posteriorni rozd&leni pro 3 a h podminéné velidinou a analogické jako
LRM s nezavislou normalni-gama apriorni hustotou.

o p(Bly. h,a, e, Va) a p(hly, B, v, o, Vi) nezavisi na i a Vi —
ekvivalence vzhledem k p(ﬁ]y, h,«) a p(h\y,ﬁ, Q).
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Model individualnich vlivii

Posteriorni analyza pro S a h

Bb/a h7aaﬂa7 Voz ~ N(B,Vﬁ),
h|y’ B? a? /“[/CY7 Va ~ G(§_27§)7

B=Vs <v51,6+h

v=TN+v,

i=1

X [)/l Qj LT])

§2_Ell'v_1(y OébT—XrB)(

—aLT—XB)—I—Z/s

v
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Model individualnich vlivii

Posteriorni analyza pro «

@ Podminéna posteriorni hustota pro «; je nezavisla na a; pro i # j:

O‘ib@Bv hu Has Vi ~ N(aiavi)v

v, Vb
N VAN K

& = Va(}/i - XiB)ILT + h_l,ua
' TV, + h1 '
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Model individualnich vlivii

Posteriorni analyza pro hierarchické parametry

@ Podminéné hustoty pro hierarchické parametry p, a Vy:

/UJoz|y7Ba ha «, Va ~ N(ﬂavai)v
_ ~ ~——1 _
Va1|Ya67haa7/ia> VaNG(Va 7Va)7

2
52 _ Vaga
@ Va + NQ%
2 N
o Vap, +og Yt i
ILLOL = Y
Vo + NQ?X
vo& - Za + N7
N 2
v Ei:l(ai - :UOé) +Maza
Vo= — .
Vo
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Model ndhodnych koeficienti
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Model ndhodnych koeficienti

Princip

@ Uvolnény predpoklad o spole¢ném sklonu regresni (nad)roviny:
yi = XiBi + €;.

@ Problém odhadu pro malé T (vzhledem k N) — hierarchicka
konstrukce apriorni hustoty.

@ Motivace: priklad z marketingu — navic odliSny marginalni efekt
zmény ceny na prodeje (vérnost znadce skrze mezni vlivy ceny).
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Model ndhodnych koeficienti

Vérohodnostni funkce

o Z predpokladli o chybovém ¢lenu a tvaru regresniho modelu:

2

p(y|B, h) = ﬁ ik T {eXP [—h(yl' = XiBi) (vi — Xiﬁi)] } :

i=1 (27’[‘)7

e 3= (B1,...,Bn") oznaluje viechny regresni koeficienty.
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Model ndhodnych koeficienti

Hierarchicka apriorni hustota

@ fBiproi=1,..., N jsou nezévislé vybéry z normalniho rozdéleni:

@ Druha faze hierarchické apriorni hustoty:

Vit~ Wrg, V3.

@ Wishartovo rozdéleni: E( Vgl) = gﬁlgl + neinformativni varianta
pro vg = 0.

@ Presnost chyby:
h~ G(s2,v).
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Model ndhodnych koeficienti

Posteriorni analyza pri nehierarchickém prioru — 3

@ Gibbsilv vzorkova¢ (standardni odvozeni):

@ Vzajemné nezavislé podminéné posteriorni hustoty parametrd 3;, pro

i=1,...,N:

Bayesianska analyza (BAAN)

/Bi’.ya h7 Mﬁ? Vﬁ ~ N(Biavi);

V;
Bi

(hXi' X+ Vi)™,
Vi(hXi'yi + Vi ug)-

VII. Panelova data

Podzim 2015
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Model ndhodnych koeficienti

Posteriorni analyza pfi nehierarchickém prioru — p53 a Vs

@ Relevantni hustoty pro g a Vj:

Villy, B, b, g ~ W (s, [75Vs] ),

5o = (W +;/;1)71 :

N
= 1 —1
NB:zﬁ (VB g Bi"‘Zﬁ /«%)7
i=1

o
Vs => (Bi — us)(Bi — ug) + V.
i=1

e Vyraz Z,{V:l Bi: k-rozmérny vektor obsahujici soucty prvki 5;.

Bayesianska analyza (BAAN) VII. Panelové data Podzim 2015

24 / 51



Model ndhodnych koeficienti

Posteriorni analyza pri nehierarchickém prioru — h

@ Podminéna posteriorni hustota pro presnost chyby:

h‘.V)BaNﬁa VB ~ G(§_27ﬁ)’

v=TN+v,
2 SN (vi — XiB) (vi — XiBi) + vs?

]
14

@ Gibbsliv vzorkovac: vybéry z normélniho, gama a Wishartova
rozdéleni.

@ Predikéni analyza a kovergendni testy proveditelné standardnim
zplisobem.
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Chibova metoda porovnani modeli

Obsah tématu

@ Chibova metoda porovnani model
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Chibova metoda porovnani modeli

Uvod

@ Problém Savage-Dickeyho poméru hustot napt. pro test V, =0
(volba V1 = 0o — volba velkého &isla a s tim problém hrubé
aproximace).

@ Problém vysoké dimenze parametri (metoda Gelfanda a Deye
nepresna).

@ Reseni v podob& Chibovy metody.
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Chibova metoda porovnani modeli

Znaceni a princip

@ Obecné znaceni: 0, p(y|0), p(0) a p(Qly).
o Jednoduché zjisténi:

p(y|0)p(0)

p(0ly) = ()

@ p(y) nezavisi na parametrech § = vyhodnoceni pravé strany rovnice v
jakémkoliv bodé 6*.
@ Vysledkem bude marginalni vérohodnost — pro jakykoliv bod 6*:

_ p(yl07)p(07)
Ply) = p(6*ly)

e Zakladni identita margindini vérohodnosti (basic marginal likelihood
identity); p(6*) je zkraceny zapis pro p(6 = 6*).
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Chibova metoda porovnani modeli

Problém

@ Nezndme vSechny plné hustoty.
@ Jak vyhodnotit posteriorni hustotu v bodé (tj. spoéitat p(6*|y))?
@ Zde pro pripad vice dimenzionalniho vektoru parametrii a Gibbsova

vzorkovace.

Bayesianska analyza (BAAN) VII. Panelové data Podzim 2015 29 /51



Chibova metoda porovnani modeli

Problém dimenzionality

@ Modelova struktura s nizko dimenzionalnim vektorem 6 a vysoce
dimenzionalnim vektorem z (&asto latentni data).

@ Gibbsiiv vzorkovac s rozsitenymi daty: sekvenéni vybéry z p(f|y, z) a
p(zly,0),

e Zde z jako vektor individuélnich vlivi (tedy z = «) nebo vektor
nahodnych koeficientt (z = ).

@ Vyintegrovani vysoce dimenzionalniho vektoru z a prace s nizko
dimenzionalnim vektorem 6.
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Chibova metoda porovnani modeli

Obecny postup

@ Zakony pravdépodobnosti implikuji:
p(E"ly) = [ p(0"ly. 2)p(zly)dz

o Vypocet p(6*|y,z%)) pro kazdy vybér s = 1,...,S a vysledek se
zpriiméruje.

o Pokud z(%) pro s =1,...,S jsou vybéry z Gibbsova vzorkovace,
potom

p(O*ly) = ZP (%ly, 2
S

konverguje k p(6*|y) pro S JdOUCI k nekonecnu.

@ Vypocet marginalni vérohodnosti pokud jsme schopni spoditat
p(y|67), p(0%) a p(6*|y,z) (pIné hustoty).

o Pouziti jakékoliv hodnoty 6* (nejlépe napt. 0* jako posteriorni stfedni
hodnota).
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Chibova metoda porovnani modeli

Problém modelu panelovych dat

Nezname p(6*|y, z).

Snadné feseni — predpokladejme rozdéleni 6 do dvou blokd, 61 a 07 a
mame Gibbsiv vzorkova¢ se sekvenénimi vybéry z p(01ly, z, 62),
p(62ly, z,01) a p(z|y,01,62).

Jsme schopni ziskat 955), 9&5) az® pros=1,...,5.

K vyuziti Chibovy metody musime spoditat p(67, 65|y), kde 67 a 6;
jsou jakékoliv prvky.
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Chibova metoda porovnani modeli

Reseni problému |

@ Pravidla pravdépodobnosti fikaji:

(91, Oaly) = p(01ly)p(62]y, 01),
|y / 01 ’y7 027 (927 Z|}/)d92dza

M%M%)z/m%WﬁpﬂMd%%Mz

e Odhady pro p(6*[y) a p(61ly).

_— 1S3 . .
p(Bily) = ¢ 3 p(6ily, 2),65)
=1

konverguje k p(05]y) pro S jdouci k nekone¢nu.
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Chibova metoda porovnani modeli

Reseni problému Il

Jak spoéitat p(63|y,07)?

Samostatné s vyuzitim Gibbsova vzorkovace.

Druhy Gibbsiv vzorkovaé pro sekvenéni vybéry z p(62ly, z, 07) a
p(zly, 01, 03).
Vystup k ziskani odhadu p(63|y, 07).

Vzorky 0&5*) az6 pros* =1,...,5 —

POy 07) = o Z p(B3]y, 257, 657)

konverguje k p(63|y,07) pro S* jdouci k nekoneénu.
Odhady p(01]y) a p(65ly,67) — p(61,03]y)-
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Chibova metoda porovnani modeli

Zobecnéni

@ Rozdéleni vektoru 6 do B bloki (tj. 6 = (61, ...,05)).
o Platf

p(01,03,...,08ly) = p(01ly)p(02ly, 07) - .. p(Oply, 01, -, 0p_1)

e Puavodni Gibbsiv vzorkovad k vypoétu p(07i|y), druhy Gibbsiv
vzorkovac k vypoctu p(63|y,61) a analogicky az B-ty Gibbsiv
vzorkovac pro vypocet p(0gly, 05, ...,05 ;).

@ Chibova metoda vypocetné narocnéjsi xvsech B Gibbsovych
vzorkovaci s totoznou strukturu.
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Chibova metoda porovnani modeli

Ukazka pro modely panelovych dat

® Model individualnich vlivii s hierarchickou apriorni hustotou: B = 4
(tj. 01 =08, 00=h,03=psabls=V;)az=aq.

® Model ndhodnych koeficientli: B =3 (tj. 61 = h, 6o = pg a
03=V;)az=4

@ Zndmé podoba podminénych hustot — vypocet p(6*|y).

@ Potfeba vyhodnoceni p(6*) a p(y|0*).

@ Apriorni hustoty pfimo spocitatelné x vyhodnoceni vérohodnostni

vvvvvv
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Chibova metoda porovnani modeli

Uprava vérohodnostni funkce

@ Analyticka integrace pro prechod z p(y|6, z) na p(f|y) na zakladé

vlastnosti vicerozmérného normalniho rozdéleni.
@ Model individualnich vlivi s hierarchickou apriorni hustotou:

p(y|B, b, pa, Vit) =TTy p(yil B, b, pra, VL), kde
p(yil By hy bty Vir ) ~ N(pi, Vi),
Wi = PaltT + Xif3
Vi = Vou'y + h 717

@ Model ndhodnych koeficienti:
p(ylh, g, Vit) =TTy p(yil, by s, Vi t), kde

p(yilhs s, Vg ™) ~ N(ui, Vi),

i = Xipg
Vi = X; VX! + h it
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Empiricka ilustrace

Uvod

@ Bude ¢asem doplnéno. ..
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Model stochastickych hranic

Obsah tématu

@ Model stochastickych hranic
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Model stochastickych hranic

Princip

Ekonomicka teorie: stochastic frontier model.
Model individualnich vlivli s odlisnou hierarchickou apriorni hustotou.
Analyza efektivity produkce firem ¢i jinych agenti.

Ekonomicka teorie — ekonometricky model.
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Model stochastickych hranic

Uvod do modelu

@ Ekonomicky model produkce: vystup firmy i v Case t, Yj:, je vyrabén
s vyuzitim vektoru vstupl, X, kde i=1,..., Nat=1,...,T.

@ Firmy vyuzivaji béZnou, nejlepsi moznou dostupnou technologii
zavislou na neznamych parametrech, 5:

Yie = £ (Xi: 8) -

@ Hranice vyrobnich moznosti (production frontier).

@ Odchylka skute¢ného vystupu od maximéalné dosazitelného = méritko
neefektivity:

Yit = f(X,?;;ﬁ) Ti-

@ 0 < 77 < 1: mira efektivity specificka pro jednotlivé firmy.

o 7; = 1: firma i plné efektivni.

e Predpoklad: kazda firma droven efektivity neménnou v &ase (lze
uvolnit).
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Model stochastickych hranic

Uvod do modelu (pokraovant)

@ Chybovy ¢len (jy:
Yie = f(X;:;B) TiCit-
@ Zahrnuti chybového ¢lenu (chyb méfeni) = stochasticka hranice.

@ Pokud hranice vyrobnich moznosti, f (), v log-linedrni podobé (napf.
Cobb-Douglasova produkéni funkce nebo produkeni funkce
TRANSLOG) — logaritmovani:

Yie = Xie8 + €ir — zi,

o B=(B1,.--, k) yir = In(Yie), €it = In(Cie), zi = —In(73) a X je
protéjskem X (vstupy transformovany logaritmy).

@ Veli¢ina z; = nefektivita a diky 0 < 77 < 1 nezaporna ndhodna
velidina.

@ Xj; s trovnovou konstantou a koeficientem f;.
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Model stochastickych hranic

Uvod do modelu (dokonéent)

Podoba modelu individualnich vlivi: vyraz 81 — z; odpovida «;.

Ekonomicka teorie dava voditko k vybéru hierarchické apriorni hustoty.

Pro nelog-lineadrni produkéni funkci (napt. CES produkéni funkce)
potfeba kombinace s technikami M-H algoritmu.

Settizeni proménnych a matic:

yi=XiB+e€ — zit.
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Model stochastickych hranic

Vérohodnostni funkce

e Predpoklad nezavislosti z; a ¢; pro vSechna i a j:

i—1(2m)2

p(ylB,h,z) = II_V[ ht i {eXP {—/27 (vi = XiB + ziv) (vi — XiB + ZiLT)} } :

!/
e z=(z1,...,2yn) .
@ z: vektor nezndmych parametrd.

o ,klasickd" ekonometrie: vérohodnostni funkce definovana jako
p(y|B,h,0) = [ p(y|B, h, z)p(z|0)dz, kde p(z|#) odpovida
predpokladu o rozdéleni neefektivity (zavisi na vektoru neznamych
parametr ).

@ Matematicky ekvivalentni postup bayesovskému pfistupu
vyuzivajicimu p(z|6) jako hierarchickou apriorni hustotu = volba
oznaceni ,vérohodnostni funkce" a ,hierarchickd apriorni hustota” je
Cisté sémantickou zalezitosti.
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Model stochastickych hranic

Hierarchicka apriorni hustota

o Koeficienty hranice vyrobnich moznosti a presnost chyby:

BN (B,V),
h ~ G(g_z,g).

o Mira neefektivity: hierarchicka apriorni hustota.
@ z; > 0 — ne hierarchicka hustota odpovidajici normalni hustoté
pravdépodobnosti.
@ Obvykle omezené normalnimu rozdéleni nebo rozdéleni z rodiny gama
rozdéleni, zde exponencialni rozdéleni (z; a z; a priori nezavislé pro
i # J):
zi ~ G({z,2).

® 7, >0 = yu, >0 (snadn&jsi prace s u; ! nez primo s u,):
qu—l ~ G (Hz_l’ﬂz) .
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Model stochastickych hranic

Apriorni hustota pro hyperparametry

@ Apriorni hyperparametry pro Hz_l a v, na zakladé predpokladli o
rozdéleni efektivity.

@ Napf. necht 7" oznacuje apriorni median tohoto rozdéleni.

@ Pokud ocekavame spise efektivni firmy v naSem vzorku: hodnota 7*
vysoka (napt. 0.95), jinak nizsi.

o Literatura: v, = 2 implikuje relativné neinformativni prior.

® Z nastaveni p_ = —In(7"): median apriorniho rozdélen efektivity 7*.

@ Strategie stanoveni priorli prostfednictvim snadno interpretovatelnych
hyperparametrii v kontextu vychozi ekonomické teorie (napf. 7*) +
nasledna zpétna transformace pro nalezeni hyperparametri pouzitych
v modelu (napt. p_a v,).

@ Omezeni z ekonomické teorie: napt. restrikce, ze hranice vyrobnich
moznosti je monoténné rostouci ve vstupech nebo nakladova funkce
je konkavni nebo moznost technologického padku = omezenf{
parametrll ve tvaru nerovnosti.
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Bayesovsky vypocet

@ Gibbsiiv vzorkovac: podminéné hustoty jako v modelu individualnich

vlivl s hierarchickou apriorni hustotou (s vyjimkou z a ;).

@ Parametry hranice vyrobnich moZnosti:

Bly, bz, 11 ~ N (B, V),

N -1
V= (VthX/X’) ;
i=1
o o N
=V (V‘lﬁ +h> Xlyi + zm]) -
i=1
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Model stochastickych hranic
Bayesovsky vypocet (pokracovani)
@ Standardni vysledky pro presnost chyby:
hly,B,z, 12 ~ G (572,7),

v=TN+ v,
2 _ SN i+ zier — XiB) (vi + zieT — XiB) + vs?

%
@ Nezavislé podminéné posteriorni hustoty pro neefektivity odpovidaji
normalnimu rozdéleni omezenému na kladné hodnoty:
v - -1 -1
p (zilyi, Xi, B, h, 1) o< fy (Zi’Xiﬂ =¥ = (Thuz)~",(Th) ) 1(z: > 0).
,_Z;lyit v . v Y ST S
e y; = === a X; je matice rozméru (1 x k) obsahujici priimérné
hodnoty kazdé vysvétlujici proménné pro kazdého jednotlivce J.
@ 1(z > 0) je indika¢ni funkce rovna jedniéce pokud z; > 0 a nule v
ostatnich pripadech.
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Model stochastickych hranic
Bayesovsky vypocet (dokonceni)

@ Podminéna posteriorni hustota pro p !

H;1|Y75’ZN G(ﬁzuvz)u

Vy = 2N+Zz7
N+ 22
B = =N 2 :

@ Vybéry z omezeného normélniho rozdéleni (neomezené + vyhozeni
z; < 0 nebo specifické algoritmy).

@ Tradi¢ni zplsob predikéni analyzy a provedeni MCMC diagnostik;
porovnani modell napf. pomoci Chibovy metody.

@ Metody i pro Cisté prifezovou verzi tohoto modelu (tzn. T =1 x
nepfijatelné pouZziti uritych nepravych priori — nepravé posteriory).

@ Intuitivné: T =1 = parametry z, uz, 5, h = N + K + 2 parametri
X jen N pozorovani.
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Empiricka ilustrace

@ Bude ¢asem doplnéno. ..
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