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Uvod

Stavové modely.

Hierarchickd podstata — atraktivita odpovidajicich metod.

Bauwens, Lubrano, Richard — bayesidnska analyza alternativniho
pristup.

Stavovy zapis = jiny pohled na stejnou problematiku.
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Casové rady

Viz analyza autokorelovanych nahodnych slozek.

AR(p) proces:
(1-—piL—...— Ppr)yt = Uz.

V podstaté linearni regresni model:

Yt = p1ye—1+ ...+ ppYt—p + Ut.

Zobecnéni:

Ye = p1Ye—1+ ...+ ppYi—p + Boxe + Bixe—1 + ... + BgXe—q + Ut

Resené problémy: restrikce kladené na koeficienty, definovani
apriornich hustot.
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Local level model

Obsah tématu

© Local level model
@ Vérohodnostni funkce a apriorni hustota
@ Posteriorni hustota
@ Empirické bayesovské metody
@ Empiricka ilustrace
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Local level model

Uvod

@ Local level model:
Yt = Ot + €t.

€ je i.id. N(0,h71).

JedineCnost = nepozorované a; jako ndhodna prochazka:

a1 = Qi + Ug.

ur je i.i.d. N(O,nh™1) a €; a us jsou vzajemné nezavislé pro véechna t
as.

oet=1,....,Trespproat=1...,T -1
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Local level model

Pojmy

a1 = pocatelni podminka.

Rovnice méfeni (pozorovani):
Yt = Q¢ + €.

@ Stavova rovnice:
a1 = O + Ug.

ot ma stochasticky trend.
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Local level model

Stochasticky trend

Nestacionarni vyvoj fady, nahodnost trendu.

Deterministicky trend:
ar = a + St.
@ Stochastické trendové chovani:

t—1
ar = Q1 + Z uj.
j=1
o P¥i zanedbani po&ateénich podminek: var(ay;) = (t — 1)nh~L.
® a; a ap—1 maji tendenci lezet blizko u sebe (tj. E(a¢|ar—1) = a¢—1).
@ Stochasticky trend: variabilita jako rostouci funkce ¢asu x pozvolna
se ménici .
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Local level model

Dekompozice ¢asové rady

@ Local level model:

Yt = o + €.
@ Trendova komponenta a nepravidelnd komponenta ¢;.
@ Trend = dlouhodoby riist ekonomiky x nepravidelnd komponenta =
nahodné kratkodobé sSoky.
@ Stavové modely: dekompozice fady na riizné slozky; napf. i sezdénni

slozka.
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Local level model

Local level model — analyza

Méreni relativni velikosti trendu a nepravidelné slozky.

Rozptyly h=! a nh~! = 7 jako relativni pomér variability ndhodné
prochazky a ndhodné slozky.

@ 7 — 0 ndhodna slozka vypadava a oy = 1 pro vSechna t (model
yt = a1 + € — fluktuace kolem konstantni Grovné).

Pro rostouci n roste rozptyl u; = narist role stochastického trendu.

Test n = 0 jako zplisob testovani jednotkového korene.
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Local level model

Dalsi interpretace a apriorni hustota

@ «; je stredni hodnota (¢i Groven, tedy level) pro y;.

@ Ménici se stfedni hodnota = local level model.

@ LRM s ménici se troviiovou konstantou = model v ¢ase proménnych
parametrd (time varying parameters model).

@ Obecnéjsi stavové modely: v ¢ase proménné parametry (regresni
koeficienty) nebo v ¢ase proménné rozptyly ndhodnych slozek.

Vektor a = (a1, ...,at)" = definice apriorni hustoty.

@ Z rovnice nahodné prochazky: hierarchicka apriorni hustota pro «
(podobné jako model individualnich vlivi s T = 1).

@ Bayesovské metody pro nezavislou normalni-gama apriorni hustotu =
odvozeni Gibbsova vzorkovace (viz obecny stavovy model).

@ Zde prirozené kojungovana apriorni hustota pro zavedeni empirickych
bayesidnskych metod.
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Local level model Vérohodnostni funkce a apriorni hustota

Obsah tématu

© Local level model
@ Vérohodnostni funkce a apriorni hustota
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Local level model Vérohodnostni funkce a apriorni hustota

Znaceni

o y=(y1,...,y7) ae=(er,...,e7):
y=lra+e.

@ Standardni pozadavky: € ma vicerozmérné normalni rozdéleni se
stfedni hodnotou 07 a kovarianéni matici h=1/+ = normalnf{ linearni
regresni model (« jako T-rozmérny vektor regresnich koeficienti).

@ Standardni podoba vérohodnostni funkce.
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Local level model Vérohodnostni funkce a apriorni hustota

Znaceni

@ Konjugovana podoba hierarchické hustoty na zdkladé stavové rovnice.

e Matice prvnich diferenci rozméru (T —1) x T:

-1 1 0 o0 0
-1 1
D— 0 0 0
0 0O 0 -1 1
Qp — (1
o Plati: Da =
a7 —aT-1
e Stavovd rovnice: Da = u, kde u = (u1,...,ur_1)’; normalita u =
stavova rovnice definuje normalni hierarchickou apriorni hustotu pro
Dq..
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Local level model Vérohodnostni funkce a apriorni hustota

Specifikace apriornich hustot — pokracovani

@ Apriorni hustota pro h a a;.
@ Zapis: y = W8 + ¢, kde

a1
Q2 — o 1
0 = . W=
L
aT —QaT-1

@ t7_1 je (T — 1)-rozmérny vektor jednicek
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Local level model Vérohodnostni funkce a apriorni hustota

Specifikace apriornich hustot — pokracovani

@ Lze ukazat (maticovym nasobenim) ekvivalenci zapist.

e C je dolni trojihelnikova matice rozméru (T — 1) x (T — 1) se viemi
nenulovymi prvky rovnymi jedné (inverze matice D s vynechanym
prvnim sloupcem).

@ C ma vsechny prvky na a pod hlavni diagonalou rovny jedné a
vsechny prvky nad hlavni diagonalou rovny nule.

@ Prtirozené konjugovana apriorni hustota pro 6 a h:

0,h~ NG(6,V,s 2, v).
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Local level model Vérohodnostni funkce a apriorni hustota

Specifikace apriornich hustot — dokonceni

@ Specificka struktura pro 6 a V (zahrnuje apriorni informaci obsazenou

ve stavové rovnici):
0,
0
o= - V= Vi 07 .
_ Or—1 nlr—1
0

® = ;41 — a; odpovidd normélni hustoté, N(0,nh™1).
@ Apriorni hustota zavisi na 7 = hierarchicka podoba.

@ Apriorni hustota pro pocate¢ni podminku oy ~ N(6;, h~1 V).
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Local level model Posteriorni hustota

Obsah tématu

© Local level model

@ Posteriorni hustota
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Local level model Posteriorni hustota

Vysledky

e Standardni vysledky z kapitoly 3.
e p(6, hly) odpovidd NG(6,V,572,7):

g=V(V0+Wy)
V=WV1t+ww)!
v=v—+T
vs® = s’ + (y — WO) (y — WO) + (0 — 0)' V(0 - 6)
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Local level model

/Zpétna parametrizace

Posteriorni hustota

@ p(0]h,y) je normalni + lin. kombinace normalnich veli¢in je normalni
nahodna velic¢ina

e Pokud p(, h) odpovidd NG(6,V

%4 i , ) je posteriorni rozdéleni
(c, h) analogické rozdéleni NG(a, V,5 °,7), kde
o= Wo,
Vo= WVW

@ Analytické vysledky (analyticky nap¥. porovnani modeld)
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Local level model Posteriorni hustota

Dalsi otazky

@ Local level model: regresni model, kde pocet regresnich parametrii =
pocet pozorovani.

@ Hodnotna posteriorni analyza diky apriorni informaci.
@ Prol neziskdvame degenerované posteriorni rozdéleni v bodé y = «o?

@ Pro a; = y; pro véechna t mame perfektné padnouci model (e; = 0
pro viechna t).

o Lze ukazat, ze vérohodnostni funkce nabyva v tomto bodé nekonecné
velké hodnoty X bayesianska posteriorni hustota neni do tohoto bodu
nekonecné vérohodnosti umisténa diky apriorni informaci.

@ Stavova rovnice Fika: ary1 a oy lezi velmi blizko u sebe — posteriorni
hustota déle od bodu perfektni shody modelu s daty.

e Tento jev nazyvan vyhlazenim (smoothing) stavového vektoru.
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Local level model Empirické bayesovské metody

Obsah tématu

© Local level model

@ Empirické bayesovské metody
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Local level model Empirické bayesovské metody

Uvod

@ Subjektivni formulace apriorni hustoty nebo neinformativi apriorni
hustota.

@ V nasem pripadé volba: 0,
v=0aV'1l=07r.7(fa
@ Nevyhody obou ptistupd.

V, s—2, v nebo neinformativnich hodnoty
a 572 irelevantni).

@ Empirické bayesovké metody: hlavné u hierarchickych apriornich
hustot x vyuzitelné vSude x kritika ,dvojpoctu” s daty.

@ Odhad apriornich hyperparametr( z dat — ideélni nastroj marginalni
vérohodnost (hledani apriornich hyperparametri zvysujicich marginalni
vérohodnost) x vypocletné naroéné = jen pro nékteré parametry.
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Local level model Empirické bayesovské metody

Local level model — Gvod

@ Apriorni hustota: pét hyperparametri; 0, 8;, Vi1, s2av.

o Nejvyznamnéjsi n (podil komponenty nahodné prochazky ve stavovém
modelu).

@ Zjevna ,neinformativni“ volba 7 — 0o nesmyslnd — stochasticky
trend prevazi nad nesystematickou komponentou (dost
"informativni").

@ Zaméreni na n + predpoklad o schopnosti subjektivné definovat 6,
Vi s2av.
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Local level model Empirické bayesovské metody

Marginalni vérohodnost

o Marginalni vérohodnost:

—c @ %752 -z

kde

@ Marginalni vérohodnost jako funkce 7.

e Standardni pFistup: n = 7, pro které bude maximalizovana p(y|n) —
vstupuje do apriornich hustot + standardni posteriorni analyza.

@ Pro local level model: grid search method = potencialni hodnoty 1 v
.m¥izce" — 1 maximalizujici p(y|n).
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Local level model Empirické bayesovské metody

Formalni pristup

7 jako parametr.

p(nly) x p(yIn)p(n). kde p(n) je apriom hustota:

i S
p(nly) = C(WI) (75%) "2 p(n).

Posteriorni hustota pro analyzu 7.

Pokud zajem i o ostatni prametry: p(é, h,n|y) = p(0, hly,n)p(nly).

p(60, hly,n) je norméalni-gama hustota podminéna specifickou
hodnotou 7 (plati pfedchozi posteriorni vysledky) a p(n|y) je
jednorozmérna hustota.
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Local level model Empirické bayesovské metody

Generovani n

e MC integrace: vybér z p(n|y) o p(y|n)p(n) a timto podminén vybér z
p(0, hly,n).

e Vybér z p(n]y) podle p(n): moznost aproximaci diskrétni alternativou.

@ Vyhodnoceni p(n|y) v B riznych bodech mt¥izky n1,...,n58 —
p(mly), - p(nsly).

o Vybéry n z diskrétniho rozdéleni (definované pravdépodobnostmi
p(n =ni) = p(nily) pro i =1,...,B) — aproximativné odpovidaji
vybérim z p(n|y) (rostouci B vede k riistu kvality aproximace).
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Local level model Empirické bayesovské metody

Dalsi otazky

o Vyzadovan vybér 0y, V1, s72 a v (pFipadné p(n) p¥i vyuziti druhého
pristupu).

@ Obvykla neinformativnich volba (ve vétsiné modell dobfe funguje).
@ Nefunguje pro pfipad local level modelu.

@ Nastaveni v = Ml_ll = 0 — hodnoty s2a 6, irelevantni =
p(6,072|y,n) je dobre definovana posteriorni hustota.
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Local level model Empirické bayesovské metody

Problémy

@ Nedeterminovatelna integracni konstanta x pti zaméfeni jen na 7
(nebo modely se stejnou apriorni hustotou) — ¢ bud do vztahi
nevstoupi nebo se vykrati.

o Vazn&jsi problém: 7s? se blizi nule pro n — co.

@ Neinformativni vysledky: § = (W'W) W'y ay — WO =01 —
marginalni vérohodnost nekoneéno (bez dikazu).

@ Empirickad bayesovska analyza nastavi 77 — oo pro jakoukoliv datovou
sadu = E(aly) = y (zadné vyhlazen).

o Zavér: empirické bayesovské metody selhavaji v ramci local level
model pfi v a 11_11 na neinformativnich hodnotach.

@ Divod: pocet vysvétlujicich proménnych je roven poctu pozorovani
(pFesné prolozeni dat).
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Local level model Empirické bayesovské metody

Problémy — pokracovani

@ Nastavenim v > 0 nebo Mﬁl > 0 (a volbou s2 nebo 6, adekvatnim
zpisobem) — mozné pouziti empirickych bayesovskych metod.

@ vs? se pro 17 — oo nebude bli%it nule = nepottebna informativn{
apriorni hustota pro hi 6.

e Pro alternativni pfistup (7 jako parametr) problém pro v = Ml_ll =0
a pro nepravy prior pro 7.

o V pipadé v = V' = 0 a p(n) jako nepravou U(0,00) — p(nly) neni
platné hustota.

o Pro v >0 nebo Vi > 0 anebo p(7) jako platna p.d.f. — p(ny)
platnd posteriorni hustota.

@ Pro 7 jako neznamy parametr — bayesianska analyzu v p¥ipadé
informativniho 7, h nebo 6;.
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Local level model Empiricka ilustrace

Obsah tématu

© Local level model

@ Empiricka ilustrace
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Local level model Empiricka ilustrace

Priklad

o BUDE CASEM DOPLNENO!
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Obecny stavovy model

Obsah tématu

© Obecny stavovy model
@ Bayesovsky vypocet
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Obecny stavovy model
Uvod
@ Obecnéjsi (ne zcela) stavovy model:

ye = Xe + Zeay + €,

kde
Ayl = Ttat —+ Ug.
@ a: je p x 1 rozmérny vektor obsahujici p stavovych rovnic.

e Predpokladame, e ¢; jei.i.d. N(0,h™1) x u; je p x 1 rozmérny
vektor i.i.d. N(0, H71).

@ €; a Us vzajemné nezdvislé pro vsechna s a t.

@ X; a Z; vektory rozméru 1 X k a 1 x p obsahujici vysvétlujici
proménné a (nebo) zndmé konstanty.

e Matice T; zndmych konstant rozméru p x p (mozné i neznamé
parametry).
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Obecny stavovy model

Varianty

o Local level model: p=1, k=0, Ty =1a Z; = 1.
@ Normalni linearni regresni model: Z; = 0.

@ Normalni linearni regresni model s v ¢ase proménnymi parametry: Z;
obsahuje nékteré nebo vsechny vysvétlujici proménné.

o Strukturalni modely ¢asovych fad: 1ze prevést do podoby stavového
modelu.

o Jeden z béznych strukturdlnich modeli ¢asovych: local linear trend
model:

Yo = pt + €t
Pe+1 = pt + Ve + &t
Viyl = Ve + G
® & jeiid. N(O,og), Ct jeiid. N(O,ag) a vSechny nahodné chyby jsou
vzajemné nezavislé.
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Obecny stavovy model

Local linear trend model

@ Stavova podoba:

apg=0.
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Obsah tématu

© Obecny stavovy model
@ Bayesovsky vypocet
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Uvod

@ Metody posteriorni analyzy v fadé komplikovanych modeli Ize
odvodit jednoduchou kombinaci vysledk(i jednodussich modeli.

@ Pro posteriorni simulaci nastava komplikace toho razu, ze posteriorni
hustoty pro a nebudou v Case nezavislé — a; a a;—1 nebudou
vzajemné nezavislé.

@ Nejsme schopni najednou generovat vybéry pro a; — prima
implementace Gibbsova vzorkovale by zahrnovala vybéry z
T-rozmérného normalniho rozdéleni.

e De Jong a Shephard (1995): efektivni metoda Gibbsova vzorkovace
pro tuto tfidu modeld.
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Postup

o V pripadé zndmého a; prot =1,..., T — normalni linedrni regresni

model:
yi = XeB + €,

kde y; = yr — Zraus.

@ Gibbsiiv vzorkoval s obohacenymi daty (data augmentation).

@ Zavedeni nepozorovanych dat ¢i latentnich proménnych (resp.
latentnich dat).

@ Gibbslv vzorkoval v zavislosti na p(3, hly,aq,...,aTt) bude mit
znadmou podobu.

@ Pokud zndmé a; proi=1,..., T — stavové rovnice jako varianta
SUR modelu a p(H|y, a1, ...,at) mé zndmou formu.

e P¥ipad T; s nezndmymi parametry: p(H, T1,..., Tt|ly,a1,...,a1) —
.V Case neménném” (T =...= T¢): p(H, T1,..., Ttly,o1,...,a71)

podoba SUR modelu.
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Apriorni hustoty

e Gibbsiiv vzorkovaé, pokud umime vybéry z p(as,...,aTly, 5, h, H).

@ [ a h s nezavislou normalni-gama apriorni hustotou, matice H ma
Wishartovu apriorni hustotu a a4, ..., a7 apriorni hustotu
implikovanou stavovou rovnici:

p(B,h,H a1, ...,at)=p(B)p(h)p(H)p(aa,...,ar|H),

kde

p(B) = fn(B18, V),
p(h) = fg(hls~2,v),
p(H) = f(Hvy, H).
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Hierarchicka apriorni hustota stavii

@ Prot=0,1,...,T) a za predpokladu oy = 0:

p(Oé]_,...,OéT‘H) :p(@l‘H)p(OQ‘OZ]_,H).-.p(O[T’CkT,]_,H),
kdeprot=1,..., T -1

P(Oét+1|04t7 H) = fN(aT+1|Ttata H)

p(a1) = fy(a1|0, H).

@ H ma podobnou roli jako 7 v local level modelu (matice p x p =
nevhodné pouzit empirickych bayesovskych metod.)
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Posteriorni hustota pro 5 a h
@ Z predchozich kapitol:

/B|y’ h,a]_,...,OéT ~ N(E7V)
h|y7ﬁ7a17""aT ~ G(§_2’ﬁ)’
kde

-1

.
(vl + hzxt’xt) !
t=1

T
=V (V_lﬁ‘F hZXt/()/t - Zﬂt)) ;

t=1

v

U= T+Z7

2 S (ve — XeB — Zear)? + vs?
= )
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Posteriorni hustota pro H

@ Z analyzy SUR modelu:
H’yaala cee T W(PH7H)7

kde
vH = T + ZH,
B T-1 -1
H=|H"+ Z(at+1 — Tear)(aeq1 — Tro)
t=0
@ Pro uplnost Gibbsova vzorkovace: p(aa,...,arly, 3, h, H) a zpisob

generovani vybérd.

@ Lze jako vicerozmérné normalni rozdéleni x T-rozmérné rozdéleni a
vysoce korelované prvky.

o Efektivni zplsob generovani ndhodnych vybéria: Carter a Kohn (1994)
a DeJong a Shephard (1995).
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

DeJong a Shephard — znaceni

@ Podoba stavového modelu:

ye = XeB + Ziar + Gy,
Q1 = TtOét + JtVt.

prot=1,....,Tresp. t=0,...,T aaqy=0.
o Nahodn4 slozka v; je i.i.d. N(0, h~1/,11); ostatni stejné.

(]

. o p p €t
Ekvivalence s pivodni formulaci pro: vy = < )
Uz

G; fadkovy vektor rozméru (p + 1): G; = (1 0o . . 0).

Jr rozméru p x (p+1): Jy = [Op A}, kde A je matice p x p
implicitné definovana vztahem

1
H™1=ZAA.
h
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

DeJong a Shephard — princip

@ Simulacni vyhlazovac.

@ Podminéné posteriorni hustoty p(a1,...,at|y, 3, h, H) — nezndmé
jen ay a vy,

o Prispévek Delonga a Shepharda: navrh efektivniho algoritmu pro
vybéry n; = Fiv; pro riizné volby F;.

o Vybéry z n; Ize transformovat do vybérl z a;.

@ Mozné arbitrarni F;, obvykla volba F; = J; = vybéry chyb stavové
rovnice, které lze primo transformovat do pozadovanych vybéri z a;.
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Filtrace

e Nastaveni a; = 0, P; = JyJo' a vypodlet nasledujicich veli¢in pro
t=1,..., T (béh Kalmanova filtru):
et =yt — X8 — Zray
D: = Z;P:Z)' + G: G/’
K = (TeP:Z/ + J:G/)D;
ary1 = Trar + Keer
Pey1 = TePe(T: — KeZ:) + Je(Je — KeGy)'

@ Ulozeni e, D; a K;.
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Smoothing

@ Vypodet nové sady veli¢in v obracené ¢asové posloupnosti (tj.
t=T,T—-1,...,1).

@ Nastaveni rr =0 a Ur =0 a vypocet

Ci = Fi(l — G/ D Gy — [Jy — KiGe] Ue[Jr — KiGH))F
£~ N, h71C)
Vi = Fi(G/ D7 Z; + [Jr — KiGe) U Tt — K:Zt))

rp—1 = Zt/Dflet +(Te — KeZt)'re — Vt/Cflgt

U1 = Z/D7YZ 4+ (T — KeZo) Ue( Ty — Ke Ze) + VY GV
ne = Fe(G/ Dy ter + [Je — KeGy]'re) + &

kde Go = 0.
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Obecny stavovy model Bayesovsky vypocet

Vysledek
@ Ziskdme n = (no,...,n7)" a lze dokazat, Ze se jednd o ndhodny vybér
z p(nly, B, h, H).

@ Podle podoby F; Ize tento vybér transformovat na nahodny vybér a;
prot=1,...,T.

e P¥i F; = Jy — vybéry ndhodnych chyb ve stavové rovnici (tj.
ne = Jive) — transformace na vybéry z a; za vyuziti stavové rovnice
a skutec¢nosti ag = 0.

e Jednoduché pocitacové zpracovani (matice nizkych rozméri a
nahodny vybér z normalniho rozdéleni pro ziskani &;).

@ Umime sekvenéni vybéry z podminénych hustot — standardni
posteriorni analyza.
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Obecny stavovy model Empiricka ilustrace

Obsah tématu

© Obecny stavovy model

@ Empiricka ilustrace
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Obecny stavovy model Empiricka ilustrace

Priklad

o BUDE CASEM DOPLNENO!
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o Redlet
Obsah tématu

@ Local level model
@ Vérohodnostni funkce a apriorni hustota
@ Posteriorni hustota
@ Empirické bayesovské metody
@ Empiricka ilustrace

© Obecny stavovy model
@ Bayesovsky vypocet
@ Empirické ilustrace

© Rozsiteni
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Rozsiteni

Uvod

o BUDE CASEM DOPLNENO!

Bayesianska analyza (BAAN) VINI. Casové fady Podzim 2015 52 / 52



	Local level model
	Věrohodnostní funkce a apriorní hustota
	Posteriorní hustota
	Empirické bayesovské metody
	Empirická ilustrace

	Obecný stavový model
	Bayesovský výpočet
	Empirická ilustrace

	Rozšíření

