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1 Jednoduchy ristovy model

Ramsey (1928), Cass (1965), Koopmans (1965) — optimalizaéni chovéni v ¢ase, vs. Solow (konstantn{
mira Uspor).

Pavodné deterministicky model = zavedeni stochastiky = stochasticky ristovy model = model
redlného hospodarského cyklu (RBC).

Vyfesime v diskrétnim ¢ase, pomoci nédstroju dynamického programovani.

Model

Spotiebitelé (domécnosti) ziji nekoneéné dlouho. Uzitkovéa funkce

Zﬁtu(ct)

ma obvyklé vlastnosti.

Produkéni funkce
Yy =F (kt, nt)

ma opét obvyklé vlastnosti.

Vystup je bud investovan nebo spotiebovan.

Y =t + iy

Kapital se vyviji dle rovnice
kt+1 == (]. - 5)kt -+ it

Mira depreciace ¢ je konstantni v ¢ase, poc¢ate¢ni zasoba kapitdlu kg je dana, ¢; > 0 a ki1 > 0.
(Mohou byt investice zdporné?)

Domécnosti vlastni kapitdl a pronajimaji ho firmdm.! Firmy najimaji vstupy a maximalizuji zisk, v
kazdém obdobi. Domécnosti maximalizuji uzitek ze spotfeby. Trhy se ¢isti. Vysledkem je konkurencéni
rovnovdha (ukdzeme pozdéji). Plat{ 1. teorém blahobytu. Konkurenéni rovnovéha je Pareto efektivni
(stejnd jako feseni SP). Resfme jako problém socidlnfho planovace.

V nasi specifikaci se uzitek z volného ¢asu neobjevuje ve spotiebni funkci, domécnosti dodavaji na
trh v8echen svuj ¢as n; = 1.
ye = F(ke, 1) = f(ke)

Socialni planovaé fesi
oo

v(ko) = max Zﬁtu(ct)
CtyRt41 =0

vyhledem k
Ct + kt+1 = f(kt) + (1 - (S)kt

prot =0,1,2... a pfi daném kq. v(kg) je diskontovany celozivostni uzitek reprezetnativn{ domécnosti,
pokud socidln{ planovaé¢ vybere optimélné {c, kiy1}72, pii pocateéni zdsobeé kapitalu k.

1Organizace trhu = hodné zpusobi, vechny vedou na stejnou konkurenéni rovnovahu.



Nekoneény planovaci horizont. D4 se fesit pomoci Lagrangidnu (ale! muze byt nekoneéné mnoho fesent,
potiebujeme koncovou podminku - podminku transversality (transversality condition, TVC). Podiviame
se pozdéji.

Nebo ptejdeme na dynamické programovani.

1.1 Rekurzivni formulace
Terminologie
Stavova proménnd — proménnd jejiz hodnota je urcena jiz diive

e néjakym jednanim, tj. endogenni stavova proménnd, napi. kapital k;

e néjakym procesem, tj. exogenni stavova proménna, napi. technologie z;

Priklad se spotiebou.

Ridici proménnd — proménnd jejiz hodnotu si jednotlivec (soc. planova¢) vybird, aby maximalizoval
cilovou funkci.

Casto mame na vybér, kterd proménna bude stavova a kterd fidici. Vybér fidici proménné muze hodné
zjednodusit feseni problému.
Dosadime do uzitkové funkce za c¢;

oo

max Zﬁtu[f(kt) + (]. — 5)kt - kt+1}
ther1}i2o 5
Stavova proménna? fidici proménnda?

Predpoklddejme, ze muzeme hodnotu diskontovaného uzitku v nekoneéném horizontu spocitat.

oo

(ko) = max > Bulf (k) + (1= 6)ky — kipa]

ther1}i2o 5

max {U[f(kO) + (L= ko — k] + B> B ulf (ko) + (1 — 6)ky — kt+1]}
{ker1}iZ0 =1
ko dano

= max < u[f(ko)+ (1 —0ko—ki]+ 8 max Y B ulf (k) + (1= 6)ke — ki
k1 {kis1}52, =1

ko dano | k1 déno

= max ulf (ko) + (1 = 0)ko — ka] + max  » Bulf(ker1) + (1= ki1 — kiga]
k1 {ker2}20 =0
ko dédno | k1 déno

kde vyraz v hranatych zavorkach je podobny ptivodnimu maximaliza¢nimu problému SP. Ten zaéinal s
danym ko, ted za¢ind s danym k; a maximalizuje od dalsiho obdobi. Nic jiného se nezménilo (technologie,
uzitkové funkee, ani SP), proto muzeme optiméln{ hodnotu problému v [ ] oznacit jako v(k;) a dostaneme

v(ko) = max {u[f(ko) + (1 —0)ko — k1] + Bv(k1)}

{k‘l N kodéno}

Dostali jsme jednodussi maximalizaéni problém (maximalizujeme jen pfes jednu proménnou kq). Ale
jelikoz je funkce v(.) i na pravé strané a my ji nezndme, tak to neni az tak jednoduchy.



Rekurzivni formulace problému — Bellmanova rovnice

Oznacime dnesni stav k a zitiejsi k’. (Pozor, neni to znaceni{ derivace).
v(k) = max {u[f (k) + (1 = 6)k — K]+ fo(k)}

Hodnotova funkce v(k): diskontovany celozivotni uzitek agenta, ode dneska déle, pii daném kapitdlu k
na zacatku dnesniho obdobi, kdyz SP alokuje spotfebu optimélné. Bellmanova rovnice je funkéni rovnice.
Vyjadiuje trade-off mezi obdobimi. Bud’ zvy3sim spotfebu dnes (vyssi uzitek dnes), nebo uspotim a budu
vice kapitélu zitra (tudiz vétsi budouci uzitek).

Staciondrni problém — objevuje se ve stejné podobé nezdvisle na ¢ase (mén{ se pouze pocatecn{
podminky).

Chceme problém vyfesit (pro jakékoliv dané k). Chceme najit hodnotovou funkci v(.), kterd jresi
Bellmanovu rovnici. Ale hlavné chceme najit optimélni rozhodovaci pravidlo (decision rule), coz
funkce, kterd nam fika jak se mame rozhodnout na zakladé daného stavu. Rozhodovaci pravidlo pro
kapitél

kt+1 = g(kf) nebo-li ]{/ = g(k)
optimdln{ volba &’ jako funkce k.

Piipadné rozhodovaci pravidlo pro spotiebu
et = f(ke) + (1= 0)ke — g(ki) mebo-li ¢ = f(k)+ (1 —6)k — g(k)

Neékdy se tomu F1ka policy function, ale my tomu budeme fikat decision rule (pfe nedéldme politiku, ale
ekonomii).

Pomoci Bellmanovy rovnice muzeme najit v(.) a pak i g(.), protoze Bellmanova rovnice spliiuje con-
traction mapping theorem, ktery iika

1. Existuje jedind funkce v(.), kterd spliuje BE
2. kdyz za¢neme s pocatecni funkei vo(k) a zadefinujeme v;11 (k)
vi1 (k) = max [u(k, k) + Sui (k)]
tak proi=0,1,2...

Jim v (k) = (k)

Z toho vyplyva, ze mame dvé alternativy, jak najit hodnotovou funkci.

1.1.1 TUh&dni a ovéf (guess & verify)

Kdyz méme stésti a sprdvné uhddneme v(k;) muzeme ji dosadit za v(k:y1) na pravé strané BE a oveérit,
ze je jejim TeSenim. Bohuzel to funguje jen v nékolika mélo piipadech. (vyhoda - médme analytické Feseni)

Piiklad Guess & Verify

Méme produkéni funkci F(k,n) = kfn; =, kde o € (0,1), u(c;) = In(c;) a stoprocentni depreciace
kapitdlu § = 1. Produkéni fci muzeme piepsat jako f(k) = k%, protoze domdcnosti neoceni uzitek z
volného ¢asu a dodavaji celou jednotku prace n = 1. Bellmanova ronvice

’U(kt) = max {ln(kta — kt+1) + ﬂ’l}(kt_;,_l)}

kit
Resenfm je hodnotovéa funkce v(k;) = a + bln(k;), kde a a b jsou koeficienty (funkce parametrit o a f3)
a rozhodovaci pravidlo je: kiy1 = Bk a pro ¢; = (1 — afB)ky. Steady-state kapitdlu k* = (aﬁ)ﬁ
Obrézek. Pro nalezené rozhodovaci pravidlo muzeme vypoéitat celkou sekvenci {k;41}52,. (mame kroky,
kazdy krok je jedna ¢asovd jednotka)
Odhad plati jen pro C-D produkéni funkei, log uzitkovou funkei a 100 % depreciaci. Pro jiné pripady
neplati, at budete hadat sebevic.



1.1.2 Iterace hodnotové funkce (value function iteration)

Najdeme aproximaci hodnotové funkce. Vytvoiime grid k € {ki,ka...kp}, kde k; < kjy1 udélame
pocatecni odhad hodnotové funkce pro kazdou hodnotu kapitalu v = vg(k;) (vektor 0) a pak iterujeme
podle vyse uvedeného schématu, az nam to zkonverguje.

vevs

celkem o.k., médme jen jednu stavovou proménnou. Ale muze byt vypocetné naro¢né. Pro grid o délce m a
n stavovych proménnych tak hleddme maximum pies m™ bodu. Jak roste n tak ohromeé roste vypocetni
ndrocnost (kletba dimenzionality).

(Vyhoda: mame zakfivené rozhodovaci pravidlo, plati, i kdyz jsme déle od steady-statu)

Nalezeni rfeSeni derivovanim

Reseni problému socidlntho planovace pomoci podminek prvniho fadu (Eulerova rovnice). Predpoklad,
7e hodnotova funkee je diferencovatelnd a konkdvni (Benveniste and Sheinkman, 1979)

'U(kt) = Imax {U[f(kt) + (1 - (S)kt - ]ﬂt+1] + Bv(kt+1)}

kt+1

Stavovéd proménnd ky, fidici k;yq1. Podminka prvntho fadu (FOC):

av(kzt) -0
al<:t+1

8u( . ) + 6’[)(kt+1)
akt-‘rl akt-‘,—l

a’LL(Ct) 50,5 + 8v(kt+1)
6Ct 6kt+1 8kt+1

du(cy) Ov(kiy1)
-1 B N o

8ct ( ) + 6 8]%4,_1 0

8U(Ct) ﬁa’0<]€t+1)

=0

=0

act N 8k:t+1

Ale nezndme v(.) a tim pddem ani jeji derivaci %ﬁ;). Nastést{ existuje teorém obélky (envelope
theorem). Derivaci Bellmanovy rovnice (obou stran) podle endogenni stavové promenné (k;) a pouzitim
envelope theoremu dostaneme:

Ou(ky) _ du(cr) Ocy
8k‘t n 6Ct 8kt

8’[}(}%) o au(ct) af(kt)
6k‘t B 8ct |: 6]{515 + (1 B 5):|

Mame staciondrni problém. MuZeme vyraz posunout o jedno obdobi dopiredu

v(key1) _ Ou(crt) [3f(kt+1)

ak’t+1 B 8Ct+1 ak‘zt+1

+(15)]

a dosadit do FOC za %ﬁ:’f) a dostaneme mezicasovou podminku optimality — Eulerovu rovnici.

Ou(cy)  ,0u(ceq) [5f(kt+1) +(1— 5)]

aCt 6Ct+1 8k't—i—l
Qu(cy
Tt k)
Bu(curl) - 8kt+1
Oct i1



LHS = mezni mira substituce ve spotiebé, RHS 1 + ¢istd ndjemni cena kapitalu.

Nebo hezéi zapis
UC(Ct)

5Uc(0t+1) =1t fk(k) -0

Pripadné
uc(cr) = Buc(cr1)[1 + fr(k) —d]

LHS = ztrata uzitku v t z konzumace o jednu jednotku méné, RHS = néarust uzitku v t+1, diskontovaného
do ¢asu t, z investovani do kapitdlu. V optimu se pfinos a ztrata musi rovnat.

Jak to vypadd ve steady-statu? Plati k = kyy1 = k* ac=c¢ = c*.

1+fk(k/’)—5:%

LHS = 1 + ndjemni cena kapitdlu (mezni produkt kapitdlu) - mira depreciace, RHS = urokové mira
(implicitné vyjaddrend v diskontnim faktoru).

Pro najemni cenu kapitdlu budu pouzivat velké R, tedy %ﬁl) = fr(k) = R, pro drokovou miru
malé r.

1.2 Konkurenéni rovnovaha

Vratime se zpét k puvodnimu problému, jak ho fesi spotiebitelé a firmy.

1.2.1 Domacnosti
Akumuluji kapitdl a investuji — pronajimaji kapital firmam a nabizeji praci. Nabidka prace = 1, protoze
nemaji disutilitu z prace.
Resi mezicasovy problém
o0
max > Bu(e) )

fevker1}i2o 17

vzhledem k rozpoé¢tovému omezeni
Cy + kt+1 - (1 - (S)kt = ws + Rtkt

kde ko je dané, ¢; > 0, k; > 0.

Ale pottebujeme koncovou podminku, podminku transverzality (TVC).
Jlim B/ () [1+ f'(ke) = 6] ki = 0

po dosazeni
Jim B’ (f(ke) + (1= 0)ke — k1) [1+ f(ke) — 0] ke = 0

diskontovany uzitek z dodatecné jednotky kapitalu * kapitdlovd zdsoba = 0. Interpretace:
hodnota kapitdlu — méfena diskontovanym uzitkem jde v limité k 0 (kapitdl nemusi jit k 0,
staci, kdyz jeho stinové cena konverguje k 0).
Pripadné

lim B'\k; =0

t—o00

kde \; je Lagrangetv multiplikdtor k rozpoc¢tovému omezeni.



Dosadime do cilové funkce a fesime jako neomezenou optimalizaci

(oo}

{kmafgo Zﬂtu(wt + Rtk't + (1 - 5)]% - kt+1)
t+15t=0 +=0

L ou(l.)
FOC: =) —

fﬁtu/(wt -+ Rtkt -+ (1 — 5)kt — kt+1) -+ ﬂt+1ul(ct+1)(Rt+1 -+ 1-— 5) = 0

Tedy opét dostavame Eulerovu rovnici, stejnou jako v pripadé feSeni socidlniho planovace

ue(cr)
— =1 + Rt+1 — 6
Buc(crs1)
MRS = 1 + ¢ista najemni cena kapitalu
Steady-state ¢; = ¢441 = ¢*
1
1+ R—0=—
5
Prava strana rovnice je ¢istd ndjemni cena kapitalu, ktera je rovna redlné trokové mife.
R—-60=r
vime, ze pro [ plati
1 1
=—— neboli =1+
B 15, 3 p
a po dosazeni dostaneme
R-6=r=p

Redlnd drokova mira = mira ¢asovych preferenci (diskontni mira).

1.2.2 Firmy

Maximalizuji zisk v kazdém obdobi

ITlEiJX[}7‘(l€t7 nt) — WN¢g — Rtkt] (2)

kt,nt

FOC
Fk(kmnt) =Ry

Fn(ktant) = Wy

Definice konkurenéni rovnovahy

1. Pro dané ceny {w:,1:}52,, alokace reprezentativni domécnosti {ct,it, kf, ni}2, fesl jeji optima-
lizaén{ problém (1)

2. Pro dané ceny {wy, 7 }£2,, alokace reprezentativni firmy {k{, nd, y,}9° tesi jeji optimalizaéni problém

(2)

3. Trhy se ¢isti
e trh zbozi: y; = ¢ + it

e trh price: nf = n}

e trh kapitdlu: k¢ = k?



Poznamka: K ¢emu je nam tohle feseni? Tohle jsou ”jen” podminky optimality, ne rozhodovaci pravi-
dlo. Ale d4ji se log-linearizovat kolem steady-statu, nakalibrovat (ur¢it parametry) a nacpat do softwaru
(Dynare), ktery ndm najde rozhodovaci pravidlo. Aproximace, nenf zakiivené. Pokud jsme déle od steady-
statu, tak je to nepfesné. Zména steady-statu se Spatné zkouma. Ptesto se tento postup hodné pouziva.
Posledni dobou ale opét fréi feSeni nelineranich modelu, ale to je trochu hard core.

K nécemu je ale feSeni konkurenéni rovnovahy dobré. My jsme pro socidlniho planovace nasli rozho-
dovaci pravidlo, pro k a ¢ (celkou sekvenci k), ale potfebujeme zndt rovnovazné ceny. Ty zjistime prave
z TeSeni konkurenéni rovnovahy, napf. z podminky optimality firem, w a R.

Rovnovaha vs steady-state.

Envelope theorem

Méme cilovou funkci f(x,r), kde r je parametr.
f7(r) = max f(z,r)
x

je optimdlni hodnotovd funkce, kterou ziskdme maximalizaci funkce f(.) podle z. Potom z*(r) je (arg
max) hodnota proménné x, kterd resi optimalizacn{ problém (a kterd zavisi na parametru r), tedy

[r(r) = fa™(r),r)

Envelope theorem:

df*(r) _ 0f(x,r)

dr or

z=xz*(r)

Jak se zméni optimanli hodnotova funkce, kdyz se zméni r? Envelope theorem nam fika, ze staci
spocitat parcidlni derivaci dle r, pficemz z je fixovédno (vyhodnoceno v optimu).



