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Model prekryvajicich se generaci

Model piekryvajicich se generaci (Overlapping Generation model, OLG). Tak trochu jind t¥ida modela.
Proc¢? Agenti neziji nekoneéné dlouho, ale maji zivotni cyklus.

V OLG modelech ziji zaroven mladi a staii agenti, staii umiraji a novi se narodi atd. OLG modely maji
jiné zdvéry nez modely s nekoneénym horizontem (konkurenén{ rovnovdha nemus{ byt Pareto optimélni,
muze existovat vice rovnovéh).

Podivame se na tdspory a akumulaci kapitdlu, demografické zmény a na penzijni systém.

Model

Diskrétn{ ¢as, t = 1,2,3.... Na zac¢dtku kazdého obdobi ¢ > 1 se narodi novd generace (kohorta). Agenti

vy

tam kohorta starych, ktefi dozivaji.

Populace roste konstantnim tempem L; = L;—1(1 4 n).

Preference

Ulecit, casyr) = ulcrs) + Bulcaeyr)
Spliuje klasické vlastnosti.

Mladi maj{ jednu jednotku préce, kterou nabizeji na trhu préace. Stai{ nepracuji. (Poc¢dtecni kohorta
starych je vybavena kapitdlem, danym exogenné). Mlad{ obdrzi mzdu a rozhoduji se kolik spotiebuji a

......

Technologie
Firmy najimaji praci L; a kapitdl K; a vyrdbéji produkt pomoci produkéni funkce
}/t - F(Kta Lt)

Spliiuje klasické vlastnosti, véetné CRS, lze vyjadfit per capita y; = f(k:). Predpokldddme, ze kapitdl
nedepreciuje d = 0.

Casovy sled udélosti

Obrazek.

ReSeni a rovnovaha

Prvni generace a vSechny dalsi

max  u(cyy) + fu(cart1)
C1t,C2t+1,51



vzhledem k

Cit = Wy — S1t

Corp1 = (L4 7eq1)s14

Plus puvodni nultd generace

maxu(co;)  vzhledem k  co1 = (14 7r1)ky
C21

Firmy
max F(Kt, Lt) — U)tLt — Rth

Ky,Lt

Konkurenc¢ni rovnovaha

Série alokaci {cis, cary1,St}ie; (spotfeby a tspor) agentll a série alokaci firem {Ky, L;},—, (kapitalu,
préce) a série cen {wy,r},o, (mzdy a trokové miry), které fesf

e optimalizaéni problém spotiebitelu
e optimalizaéni problém firem

e trhy se ¢ist{ v kazdém obodbi (trh statki, trh préce, trh kapitalu)

Podminka vy¢isténi trhu kapitdlu fikd, ze zdrojem pro kapital v ¢ + 1 jsou tspory generace mladych
v obdobi t, tedy Kt+1 = Ltslt.

Vliv tdrokové miry na tuspory (spotiebu)

CRRA funkce

1-9 1-0
U= St -1 Bc2t+1_1
1-0 1-0
Celozivotni rozpoc¢tové omezeni
C2t+1
Cit + = wt
147

Resenfm optimalizace je (jak jinak) Eulerova rovnice

D=

2 B+ 7141)]
C1t

Rist sporeby, kdyz spotiebitelé trpelivejsi nebo trokové mira vyssi. Reseni pro cqy

1
Cit = Wy
1+ B7 (1 +7441) 7!
ptipadné pro uspory
1
S1t = Wy

1+ B_%(l + T‘t+1)1_%
Rust 711 zpusobi (spotiebitel je v roli véritele)

e duchodovy efekt, rust diuchodu, zvyseni spotieby obou normaélnich statki

e substituéni efekt, cena spotieby v t je relativné vyssi (cena budouci spotieby nizsi), vice spotiebovavat
levnéjsi statek, vice copq1 méné cqy

Obréazek. Pro piipad CRRA funkce, efekty zavisi na elasticité substituce % =o0.

° % =0 >1SFE > IF, spotieba cy; klesa, uspory si; rostou



=0 < 1IE > SE, spotifeba cy; roste, uspory si; klesaji

1
0
) % =0 =11F = SE, log funkce, oba efetky se vykrati, irokova mira neméa vliv na spotfebu a
tspory

Co kdyz spotiebitel vydélava i ve druhém obdobi?

Ccl1y = ! <w + Wil >

1t = t+ ——
1—}-6%(1—{—1}_’_1)%71 1+’I‘t+1

SE i IE zustavaji, novy efekt bohatstvi, spotieba ci; klesa, tspory sy; rostou.

Dynamicka analyza modelu

Nalezeni rozhodovaciho pravidla (a steady-statu). Z rovnice pro vycisténi trhu kapitdlu K;y; = L¢sie
ziskame

S1t
k = 1
= T M

Logaritmicks uzitkova funkce, Cobb-Douglasova produkéni funkce. Reseni pro dspory jako funkce mzdy

S1t = mwt

po dosazeni (z M PL = w) tsporové funkce jako funkce kapitdlu

S1p = %(1 — )k

Dosadime do (1) a ziskdme vyvoj kapitdlu v ¢ase (jako funkei kapitdlu)

_ B(].—OZ) «
e = g

Steady state )
oo [
(1+8)(1+n)

Kapitdl na hlavu (capital-labor ratio) je konstatni k*. Jak roste K;?

Kt+1 = Kt(]. + TL)

Vliv demografickych zmén na miru dspor
Agregatni uspory

St = Kyp1 — Ky = nKy
Agregéatni mira tspor (v steady-statu)

_ St nKy  nk nB(l — a)

S NN Ty T a+ha+n

Pokles n (napf. snizeni porodnosti, populace starne) zptusobi snizeni miry tspor.

Intuitivni vysvétleni:

e Pocet mladych agentu je relativné mensi vuéi starym. Uspory jsou délany mladymi (ispory budou
nizsi). Posun nabidky vlevo.

e Mensi pocet mladych snizuje nabidku prace. Kapital bude méné vybaven praci, mezni produkt
kapitalu bude mensi. Posun poptdavkové kiivky vlevo.



Mnozstvi uspor poklesne, poklesne i vystup (ale méné), mira tspor se tedy snizi.

Jak snizeni n ovlivni rovnovaznou tdrokovou miru? Dosadime a vyfesime

- _all+p)(1+n)

Bl —a)
Pokles n zpusobi pokles r*.
Rovnovaha OLG modelu obecné
Z naseho ptikladu
1

S1t Wy

1B (L)

tedy tspory jsou funkef r;41 krét wy, tedy si1¢ = s(re41)we. Kapitdl zévisi na dsporach, coz po dosazent
dava

R s(req1)wy - 1 / gt
ki1 = Tn)~ Qtn) ety (ke1))[f (ke) — K f' (k) e41]
Trochu upravime
b = g ) R

Zprava doleva: Vystup; ¢dst vystupu jako odmeéna praci (labor share); édst vystupu, kterd je uspofena
(mira dspor).

Jednoduchy model, ale mtuzeme dostat rizné typy dynamického chovéni. Obrazek.

e Panel (a), vicendsobnd rovnovdha (multiple equilibria). (i) kdyz labor share je vétsi pti vyssich
hodnotdch k¢ nebo (ii) kdyz pracovnici spoii velkou ¢dst pi{jmu, kdyZz je nizkd mira ndvratnosti
(nizky mezni produkt, tedy velké k).

e Panel (b), konvergence k 0.

e Panel (¢) opét multiple equilibria, pro malé k; konvergence k 0, pro velké k; konvergence k pozitivn{
hodnoté.

e Panel (d) ukazuje, Ze k:y1 neni jednoznacéné urceno. Rozsah k, az kp, kde jsou mozné t¥i hodnoty
ki11. Muze nastat, kdyz jsou uspory klesajici funkei r. Muze dochézet k fluktuacim ekonomiky i
bez exogennich disturbanci. Self-fulfilling prophecies nebo sunspots.



kt+1 kt+1

Kj K5 k3 ki ‘ k,
(a) (b)
kHl kH—l
ki K; k; Kakyp ke
(¢) (d)

Pareto neefektivnost

Srovnani OLG modelu s Ramseyho modelem.
Ekonomika s depreciaci kapitélu.

Omezeni ekonomiky

Kiy1— (1= 0)Ky + c1eLy + cor Ly = F(Ky, Ly)

c
(I+n)ker — (1 — )k + 1 + 1 —|2—tn = f(k)

Spotieba na pracovnika (obou generaci)

Cot

Ct101t+m

Spotieba v s.s.

Max spotieby

Zlaté pravidlo. Ekonomika muze byt

o dynamicky efektivni, k* < kg, (zvySeni kapitdlu zvysi spotfebu v dlouhém obdobi, ale na néklady
nizsi spotreby v kratkém obdobi)

o dynamicky neefektivni, k* > k.., ekonomika akumuluje p#ilis mnoho kapitélu (snizenf kapitdlu zvysi
spotefebu ve v3ech obdobich)



Ramseyho model

Bez rustu technologie, ale s rustem populace.

Eulerova rovnice z minulé predndsky (rust populace, technologie, nejistota)

1 -
M _ 8E,- [ufayﬁm¢$4mgPﬂ
Ct

Ct41

Pro nas piipad vypada
(1 +n)u(ce) = Bu'(cra1)[L + f' (ki) — ]

Ve steady statu, plus pouzijeme 3 = ?lp.

(I+n)(1+p)=(1-08)+ f'(k)
fE)Y=n+d+p
F(E)=n+d+p>n+d=f(kg) (2)

Rovnice (2) je tzv. modifikované zlaté pravidlo. Kapitdl spliiujici modifikované zlaté pravidlo je striktné
mensi nez kapitél kg;.

Domécnost by mohla spotfebovavat vice ve steady-statu, ale je netrpéliva a nechce snizit dnesni
spotiebu, aby dosdhla vyssi spotieby dle zlatého pravidla (radéji si vybere vice vyhlazenou spotiebu).

Ramseyho model: ve steady statu nemuze byt dynamicky neefektivni. Navic je socidlné optimalni, coz
je dulezitéjsi nez spotieba dle zlatého pravidla.

OLG model

V OLG modelech mtze byt k* > kg,. Piiklad z minula. Logaritmickd uzitkové funkce, Cobb-Douglasova
produkéni funkce. Nulova depreciace.

B

Slt:1+6wt: 1+ﬂ(1—a)kf‘
_ 5(170[) fe
T T

S CE
(1+ /)1 +n)
Mezni produkt kapitalu

ey AEAA 1) a2+ )1 +n)
F(k7) = B(l—a) 11—«

KdyZz a nebo p jsou nizké, muze se stat, ze steady state v OLG modelech je dynamicky neefektivni,
tzn. k* > kg

f’(k*) = w <n+ (5) - f/(kgr)

11—«

Co s tim? Muzeme zvysit spotiebu ve vSech obdobich pteskupenim zdroju.



Pareto optimalni alokace
je sekvence alokaci {cy¢, caty1, St}?; kterd spliiuje rozpoctové omezeni ekonomiky a ma néasledujici vlast-
nost: neexisuje zadna jind alokace {¢1s, Cary1, 5t }pe;, kterd spliuje rozpoétové omezeni a
u(Cit, Coty1) > ulerr, caep1) ¥V t2>1
s ostrou nerovnosti alespon pro jeden piipad (¢ > 1).

(Problémy: Muze existovat PO steady-state, ale nikoliv cesta, kterd k nému vede. Mdme dva steady-
staty, které muzeme porovnat z hlediska blahobytu, ale ne z hlediska cesty, kterd k nim vede.)

Pareto zlepSujici alokace (formalné)

Predpoklad, ze ekonomika je ve steady statu (k*). Provedeme realokaci, snizime kapitdlovou zdsobu o
Ak* < 0 (dezinvestice).

Rozpoctové omezeni (pied zménou)
1+n)k*+c" =y "+ (1-0)k"
Rozpoctové omezeni (po zméne)
(1+n)kE™ + ™ =y™ + (1 -9k
(14 n) (k" + AK*) + ™ =y* + f/(K*)AK" + (1 —6)(k* + AK*)
Odectenim od sebe dostaneme
Ac* = f'(k)AK* + (1 = §)Ak* — (1 4+ n)Ak*

Ac* = [f'(k) — (n+ 0)|Ak*

Pokud jsme za kg, pak vyraz f'(k*) — (n+6) < 0, takze Ac* > 0.

Pareto zlepsSujici alokace (intuitivné)
Socialni planova¢ zavede nasledujci transfer:

e snizi uspory mladych o jednotku Ak =1 a d& je staré generaci (v obdobf t)
e mladych je (1 + n) krat starych, takze spotfeba starych se zvysi o (1 4+ n).

e podobné, mlad{ az zestarnou dostanou také dodateénych (1 4 n) jednotek spotieby.
Je tento transfer lepsi?

e Mlad{ si mohou spotfit na staff sami. Mira navratnosti r = R — 6 = f/(k*) — 0

e pokud je ekonomika dynamicky neefektivni, pak f/(k*) < (n + ¢), tzn. mira ndvratnosti tohoto
transferu je vyssi nez mira navratnosti soukromych dspor. Mladi budou tento transfer preferovat.
(spotfeba v mladi nezménéna, ve stafi jim vzroste)

V OLG modelech jsou uspory jednim zptsobem piesunu spotieby do stdif (mladi musi spofit i kdyz
je mira ndvratnosti nizkd). MuZe se stét, ze ekonomika spoif pfilis (a akumuluje moc kapitalu).

V Ramseyho modelu je agent ,mlady* (pracovnik) a ,stary“ (kapitalista) zaroven. Transfer probiha
implicitné mezi domacnostmi v kazdém obdobi.

ALE, ale Pareto zlepsujici alokace je mozna pouze v piipadé, Ze je nekonecny pocet generaci. Predpokladejme
posledni generaci T', ktera se narodi v T a zije jen toto obdobi. Neni zde potfeba uspor, spotieba pouze
v case T'.
U = u(cir)



Rozpoctové omezeni ekonomiky
cr = f(kr) + (1 = 9)kr

Snizeni kapitalu zpusobi pokles spotieby
Acr = f/(K*)AK* + (1 — §)Ak*

Acr = [1+ f'(k*) — 5)Ak* <0

Na konci svéta vezmeme od mladych v ¢ase T, ale uz jim nic neddme v dalsim obdobi, protoze dalsi
obdobi neexistuje. Tato posledni generace si pohorsi. Neni mozné udélat Pareto zlepsujici alokaci. I kdyz
muzeme zvysit spotifebu vSech predchozich generaci, posledni generace ztrati.

Zdroj Pareto neefektivity. V prvni prednéasce jsme méli, ze konkurenéni rovnovéaha je Pareto efektivni
(plati 1. teorém blahobytu) pfi platnosti uréitych podminek (absence externalit atd.). Jednou z podminek
je 1 koneény pocet agentu. Tady je nekoneény pocet generaci. To umoznuje socidlnimu planovaci provést
efektivnéjsi alokaci, kterd neni dostupna trhu. Proto OLG modely mohou byt Pareto neefektivni.

Jak dosdhnout snizeni tspor?

e dan z kapitalu
e vladni dluh

e nefondovy system socidlniho zabezpeceni (Pay-As-You-Go)

Piiklad PAY Go systému

Zjednodusens forma OLG modelu. Reseni v rémci dvou obdobi, spotieba kdyz mlady a stary, ¢ a cs.
Pi{jem mladého agenta je y, kdyz je stary pouze si uzivd duchodu a zije z uspor s (a troku). Populace
roste tempem n, vystup roste tempem g (technologicky pokrok). Vldda zdaiuje mladé (7) a starym
vyplaci duchod b, ma vyrovnany rozpocet.

max log(e1) + Blog(cz)

C1,C2,8

vzhledem k
caa+s=y(l—71)

co=(1+7r)s+b
b=(1+n)(1+g)y

Spotiebitel profituje z toho, ze kdyz je stary, je kolem néj vice mladych k zaplaceni penze a tito lidé
maji také vétsi prijem kvuli technologickému pokroku. Po dosazeni

a+s=y(l-r1)

co=1+r)s+(1+n)(1+g)ry

Mezicasové rozpoctové omezeni

C2

_ (14+n)(1+g)ty
1+r

(1-7)y+ =Y(7)

1t 1+7r

Reseni (napf. Lagrangidnem, Eulerovka, dosazeni do rozpoé¢tového omezeni)

Y
Cl—m
82:%(1—5-7“)}/



S:(].—T)y_m

Jak tento systém ovliviiuje uspory? [jpravami posledni rovnice dostaneme

Py _(A+n)(i+g)+B(0+r)

S A+r(+p)

TY

S rostoucim 7 (véts{ PAYGo systém), soukromé uspory s klesaji. Tzn. vétsi pay-as-you-go systém snizuje
uspory, investice a tim i akumulaci kapitdlu. Mtze tento systém zvySovat blahobyt? A za jakych podminek?
A+ +g)ry
147
1+n)(14+g)Ty
1+7r
(1+n)(1+4+9)
1+r

1+n)(1+g)>1+r

Y(1)=y—1y+

Y(r)= — 1|7y

coz je aproximativné
n+g>r

Populaénf rust plus rust duchodu (ekonomiky) je vétsi nez mira navratnosti ze soukromych ispor. PAYGo
systém ddva smysl v nékterych zemich, s vysokym populaénim ristem. Nyni ale moc ne (piiklad Némecko,
ale i jiné zeme) n = 0%, g = 2%, prumérny vynos z akciového trhu r = 7%. Nutnd reforma. Problém
chybéjici generace.

Empirické testovani dynamické efektivnosti: U.S. rust ekonomiky + populaéni rust n + g = 3%,
vynos z vladnich obligaci » = 1%. To naznacuje dynamickou neefektivnost. Ale pokud vezmee data z
ndrodnich ¢t a porovndme (¢isty) mezni produkt kapitdlu f/(k) —§ = R — § s rustem n + g pak
R—§ =10% > n+g = 3%. Podobné pro ptipad nejistoty: ¢isty kapitdlovy duchod > investice. Ekonomika
je dynamicky efektivni.



