
7. seminář:

DEA, nelineárńı optimalizace s omezeńım ve tvaru rov-

nosti: Lagrangeovy multiplikátory

Př́ıklad 1: Uvažujte DEA model pro 8 nemocničńıch odděleńı, jejichž výkon je
charakterizován následuj́ıćımi hodnotami:

Jednotka O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8

personál 7 6 6 8 10 5 4 5

pacient̊u ambulantně 21 24 42 16 50 45 40 60

hospitalizovaných pacient̊u 63 36 48 40 40 15 24 10

Znázorněte graficky. Uvažujte konstantńı výnosy z rozsahu a najděte efektivńı
hranici. Pro 5. odděleńı určete mı́ru efektivity a nalezněte jeho referenčńı jed-
notky při orientaci na výstupy.

Př́ıklad 2: (Úloha Mgr. Jany Kalčevové, PhD z VŠE)

Uvažujte model DEA s 2 vstupy, 3 výstupy a 10 hodnocenými jednotkami:

X (vstupy)

3 2,5 4 2,3 4 7 3 5 5 2

5 4,5 6 3,5 6,5 10 5 7 7 4

Y (výstupy)

40 45 55 28 48 80 45 70 45 45

55 50 45 50 20 65 64 65 65 40

30 40 30 25 65 57 42 48 40 44

Najděte všechny efektivńı jednotky, uvažujete - li

a) CCR model orientovaný na vstupy

b) CCR model orientovaný na výstupy

c) BCC model orientovaný na vstupy

d) BCC model orientovaný na výstupy

Najděte pro 3. jednotku referenčńı efektivńı jednotky, uvažujete-li



a) CCR model orientovaný na vstupy

b) BCC model orientovaný na výstupy

K výpočt̊um použijte aplikaci DEA (ke stažeńı z http://nb.vse.cz/ jablon/)

Př́ıklad 3: Uvažujte optimalizačńı problém firmy, která má k dispozici dva
výrobńı faktory (F1, F2) s jednotkovými cenami w1 = 2 Kč a w2 = 3 Kč a rozho-
duje se, jak s pomoćı těchto výrobńıch faktor̊u co nejlevněji vyrobit požadované
množstv́ı produktu Q = 10. Vyprodukované množstv́ı produktu se ř́ıd́ı Cobb-
Douglasovou produkčńı funkćı s exponenty 1

2 a 1
3 pro množstv́ı výrobńıch faktor̊u

F1 a F2.

a) zapǐste matematický model úlohy

b) řešte jako jednorozměrnou úlohu bez omezeńı

c) řešte pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u

Př́ıklad 4: Uvažujte jednoduchý regresńı model

Yi = βXi + εi, i = 1, . . . , n

kde:

β je neznámý parametr

X1, . . . , Xn jsou pevné hodnoty a

εi, . . . , εn jsou nezávislé stejně rozložené chyby s nulovou středńı hodnotou a
rozptylem σ2.

Gauss-Markovova věta, tvrd́ı, že odhad β̂ źıskaný metodou největš́ıch čtverc̊u
je ”BLUE”, tedy nejlepš́ı nestranný lineárńı odhad parametru β. Matematicky
formulováno:

• β̂ je lineárńı, tedy β̂ =
∑n

i=1 ciYi pro nějaké koeficienty c1, . . . , cn

• β̂ je nestranný, tj. E(β̂) = β

• β̂ je nejlepš́ı takový odhad, tedy má mezi těmito odhady minimálńı středńı
kvadratickou chybu E(β̂ − β)2 (což je v př́ıpadě nestrannosti totéž jako
minimálńı rozptyl).

Formulujte jako optimalizačńı problém s omezeńım a najděte β̂ metodou Lagran-
geových multiplikátor̊u.



Př́ıklad 5: Úloha o rozděleńı spotřeby v čase:

Předpokládejme, že chceme maximalizovat užitek ze spotřeby během dvou ob-
dob́ı, ve kterých máme př́ıjmy I1 a I2, přičemž nespotřebované prostředky
z prvńıho obdob́ı můžeme zúročit s úrokovou mı́rou r. Užitková funkce se
předpokládá ve tvaru U(C1, C2) = u(C1) + β · u(C2), kde β ∈ (0, 1) je koeficient
vyjadřuj́ıćı subjektivńı preferenci současné spotřeby před spotřebou budoućı.

a) Sestavte Lagrangeovu funkci a zapǐste podmı́nky prvńıho řádu, jako proměnné
přitom uvažujte C1, C2, S1 a jako omezuj́ıćı podmı́nky rozpočtová omezeńı
v jednotlivých obdob́ıch.

b) Najděte řešeńı podmı́nek, předpokládáme-li užitkovou funkci ve tvaru

u(C) = lnC


