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Uvod

Pata kapitola z Koop (2003) resp. ucebniho textu.

Doposud:
Yi = B1+ Baxiz + ... + Bixik + €.

@ Cobb-Douglasova produkéni funkce:
y:alez-...‘xf“.

@ Logaritmovani

In(y,-) =p1+ Bo In(x,-2) + ...+ Bk In(x,-k) + €;.
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CES funkce

o CES produkéni funkce:

k Tk+1
yi = Z,iji']k+1
Jj=1
o Model: )
k Vk+1
yi = :E:: Wg)ﬁ}k+1 + €.
j=1
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Obecné

o Predpoklady:

Q c~ N(ON, h_llN).

@ Vsechny prvky matice X jsou pevna &isla (tj. nendhodné proménné)
nebo ndhodné veli¢iny nezavislé se viemi prvky vektoru € + p(X]|A),
kde A\ je vektor parametrii, ktery neobsahuje Zadny z ostatnich
parametri modelu.

@ Obecné pracujeme s modelem:

y=f(X,7)+e
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Nelinearni regresni model
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Nelinearni regresni model

Vérohodnostni funkce

@ Z normality ndhodnych slozek:

h>2

p(yly, h) = 2 {exp [—g{y— FX, )My — f(X,v)}]}-

(2m)2
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Nelinearni regresni model

Apriorni hustota

@ Obecné p(v, h).

@ Neinformativni varianta:
1
h) = —.
p(y.h) =

e Uniformni rozdélen{ pro « a In(h).
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Nelinearni regresni model

Posteriorni hustota

@ Soucin vérohodnostni funkce a apriorni hustoty:

p(y, hly) o< p(7, h)( hg)m {exp {—Z{y — F(X, )}y — f(Xﬁ)}} } :

2m)2

e Marginalni hustota pro v (pfi neinformativni apriorni hustoté):

NN

p(vly) o {y — F(X, ) {y = F(X, 1)} 2.
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Metropolis-Hastings algoritmus
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Metropolis-Hastings algoritmus

Obecny algoritmus

@ Zvolime pocatecni hodnotu, ()

@ Vygenerujeme kandidatsky vybér 0* ze zvolené kandidatské hustoty
q(6¢=1);0).

© Spoditame akceptaéni pravdépodobnost (acceptance probability),
S CSRN )

@ Pritadime 6(5) = §* s pravdépodobnosti a(A~1), %) a §(s) = g(s=1) s
pravdépodobnosti 1 — a(8(—1), 6*).

© Opakujeme Krok 1, 2 a 3 celkem S krat.

Q Spotitame primér S vybéri g(0V), ..., g(6().

Bayesianska analyza (BAAN) V. Nelinearni regresni model Podzim 2018 11/42



Metropolis-Hastings algoritmus

Akceptacni pravdépodobnost

@ Princip: prochazet hlavné oblast vysoké hustoty (ale nejen ji) +
tendence vracet se do této oblasti.

@ Vice zamitat kandidaty z oblasti nizké hustoty.
© Podoba akceptacni pravdépodobnosti:

p(0 = 0'ly)a(0 0 =0CD)
p(0 = 0=D]y)q(o==1); 0 = 67)’

(067D 6*) = min

Q@ Kandidatska hustota: g (obecné nemusi byt symetrickd).
© Potreba dobré volby kandidatské hustoty!
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Metropolis-Hastings algoritmus Independence Chain M-H algoritmus
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Metropolis-Hastings algoritmus Independence Chain M-H algoritmus

Princip

Kandidatské hustoty nezavislé na vybérech.

q(61;0) = q*(6).
UziteCny v pripadech, kdy existuje vhodna aproximace posteriorni
hustoty (kandidatska hustota).

Zjednoduseni kandidatské hustoty:

p(O=0°ly)q"(0 = 67) |
p(6 = 0EDy)q (0 = 07)’

a0, 6%) =
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Metropolis-Hastings algoritmus Independence Chain M-H algoritmus

Souvislost s importance sampling

@ Pokud definujeme vahy:

_ p(0=0"y)
"= =

o q(0==1);0) = g*(0).
@ Akceptacni pravdépodobnost:

(067 6*) = min [V‘/‘(/;((fz)), 1} .
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Metropolis-Hastings algoritmus Independence Chain M-H algoritmus

Volba kandidatské hustoty

@ Neni obecné pravidlo.
@ Obvykle vyuziti ,klasické” metody maximalni vérohodnosti (maximal
likelihood).
o Klasicka ekonometrie: ML estimator asymptoticky normalni s
kovarian¢ni matici R
var(GML) = 1(9)_1
@ Informacni matice:
0?1 0
o) — g |21
0000’
@ Zaporny inverzni Hessian: var(@ML).
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Metropolis-Hastings algoritmus Independence Chain M-H algoritmus

Volba kandidatské hustoty — pokracovani

o Pokud velikost vzorku dostatecné velkad + relativné neinformativni
apriorni hustota = posteriorni hustota aproximativné normalni se

—_—

stredni hodnotou 0y, a kovarianéni matici aproximativné var(0p).

@ Nékdy maximalizace posteriorni hustoty — 6max a kovarianéni matici

aproximativné var(gmax) (lepsi v pfipadé informativniho prioru).

® q*(0) = (0|0, var(Omi)) dobré x obvyklejsf

q*(0) = £(0|6pm1, var(GuL), v) (dileZitost koncii hustoty; nejméné tak
tlusté jako posteriorni hustota).
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Metropolis-Hastings algoritmus Independence Chain M-H algoritmus

Dalsi otazky

@ Konvergencni diagnostiky.

@ Problémy: multimodalni rozdéleni nebo posterior jen v omezené
oblasti (napf. gama rozdéleny).
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Metropolis-Hastings algoritmus Random Walk Chain M-H algoritmus
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Metropolis-Hastings algoritmus Random Walk Chain M-H algoritmus

Princip

Pokud nenalezneme dobrou aproximaci posteriorni hustoty.

Kandidatské vybéry dle:
0" =0 4 2.

@ z: increment random variable.

0* a O(s — 1) vstupuji do vztahu symetricky =
q(0*;0 = 061 = g(00—1); 9 = 9*) (Metropolis algoritmus).

Akceptacni pravdépodobnost:

(]

p(0 = 0"y) 1

(s—1) p*\ —_ i
a6 ,0%) = min ETEY G
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Metropolis-Hastings algoritmus Random Walk Chain M-H algoritmus

Volba z

Obvykle vicerozmérné normalni rozdéleni.
0(s=1) je sttedni hodnota.

Potreba kovarian¢ni matice X!

q(0C7Y);0) = fy(0]0CY, ¥).

Problém s akceptaéni pravdépodobnosti (v priméru).
Neni obecné pravidlo, z praxe pro dimenzi blizici se k nekone¢nu, 0.23.

Jiné pravidlo: zhruba 0.5.

Pouziti konvergenénich diagnostik!
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Metropolis-Hastings algoritmus Random Walk Chain M-H algoritmus

Volba ¥

@ Snadné experimenty pro skalarni .

o Jinak obvyklé ¥ = ¢cQ, kde ¢ skaldr a Q odhad posteriorni kovarianéni
matice — experimenty s rliznymi c.

@ Nalezeni Q jako odhadu var(6|y):

o Prvni zpiisob: zacit s ¥ = cl, a najit ¢ pro které neextrémni akceptaéni
pravdépodobnost (0.000001 nebo 0.99999) — hruby odhad Q a volba
Y = cQ a hledani nové hodnoty ¢ (nalézani lepsich Q a nasledné X).

e Alternativné: Q = var(fAZML).
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Metropolis-Hastings algoritmus Metropolis-within-Gibbs
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Metropolis-Hastings algoritmus Metropolis-within-Gibbs

Princip

@ Kombinace Gibbsova vzorkovace a M-H algoritmu.

@ V nelinedrnim regresnim modelu volba neinformativni nebo nezavislé
gama apriorni hustoty pro h implikuje p(h|y,~) jako gama hustotu.

@ p(7|y, h) neni zndma hustota = M-H algoritmus.

o Nasledn& p(hly,~) jako gama rozdéleni — platné vybéry v(*) a h(*)
pros=1,...,S.

@ Obecné: systém plné podminénych posteriornich hustota, kdy z
nékterych vybéry snadné, z jinych M-H algoritmem.
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Posteriorni predikéni p-hodnota
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Posteriorni predikéni p-hodnota
Princip

@ Analyza kvality modelu, alternativa k posteriornimu podilu Sanci.

@ Rozliseni mezi aktualné pozorovanymi daty y a pozorovatelnymi daty
y°© generovanymi modelem — y° nahodny vektor rozméru N x 1 s
funkci hustoty pravdépodobnosti p(y°|6) .

@ Funkce g(-)— p(g(y°)|y) jako souhrn veskeré informace z modelu o
g(y°) po shlédnuti dat.

@ Snadno g(y) pro pozorovana data — pokud g(y) je z odlehlého
konce p(g(y°)|y), potom model nemiize dobfe vysvétlovat g(y), tedy
g(y) neni tim typem charakteristiky dat, které Ize prijatelné generovat
modelem.

@ Formalni ziskani pravdépodobnosti okrajovych oblasti zpiisobem
podobnym p-hodnoté z klasické statistiky.

@ Posteriorni predikéni p-hodnota je pravdépodobnost modelu generovat
datovou sadu, kterd bude mit extrémnéjsi vlastnosti nez ta, kterou
skute¢né pozorujeme (jednostranna nebo oboustranné p-hodnota).
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Posteriorni predikéni p-hodnota

Vypocet

o p(g(y°)|ly) mozno spoditat pouzitim simulaénich metod:

p(g(y°)ly) = /p(g )10, y)p(0ly) dG—/p )p(0]y)do

@ Diky podminénosti vektorem parametr( 6, aktualni data nepfinaseji
zadnou dodatecnou informaci o y°.

@ Posteriorni simulator poskytuje vybéry z p(6]y) a jsme tak schopni
simulovat vybéry z p(g(y°)|0) pro dany posteriorni vybér parametri 6.
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Posteriorni predikéni p-hodnota

Vyuziti

@ Posteriorni predikéni p-hodnotu lze vyuzit dvéma zplsoby:

© Jako méfitko souladu modelu s daty, tedy jaka je pravdépodobnost, Ze
data byly generovana dle tohoto modelu.

@ Pro porovnani riznych modelii, tedy jestlize jeden model poskytuje
posteriorni predikéni p-hodnoty vyrazné nizsi nez druhy model, potom
je to diikaz v neprospéch tohoto druhého modelu.
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Posteriorni predikéni p-hodnota

Priklad pro test normality — tvod

e Priklad z Gvodu (pro i=1,...,N):
yi = f(Xi,7) + €.
o Z predpokladi na nahodnou slozku:
p(y°l, h) = fu(y°IF(X,7), bt ).

@ Zjednoduseni pro neinformativni apriorni hustotou (h lze
vyintegrovat):

p(y° 1Y) = f(y°|f(X,7),52In, N),

kde .
55 = .
N
o Nalezeni prislusného percentilu, ktery vytvafi g(y) v ramci hustoty
p(g(y°)ly).
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Posteriorni predikéni p-hodnota

Priklad pro test normality — definice

@ Moznosti volby g(-): analyza rezidui z hlediska vlastnosti (splnéni
predpokladi).
@ V bayesovském kontextu jsou chyby ¢; pro i =1,..., N dany jako

€ =VYi— f(Xf'Y)

@ PYedpoklad normality = nulovost

SkeW:\/Nzi’N:lZ’3 Kurt:u:lei—ﬁ’.
[Tl &l [ ]

o Nepozorujeme ¢; — na zakladé posteriorniho simulatoru:

E(skenly] = £ ] YNEEbi = F(X5 P

[ Molyi— f(Xi,’Y)]Z}§
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Posteriorni predikéni p-hodnota

Priklad — prakticky postup

o
2]

o

Vezmeme vybér (%) vyuitim posteriorniho simulatoru.

Vygenerujeme reprezentativni datovou sadu y° z p(y°[y(%)) uZitim
odpovidajicich vztahf.

Definujeme egs) =y, — f(Xi,7®) pro i =1,..., N a vyhodnotime

hodnotu $ikmosti v tomto bod&, abychom ziskali Skew(®).
(s) o(s) _

Definujeme ¢, =y, f(X;,7*)) pro i =1,..., N a vyhodnotime

hodnotu $piatosti v tomto bod&, abychom ziskali Skew°(s).

Opakujeme Krok 1, 2, 3 a 4 celkem S krét.

Spo&itame primér S vybéri Skew™) ... Skew(%) pro odhad
E[Skewly].

Spotitame podil S vzorki Skew®W), ... Skew®(S), které jsou mensi

nez odhad E[Skew|y]. Odhad p-hodnoty, pokud vysledek mensi nez
0.5 (jinak jedna minus).
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Metoda Gelfanda-Deye
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Metoda Gelfanda-Deye

Princip

Pro porovnani nevnotenych modeld, ¢i vnorenych modeld, kdy nelze
snadno vyuzit Savage-Dickey density ratio.

@ Obecnéjsi metoda vyhodnoceni posteriorniho podilu Sanci.
@ Porovnani riznych funkénich vztahi f(-).
@ Princip: inverzi marginalni vérohodnosti pro model M;, ktery zavisi na

vektoru parametril 0, Ize zapsat jako E[g(0)|y, M;] pro specifickou
volbu g(+).
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Metoda Gelfanda-Deye

Metoda Gelfanda a Deye

e Necht p(0|M;) oznaluje apriorni hustotu, p(y|6, M;) vérohodnostni
funkci a p(|y, M;) posteriorni hustotu pro model M; definovany v
oblasti ©. Pokud f(0) je funkce hustoty pravdépodobnosti definovana

na oblasti obsahujici ©, potom
f(0)
p(0|M;)p(y|0, M;)

1
Y, MI:| =
p(y|M;)
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Metoda Gelfanda-Deye

Dikaz

£(6) _
£ {p(ew,-)p(yw, M) M’]
/p HIM)p y\9 ;)P p(fly, M)do

/ p(0|M;)p(y|0, M;)
p HIM)p y\9 M;) p(y|M;)

/ £(6)do

do

(yIM)
1

p(yIM;)
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Metoda Gelfanda-Deye

Problémy

@ Na prvni pohled Ize pro jakoukoliv p.d.f f(#) nastavit:

)
&) = S plya. My

Nasledné vyuziti vysledkd posteriorniho simuldtoru k odhadu
Elg(9)ly, Mi].
Pro Gspéch potfeba obezfetné volby f(6).

Geweke (1999): m musi byt shora omezena, tedy musi

nabyvat konecnych hodnot pro jakoukoliv volbu 6.
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Metoda Gelfanda-Deye

Geweke (1999) — Gvod

e Strategie definovani f(0) jako funkce normalni hustoty

pravdépodobnosti s ohrani¢enymi okraji.
o e r £(0) . "y y

o Diivod: obtizné ovérit, zda-li SOV (YoM 18 konec¢né na okrajich
hustoty normalniho rozdéleni — odfiznutim je f(6) pro tyto
potencialné problematické oblasti nulova.

o Formaln&: 6 a ¥ jsou odhady E(6|y, M;) a var(f]y, M;) z posteriorni
simulace.

@ Pro urditou oblast pravdépodobnosti p € (0,1) oznaluje © oblast
defini¢niho oboru funkce f(6):

~

={0:(0-0)T1(0-0) <x3_,(k}

(o)

° X%_p(k) je (1 — p) procentni kvantil rozdéleni chi-kvadrat s k stupni
volnosti (k je pocet prvkil vektoru 6).
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Metoda Gelfanda-Deye

Geweke (1999) — dokoncenf

o Geweke doporucuje f(6) jako funkci vicerozmérné normalni hustoty
pravdépodobnosti omezené do oblasti ©:

1 O N N N

F(O) = ———— |5 2exp |—=(6 — )L — 0)| 1(0 € O).
(1-p)(2m)? 2

@ 1() je indika¢ni funkce + olekava se, Ze nejlepsich vysledki
dosahujem pfi volbé nizkych hodnot p (napf. p = 0.01) (pfi odhadu
marginalni vérohodnosti zahrnujeme mnohem vice vzorki).

@ Dodatec¢ny naklad zkouseni rliznych hodnot p je velmi maly.

@ Standarni zplisob spoditani NSE — vyuziti pro vyhodnoceni pfesnosti
odhadu marginalni vérohodnosti (napt. balik BACC).

@ Metoda pro jakykoliv model: nutny posteriorni simuldtor a zndmé
p(0|M;) a p(y|0, M;) (netrividlni, nékdy zndme jen jadrové hustoty).

@ Gewekova implementace jen v pripadé ©co (pokud ne, nabizeny
dalsi postupy).
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Predikce

Princip

e Vyuzijeme vybéry z p(v|y), které ndm poskytuje M-H algoritmus.
o Tvorba vzorkii z podminéné predikéni hustoty p(y*|y, ().
o Lze ovérit:

p(y*ly:7) = R(y*IF(X*,7),5% 17, N).

@ Vybéry z y* podminéné vektorem -y Ize tedy ziskat velmi snadno.
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Empiricka ilustrace

Priklad

@ CES produkéni funkce.
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