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2 vz

Toto cviceni je zaloZeno na znalosti druhé Casti Ctvrté kapitoly na paté kapitoly z ucebnice Koop (2003): Bayesian
econometrics, ptipadné na odpovidajicich kapitolach podkladového ucebniho textu Bayesidnskd analyza.

Co bude naplni cviceni?

& Osvojeni si metody importance sampling.

& Odhad a posteriorni analyza normalniho nelinedrniho regresniho modelu.

& Osvojeni si techniky Metropolis-Hastings algoritmu (v jeho zdkladnich variantach).

& Odhad a posteriorni analyza na ptikladech s vyuZitim redlnych dat.

Zadani priklada

1. Importance sampling Cilem tohoto tkolu je osvojeni techniky importance sampling a pochopeni vlastnosti
tohoto postupu. Predpoklddejme zcela jednoduchy model s jedinym parametrem 6, jehoZ posteriorni hustota
odpovidd N (0, 1).
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Vytvorte program pocitajici posteriorni stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku parametru § pomoci
Monte Carlo integrace.

Vytvoite program pocitajici posteriorni stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku parametru 6 za pouziti
techniky importance sampling a spocitejte rovnéZ stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku pouZitych vah.
Jako importance function pouZijte funkci hustoty pravdépodobnosti (0, 1, ).

i. Metoda importance sampling vyuZivd generovéni vzorku ze znamé kandidatské hustoty (importance
function) a zahrnuje pocitani vah jakoZto podild jader posteriorni hustoty a kandidatské hustoty vy-
hodnocené ve vygenerovaném kandidatovi. Vypocet stiednich hodnot funkci parametrti, které nas
zajimaji pak vyZaduje provedeni Monte Carlo integrace, kde misto aritmetickych primeért vyuzivame
véazené pruméry s vypoctenymi vahami z ,,importance sampleru*.

Proved’'te Monte Carlo integraci a importance sampling pro rizné hodnoty v, napf. v = 2, 5 a 100 pro
dany pocet replikaci (napf. R = 10). Porovnejte presnost odhadl pro oba algoritmy a rtiznou volbu v.
Vsimnéte se co se déje s vdhami pfi zvySujicim se v.

Zopakujte ¢dst (c) pfi vyuziti ¢(3, 1, v) jakoZto importance function. Diskutujte faktory ovliviiujici pres-
nost importance sampling ve svétle skutecnosti, Ze importance function jen slabé aproximuje posteriorni
hustotu.

Vyzkousejte i jiné importance function, napt. U (a, b), méiite i poCet replikaci R.

Vypocitat pozadované momenty posteriorni hustoty s vyuZitim importance samplingu je vcelku jednodu-
cha zdlezitost. Existuje ale zplsob, jak ziskat pomoci importance samplingu a s vyuZzitim uméni generovat
vzorky z importance funkce i pfimo vzorky odpovidajici posteriornimu rozdéleni?

i. Myslenka, jak na to neni zas tak obtiZznd. Co madme k dispozici jsou jednak vybéry z importance
funkce, ale i velmi dtlezité vahy. Kdyby tedy existovala metoda, ktera by pro néjaky vzorek dat do-
kazala vybirat ndhodné vybéry, a to navic i tak, Ze bychom mohli definovat s ajkou pravdépodobnosti
se ten ktery prvek puvodniho vybéru miize vybrat, tak mame vyhrano.

ii. Touto metodou je metoda bootstrapu. V zdkladnim principu se nejednd o nic jiného, neZ o metodu,
kterd vygeneruje z néjakého mepirického rozdéleni ndhodny vybér (o poZadované délce) tak, Ze prav-
dépodobnost vybéru z kazdého vzorku je stejnd. Mame-li tedy vybér o velikosti 100, kazdy z téchto
prvki se bude vybirat s pravdépodobnosti 1 %, pficemzZ si sami miiZeme zvolit, jestli se bude jednat o
vybér s nahrazovanim (to znamena, Ze po vybéru néjakého prvku z empirického rozdéleni tento prvek



zUstdvd a v dal$im kole miZe byt vybran znovu) prvku nebo bez nahrazovani (kdyz n&jaky prvek vy-
bereme, uZ jej v druhém kole vybrat nemizZeme). V naSem pfipadé vyuzijeme samoziejmé variantu s
nahrazovanim, coZ je pravé princip bootstrapu (druhy piipad by odpovidal situaci, kdybychom potte-
bovali vybrat ndhodnou podmnoZinu vybéru). Takovyto boostrapovy generator si zvladneme vytvofit
sami: stac{ umét generovat ¢isla z uniformniho rozdéleni (pro 100 pozorovani napf. na intervalu 0
az 100, funkce rand transformovand do pozadovaného intervalu), kterd zaokrouhlime na celd ¢isla
(funkce ceil) a ziskdme tak index prvku, ktery z naseho vektoru dat madme vybrat. To opakuje toli-
krat, kolik budeme chtit vybért (pocet vybérid nemusi odpovidat poétu prvki pivodniho vektoru).

iii. V naSem piipad€ ale nechceme vybirat prvky z kandidatské hustoty se stejnou pravdépodobnosti.
Chtéli bychom pfedchozi proceduru modifikovat tak, aby pravdépodobnosti, s jakymi budeme vy-
birat jednotlivé prvky vektoru byly proporciondlni vahdm ziskanym z importance samplingu. I zde
bychom si prislusnou funkci mohli naprogramovat sami, napf. tak, Ze si jednak nanormujeme vahy na
jednickovy soucet, vyhodime prvky s nulovymi vahami a vytvorime novy umély vzorek, ve kterém
pocet kazdého z prvkl zvysime proporciondlné jeho vaze (pravdépodobnosti). Nasledné pak na takto
rozsifeny vzorek aplikujeme metodu bootstrapu popsanou vyse (i kdyZ kazdy prvek ma stejnou prav-
dépodobnost vybéru, jeho pocetni zastoupeni zajisti pozadovanou pravdépodobnost danou piivodnimi
vahami).

iv. Abychom si ale uleh¢ili praci, miZem vyuZit funkci boot st rp Statistického toolboxu. Tato funkce
ma ruzné podoby volani, ale my budeme potfebovat podobu:

[bootstat,bootsam] = bootstrp(l, [],theta_IS,Weights,weight_IS);
kde bootstat by za normdlnich okolnosti obsahovalo boostrapované statistiky ¢i funkce pivod-
niho vzorku, boot sam obsahuje boostrapované indexy ze vzorku proménnych (v naSem piipadé
vektoru) theta_IS (tyto indexy pak pouZijeme pro vybér z vektoru theta_IS), [] je prdzdny
argument, kde by za jinych okolnosti byla funkce nebo vektro funkci aplikovany na naS bootstra-
povany vzorek (napt boostrapované stfedni hodnoty, smérodatné odchylky apod.), theta_1IS je
vektor parametrii z kandidatské hustoty a weight_IS je vektor odpovidajicich vah z importance
samplingu. Weights “ je dodatedn4 volba funkce boot st rp, umoZiiujici zavést pozadované vahy.
Jednicka ve funkci pak tikd, Ze chceme jeden jediny bootstrapovy vzorek (o stejné vleikosti jako vek-
tor theta_1IS). Kdybychom dali napf. hodnotu 2, potom by se vytvofily dva vzorky a boot sam by
byla matice indexut (o dvou sloupcich).

2. M-H algoritmus Cilem tohoto tkolu je osvojeni si technik Metropolis-Hastings algoritmt a analyza jejich vlast-
nosti. Pfedpokladejme, Ze nds zajima bayesidnska analyza parametru 6, jehoZ posteriorni hustota je dana jako

p(61y) x exp (510

pro —oo < # < oo. Jednd se o specidlni pripad Laplaceova rozdéleni. Pro nase ucely ovSem nepotiebujeme
znat integracni konstantu. Toto Laplaceovo rozdéleni ma stfedni hodnotu 0 a rozptyl 8. Predpokladejme, Ze
nedokédZeme piimym zplisobem ziskat vzorky z p(6|y) a chceme tedy vyuZit M-H algoritmus.

(a) Odvod'te a vytvoite program pro independence chain M-H algoritmus s vyuZitim N (0, d?) jakoZto kandi-
daty generujici hustoty (pro rizné hodnoty d).

(b) Odvod’'te a vytvoite program pro random walk chain M-H algoritmus s vyuZitim normalné rozdélené
prirtistkové veli¢iny s rozptylem, c¢? (pro rizné hodnoty c).

(c) Porovnejte vykonnost ptedchozich dvou algoritmii.



3. Soubor mex1ico.m obsahuje makroekonomicka data pro Mexiko z let 1955-1974. Mame k dispozici tfi speci-
fikace produkénich funkef této ekonomiky, Cobb-Douglasovu funkci

[e3 Q3
Yi = a1 X5 X357 + €,

oy

CES produkéni funkcei (obvykly je poZadavek 8y + 53 = 1, coZ miiZete provést v rdmci roz§ifeni modelu)

1
Y= By |B:X5 + B x5 ™ + e

a linedrni produk¢eni funkcei
Yi=m + 72X + 13 X3 + €.

Proménnd Y; odpovidd HDP dané ekonomiky, kdy vyrobnimi faktory jsou prace, Xo; a kapital X3;. V ramci
odhadu budeme pracovat s proménnymi vyjadfenymi jako odchylky od svych primérnych hodnot (tedy s po-
moci index(, kde primér dané veliiny je roven jedné). Vyraz 1/(1 — 34) v CES produkéni funkci pak odpovida
elasticité substituce.

(a) Odhadnéte produkcni funkce mexické ekonomiky s vyuZzitim Random Walk Metropolis-Hastings algo-
ritmu. UvaZujeme apriorni hustotu pro parametry odpovidajici normalnimu rozdéleni a pro pfesnost chyby
odpovidajici gama rozdéleni). Ndhodn4 sloZka pochdzi z normélniho rozdéleni (s pfepokladem nezavis-
losti pozorovani).

(b) Ktera ze specifikaci 1épe odpovidd datim? (vyuZijte pro konstrukci bayesova faktoru metodu Gelfanda a
Deye a pokuste se rovnéZ simulovat na zdkaldé modelli vybrané momenty v pozorovanych datech, tedy
stiedni hodnotu a rozptyl resp. smérodatnou odchylku)



