Kapitola 3

Diferencialni rovnice

Diferencidlni rovnice jsou dalsi oblasti, ve které vyuzijeme integralni pocet. Diferencidlni rovnice je rovnice, ve
které jako proménna vystupuje funkce a jeji derivace. V tomto textu se pro jednoduchost budeme zabyvat pouze
diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu (tzn. témi, ve kterych vystupuje pouze 1. derivace nezndmé funkce),
konkrétné pak nejjednodussimi typy — autonomnimi rovnicemi a rovnicemi se separovanymi proménnymi.

Diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi mtiZzeme obecné zapsat ve tvaru

kde f(x) a g(y) jsou spojité funkce.

Autonomni rovnice je rovnice se separovanymi proménnymi, ve které je f(x) = ¢, kde c zna¢i konstantu.

Postup feSeni

Pfi Fe$eni diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi nejprve najdeme nulovy bod funkce g(y), 4.
fe$eni rovnice, pro kterd je ¢(y) = 0. Reeni y takovd, Ze g(y) # 0, nalezneme rozepsanim

p_dy
Y= I

a separovanim proménnych. Rovnici tedy upravime do tvaru
dy
—— = f(x)dx.
s

Tuto rovnici nasledné zintegrujeme, ¢imZ ziskdme obecné feSeni. Pokud je to moZné, vyjadiime z této rovnice
y. Tento postup si nyni ukdZeme na dvou vzorovych piikladech.

ReSené priklady
Piiklad 1
Vyte$me diferencidlni rovnici
r__Y
(A P

Nejprve najdeme nulovy bod funkce g(y), kterym je v tomto piipadé y = 0. Tato diferencidlni rovnice md tedy
trividlni feSeni, coZ musime zohlednit ve vysledném feSeni. Poté rovnici za pfedpokladu, Ze y # 0, upravime



separaci proménnych do tvaru
dy dx

y  1+x

Odtud integrovanim obou stran uvedené rovnosti ziskdme

Inlyl=In[14+x|4+¢, ceR.
Odlogaritmovanim obou stran pak dostaneme
ly|=kl1+x|, k=e">0,
z ¢ehoz po odstranéni absolutni hodnoty plyne
y=I1(1+x), I==xe, 1eR\{0}.

Soucasné samoziejmé musime uvazit, Ze hodnoty, které muize integra¢ni konstanta nabyt, se s ipravami méni
také, coZ je ve vypoctu naznaceno. Takto podrobné znacdeni integra¢ni konstanty jiz v nasledujicich prikladech
pouzivat nebudeme, pismeno ¢ bude oznacovat jeji vSechny mozné tvary. ReSeni y(x) = 0 muZeme ziskat

vy 2

volbou konstanty / = 0. Rozsifime-li tedy defini¢ni obor / na celé R, ziskdme obecné feSeni

y(x)=1(1+x), I€R.

Piiklad 2

Nyni vyfesime diferencidlni rovnici ve tvaru

! _ -2

y=(x-2y"

Jednd se opét o rovnici se separovanymi proménnymi, postup feSeni bude tedy analogicky postupu popsa-
nému vyse. V tomto piipadé neexistuje feseni, ve kterém g(y) = 0. Nejprve tedy rozepiseme ¢len i’ na podil
diferenciélt a vynasobime celou rovnici vyrazem y?, &imz ziskdme

» dy

Y a:x—Z.

Vyndsobenim celé rovnice ¢lenem dx a ndslednym integrovanim postupné dostaneme

/yzdy:/x—de,

3 2

x
g—?—Zx—l-c.

Nyni jiZ pouze osamostatnime y, vynasobenim celé rovnice tfemi a jejim tfetim odmocnénim tedy dostdvame

2
3/3x

y=\ 5" 6x +c,
kde x € R, c € R. V8imnéte si, Ze pfi ndsobeni rovnice ¢islem 3 se s konstantnim ¢lenem nestalo nic, porad
je to pro nds konstanta, pfestoZe ta ve vysledku je formdalné trojndsobné vétsi nez ta, kterou jsme ziskali pti
integrovani.



Pocdtecni podminky

Pti feSeni diferencidlnich rovnic, a to zejména pii feSeni praktickych pfikladd, se mizeme setkat se zaddnim,
které obsahuje tzv. pocate¢ni podminky. Témi jsou uréeny néjaké konkrétni hodnoty funkci v danych ptikla-
dech. Pfedstavit si to mtizeme napf. tak, Ze zkoumame, jak klesa teplota dortu vytazeného z trouby v mistnosti,
pfi¢emZz zname jeho pocate¢ni teplotu a teplotu po napt. 10 minutédch, kdy je vytazeny. Diky témto poc¢ate¢nim
podminkam pak mtiZeme urcit hodnotu integra¢ni konstanty a ziskat néjaké konkrétni vysledky. V prikladu

s dortem by Slo napft. o ¢as, za ktery bude mit dort nap¥. stejnou teplotu jako vzduch v mistnosti.

Konkrétni pfiklad s vyuZzitim poc¢atecnich podminek si ukdZeme jak na matematickém piikladu, tak ve slovnich

ulohéch.

Piiklad 3 - poc¢atecni podminky

Nyni si ukdZeme, jak vytesit diferencidlni rovnici ve tvaru

y =3x% —4x
s pocatecni podminkou
y(0) =1.
Rovnici vyFesime obdobné jako v pfikladech 1 a 2. Rozepsdnim ¢lenu i’ na podil diferenciélti ziskdme
d
d—z = 3x% — 4x.

Vynéasobenim celé rovnice ¢lenem dx a naslednym integrovanim postupné dostaneme

/dy = /3x2—4xdx,

y=x>-2x2+c

Nyni zjistime konkrétni hodnotu integra¢ni konstanty c, nebot vime, ze y(0) = 1. S vyuzitim pocate¢ni pod-

minky dostdvdme rovnici
y(0)=1=0°-2-0%+¢,

ze které plyne, Ze ¢ = 1. Hledané feSenti je tedy ve tvaru
y=x>-2x>+1.

ReSeni, které ziskdme s vyuzitim pocatec¢nich podminek, fikdme partikuldrni feseni.

Aplikace diferencidlnich rovnic

Hlavnim dtivodem pro zahrnuti diferencidlnich rovnic do této kapitoly je jejich Siroka aplikovatelnost, a to jak
v pfirodnich védach, tak i v ekonomii. Jednim z klasickych pfikladti je spojité troceni. Tuto aplikaci diferen-
cidlnich rovnic v ekonomii si ukdZeme na konkrétnim, feSeném pitikladu. V tomto pfikladu si také ukazeme,
jak diferencidlni rovnici sestavit. Podil diferencidlt vlastné znamend tempo zmeény néjaké veli¢iny, diferencialni

rovnice tedy vyuZzijeme, kdyZ se nékterd proménnd meéni, nap¥. v ¢ase. To je i pfipad droceni.



Piiklad 1 - spojité tiroceni

Profesor P. zacal Setfit na diichod hned po nastupu do préace, a proto ma ted na spoficim ti¢tu 500 000. Na tomto
actu je urok 3 % pripisovéan spojité. Jestlize profesor planuje odejit do diichodu za 10 let, kolik penéz mtiZe na
uctu ocekdvat? Daéle zjistéte, jak se tato ¢astka zméni, jestlize bude profesor v téchto deseti letech ukladat vzdy

10 000 ro¢né. Na jak dlouho profesorovi naspofend ¢astka vydrzi, jestlize si bude po odchodu do dichodu vy-
birat kazdy rok 60 000?

Reseni. Ozna¢me P = P(t) ¢astku penéz na uctu v tisicich v ¢ase t méfeném v letech a k arokovou miru. Ze
zadéani vime, ze P(0) = 500 a Ze je trok p¥ipisovan spojité. Po uplynuti ¢asu # miZeme na uctu ocekévat ¢astku

P(t+h) = P(t) + khP(t).
Tento vyraz nyni upravime na
P(t+h) — P(t)
h

Jestlize posleme h limitné k nule, ziskdme na levé strané derivaci P'(t), a to z definice derivace. Rozepsanim
P'(t) = % pak obdobné jako v matematickych p¥ikladech mtizeme sestavit diferencidln{ rovnici

= kP(t).

dp

E—kP.

Tato rovnice md opét trividlni feSeni P = 0. V naSem piipadé je k = 0,03. Tuto rovnici feSime obdobné jako
rovnice pfedchozi separaci proménnych, ¢imZ ziskdme feSeni

P(t) = ce, ceR,

které v sobe zahrnuje i feSeni trividlni. Hodnotu integra¢ni konstanty ziskdme dosazenim pocatec¢ni podminky
do obecného feseni rovnice, tedy
P(0) = 500 = ¢S,

z ¢ehoz plyne, Ze ¢ = 500. P¥i odchodu do dtichodu mitiZe profesor ocekavat ¢astku
P(10) = 50027310 = 675,
tedy necelych 675 000. JestliZe si profesor zéroven kazdy rok ukldadd 10 000, bude mit v ¢ase ¢ + h na tc¢tu
P(t+h) = P(t) +0,03P(t)h + 10h.
Z této rovnosti muzeme P’ (t) vyjadtit jako

dpP
G 0,03P +10.

Jednd se o autonomni rovnici, jeZ vyfe$ime separovanim proménnych a integrovanim, ;.
dP
L
0,03P +10

1
0,03

Upravou a odlogaritmovanim poté dostaneme

z ¢ehoZz plyne

In[0,03P + 10| = t +c.

0,03P + 10 = c %%t



z ¢ehoZ mizeme vyjadfit P jako

_ 10 0,03t
P = 0 03 +ce”

Hodnotu integrac¢ni konstanty ziskdme dosazenim pocéate¢ni podminky do tohoto obecného feseni rovnice, t.

10
0,03

P(0) =500 = — + 0030,

a tedy
2500

3
P#i odchodu do dichodu mtize profesor ocekavat ¢astku

10 2500 .
4 2220 50,0310

PO =50+ 3

= 791, 549.

Dalsi ¢ast p¥ikladu mtizeme fesit obdobné. Hledana diferencidlni rovnice je v tomto pfipadé ve tvaru

dp

— =0,03P - 60, t>10.

dt
Vzhledem k podobnosti této rovnice a rovnice v prvni ¢ésti piikladu ponechdme podrobnéjsi feSeni na ¢tenafi.
Vysledek této rovnice je potom

60 0,03t
P = = — 242.
0 03 +ce”™", kde c = —895,

Toto ¢ jsme ziskali dosazenim podminky P(10) = 791, 549 z pfedchozi ¢asti pfikladu. Zbyvé tedy odpoveédét na

otdzku, na jak dlouho mu naspotend ¢astka pfi vybirani 60 000 ro¢né vydrzi. Hleddme tedy ¢, které fesi rovnici
0 = 2000 — 895,242 "% .

Upravou a logaritmovanim se dostaneme k vyrazu

2000
h‘ 895,242

© 0,03 7

z ¢ehoZz po vydisleni dostaneme t = 26,79 let. Musime ovSem vzit v tivahu, Ze prvnich 10 let profesor stéle
uklada 10 000 ro¢né. Profesorovi, ktery v 11. roce poprvé vybere 60 000 a pak s vybérem nepfestava do té doby,
nez mu tspory dojdou, naspofené penize vydrzi na téméf 17 let stravenych v diichodu.

Piiklad 2 - rovnhovazna cena

Ozna¢me P = P(t) cenu zbozi v ¢ase t vyjadieném v tydnech, D = D(P) = a — bP poptdvku po zboZi pfi
cené Pa S = S(P) = a + BP nabidku zboZzi pti cené P. Rychlost, s jakou se méni cena, je tmérnd rozdilu mezi
poptavkou a nabidkou. Najdéte rovnici pro P(t) v ptipadé, ze poptavka je ddna rovnici D(P) = 25 — 2P a na-
bidka S(P) = 5+ 3P. Firmy ov8em tyto rovnice neznaji a nastavily tak cenu za kus rovnu 5,5. V prvnim tydnu
prodeje zboZi se prodejctim nedafi tak, jak pfedpokladali, a proto za¢nou cenu spojité snizovat tak, zZe po prv-
nim tydnuje P = 5,4. Zajak dlouho se trh dostane do bodu vzdaleného maximalné 5 % od rovnovazného stavu?

Regeni. Rovnovéazna cena P je cena, kterd vyrovnavé nabidku zboZ{ a poptdvku po ném, plati pro ni tedy
D(P) =S(P) =25—-2P =5+3P,
z ¢ehoz plyne P = 4. Ze zadani nyni sestavme rovnici

P(t+h) = P(t) + k(D — S)h,



ze které tipravou dostaneme
w = k(D -Y5).

Obdobné jako v pfedchozim pfikladu ziskame limitnim pfechodem pro h jdouci do nuly na levé strané derivaci
P'(t). Hledanou diferencidlni rovnici pak mtizeme zapsat ve tvaru

dpP

E:k(D—S):k[a—bP—(zx—i-/SP)]zk[a—zx—P(b—i-,B)].

Jde o autonomni rovnici, kterou vyfesime nejprve obecné. Separovdnim proménnych a integrovanim dosta-

neme
/ka—oc— P(b+ B)] /dt

nla—a—Pb+p)=t+c, ceR

z ¢ehoz ziskdme ,
-1
k(b+B)
Odtud stejnym postupem jako v pfedchozich tlohach dostaneme obecné feseni rovnice, které je nyni ve tvaru

a—un

= b1 B —cek(bﬂg)t, ceR.

Toto feSeni v sobé zahrnuje i feSeni konstantni. S vyuzitim konkrétnich hodnot ze zaddni miiZeme psét

_ 25 kg oSk

2+3

Zéroven vime, ze P(0) = 5,5, z ¢ehoz plyne ¢ = —1,5,a P(1) = 5,4, z ¢ehoz ziskdme rovnici pro k, tj.
54=4+1,5¢e"

a tedy
14

In
k= 15
5

Nyni najdeme cas, ve kterém bude cena maximalné 5 % od své rovnovazné hodnoty. Vzhledem k tomu, Ze
P je Klesajici funkce (ovéfeni ponechdme na ¢tendfi), a P(0) = 5,5, nds zajima cas, ve kterém cena klesne na
hodnotu 4,2. Pro tento ¢as plati rovnost

=0,0138.

4,2=4+1,5e 2001381
z ¢ehoZz plyne

=~ 500138 2%

Cena se dostane 5 % od své rovnovazné hodnoty za p¥iblizné 29 tydnu.

Piiklad 3 - Solowiav model

Jednim z ptikladti diferencidlni rovnice, se kterou se pti studiu ekonomie mtizeme setkat, je Solowtiv (nékdy
téz Swanuv-Solowtiv) model ekonomického ristu. Tento model si nyni pfedstavime, nejprve vsak zavedeme
znadeni. Ozna¢me K = K(t) celkovy kapitdl dané zemé&, Y = Y(t) produkt (. HDP), L = L(t) celkovou
pracovni silu, k(t) = k = K/L kapital na osobu (tzv. kapitdlova intenzita), y(f) = y = Y/L produkt na
osobu, pficemZ vSechny tyto ukazatele uvazujeme v ase t. Ozna¢me déle L = dL/dt zménu poctu obyvatel,
n = L'/L tempo rlistu populace, které budeme uvazovat konstantni (tj. mtizeme ho zapsat nap¥. jako tempo
riistu ve vychozim fasovém okamziku n = L'(t)/L(ty), v ¢ast produktu, kterou investujeme do kapitalu,



a d > 0 depreciaci kapitalu (4. to, jak se kapital v ¢ase opotiebovava). V tomto pfikladu budeme dale uvazovat
Cobbovu-Douglasovu produkéni funkci, kterd je ve tvaru

Y = AK*L,

kde A > 0 oznacuje produktivitu a &« € (0,1) je koeficient udavajici podil kapitalu. Tato produkéni funkce
spliiuje klasické pfedpoklady, kterymi jsou konstantni vynosy z rozsahu (coz mtizeme pro produkéni funkci
obecné zapsat jako F(zK, zL) = zF(K, L)) a kladny a klesajici mezni produkt (. F/(K,L) > 0, F/}(K,L) < 0).
Ovéfeni toho, ze pro Cobbovu-Douglasovu produkéni funkci jsou tyto pfedpoklady splnény, ponechdme na
Ctenafi. Jestlize Y = AK*L!®, mtzeme produkci na osobu zapsat jako

Y AK*L™

K ® L 1—a .
L L _A<L> <L> = Ak

Pro jednoduchost uvazujme model, ve kterém je A konstantni, a ktery odpovida situaci v uzaviené ekonomice
(tj. plati, Ze investice 7Y se rovnaji tispordm). Zménu kapitdlu mizeme z definice zapsat jako rozdil investic do
kapitélu a depreciace kapitdlu, mame tedy rovnici

K(t+h) = K(£) + h(7Y — 6K),

ze které tipravou (obdobnou té provedené v piikladu 1 o spojitém droceni) a limitnim pf¥echodem pro / jdouct
k nule dostaneme diferenciélni rovnici
K'(t) = yY — K.

Nyni se zaméfime na tzv. kapitalovou intenzitu k, pro nizZ mtizeme psat

K\ KL-KL K K L qY-¢K
/— J— = — = = = p— J—
k _(L> L2 L L L L kn =y = ok — kn.

Vezmeme-li v tivahu Cobbovu-Douglasovu produkéni funkci, tj. y = Ak®, ziskame
k' = Avyk“k(6 + n),

coz je diferencidlni rovnice jiného typu, nez s jakou jsme se dosud setkali. Jednd se konkrétné o Bernoulliho rov-
nici. Tato rovnice se obecné fesi vydélenim celé rovnice nejvy3si mocninou k% a ndslednou substituci z = k!¢,
z' = (1 — a)k~*k’. Tuto rovnici nyni spole¢né vyfesime postupem nastinénym vyse a najdeme hodnotu kapita-
lové intenzity v dlouhém obdobi (pro t — o0) za pfedpokladu, ze § 4+ n > 0. Jaky je pro tuto hodnotu produkt
na osobu y?

Reseni. Jak jiz bylo naznaceno, rovnici nejprve vydélime ¢lenem k%, ¢imZz ziskdme

K _
= Ay — K85+ n).

Nésledné zavedeme substituci z = k'=%, z/ = (1 — a)k %k’. Funkce z je stejné jako funkce k funkci asu, tj.
proménné t. Timto krokem dostaneme rovnici ve tvaru

Z/

1—a

= Ay —z(6+n).

Tato rovnice je autonomni, umime ji tedy vytesit separaci proménnych, ktera v tomto pfipadé vypada nasle-
dovné

1d—t¢x = Ay —2z(6+n),

110</A'yz(5+n) :/dt'

a tedy po tpravé




Abychom snadno vyfesili integral na levé strané rovnice, vynasobime celou rovnici jedni¢kou, rozepsanou

—(6+n)
—(6+n)’

v tomto p¥ipadé jako ¢mz ziskdme

- —(0+4n) / dr.
((5+n)1—1x Ay —z(6+n)
Nyni mame v ¢itateli zlomku v integralu na levé strané rovnice derivaci pfislusného jmenovatele, coz mtizeme

jiz snadnéji zintegrovat. Timto ziskame

—1
Grma—a lAr—z0+ml=t+ec

V nasledujicich krocich osamostatnime z, a to nap¥. nasledujicim zptisobem:
In|Ay —z(6+n)|=—=(+n)(1—a)t+c,

Ay — Z((S + 7’1) _ Cef((5+n)(1frx)t’

(5 —'1_ n) [A’)/ —ce (§+n)(1foc)t}'

Vzhledem k tomu, Ze c je libovolna redlna konstanta mtizeme pfedchozi rovnost upravit na

_ Ay —(6+n)(1-a)t
= S +ce .

Nyni se jiz vratime k ptivodni proménné k(t), neboli kapitalové intenzité, pro kterou mtizeme psét

1
I—a

k(D) = [ 4L+ cer o]

Za predpokladu, ze 6 +n > 0, jde vyraz e~ (e+m)(1-a)!

bude kapitalova intenzita v blizkosti hodnoty

pro t jdouci do nekonec¢na k nule, v dlouhém obdobi

1
A/)/ T—a
SS . __
= (5+n)

Znaceni k% a pozdéji i y** jsou zde pouZzity zdmérné, nebot tyto hodnoty oznacuji tzv. stabilni ¢i ustdlené stavy
neboli ,steady states”, ke kterym se trovné kapitdlu a produktu dlouhodobé blizi. Tento ustdleny stav mtizeme
definovat jako bod, ve kterém se proménna jiz nemeéni v Case, tj. jeji derivace podle ¢asu je nulova. Z tohoto
plyne, Ze ke stejnému vysledku jsme mohli dojit poloZzenim k' = 0 v rovnici

k' = Ayk"k(6 + n).
Pro produkt na osobu mtizeme s vyuZzitim znalosti rovnice kapitdlové intenzity psat

Ay —(04n)(1—a)t e L (6+m)(1—a)t =
_ x_ n « _ AT= n o
y(t) = A* = A 3 n+ce = AT 3 +Ce ,

kde C = £.V dlouhém obdobi je V dlouhém obdobi je y v blizkosti hodnoty, kterou ozna¢ime y** Pro tuto

hodnotu plati
R
S5 = Al—zx .
Y ((5 + n)

Hodnoty k** a y** jsou vyznamné vystupy tohoto modelu, nebot pomoci nich mtizeme porovnavat zemé, které
se lisi napf. jen v réistu populace n. Tyto hodnoty udavaji jakési stabilni tirovné kapitalové intenzity a produktu




na osobu, ke kterym jednotlivé zemé& sméfuji. Tento model tak umoziiuje rlist pouze, pokud se zmensi 7, nebo
se sniZi troven depreciace J, nebo se zvysi produktivita A ¢i ¢ast tspor investovand do kapitélu 1.

Ackoli je tento model velmi jednoduchy, srovndme-li jeho vysledky s daty, pfedpovida dobfe urcité trendy,
jako napfiklad fakt, Ze zemé s vy$si mirou tspor 7y maji tendenci mit vy3si kapitalovou intenzitu. Model je
samoziejmé mozné rozsifit napf. o zahrnuti lidského kapitalu (tj. jakési kvality pracovnikti) nebo o rozsiteni
produktivity na soucet efektivnosti a technologie, které jiz nejsou konstantni. V p¥ipade téchto rozsifeni modelu

jiz nelze obecné ¥ici, jakou rovnici mtizeme model popsat, nebot zélezi na konkrétnich podobach jednotlivych
funkci.



NetesSené piiklady
Matematické piiklady

1. Vyfeste nasledujici autonomni rovnice a rovnice se separovanymi promeénnymi:

(a) ¥ =ky () ¥ =L
(b) ¥ =3Y/y? B 2 — w0
(c) ¥y =6x*+10x -6 () xy'—y =
/ 2_
(@) = (8) ¥ = 5

2. Vyfeste nasledujici diferencidlni rovnice s poc¢ate¢nimi podminkami:

(a) ¥ = =25, kdey(0) =2 (d) x+y' =2,kdey(2) =5
(b) vy =x° —2x,kdey(1) =0 (e) (x—1)y +y?>=0,kdey(2) = —1
(c) ¥ = XL%, kdey(—2) =4 (f) (x+1)dy+xydx =0,kdey(0) =7

Ekonomické piiklady
Pomoci separace proménnych sestavte a vyfeste ndsledujici slovni tlohy:

1. Klara zacala ve svych 25 letech spof¥it na diichod tak, Ze na ticet se spojitym pfipisovanim troki uklddala
15 tisic roéné. Ve svych 40 letech se zacala strachovat, zda se ji timto zplisobem podafi vysnénou ¢astku
milion korun naspotit do jejich 65 let, kdy ma v planu odejit do dtichodu. JestliZe je iirokova sazba 2 %,
vypoctéte, zda se ji to podafi.

2. Obdobné jako v feSeném piikladu 2 najdéte rovnici pro rovnovaznou cenu P(t) v p¥ipadé, Zze poptavka
je ddna rovnici D(P) = 50 — 2P a nabidka S(P) = 2 4 4P. Po&ate¢ni cena, kterou firmy nastavily, je rovna
10, cena po dvou tydnech pak 9,4. Za jak dlouho se trh dostane do bodu vzdaleného maximélné 10 % od

LNz

rovnovazného stavu?
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