Kapitola 5

Diferencialni pocet v R"

ReSené piiklady

1. Gradient a Hessova matice

Zaddni. Naleznéte a zapiste gradient a Hessovu matici funkce f (x1, x2, X3) = x‘l1 + 4x%x§ + 2x§.
Reseni. Nejprve si zopakujeme jak vypadd gradient funkce a Hessova matice.

Gradient funkce mtiZeme obecné zapsat jako
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Hessova matice je pak v obecném tvaru zapséna jako
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Zacneme tedy s vypoctem prvnich parcidlnich derivaci funkce. Postupné dostaneme

of _ 4.3
E = 4xj
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a zapiSeme gradient jako

4x§
Vf(x1,x2,x3) = 8x2x3 .

Sx%xg =+ 8x§



Pro zéapis Hessovy matice potfebujeme vypocitat druhé parcidlni derivace a smiSené parcidlni derivace. Po-
stupné opét dostaneme
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a zapiSeme do matice
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2. CES funkce

V mnoha ekononomickych ucebnicich je zminéna Constant Elasticity of Substitution (CES) produkéni funkce

Q=faK# +(1-a)L ] 7,

ve které je elasticita substituce ddna jako o = ﬁ, p > —1. Pfi vhodné Gipravé lze tuto rovnici pfepsat na Le-
ontiefovu produkéni funkci & Cobb-Douglasovu produkéni funkei. Tyto produkéni funkce ziskdme pfi feSeni
nasledujicich problém:

lim Q = ymin{K, L}

p—00
lim Q = yK*L'~,
p—0
My si nyni na¢rtneme dtikaz, pro¢ tomu tak je.

Dtikaz vychazi z technik relevantnich pro informaci, ze CES funkce ma formu zobecnéného vazeného pru-
mérLﬂ UvaZujme obecny p¥ipad:

Qr = v[aK P+ (1 —a)L™F] % k>0,

ze kterého odvodime Leontiefovu produkéni funkce a Cobb-Douglasovu produkéni funkci.

2. 1. Leontiefova produkéni funkce

Jelikoz se zajimame o limitu kdy p — co, mlizeme ignorovat interval, pro ktery plati p
p jako striktné pozitivni. Bez ztrity na obecnosti pfedpokladejme, ze K > L = (1/K?)

v .

Nyni ovéfime, Ze plati ndsledujici nerovnosti:

0. Uvazujme tedy
(1/Lf)aK,L > 0.

<
<
(a0 (1/15) < 9Q;" < (1/1F) = (1-a)"P(1/1F) < [a(1/KP) + (1 - @) (1/L9)]F < (1/15).
Umocnénim na p/k ziskdvame
(1—-a)(1/L°) <a(1/KP) + (1 —a)(1/LP) < (1/LF).

Pfedchozi rovnice vzhledem k pfedpokladim plati. Nyni vyuzijme prvni element vyrazu zminéného dfive a
limitnim pfechodem pro p — co dostaneme

lim (1 —a)*P(1/LF) = (1/LF).

p—>00

1ZaloZenona publikaci Arrow, K.J., Chenery, H. B., Minhas, B. S., Solow, R. M. (1961). Capital-labor substitution and economic efficiency.
The Review of Economics and Statistics, 225-250.



Diky tomuto vysledku lze ukazat, Ze plati

: _ Y ik . k
plg{}oQk—W—'yL = q[min{K, L}]".

Jednoduchym dosazenim k = 1 pak ziskdvdme Leontiefovu produkéni funkci.

2. 2. Cobb-Douglasova produkéni funkce

V prvnim kroku zapiSeme funkci pomoci exponenciélu jako

7T 1Qr = exp {—I; -In [a(Kp)fl +(1- a)(LP)*l} } )

Ve druhém kroku vyuzijeme Maclaurintv rozvoj prvniho fadu (Taylortiv rozvoj soustfedény na nulu) vzhle-
dem k p:

a(K) P+ (1 —a) (1P =a(K) T+ (1—a) (L)) = a(K") 2K InK — (1 —a)(LY) L% In L + O(p?) =

=1—palnK —p(1—a)InL+0(p?) =1 +p[an‘”L_(l_“)] +0(p?).
Dosazenim vyrazu zpét do exponencialni funkce ziskdme
- —ap—(1- —k/p
1710 = (1+4p[ImK L~ 0=7] + 0(p?)) .

V dal$im kroku definujeme r = 1/p a pfedchozi vyraz pfepiSeme do tvaru

In K= —(1-0) o
710 - (1 LS o<r2>)

Nas vysledek nyni vypada jako vyraz, jehoz limita v nekone¢nu nam dé néco exponencidlniho:

%%Tle = rhjf}o 7 Q= (exp {an—”L—(l—“)})fk

= lim 0 = 7 (k=)'

Stuperi homogenity k nasi funkce je zachovan a pokud k = 1, dostaneme Cobb-Douglasovu funkci.

3. Log-linearizace

Regeni mnoha dynamickych ekonomickych optimalizaénich problémti vede na soustavu nékolika (¢asto i desi-
tek) diferen¢nich rovnic. Ve vSeobecnosti pro takovou soustavu rovnic nemusi existovat explicitni feSeni. Z to-
hoto d@ivodu se vyuzivaji aproximaéni metody, konkrétné v ekonomii je velmi castym piistupem praveé technika
nazyvana log-linearizace. Pfinosem log-linearizace je linedrni aproximace soustavy diferen¢nich rovnic, jejiz
feSenf je z matematického hlediska dobfe prostudované. Za jistych podminek pak dokaZeme najist alespori
jedno takové feSeni.

Pred tim, neZ pfejdeme k samotné log-linearizaci, je nutné si pfipomenout nékolik matematickych zakladt.
Zacneme Taylorovym polynomem, ktery se pouZziva jako polynomické aproximace funkce. Uvazujme funkci f
jedné proménné x, kterd ma derivace vSech fadi. Potom podle Taylorovy véty miizeme tuto funkci rozvinout
jako Taylorovu fadu v okoli bodu x, tj. plati

"(x o (k) x
09 = flo) + £ o) =)+ e = P IS 61)



N

Pokud je f dostate¢né hladkd, budou derivace vyssich ¥adt blizké nule (zanedbatelné), a proto mtizeme psat

f(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0). (5.2)

Tyto vysledky miiZeme bez Gjmy na obecnosti rozsifit na funkce vice proménnych. Pro jednoduchost pfedpo-
kladejme, Ze nyni je f funkce dvou proménnych x a y. Linedrni aproximace této funkce v okoli bodu (xg, yo) je
potom

f(x,y) = f(x0,y0) + fr(x0,y0) (x — x0) + fy(x0,40) (¥ — ¥o0), (5.3)

kde f; a f;, znaci p¥islugné parcidlni derivace.V makroekonomickém modelovéni se obvykle za bod xo, resp. yo
voli ustaleny stav (steady state), ktery budeme v dal$im textu znacit x*, resp. y*.

Pti log-linearizaci budeme pracovat s tzv. logaritmickymi odchylkami od ustalenych stavii (znacené vinkou),
které jsou definované jako

Xt = ln% =Inx; — Inx*. (5.4)

Dale plati

po Xt xp—x*\ | xp—x
:lnx*zln<1+ = >~ | (5.5)

pfi¢emZz uvedend aproximace pochdazi z Taylorova polynomu fadu 1 v okoli bodu x* (o ¢emZ se mtizete sami
presvédiit, stadi viak ekvivalentné ukdzat, Ze In(1 + x) =~ x pro x blizké nule). Posledni vyraz v rovnici
se nazyva procentudlni odchylka od steady state, a proto se v okoli steady state logaritmické a procentudlni
odchylky aproximativné rovnaji.

Pfimo z rovnice (5.5) dostdvadme aproximaci
xr = x (14 %3), (5.6)

jejiz aplikace na ptivodni rovnici (kterou chceme log-linearizovat) se v literatufe nazyva substitu¢ni metoda.
Tento postup se ¢asto pouZziva v linedrnich rovnicich.

Nyni jesté uvedeme posledni obvykly pfistup log-linearizace, a to pfes exponencidlni funkci. Z rovnice (5.4)
mame

Inx; =Inx* + x;, (5.7)
a po aplikaci exponencidlni funkce dostaneme
xp = elnx*Jrft — elnx* eft = x* ef“. (5.8)

Dile pouzijeme Taylortiv polynom prvniho ¥adu funkce e¥ v bode x* = 0, ¢imz dostaneme (ptesvédcte se
sami)

e¥t 147 (5.9)

Po dosazeni do (0.8) ziskdme opét rovnici (5.6). Linearizovani rovnic pfes exponencialu je typické pro kompli-

kovanéjsi rovnice, zvlasté pokud jiz ptivodni rovnice obsahuji exponencialni ¢len.



V tomto momenté uz méte vsechny potfebné znalosti na to, abyste pochopili zdkladni myslenku log-linearizace.
Zacneme vseobecnéjsim prikladem, na kterém bude jasné vidét cely obvykly postup.

Predpokladejme, Ze mame nasledujici nelinedrni funkéni zavislost
x
flo =81, 6:10)

kde f, g a h jsou né€jaké funkce jedné proménné, jejichz prvni derivace existuje. Pro jednoduchost budeme jesté
abstrahovat od ¢asové slozky, coZ si mtizeme pfestaviti tak, Ze uvaZujeme jen jeden fixné dany ¢asovy okamzik.
Logaritmovanim rovnice ziskdvdme

N {CON
Inf(x)=In ) Ing(x) —Inh(x). (5.11)

Nyni aplikujeme Taylortv polynom prvniho fadu na funkce In f(x), Ing(x) a Inh(x) v okoli néjaké pevné
ustdlené hodnoty x*. Dostdvame tedy

At "
Inf(x)~Inf(x*)+ x—x*), 5.12
£ = fx') + T ) 5.12)
N ACY) ;
Ing(x) ~Ing¢(x™)+ x—x%), 5.13
§(x) ~Ing(x) + <y (v = 27) (5.13)
~ ACY !
Inh(x) ~ Inh(x*) + e (x —x™). (5.14)
Linearni aproximace tak vede na rovnici
NACY . oy 8(7) " A "
In f(x™) + ~(x—x7) =Ing(x") + ~(x—x7) —Inh(x") — ~(x —x7). (5.15)
£+ S ) =gl + 8 - ) —Inn(e) G e w)
ProtoZze soucasné z funkéni zavislosti plati
Inf(x*) =Ing(x*) —Inh(x"), (5.16)
tyto ¢leny se navzdjem vyrusi a my dostaneme
/ * /(A% I (%

f(x%)

Rovnici (5.17) vyndsobime a vydélime ¢lenem x* (vlastné jen rozsifime celou rovnici jednickou, jeji platnost
tedy ztstane zachovana), ¢imz ziskdme

g(x*)

) (=) xg(x) (x—xt) W (xT) (x - x7)
flr) o x glxr)  x h(x)  x
V poslednim kroku si uz jen uvédomime, Ze procentni odchylka se aproximativné rovna logaritmické, ¢imz
ziskame finalni vysledek

x. (5.19)

Vseobecné pfi log-linearizaci postupujeme v nédsledujicich krocich:



1. zlogaritmujeme obé strany rovnice;
2. dané funkce rozvineme do Taylorovy fady prvniho stupné, obvykle v okoli steady state;

3. upravujeme tak dlouho, dokud nejsou vSechny ptivodni proménné vyjadfené v logaritmickych (procen-
tualnich) odchylkach.

V nésledujici ¢asti si ukdZeme nékolik ekonomickych pfikladti log-linearizace pro pochopent jistych klicovych
algebraickych tiprav, které jsou v odborné literatute obvyklé.

3. 1. Multiplikativni zavislost
Zaddni. V okoli steady state log-linearizujte Cobb-Douglasovu produkéni funkei
v = akin} %, (5.20)

kde y; znaci produkt, a; aroven technologie, ks mnoZstvi kapitalu, n; pracovni silu a « € (0,1) je margindlni
(mezni) produkt kapitdlu.

Reseni. Budeme postupovat ptesné podle ti1 krokt uvedenych vyse. Nejprve tedy celou rovnici zlogaritmujeme,
t.
Iny; =Ina; + alnk; + (1 — a) Inny. (5.21)

Dale obé strany rovnice rozvineme do Taylorova polynomu prvniho stupné v okoli steady state a ziskdme

1 1 1-—-
Iny* + y—*(yt —y") =Ina" + aTF(at —a")+alnk* + %(kt —kK)+(1—-a)lnn* + (ni*a)(nt —n*). (5.22)
V poslednim kroku se vénujeme tipravé. Nejprve si vSimneme, Ze
Iny* =Ina* +alnk* + (1 —a)Inn®, (5.23)
a tyto ¢leny se v rovnici (5.22)) vyrusi. Mame tedy
1 1 1-
den =) = o) =)+ ), (529

V tomto moment€ uz jen vyuZzijeme znalosti, Ze se procentualni odchylky aproximativné rovnaji logaritmickym
odchylkam, takze vysledek je ve tvaru

U = a; + aky + (1 — o). (5.25)
Porovnejte tento vysledek s ptivodni rovnici.
3. 2. Linedrni zavislost
Zaddni. Uvazujme Gcetni identitu v uzaviené ekonomice s nulovymi vlddnimi vydaji danou jako
yr=ct+1ip, (5.26)

tedy celkovy vystup je roven souctu spotieby a investic v modelové ekonomice. Log-linearizujte rovnici (5.26))
v okoli steady state.



Reseni. Postupujeme analogicky jako v pfedeslém piikladu. Tuto rovnici zlogaritmujeme a ziskame
lnyt = ln(ct + lt) (5.27)

Naésledny Taylortiv polynom prvniho stupné v okoli steady state vede na

1
Iny* + 2 (v —y) =In(" +i7) + (cr =) + (i =1, (528)

C* + l* C* + l*
pfi¢emz si musime uvédomit, Ze na pravé stran€ mame funkci dvou proménnych, takZe aproximujeme podle
vztahu (5.3). Déle plati

Iny* =1In(c* +1%), (5.29)
coz nam rovnici (5.28) zjednodusi na tvar
yi(yt*y ):m(ct*C )+m(li*1 )- (5.30)

Navic specidlné také plati y* = c¢* + i*, proto

1 1 1. .

y—*(yt—y*) = y—*(ct—c*)—i—y—*(zi—z*). (5.31)
Uz jen provedeme tpravu trikem, a to tak, Ze prvni ¢len na pravé strané vydélime a vyndsobime c* a druhy
¢len vydélime a vyndsobime i*, a tedy po zavedeni vinovkového zna¢eni mame kone¢né

~ c* i~
Y= %Ct + flb (5.32)

Reseni. Jednodussim zptisobem je vyuZit jiz odvozeny vztah (5.6). P¥imou aplikaci na rovnici obdrzime
vV (A+7) =c(1+8)+i*(1+1). (5.33)

Po roznasobeni a vyuziti faktu, ze y* = c* + i* mame
Yy = e + i, (5.34)

odkud vydélenim y* dostdvame stejny vysledek jako v predeslém feSeni. Vidime, Ze tento postup byl zna¢né
Casové kratsi, zato je pomérné limitujici na funkéni tvar. Sami si miizete vyzkouset, jak bude vypadat log—
linearizace za pfedpokladu, Ze vladni vydaje g nejsou nulové.

V tomto okamziku miize jesté vyvstat otdzka, pro¢ jsme log-linearizovali rovnici, kterd je ptivodné linedrni.
Musime si uvédomit, Ze v ekonomickych modelech pracujeme s nékolika rovnicemi soucasné, pricemz tyto
rovnice nejsou véechny nutné linearni. Log-linearizaci jsme tak pfevedli linedrni rovnici v ptivodnich promén-
nych na linedrni rovnici v logaritmickych (procentualnich) odchylkach. Pokud bychom ptivodni rovnici , nelog—
linearizovali”, dostali bychom napfiklad v pfipad€ vystupu samotny vystup y;, zatimco napfiklad v pfedeslém
pfikladé jeho odchylku od steady state ¥, coz jsou dvé rtizné veliciny.



NetesSené piiklady

Matematické piiklady
1. Ziskejte parcialni derivace funkce y = x3x,. P¥i vypoctu vyuZijte definici parcialni derivace.
2. Pro nésledujici funkce:

(a) naleznéte prvni parcidlni derivace
(b) naleznéte druhé parcidlni derivace a smiSené parcidlni derivace

(c) urcete hodnotu kazdé parcialni derivace prox; =lax; =4

*y= f(x1/ x2) 12X1 — 6x1 Xo +4x2

o y=f(x1,x2) = (3x12 +5x1 +1)(x2 +4)
o y=flun) = P

e y= f(xl,xz) — (23X1)(62x1x22)

e y = f(x1,x) = 2In3x; —4In2x %,
*y= f(xlr xZ) = X12 —|—2x1le/2 —4x,

e Y= f(x1/ xz) = (X% —|—2x%)g*x%*xg

[ ] y = f<x1/x2) = (x% _2x%>€X]fx2

3. Naleznéte gradient funkce f(x1, xp,x3) = xﬁ‘xg x.

4. Naleznéte gradient a Hessovu matici pro funkci f(x1, x) = x3x;. Na tomto pifkladu demonstrujte plat-
nost Youngova teorému.

5. Uvazujte funkci f(w, x,y,z) = aw? + px ln(t,bz).

(a) Naleznéte ¢tyfi parcidlni derivace a ¢tyfi druhé parcidlni derivace této funkce.
(b) Naleznéte smiSené parcialni derivace fv.(w, x,y,z) a fuy(w, x,y,2).

(c) Urcete kolik unikatnich smisenych parcidlnich derivaci miize byt podle Youngova teorému ziskdno
z ptvodni funkce.

2
3

6. Ukazte, Ze je produkéni funkce y = f(K,L) = K2L iL homogennf se stupném homogenity Z 5

p

7. UkaZzte, e je produkéni funkce f(x7, x,x3) = x§x5xJ homogenni se stupném homogenity a + B -+ 1.
8. Urcete stupen homogenity pro nésledujici funkce:

(@) f(K,L) = VKL

() f(KL)=vVK+VL

(© f(K,L)=K>*+1?

1
9. Urcete stupent homogenity CES produkéni funkce y = y [aK™F + (1 — a)L~F] 7. UkaZte Ze pro tuto funkci
plati Eulertv teorém f1x1 + foxp = f(x1.x2).



Ekonomické piiklady

11
1. Najdéte a interpretujte parcidlni derivace produkéni funkce y = 10x7 x5 . Graficky zndzornéte sklon par-
cidlni derivace ;Ty] v bodech [x1, xp] = [25,4] a [x1, x2] = [25,9].
2. UvaZujte produkéni funkci ve tvaru:
y — 10L1/2K1/2,
kde L je mnoZstvi préce a K je mnozstvi kapitalu pouzitych ve vyrobé. Dale predpokladejte, Ze kapital je

konstantni s hodnotou Ky = 64.

(a) Pokud je redlnd mzda ekvivalentni meznimu produktu prace, takze plati: w = wA(%)l_"‘ =10, jaké
mnozstvi prace bude poptdvano? Co se stane s poptdvkou po praci, kdyz se redlna mzda snizi na
w = 8?

(b) Nyni pfedpokladejte, ze kapital pouZzity ve vyrobnim procesu neni konstantni a mtize vzrtist az na
K = 100. Pokud redlnd mzda ztistane konstantni w = 8, jaké mnoZzstvi prace bude poptavano?

(c) Naleznéte smiSené parcidlni derivace této produkéni funkce a vysvétlete, jaka je intuice za znaménky
vasich vysledki.

3. Pfedpokladejte, ze poptavka po cukru je funkei pijmu (Y), ceny cukru (Ps) a ceny sacharinu (P;) (sub-
stitutu cukru) a ma tvar:
Q4 = f(Y,P., Ps) = 0,05Y + 10P. — 5P;>

(a) Naleznéte parcialni derivace této funkce.
(b) Elasticita poptavky podle pffjmu je definovand jako:

9Q ¥

Y Qi
Vypocitejte elasticitu poptavky podle pffjmu, pokud vite, ze Y = 10000, s =5a P, = 7.

(c) Cenova elasticita poptavky je definovana jako:

0Q4 Ps
aps Qd.

Vypocitejte cenovou elasticitu poptavky, pokud vite, ze Y = 10000, Ps =5a P, = 7.

(d) K¥izova elasticita pro cukr a sacharin je definovana jako:

Q4 Pc.
aPc Qd‘

Vypocitejte kiizovou elasticitu poptavky, pokud vite, ze Y = 10000, Ps =5a P, = 7.

4. Najdéte a interpretujte mezni produkt Cobb-Douglasovy produkéni funkce se dvéma vstupy:
y=f(KL)=AK*LP, A>0,0<ap<]1,
kde A, « a B jsou parametry.
5. Najdéte a interpretujte mezni produkt Cobb-Douglasovy produkéni funkce se tfemi vstupy:
y= Ax‘i‘xzﬁxg, A>00<uaB7<1,

kde A, «, B a <y jsou parametry.



10.

11.

12.

Najdéte mezni produkt CES produkéni funkee y(x1, x2).

-2
_1 _1
y(x1,x2) =12 10,4x, 2 +0,6x, 2

k.
-p

Ukazte, jak 1ze z CES produkéni funkce y = v [aK™ + (1 —a)L~F] ¢ ziskat:

(a) Leontiefovu produkéni funkci
(b) Cobb-Douglasovu produkéni funkei
(c) Produkeént funkci se vstupy typu dokonalych substitutti

Najdéte a interpretujte Hessovu matici Cobb-Douglasovy produkéni funkce se dvéma vstupy:
y= Ax‘i‘xg, A>00<ap<l,
kde A, «, B jsou parametry.
V okoli ustaleného stavu log-linearizujte Cobb—Douglasovu produkéni funkci
(@) yi = An{ ™",
(b) yr = Akf,
© yr = Akinl™®,

kde y; znadi produkt, A troveri technologie, ks mnozstvi kapitalu, n; pracovni silu a « € (0,1) je margi-
nalni (mezni) produkt kapitédlu.

Z mikroekonomické teorie se da ukéazat, Ze domdcnosti majici uZitkovou funkci s konstantni averzi k riziku

Y. Mz

(CRRA) fesi sviij mezi¢asovy problém optimalni spotfeby jako

(CtH>U =B(1+r),

Ct

kde c¢;41 a c; je spotteba ve dvou po sobé jdoucich obdobich, r; je nomindlni trokova mira, § znaci dis-
kontni faktor a nakonec ¢ je pfevracend hodnota elasticity substituce pro spotfebu. Log-linearizujte tuto
rovnici v okoli ustdleného stavu.

Log-linearizujte rovnici opotfebeni kapitalu
kt+1 = it + (1 — 5)kt

v okoli ustaleného stavu, kde k; 11 a k; je mnoZstvi kapitalu ve dvou po sobé jdoucich obdobich, iy mnoZstvi
investici a 6 € [0,1] parametr opotfebeni kapitélu.

Urcete, zda nésledujici produkéni funkce vykazuji konstantni, klesajici nebo rostouci vynosy z rozsahu.
Vysledky interpretujte.

(@ fKL) =%
®) f(K,L)=K+L

(© f(K L) = AK3L3
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