Kapitola 6

Konkavni a kvazikonkavni funkce

Resené piiklady

1. Konvexnost a konkavnost funkce

Urcete, pro jaké hodnoty konstanty a je nasledujici funkce konkdvni/konvexni.
f(x,y) = —6x> + (2a + 4)xy — y? + day

Regent:

V tomto p¥ikladu mame urcit, pro jaké hodnoty je dand funkce konkavni/konvexni. Funkci tedy nejprve
zderivujeme, abychom ziskali Hessovu matici. Parcidlni derivace prvniho a druhého fadu jsou:

fxr=—12x+2ay +4y, f, = 2ax+4x—2y+4a,

fox==12, fyy=-2, fay=fpx=2a+4

Nyni jiZ mtZeme sestavit Hessovu matici, kterd je ma tvar

( —12 2a+4
H= (s 75Y)

Z této matice ihned vidime, Ze zadand funkce nemtize byt nikdy konvexni, nebot 1. vedouci hlavni mi-
nor (tj. ¢islo -12) je zaporny. Aby byla funkce konkavni, musi vedouci hlavni minory stfidat znaménko
pocinaje zapornym. 2. vedouci hlavni minor tedy musi byt nezadporny. Determinant Hessovy matice je

|H| = (=12) - (=2) — (2a 4 4)* = 24 — (4a® 4+ 16a + 16) = —4a®> — 16a + 8.

Tento vyraz nyni poloZime roven nule a vyfesime jej. Kvadratickd rovnice —4a*> — 16a + 8 = 0 ma dva
koteny, a to
a1, = -2+,

ovéfeni spravnosti tohoto fegeni ponechdme na ¢tenati. Interval, pro ktery plati —4a® — 16a + 8 > 0, je
[~2 — v/6, =2 + 1/6]. Pro a z tohoto intervalu je dana funkce konkavni, pro a € (=2 — /6, -2 + /6) je
navic ostfe konkavni.

2. Konvexnost a konkavnost funkce

Urcete, zda je zadand funkce konvexni/konkavni

y=fxyz)=x"+yP+27, xyzeRi,0<apy<1



Resent:
Nejprve spocitdme prvni parcidlni derivace
-1 -1 -1
fr=ax""", fy:ﬁyﬁ , =77

Kdyz se zamyslime, zjistime, Ze vSechny druhé kiiZzové parcialni derivace jsou nulové. Zbylé druhé par-
cidlni derivace pak jsou:

for=(a—1ax"2<0 a—1<0

fy=(B-1ByP? <0 p-1<0
fa=(y—1)9y2""2<0 y-1<0.

Nyni mtizeme sestavit Hessovu matici, kterd ma tvar:

(@ —1)ax*2 0 0
H= ( 0 (B—1)pyP2 0 )
0 0 (v =1)y2"2

Z této matice si uréime znaménka vedoucich hlavnich minort a dostaneme:
|Hi| = (a — Dax*2 <0
|| = [(a — Dax*2][(B—1)ByP2] > 0
|Ha| = [(« — D)ax*2)[(B — 1)ByP 2] (v — 1)y2" %] <0.

Vidime tedy, Ze zkoumana funkce je zjevné konkavni.

3. Konkavnost Cobb-Douglasovy funkce

Dokazte, ze Cobb-Douglasova produkéni funkce

y = flxy) = Ax"yP,
kde0 < a, B <laa+ B <1jestrikiné konkavni pro x,y > 0.
Resent:

Nejprve musime funkci zderivovat, abychom mohli sestavit Hessovu matici. Parcidlni derivace prvniho
a druhého fadu jsou

fe=aAx* WP, f, = BAxyP!
frx = ‘X(D‘ - 1)Axa72.‘/ﬁ/ fxy = ‘XﬁAxuilyﬁill fyy = :B(ﬁ - 1)Axa]/ﬁ72

Nyni mtiZeme sestavit Hessovu matici, kterd ma tvar:

H— oo — 1)Ax"“2yﬁ ocﬁAx"“lyﬁ‘l
O\ apAxtlyFl BB —1)AxtyF 2

Abychom dokézali, Ze zadand funkce je konkdvni musi vedouci hlavni minory Hessovy matice st¥idat
znaménko poéinaje zapornym. Musime tedy nejdtive dokazat, Ze vyraz a(a — 1) Ax*~2yP je zéporny.
Jelikoz 0 < a < 1, tak také plati, ze « — 1 < 0, a tedy |Hi| = fxx < 0.

Dale potiebujeme dokazat, ze |Hy| = fux fyy — ffy > 0. Tedy, ze

frxfyy > fa%y‘



Pokud tuto rovnici nahradime konkrétnimi vyrazy, dostaneme
(= 1) Ax*2yP)[B(B — 1) Ax"yP 2] > [apAx*T1yP
Nasledujici tipravy ndm pomohou ukazat, Ze tato nerovnice pro a + 8 < 1 opravdu plati
DC,B(DC _ 1) (‘3 _ 1)A2x2zx72y2ﬂ72 > a2ﬁ2A2x2a72y2ﬁ72
(@ =1)(f—1) >ap
ap—a—B+1>ap
—a—p>-1
a+p <1

4, Kvazikonvexnost a kvazikonkavnost funkce

Rozhodnéte o kvazikonvexnosti/kvazikonkdvnosti funkce

f(x,y) =ye',y > 0.

ReSent:
K vyfeseni tohoto pfikladu vyuZzijeme tzv. rozsifenou Hessovu matici, kterd je obecné ve tvaru

i 0 fr fy
H:HZZ fx fxx fxy
fy fyx fuy

Parcidlni derivace v tomto pfikladu rovnou zapiseme do této matice a dostdvame

0 ye' e
H=| ye* ye' e
e e 0

X

Prvni vedouci hlavni minor (oznadeny jako | Hy|) rozsifené Hessovy matice je vzdy roven 0. Vzhledem ke
tvaru této matice je 2. vedouci hlavni minor (oznaceny |H; |) vzdy zéporny. K vyfeseni tedy potiebujeme
znat znaménko determinantu matice H (j. |Hz|) — v p¥ipadé, Ze by bylo zaporné jde o kvazikonvexni
funkci, v opa¢ném piipadeé jde o funkci kvazikonkavni. Determinant matice H je

|H| = |Hy| =2(ye*-e"-e¥) —ye*-e¥-e* =ye* > 0.
Tento vyraz je vzdy kladny, zadana funkce je tedy kvazikonkdvni.
Obecné lze pfi posouzeni, zda je funkce f kvazikonkavni ¢i kvazikonvexni vyuZzit nasledujici teorém.

Teorém. Pfedpoklddejme, Ze f je funkce definovand na IR"” a ma spojité prvni a druhé parcidlni derivace.

oy

Necht H reprezentuje ohrani¢eny determinant rozsifené Hessovy matice (Hessidn) funkce f.

1. Pokud |Hy| > 0, |H3| <0, ..., |Hx| = [H| > 0 (nsudd), < 0 (nlichd) pro viechna x € R, pak je
f kvazikonkdvni.

2. Pokud |Hy| < 0, |[H3| <0, ..., |Hs| = |H| < 0 pro vSechna x € R", pak je f kvazikonvexni.



NetesSené piiklady
1. Rozhodnéte o konvexnosti/konkéavnosti nasledujicich funkci:
(@) f(x1,x2) = x} +x5+x2x5 —3x; —8x, x € R?
(b) f(x1,x2

)= (x1+x2)7 x€ RZ |
(©) flx1,x2) = (x 1) (x 2)3 x € R2
)

(

(

(d) f(x1,x2 —2x1—x2—x1+2x1x2—x§ x € R?

e f(x,y)=x+y—e"—e x,yeR

@ flxy)=eV+eV-1y xyeR

() f(x,y,z) = (x+2y+32)%> x,y,z€R

() fxi,x0,x3) = x4 + x5 +x] xeR3,

(i) f(x1,x2,x3

(G) f(x1,x2,x3

() f(x1,x2,x3) = e@HIGHE 5 € R3, 4,b,¢ >0
(

M) flxq,...,x0) = (a1x1 +~~~+anxn)2 x € R"

= —x2+6x1x0—9x3 —2x3 xeR3

=ax3 +bxi+cx3 x€R3 a,b,c>0

~— ~— ~— ~—

2. Najdéte nejvétsi definiéni obor S, na kterém je funkce f(x1,x2) = x3 — x3 — x1x2 — X} konkdvni.

3. Zapfedpokladu,zea+b < laa, b > 0, ovéfte konvexnost/konkdvnost Cobb-Douglasovy funkce
f(x,y) = x"y® definované na R? ..

4. Dokazte, ze funkce f(x,y) = x1/4y1/2 definovana na R2 | je ostie konkavni.
Y Y T+

5. Dokazte, ze funkce f(x,y,z) = 100 — 2x*> — y? — 3z — xy — e**¥*+Z definované na R3 je ostfe kon-
kavni.

6. Ukazte, Ze funkce f(x,y) = ax? + 2bxy + cy? + px + qy + r je ostfe konkavni, jestlize ac — b> > 0 a
a < 0. Ukazte déle, Ze za ptedpokladu ac — b*> > 0 aa > 0, je dand funkce ostfe konvexni.

7. Dokazte, Ze funkce
f(x,y,z) = Ax"1y*2z®

A > 0, a; > 0 pro véechna i, definovana na R3_, je kvazikonkéavni. Dale dokazte, Ze konkavni je
P T+ )
pouze tehdy, kdyZz pfiddme omezen{ aq + ay + a3 < 1.

8. Pouzijte Vennovy diagramy k ilustraci nasledujicich vztahti mezi:

(a) skupinou kvazikonkavnich funkci a skupinou konkavnich funkci

(b) skupinou kvazikonvexnich funkef a skupinou konvexnich funkci

9. Rozhodnéte, zda mohou byt nasledujici funkce definované na ]Ri . konvexni/konkavni ¢i kvazi-
konvexni/kvazikonkavni.

@) f(x1,x) = %xé (e) f(x1,x2) =3x]+5x35

. % % () f(x1,x2) = 2x1 + 32, — 325
(0) Jlar) = e (8) f(x,y) = 100x3y:

(© flx1,x2) = ¥1x3 () f(xy) =22

(d) f(x1,x2) = x3+x3 (i) f(x,y) = 250 x002,098



10.

11.

12.

13.

14.

15.

HIQ

0 foy) = W , W fley) = (xi+y1)
k) flx,y) = (xé +y§>

Urcete, zda jsou nésledujici funkce kvazikonvexni ¢i kvazikonkavni.

(@ f(x) = x+4 © f(x):{x3+x2+1 1f>.r0x<0,
) f() =~ 1 1 jinak

© flxy) = ye,y>0 L

@ flxy) = ) flxy) =e ™Y

Ukazte, Zze funkce:
(@) f(x,y,z) = x}/4y1/3z1/4 spliiuje podminky kvazikonkavnosti i striktni konkdvnosti na R 4

(b) f(x,y,z) = x!/2y1/3z1/% spliiuje podminky kvazikonkavnosti, ale nesplituje podminky striktni
konkédvnosti na R3

Ukazte, ze i kdyZ jsou obé funkce f(x) = —x a g(x) = x3 kvazikonkavni a kvazikonvexn, jejich
soucet neni ani kvazikonkavni, ani kvazikonvexni.

(a) Uvazme konkavni funkci f(x). Pro které hodnoty konstant 4 a b je konkavni funkce af (x) + b?

(b) Uvazme konkavni funkci f(x), kterd nabyva pouze kladnych hodnot. Urcete, zda jsou kon-
kéavni (resp. kvazikonkavni) funkce g(x) = In f(x) a h(x) = /).

Vlastnosti Cobb—Douglasovy funkce
F(xq,...,xy) = Ax‘ll1 cxim Aay,. .. a, >0,
definované pro xq,...,x, > 0:

(@) je homogenni stupné a = a; +--- +ay,
(b) je kvazikonkdvni pro kazdé aq,...,a, >0,
(c) je konkdvniproa <1,

(d) je ostie konkavni proa < 1.

Vlastnosti CES produkéni funkce

- - —p\ ~H/p
F(xl,...,xn):A((51xlp+(52x2p+~~~+(5nxnp) , A u 6, >0p0#0,

definované pro xq,...,x, > 0:

(a) je homogenni stupné u,

(b) je kvazikonvexni pro p < —1, kvazikonkdvni pro p > —1,
(c) je konkdvni, pokud 0 < y <lap> —1,

(d) je ostfe konkavni, pokud 0 <y <lap > —1.

16. Uvazujte nésledujici CES produkéni funkci definovanou pro x; > 0, xp > 0:

fxy,x0) = [O,3x;2 +0, 79(272]71/2

(a) Naleznéte vyraz pro mezni miru technické substituce a dokaZte, Ze izokvanty jsou striktné
konvexni k pocatku.



(b) Pouzijte podminku determinantu a dokaZzte, Ze f je kvazikonkavni.
(c) Dokazte, Ze f je konkavni.
(d) Dokazte, Ze f je homogenni a naleznéte stupeii homogenity.

(e) Dokazte, Ze nasledujici vysledek (z Eulerova teorému) plati pro f
fixi + faxa = kf (x1,x2)
kde k je stuperi homogenity f.
17. Zopakuijte ¢asti (a), (d) a (e) ptikladu ¢. 16 pro obecnou CES produkéni funkci
y=Alox; " +(1-0)x,"]7V° A>00<6<1,p> -1,

definovanou pro x; > 0, x, > 0.
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