Kapitola 7

Maximalizace bez omezujicich
podminek

ReSené priklady
1. Stacionarni body a extrémy funkci vice proménnych
1. Najdéte extrémy funkce f(x,vy,z) = x? + 2y? + 32 + 2xy + 2xz.
Resent:
Nejprve si ukdZeme, jak najit staciondrni body (tedy body podeztelé z extrému) zadané funkce.

Stacionarni bod je bod, ve kterém je gradient (sloupcovy vektor parcidlnich derivaci) roven nule
nebo neexistuje. Gradient je v tomto pfipadé ve tvaru

fx 2x +2y +2z
Gxyz)=| f | = 2x + 4y .
fz 2x + 6z

Gradient je nulovy v piipadé, Ze plati

2x+2y+2z=0
2x+4y =0
2x + 6z = 0.

ReSenim této soustavy je bod (0,0,0). Nyni vime, Ze se jedna o stacionarni bod, nevime ale, zda jde
zaroven o extrém. Sestavime tedy Hessovu matici, kterd je v naSem p¥ipadé ve tvaru

frx  fry frz 2 2 2
H(x,y,z) = | fux fu foz =12 4 0 ].
fax fzy fzz 2 0 6

Tato matice je pozitivné definitni, coZ znamend, Ze zadana funkce je ostfe konvexni. Staciondrni
bod je tedy ostrym globalnim minimem.

2. Funkce f(x,y,z) = x>+ > + 2% + 3xy + 3xz + 3yz m4 stacionarni body (-2, —2,—2) a (0,0,0).
Urcete vlastnosti téchto stacionarnich bod.



Resent:
Hessova matice je v tomto pfipadé ve tvaru

6x 3 3
H(x,y,z)=1| 3 6y 3
3 3 6z

V bodé (-2, —2, —2) jsou vedouci hlavni minory postupné

-12 3

6-(—2) =-12, ‘3 b

‘ =135,  |H(—2,—2,—2)| = —1350.

Podrobnéjsi vypocty zde pfenechdme na ¢tendfi. Zadand funkce je v tomto bodé ostfe konkdvni
(viz kapitola 6), stacionarni bod (—2, —2, —2) je tedy lokalnim maximem.

V bodé (0,0, 0) jsou vedouci hlavni minory postupné

6-(0) =0, ‘ - ‘ — 9, |H(0,0,0)| = 54
Z Hessovy matice vidime, Ze zadand funkce je v tomto bodé¢ indefinitni. Jedna se tedy o sedlovy
bod.
2. Monopol

Monopol produkuje dva vystupy x1 a x; s linedrnimi poptavkovymi funkcemi:
x1 =100 — 2p1 + p2,
x2 =120+ 3p; — 5pa.
Nékladova funkce monopolu mé tvar:
C =50 + 10x1 + 20x;.
Urcete profit-maximalizujici mnoZstvi, odpovidajici ceny a celkovy zisk.
Regeni:
Jak jiz vime, pro FeSeni optimaliza¢nich problému je vhodné vyjadFit si poptavkové funkce v inverzni

podobé. Abychom ziskali inverzni poptavkové funkce v tomto pfikladu, musime ceny p; a pp povazovat
za nezndmé a feSit rovnice simultdnné. PrepiSeme tedy poptavkové funkce jako systém

2 -1 p1 | _ | 100 —x;
-3 5 p2 | | 120—x
a pomoci Cramerova pravidla vyjadifime py, p; jako
5(100 — x1) + (120 — x2)
p1= 7 /

2(120 — xo) +3(100 — x1)
p2 = i .

Tyto rovnice mtizeme ddle upravit a vyjadfit si inverzni poptavkové funkce
p1 = 88,57 —0,71x; — 0,14xy,

p2 = 77,14 — 0,29x1 — 0,43x,.



Vsimnéte si, Ze pokud jsou vystupy v inverzni poptavkové funkci substituty, pak prvni vystup ma vzdy

zaporné znaménko v poptavce po druhém vystupu. TakZe naptiklad riist mnozstvi x; zptisobi pokles

ceny p1, coz zpusobi pokles v poptavce po x; a tedy i pokles ceny py, a to pfi jakémkoliv mnozstvi x;.
Nyni si sestavime ziskovou funkci firmy

m(x1,Xx2) = p1x1 + paxa — C,
7(x1,x2) = 88,57x1 — 0,71x% — 0,14x1xp + 77, 14x5 — 0,29x1 x5 — 0,43x3 — 50 — 10x; — 205,
7t(xq,x2) = 78,57x1 + 57, 14xy — 0,71x% — 0,43x3 — 0,43x, x5 — 50.

Abychom ziskali podminky prvniho fadu, budeme vyraz parcidlné derivovat a tyto derivace polozime
rovny 0, tj.
m(xl,xz) = 78,57 — 1,42x1 -0, 439(2 =0,

7T2(x1,xZ) = 57, 14 — 0, 863(2 — 0,43X1 =0.

Po vyfeSeni této soustavy dostavame profit-maximalizujici mnozstvi
x] = 41,35,
x5 = 45,53.

Pro vypocet odpovidajicich cen pj, p; dosadime vysledné hodnoty xj, x5 do poptavkovych funkci a zis-
kame
p] = 52,84,

p; = 45,57.

Nakonec dosadime nase vysledky do ziskové funkce monopolu a vypocitame celkovy zisk firmy
" = 2885, 64.

Pro korektnost bychom méli ovéfit, zda jsou nalezend mnoZzstvi opravdu maximy ziskovych funkei. Ové-
feni pomoci podminek druhého fadu si budeme demonstrovat v nésledujicich feSenych pfikladech. Pro
tento pfiklad nechame ovéfeni k samostatnému feseni.

3. Cournottv duopol

Predpokladejme, ze dvé firmy produkuji identicky vystup a prodavajf jej na trhu s linedrni poptavkovou
funkci

p =100 — (g1 +72),
kde g; zna¢f mnozstvi vystupu firmy i = 1, 2. Dale pfedpoklddejme, Ze obé firmy maji nulové produkéni
néklady. Obé firmy chtéji maximalizovat svij zisk, ktery je dan funkci

7t = pq; = 100g; — (91 + 92)4;-

Zakladni myslenkou tohoto pfikladu je, Ze trzni cena zavisi na celkovém mnoZstvi vystupu obou firem,
takZe zisk kazdé firmy zavisi na jejim vyprodukovaném mnozstvi vystupu, stejné jako na vyproduko-
vaném mnozstvi vystupu druhé firmy. Tato zdvislost je charakteristickd pro oligopolni trzni soustavy
(duopol je specidlnim piipadem). Kazda firma tedy pfi stanoveni profit-maximalizujictho mnoZstvi celi
problému nezndmého vyprodukovaného mnoZstvi druhé firmy. Francouzsky ekonom Augustin Cour-
not zavedl pfedpoklad, Ze kazda firma bere vystup druhé firmy jako dany parametr pfi vlastnim vybéru
produkovaného mnozstvi a trzni rovnovéha je pak ziskana jako fe$eni dvojice simultdnnich rovnic. Nyni
se podivame, jak tento pfedpoklad funguje. Pokud maximalizujeme zisk i-té firmy a mnozstvi produko-
vané druhou firmou bereme jako dany parametr, dostdvame rovnice

100*2ql — 2 = 0,



100 — 295 — g1 = 0.

Po vyteSeni soustavy dostdvame
q1 = g2 = 33,33,

p = 100 — 66,67 = 33, 33.

Jak tedy vidime, firmy si rozdéli trh rovnomérné. Nyni se jesté chvili zamyslime nad nasimi vysledky.
Z podminek prvniho fddu dostaneme rovnice

- 100*Q2 . 100*@1

Tyto rovnice oznacuji vystup firmy, ktery je pro firmu nejlepsi (profit-maximalizujici) p¥i jakémkoliv
mozném produkovaném mnozstvi druhé firmy. Takovy vystup je tedy ¢asto oznacovan jako ,best re-
sponse” nebo ,best reply”. Pokud si tyto reakce vykreslime do grafu, zjistime, Ze bod, kde se reakéni
kifivky protnou, je pfesné optimem, ke kterému jsme se dopocitali. Tento bod se oznacuje jako tzv. Cour-
notova rovnovaha.

4. Volba profit-maximalizujicitho mnoZstvi u konkuren¢ni firmy

Predpokladejme, Ze konkurenéni firma produkuje vystup y za pouziti dvou vstupti - prace L a kapitalu
K. Firma elf cen€ vystupu p, cené prace w a cené kapitalu » a ma Cobb-Douglasovu produkéni funkci
y = AL*KB. V tomto klasickém ptikladu si firma volf mnoZzstvi vstupti L a K tak, aby maximalizovala
zisk dany funkci

m = f(L,K) = pAL*KP —wL —rK, a,B >0,
Vypocitejte profit-maximalizujici mnoZzstvi vstupti.

Reseni:
Hleddme maximum ziskové funkce, za¢neme tedy vypoctem podminek prvniho fadu

fL=apAL*IKP —w =0,

fx = BpAL*KP~! —r = 0.

Vime, Ze feSeni této soustavy je lokalnfm maximem, pokud je odpovidajici kvadratickd forma negativné
definitni. Lépe feceno, pokud je Hessova matice negativné definitni, tedy pokud vedouci minory této
matice stfidaji znaménko, poc¢inaje zdpornym. ZapiSeme si tedy Hessovu matici druhych parcidlnich

derivaci.
H(L,K) = fir fix \ _ [ ala— 1)pAL"‘—2K/5 wﬁAL“_lKﬁ—l
U ke frke )\ aBALTIKETL BB —1)ALTKP

Prvnim vedoucim minorem je druhd parcidlni derivace podle L. Tedy
|Hy| = a(w — 1) pAL*2KP.

Tato derivace je zdpornd, pouze pokud & < 1, coZz vime, Ze plati. Druhym vedoucim hlavnim minorem
je cely determinant Hessovy matice

|H2| _ aﬁp2A2L2"‘_2K25_2(1 —a— ‘3),

ktery je kladny pouze tehdy, kdyz1 > a + .

Pfipomerime si, Ze « + B < 1 znadi klesajici vynosy z rozsahu, « + = 1 znadi konstantni vynosy
z rozsahu a &« + B > 1 znadi rostouci vynosy z rozsahu. Vysledek konstantnich ¢i rostoucich vynost
z rozsahu vSak neni konzistentni s trzni strukturou konkurenéniho trhu. Pro na$ p¥iklad tedy plati, Ze
« + B < 1, a ziskany bod je lokdlnim maximem nasi funkce.



NetesSené piiklady
Matematické

1. Naleznéte stacionarni body nasledujicich funkci.

(@) y(x1,x2) = 4x1 +2x7 — % — x% + x1x7

(b) y(x1,x2) = 2x1 + x2 + 4x3 — X1+ 2x3
(© y(x1,x2)
(d) y(x1,x2)
(e) y(x1,x2)
(x1,x2)
(
(
(

+x2 +x3)
4 .4

(xl —x)? —x}— x5

) y(x1,x2) = x1 + x2 3x1xp
(g) h(a,b) = (a+5)%— (b+3)?
(h) h(a,b) = 0,5(a)* — (b)°
(i) h(a,b) = (a)" '+ (b)" 1 4ab

2. Urcete vSechny staciondrni body ndsledujicich funkci. Rozhodnéte, zda jsou nalezené body také
extrémy, a v piipadé kladné odpovédi urcete typ extrému. Vycislete funkéni hodnoty zjisténych

extrémul.

(@ y= ZX% + x%

(b) y =4x? —x1xp + x5 — x5

() y= 3x%+2x%+5

(d) y=2x1 +x — 3x3 —4xy — 1122
(@) y = (xf +a)et®

(f) y = (x] —2x3)e"1 2

(8) y = (xf +2x3)e 1~

(h) f
@ f
G f
&) f

x,y,z) = x>+ x2y +yPz+ 2> — 4z
X1, X2, X3, %) = 20xp + 48x3 + 6x4 + 8x1x7 — 4xl - 12x3 - x4 4x2

X1,X2,X3) = 2x1 —21x1 — 3x1x2 + 3%3 — 2xpx3 + x3

~~ o~ o~

x1,%2,x3) =0, Sx% + 2x1xp — 3x3 + X2X3 — 1,5x§ + 10x3

3. Ukazte, Ze funkce g(x,y,z) = (x> +2y? + 32> + 2xy + 2xz — 5)3 definovana pro x,y,z € R m4

minimum v bodé (0,0,0).

4. UkaZte, Ze funkce g(x,y) = x° + > — 3x — 2y definovand pro x > 0, y > 0 je strikiné konvexn{

a najdéte jeji minimum.

5. Funkce f(x,y,z) = x> +y* + 322 — xy + 2xz + yz definovand na R ma jediny stacionarni bod.

Ukazte, Ze tento bod je bodem lokdlniho minima.

6. Pfedpokladejme, ze funkce f(x,y) ma pouze jeden staciondrni bod (x*,y*), ktery je lokalnim mi-
nimem. Je bod (x*, y*) nutné i globalnim minimem? Jaké jsou staciondrni body a lokalni a globalni

minimum pro funkci f(x,y) = (1 +y)3x? +y??



Ekonomické

1. Kvétoslav mé uzitkovou funkci U (x4, xp) = x4xp, cena kvétdku p4 = 1$ a cena brokolice pp =
1$. Pokud by byl Kvétoslaviiv pffjem 240 $, kolik kusti brokolice a kvétdku by spotfebovaval, pokud
by volil spotfebni kos, ktery maximalizuje jeho uzitek za existujicitho rozpoctového omezeni?

2. Predpoklddejte monopol ptisobici ve dvou rtiznych ekonomikéch (ve vlastni (1) a v sousedni (2)).
V obou ekonomikéch ¢eli riznym poptavkovym funkcim:

p1 =100 —q
P2 = 80 — 2q2.
Déle vime, Ze funkce celkovych nakladt monopolu je C = (g1 + q2)>.
(a) Rozhodnéte, jaké mnoZstvi a za jaké ceny bude monopol v jednotlivych zemich prodavat,
pokud maximalizuje zisk. Spoctéte celkovy zisk monopolu.
(b) Predpokladejme, Ze sousedni zemé obvini monopol z dumpingu a uvali dovozni kvéty ve vysi

maximalné 4 kusti produktu monopolu. Diskutujte dopady uvaleni této kvéty.

3. Firma vyrabi 2 statky, které oznac¢ime A a B. Denni ndklady jsou dény funkci
C(x,y) = 0,04x* — 0,01xy + 0,01y* + 4x 4 2y + 500,

kde x znaci pocet vyrobenych jednotek statku A a y pocet vyrobenych jednotek statku B (x > 0,
y > 0). Firma prodédva jednotku statku A za cenu 13 a jednotku statku B za 8. Sestavte ziskovou
funkci 77(x,y) a hodnoty x, y, které maximalizuji zisk.

4. Firma prodava ¢ast svého vystupu na dokonale konkurené¢nim trhu, kde je cena za jednotku vy-
stupu $60. Zbylou ¢ast svého vystupu prodava firma na trhu, kde ma monopol a ¢eli poptavkové
funkci pp = 100 — g2, kde g2 zna¢i mnozstvi na monopolnim trhu. Funkce celkovych nakladd firmy
mé tvar C = (g1 + g2)?, kde g1 zna&i mnoZzstvi na dokonale konkuren¢nim trhu. Naleznéte profit—
maximalizujicf mnoZstvi na téchto trzich a diskutujte vysledek. Dale pfedpoklddejte, Ze se cena na
dokonale konkuren¢nim trhu zméni na $10. Naleznéte nové optimum a porovnejte jej s ptivodnim
optimem.

5. Dvé firmy produkuji identicky vystup na trhu s poptavkovou funkci
p=10-0,1(q1 + q2).

Nakladové funkce maji tvar
C1 =0,25q¢1 C,=0,5¢.

Naleznéte Cournotovu rovnovahu. Déle pfedpokladejte, Ze firmy zvoli strategii spole¢né maxima-
lizace zisku (maximalizuji sumu svych ziskii). Naleznéte tuto rovnovdhu a porovnejte s plivodnim
optimem.

6. Monopol ¢eli poptavkové funkci
p =100~ (41 +72)
a produkuje identicky vystup ze dvou zdvodti s ndkladovymi funkcemi
C1 = Zq%, C2 = 31/]%
Naleznéte profit-maximalizujici cenu, celkovy vystup a odpovidajici vystupy pro oba zavody.

7. Vyfeste problém volby profit-maximalizujictho mnozstvi u konkurenéni firmy s produkéni funkci
y = LO25K05  cenou p = 64, cenou prace w = 2 a cenou kapitdlu r = 4. Dokazte, Ze feSeni je
maximem funkce.
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