Uloha line&rniho programovani

Uvod do problematiky linearniho programovani ilustrujme na nasledujici
optimaliza¢ni Uloze prevzaté z knihy Josefa Jablonského "Operacni vyzkum,
Kvantitativni modely pro ekonomické rozhodovani":

Balirny a prazirny kavy DE, a.s. planuji vyrobu dvou smési Mocca a Standard.
Od dodavatelt maji k dispozici tfi druhy kavovych bobl K, K> a K3 v kapacité
40, 60 a 25 tun. Technologicky postup urcujici skladbu smési shriime

v tabulce.

Komponenta | Mocca Standard | Kapacita [t]
Ki 0,5 0,25 40
K> 0,5 0,5 60
Ks 0,25 25

Vzhledem k vyrobnim nakladiim a prodejni cené smési byl vykalkulovan zisk,
ktery &ini 20000 K¢& resp. 14000 K¢ na jednu tunu smési Mocca resp.
Standard. Management firmy chce naplanovat produkci tak, aby jeji zisk byl
maximalni.



Formulace ulohy optimalizace vyrobniho programu

Oznadime - li x; mnozstvi tun smési Mocca a x> mnozstvi tun smési
Standard, mizeme problém formulovat matematicky jako Ulohu maximalizovat
Ucelovou funkci:
z = 20000x1 + 14000x,
za podminek
0,5xy + 0,25x% <40
0,55y + 0,5xx <60
0,25x, <25
X1, X2 > 0



Formulace ulohy optimalizace vyrobniho programu

Oznadime - li x; mnozstvi tun smési Mocca a x> mnozstvi tun smési
Standard, mizeme problém formulovat matematicky jako Ulohu maximalizovat
Ucelovou funkci:
z = 20000x1 + 14000x,
za podminek
0,5xy + 0,25x, <40
0,5y + 0,5x% <60
0,25x, <25
X1, X2 > 0

Je mozny téz maticovy zapis Ulohy:
z=c' .x — max zapodminek A-x<b,x >0,
kde x = (x1, x2) " je vektor strukturnich proménnych, ¢ = (20, 14)T je vektor
cenovych koeficientu v G¢elové funkcei, b = (40,60,25)7 je vektor kapacitnich
0,5 0,25
omezenia A = ( 0,5 0,5 ) je matice strukturnich koeficientd.
0 025



Matematicka formulace obecné ulohy linearniho

programovani (LP)

Obecnou Ulohu LP pro n proménnych a m omezeni miizeme zapsat takto:
minimalizuj (maximalizuj) funkci
n

Z=73 i 1CX
za podminek

n .
2jm1@iX T b, i=1,...m
xi>0,j=1,...n,

kde na misté symboll ? mdzou byt libovolna relaéni znaménka <, =, >.
Omezeni se uvadegji v takové podobé, aby pravé strany b; byly nezaporné.



Matematicka formulace obecné ulohy linearniho

programovani (LP)

Obecnou Ulohu LP pro n proménnych a m omezeni miizeme zapsat takto:
minimalizuj (maximalizuj) funkci
n

Z=73 i 1CX
za podminek

n .
2jm1@iX T b, i=1,...m
xi>0,j=1,...n,

kde na misté symboll ? mdzou byt libovolna relaéni znaménka <, =, >.
Omezeni se uvadegji v takové podobé, aby pravé strany b; byly nezaporné.

Je dobré si uvédomit, Ze jednu Ulohu Ize formulovat rdznymi zpUsoby, obvykle
se uvadi v tzv. zékladnim tvaru. Snadno Ize pfevést tlohu minimalizacni na
tlohu maximalizace funkce —z = Y- ;(—¢;)x;. Omezeni ve formé rovnosti Ize
prepsat jako dvé nerovnice typu < a > s tymiz koeficienty i pravou stranou
jako puvodni rovnice. Pfevod omezeni ve formé nerovnosti na rovnici se zase
feSeni zavedenim dodatecnych proménnych.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A
)

0,5x,+0,25x,-40

=
\ X
Kvili nezapornosti proménnych se omezime pouze na prvni kvadrant.

Znazornime zde polorovinu tvofenou body splfiujicimi prvni omezuijici
nodminku.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o kave.

A

X3

0,5%,+0,5x,-60

>
X4

Znazornime také polorovinu tvofenou body splfiujicimi druhou omezujici

podminku.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A
)

0,25x,-25

>

X4
Znazornime jesté polorovinu tvofenou body splfiujicimi treti omezujici
podminku.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o kave.

A

X3

>
X4

Mnozina pfipustnych feSeni M je tvofena body, které vyhovuiji véem

omezenim.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 0



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A
)

M
z= 35000

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 350000



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 700000



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

Mz= 050000

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 1050000



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

z= 1920000

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 1920000



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

X
1
Nejvyssi izokvanta se dotykda mnoziny M v bodé x*



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o kave.

X2

100
80

Bod x* = [40, 80] je optim&lnim feSenim.



Simplexova metoda

Postup hledani optima je zalozen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustna mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva specialni algoritmus feseni uloh LP.

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optiméalniho feSeni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fe$eni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepSi hodnotou Ucelové
funkce. Po konecném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé Glohy)
nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje.
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Postup hledani optima je zalozen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
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znazornéni postupu ve 3D.

Mnozina ptipustnych feSeni



Simplexova metoda

Postup hledani optima je zalozen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustna mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva specialni algoritmus feseni uloh LP.

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optiméalniho feSeni tlohy LP.
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jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepSi hodnotou Ucelové
funkce. Po konecném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé Glohy)
nebo se zjisti, Ze takové feSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znazornéni postupu ve 3D.

vychozi bod

Vychozi zakladni feSeni



Simplexova metoda

Postup hledani optima je zalozen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustna mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva specialni algoritmus feseni uloh LP.

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optiméalniho feSeni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fe$eni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepSi hodnotou Ucelové
funkce. Po konecném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé Glohy)
nebo se zjisti, Ze takové feSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znazornéni postupu ve 3D.

vychozi bod

Pfesuneme se do sousedniho vrcholu s leps$i hodnotou ucelové funkce



Simplexova metoda

Postup hledani optima je zalozen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustna mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva specialni algoritmus feseni uloh LP.

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optiméalniho feSeni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fe$eni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepSi hodnotou Ucelové
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Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé Glohy)
nebo se zjisti, Ze takové feSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znazornéni postupu ve 3D.

vychozi bod

Ptesuneme se do sousedniho vrcholu s jesté lepsi hodnotou Ucelové funkce



Simplexova metoda

Postup hledani optima je zalozen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustna mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva specialni algoritmus feseni uloh LP.

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optiméalniho feSeni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fe$eni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepSi hodnotou Ucelové
funkce. Po konecném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé Glohy)
nebo se zjisti, Ze takové feSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znazornéni postupu ve 3D.

vychozi bod

Zase se presuneme do sousedniho vrcholu s lepsi hodnotou Ucelové funkce



Simplexova metoda

Postup hledani optima je zalozen na tom, Ze diky tvaru vrstevnic mize lezet
extrém pouze na kraji pfipustné mnoziny. Pfipustna mnozina je také diky
linearité omezeni specialniho tvaru (jde o konvexni mnohostén), ¢ehoz
vyuziva specialni algoritmus feseni uloh LP.

Simplexova metoda je iteracni postup k nalezeni optiméalniho feSeni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fe$eni. Dale metoda v
jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepSi hodnotou Ucelové
funkce. Po konecném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi hodnotou
Ucelové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni celé Glohy)
nebo se zjisti, Ze takové feSeni neexistuje. Na obrazku ukazme schematické
znazornéni postupu ve 3D.

optimum

vychozi bod

Nelze se presunout do zadného lepsiho bodu, byl nalezen bod optima



Dualita uloh LP

Na puvodni tlohu Ize nahlizet i jinym zplsobem. Predpokladejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdroju - vyjadfime jej pomoci tzv. dualnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame tfi druhy kavovych bobd, tedy i = 1,2, 3).
Muzeme pak formulovat tzv. dudlni Glohu k vychozimu problému:

Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroj, pfi kterém se nam nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek?



Dualita uloh LP

Na puvodni tlohu Ize nahlizet i jinym zplsobem. Predpokladejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdroju - vyjadfime jej pomoci tzv. dualnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame tfi druhy kavovych bobd, tedy i = 1,2, 3).
Muzeme pak formulovat tzv. dudlni Glohu k vychozimu problému:

Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroj, pfi kterém se nam nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek? Tedy minimalizujeme zisk z prodeje zdroju

g(w) = 40wy + 60w, + 25w3 za omezeni, Ze se nevyplati vyrabét ani smés

Mocca ani Standard, tedy, Ze plati nerovnosti 0,5w; + 0,5w, > 20,
0,5w; +0,25ws + 0,5w3 > 14.



Dualita uloh LP

Na puvodni tlohu Ize nahlizet i jinym zplsobem. Predpokladejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdrojl - vyjadiime jej pomoci tzv. dualnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame tfi druhy kavovych bobd, tedy i = 1,2, 3).
Muzeme pak formulovat tzv. dudlni Glohu k vychozimu problému:
Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroj, pfi kterém se nam nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek? Tedy minimalizujeme zisk z prodeje zdroju
g(w) = 40wy + 60w, + 25w3 za omezeni, Ze se nevyplati vyrabét ani smés
Mocca ani Standard, tedy, Ze plati nerovnosti 0,5w; + 0,5w, > 20,
0,5w; +0,25w> + 0,5w3 > 14. P¥i pouziti oznaceni zavedeného vySe, kde
¢ = (20, 14) je vektor zisk(l z prodeje smési , b = (40,60,25) " je vektor
kapacit surovin a A strukturni matice, miizeme porovnat maticovy zapis
puvodni, tzv. primarni tlohy a tlohy dudlni:

primarni tloha dualni uloha

maximalizovat z=¢' -x minimalizovat g(w) =b" -w

zapodm. A-x<b,x >0, zapodm. AT -w>c,w>0



Dualita uloh LP

Obecné Ize pro formulaci dualni Glohy k Gloze LP pouzit nasledujici pravidla:

Maximaliza¢ni uloha Minimaliza¢ni Gloha
primarni dualni
dudlni primarni

omezeni typu <
omezeni typu >
omezeni typu rovnice
nezaporna proménna
nekladna proménna omezeni typu <
promeénna neomezena omezeni typu rovnice
Poznamka : Pro manazerské rozhodovani je dllezité zjistit, jaky je vliv
zmeény kapacitniho omezeni na hodnotu Gcelové funkce. To nam prozradi
optimalni hodnoty dudlnich proménnych w;. Tyto hodnoty se nazyvaji stinové
ceny a vyjadfuji hodnotu, o kterou se zméni hodnota Uéelové funkce, jestlize
zvySime kapacitu i - tého zdroje b; o jednotku

nezaporna proménna
nekladna proménna
proménna neomezena
omezeni typu >

S8 RO R A R R R N R



Dualita uloh LP

Vztah mezi vzajemné dualnimi Glohami Ize vyjadfrit vétou o dualité:
Existuje-li optimalni feSeni jedné z duélné sdruzenych uloh, potom existuje
i optimalni feSeni druhé Ulohy a navic optimalni hodnoty Ucelovych funkci
se sobé rovnaji!



Dualita uloh LP

Vztah mezi vzajemné dualnimi Glohami Ize vyjadfrit vétou o dualité:

Existuje-li optimalni feSeni jedné z duélné sdruzenych uloh, potom existuje

i optimalni feSeni druhé ulohy a navic optimalni hodnoty tcelovych funkci

se sobé rovnaji!
Z této véty logicky plyne, Ze pokud jedna ze sdruzenych uloh optimalni feSeni
nema, tak jej nemlze mit ani Uloha druhd, Ize ukazat, ze pokud jedna Uloha
nema zadné pripustné feSeni, tak druha Uloha je neomezena a naopak.
Dalsim dasledkem je tzv. slaba véta o dualité:

Hodnota Gcelové funkce maximalizaéni Glohy je vzdy mensi nebo rovna
hodnoté ucelové funkce minimalizaéni Glohy.



Dualita uloh LP

Vztah mezi vzajemné dualnimi Glohami Ize vyjadfrit vétou o dualité:

Existuje-li optimalni feSeni jedné z duélné sdruzenych uloh, potom existuje

i optimalni feSeni druhé ulohy a navic optimalni hodnoty tcelovych funkci

se sobé rovnaji!

Z této véty logicky plyne, Ze pokud jedna ze sdruzenych uloh optimalni feSeni
nema, tak jej nemlze mit ani Uloha druhd, Ize ukazat, ze pokud jedna Uloha
nema zadné pripustné feSeni, tak druha Uloha je neomezena a naopak.
Dalsim dasledkem je tzv. slaba véta o dualité:

Hodnota Gcelové funkce maximalizaéni Glohy je vzdy mensi nebo rovna
hodnoté ucelové funkce minimalizaéni Glohy.

Dale plati tzv. veéta o rovnovaze:
Je-li k-ta proménna v feseni primarni Ulohy nenulova (tedy kladna), pak je

k-ta podminka v feSeni dudlni Glohy spinéna jako rovnost. Rikame, Ze je k-ta
podminka aktivni.



Uloha nelinearniho programovani (NLP)

Ulohu hledani extrémd funkce n proménnych f(x) na mnozingé M vymezené
podminkami

91(x) < (resp. =, resp. =)0
92(X) < (resp. =, resp. >)0

9m(X) < (resp. =, resp. =)0,
kde alespon jedna z funkci f, gy,...,gn je nelinearni, nazveme
Ulohou nelineé&rniho programovani (NLP).



Uloha nelinearniho programovani (NLP)

Ulohu hledani extrémd funkce n proménnych f(x) na mnoziné M vymezené
podminkami

91(x) < (resp. =, resp. =)0
92(X) < (resp. =, resp. >)0

9m(X) < (resp. =, resp. =)0,
kde alespon jedna z funkci f, gy,...,gn je nelinearni, nazveme
Ulohou nelineé&rniho programovani (NLP).

Je-li m = 0, tj. nejsou pfitomna Zadna omezeni, hledame tedy extrémy funkce
f na celém R" a hovotime o volnych extrémech. V pfipadé, kdy jsou na
proménné uvalena omezeni, tj. m > 0 nebo kdyz je defini¢ni obor funkce f
limitovan na néjakou podmnozinu X C R”, hovofime o vazanych extrémech.



Uloha nelinearniho programovani (NLP)

Ulohu hledani extrémd funkce n proménnych f(x) na mnoziné M vymezené
podminkami

91(x) < (resp. =, resp. =)0

92(X) < (resp. =, resp. >)0

9m(X) < (resp. =, resp. =)0,
kde alespon jedna z funkci f, gy,...,gn je nelinearni, nazveme
Ulohou nelineé&rniho programovani (NLP).

Je-li m = 0, tj. nejsou pfitomna Zadna omezeni, hledame tedy extrémy funkce
f na celém R" a hovotime o volnych extrémech. V pfipadé, kdy jsou na
proménné uvalena omezeni, tj. m > 0 nebo kdyz je defini¢ni obor funkce f
limitovan na néjakou podmnozinu X C R”, hovofime o vazanych extrémech.

Poznamka: U Uloh NLP nemusi existovat zadné feSeni nebo naopak muze
existovat vice extrémd, z nichZz nékteré jsou pouze lokalni. Optimum nemusi
lezet pouze na hranici pfipustné mnoziny!



Pfipomenuti - Lagrangeovy multiplikatory

UvaZzujme Ulohu na véazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m rovnic gj(x) =0, i=1,...m.

Jsou - lifunkce fig;, i=1,..., mspojité diferencované a jsou - li gradienty
omezeni Vg; linearné nezavislé vektory (tj. Zzadné omezeni neni nadbytecné),
pak pro bod optima x* existuji jednoznacné hodnoty \q, ..., An, takové, Ze:
Vx*) + 7 Ai- Vgi(x*) = 0.

Cisla M1, ..., Am Se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a umozuji
pfevedeni optimalizani Glohy na feSeni systému rovnic.



Pfipomenuti - Lagrangeovy multiplikatory

UvaZzujme Ulohu na véazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m rovnic gj(x) =0, i=1,...m.

Jsou - lifunkce fig;, i=1,..., mspojité diferencované a jsou - li gradienty
omezeni Vg; linearné nezavislé vektory (tj. Zzadné omezeni neni nadbytecné),
pak pro bod optima x* existuji jednoznacné hodnoty \q, ..., An, takové, Ze:

VIx*) + 30 A - Vgi(x*) = 0.

Cisla M1, ..., Am Se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a umozuji
pfevedeni optimalizani Glohy na feSeni systému rovnic. Jaky je formalni
postup? Vytvofi se tzv. Lagrangeova funkce

L(x, A) = f(x) + 3174 Ai - gi(x)

a sestavi se podminky pro jeji stacionarni body, tzv. podminky 1. fadu:
VxL(X,A) =0, V\L(x,\)=0

Jde o systém n + m rovnic pro n + m neznamych (poslednich m rovnic
vyjadfuje vlastné vazebni podminky). Jestlize ma tento systém feSeni (x*, \*)
a jsou-li fi M konvexni, pak je bod x* globalnim minimem funkce f na
mnoziné M.



Ekonomicka interpretace

Ptiklad z M. W. Klein: Mathematical Methods for Economics:

Uvazujme Ulohu hledani optima spottebitele, ktery ma 6 dolard, které chce
utratit za obéd v samoobsluzné restauraci, kde se polévka i hlavni chod plati
na vahu, pfi¢emz cena za 1 unci polévky je $0,25 a za 1 unci hlavniho chodu
je $0,5. Oznalime-li S a V zakoupené mnozstvi obou chodU (v uncich), pak
rozpoctové omezeni mizeme zapsat jako 6 = % + % Hledame takovou
kombinaci jidel splfujici tuto podminku, ktera maximalizuje uzitkovou funkci

u(s,v) = ms )
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rozpoctové omezeni mizeme zapsat jako 6 = % + Z Hledame takovou
kombinaci jldel spliujici tuto podminku, kterd maximalizuje uzitkovou funkci
(S V) S) + In(V)

Redeni: Zavedeme Lagrangeovu funkci
(S v, /\) S V) _ \(£ + ¥ — 6). Podminky prvniho Fadu jsou:



Ekonomicka interpretace

Ptiklad z M. W. Klein: Mathematical Methods for Economics:
Uvazujme Ulohu hledani optima spottebitele, ktery ma 6 dolard, které chce
utratit za obéd v samoobsluzné restauraci, kde se polévka i hlavni chod plati
na vahu, pfi¢emz cena za 1 unci polévky je $0,25 a za 1 unci hlavniho chodu
je $0,5. Oznalime-li S a V zakoupené mnozstvi obou chodU (v uncich), pak
rozpoctové omezeni mizeme zapsat jako 6 = % + Z Hledame takovou
kombinaci jldel spliujici tuto podminku, kterd maximalizuje uzitkovou funkci
(S V) S) + In(V)

Regeni: Zavedeme Lagrangeovu funkci
(S v, /\) S V) _ \(£ + ¥ — 6). Podminky prvniho Fadu jsou:

Z prvnich dvou rovnic Ize vyjadfit, ze A = S = ¥, neboli S=2V. Spolu s

posledni podminkou dostaneme feseni S* = 12, V* = 6 unci, \* = 6, coz
dava uzitek U(12,6) = 2,14.



Ekonomicka interpretace

Znazornéme si uvazovanou Ulohu graficky.

S‘

24
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6 12 v

Sklon rozpoctové linie je dan vztahem dan pomérem cen: % =-2.
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Sklon rozpoctové linie je dan vztahem dan pomérem cen: % =-2.
Sklon indiferenéni kfivky je dan pomérem meznich uzitkd (mezni mira

substituce): 45 = _%;_



Ekonomicka interpretace

Znazornéme si uvazovanou Ulohu graficky.

S‘

24

12

6 12 v

Sklon rozpoctové linie je dan vztahem dan pomérem cen: dV =-2.

Sklon indiferenéni kfivky je dan pomérem meznich uzitkd (mezni mira
substituce): 95 = —ﬁ—;

Spocteme mezni uzitky Us(S, V) = 23, Uv(S, V) = 5, jejich podil je 3 UV = ﬁ
ProtozZe v bodé optima (S*, V*) je sklon _rozpocCtoveé linie a indiferencni krlvky
shodny, plati: —2 = —S— , neboli - (rovnovaha spotiebitele).



Ekonomicka interpretace

Ziskame-li dodate¢ny dolar, budeme-Ii tedy chtit utratit $7, u nového
optimalniho feSeni bude zachovan pomér spotfebovanych jidel:

S* =14, V* =7 a hodnota Lagrangeova multiplikatoru poklesne na ‘7
Ziskany uzitek bude U(14,7) = 2,29. PfirGstek uZzitku je tedy
AU=U(14,7)— U(12,6) =2,29 -2,14=0,15 = (6‘—6) - 1. Zfejmé jeden

dodatecny dolar vyvolal (s‘g)-nésobny prirdstek uzitku, coz je néco mezi % a
%. Muzeme fict, ze optimalni hodnota Lagrangeova multiplikatoru vyjadfuje
mezni uzitek penéz urenych k Utraté.




Ekonomicka interpretace

Ziskame-li dodate¢ny dolar, budeme-Ii tedy chtit utratit $7, u nového
optimalniho feSeni bude zachovan pomér spotfebovanych jidel:

S* =14, V* =7 a hodnota Lagrangeova multiplikatoru poklesne na 17
Ziskany uzitek bude U(14,7) = 2,29. PfirGstek uZzitku je tedy
AU=U(14,7)— U(12,6) =2,29 -2,14=0,15 = (ﬁ) - 1. Zfejmé jeden

dodate¢ny dolar vyvolal (5
%. Muzeme fict, ze optimalni hodnota Lagrangeova multiplikatoru vyjadfuje
mezni uzitek penéz urenych k Gtraté.

)-nésobny pfirlstek uzitku, coz je néco mezi % a

Tento vztah Ize ukazat, vyjadfime-li si optimalni mnozstvi jidel pfi
rozpo&tovém omezeni B: S* = 2B, V* = Ba \* = L. Optimalni uZitek pfi
rozpoltu B je po Upravé: f(B) = U(2B, B) = }In(2) + In(B). Derivovanim
podle B ziskdme jeho mezni uZitek '(B) = %, coZ je rovno A*.



Ekonomicka interpretace

Ziskame-li dodate¢ny dolar, budeme-Ii tedy chtit utratit $7, u nového
optimalniho feSeni bude zachovan pomér spotfebovanych jidel:

S* =14, V* =7 a hodnota Lagrangeova multiplikatoru poklesne na 17
Ziskany uzitek bude U(14,7) = 2,29. PfirGstek uZzitku je tedy
AU=U(14,7)— U(12,6) =2,29 -2,14=0,15 = (6‘—6) - 1. Zfejmé jeden
dodate¢ny dolar vyvolal (5
%. Muzeme fict, ze optimalni hodnota Lagrangeova multiplikatoru vyjadfuje
mezni uzitek penéz ur€enych k Gtraté.

)-nésobny pfirlstek uzitku, coz je néco mezi % a

Tento vztah Ize ukazat, vyjadfime-li si optimalni mnozstvi jidel pfi
rozpo&tovém omezeni B: S* = 2B, V* = Ba \* = L. Optimalni uZitek pfi
rozpoltu B je po Upravé: f(B) = U(2B, B) = }In(2) + In(B). Derivovanim
podle B ziskdme jeho mezni uZitek '(B) = %, coZ je rovno A*.

Podobné v ulohach optimalizace vyrobniho programu, budou Lagrangeovy
multiplikatory u omezeni pro jednotlivé vstupy vyjadfovat mezni uzitek pfi
zvyS$eni jejich kapacity. Tedy jsou rovny cené, kterou je vyrobce ochoten za
dodate¢nou jednotku vstupu zaplatit, proto se pro né pouziva nazev stinové
ceny.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum

Pro odvozeni podminek 2. fadu uvazujme kvadratickou funkci
Q(x,y) = ax® + 2bxy + cy?, kterou Ize téz zapsat maticové jako

Qx,y)=(x,y)- ( Z 2 ) : ( ; > Pfedpokladejme, ze hledame optimum

této funkce na mnoziné dané linearni rovnici Ax + By = 0.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum

Pro odvozeni podminek 2. fadu uvazujme kvadratickou funkci
Q(x,y) = ax® + 2bxy + cy?, kterou Ize téz zapsat maticové jako

Qx,y)=(x,y)- ( z 2 ) : ( ; ) Pfedpokladejme, ze hledame optimum

této funkce na mnoziné dané linearni rovnici Ax + By = 0.

Vyjadfime-li y = —gx a dosadime-li do Q, dostaneme
f(x) = Q(x, —Ax) = ax® + 2bx(—4x) + c(—4x)2 = — % [2bAB — aB? — cA?).
Vyraz uvnitf hranaté zavorky Ize také zapsat jako determinant matice

0 A B
H=| A a b |,cozjevlastné Hessova matice Lagrangeovy funkce

B b c
L\, x,y) = MAx + By) + Q(x, y). Pokud je det(H) zaporny, je funkce f(x)
konvexni, coz je postacujici podminka pro existenci minima ve stacionarnim
bodé (a je-li kladny, je f(x) konkavni - podminka pro maximum).



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum

Zobecnime-li odvozeni z pfedchoziho slajdu pro funkci dvou proménnych
f(x,y) optimalizovanou na mnoziné dané rovnici g(x,y) = ¢, dostaneme
podminky 2. fadu: Oznaéme H(\, x, y) Hessovu matici Lagrangeovy funkce
L\ x,¥) = Mg(x,y) — ¢) + f(x, y). Pak je-li ve stacionarnim bodé
determinant det(H(), x, y))
@ kladny, je stacionarni bod bodem maxima
@ zaporny, je stacionarni bod bodem minima



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum

Zobecnime-li odvozeni z pfedchoziho slajdu pro funkci dvou proménnych
f(x,y) optimalizovanou na mnoziné dané rovnici g(x,y) = ¢, dostaneme
podminky 2. fadu: Oznaéme H(\, x, y) Hessovu matici Lagrangeovy funkce
L\ x,¥) = Mg(x,y) — ¢) + f(x, y). Pak je-li ve stacionarnim bodé
determinant det(H(), x, y))

@ kladny, je stacionarni bod bodem maxima

@ zaporny, je stacionarni bod bodem minima
Priklad: Pro ulohu zakaznika restaurace ma Lagrangeova funkce
L(\, S, V) =13 1 V) | \($ + ¥ — 6) Hessovu matici

1

H:

== O
[\ -JM—‘

2
2
— 55z 01 ) . Jeji determinant je det(H(X, S, V)) = 5 + zap

< O

A4
coz je kladné Cislo pro jakékoliv S, V, takZe ve stacionarnim bodé nastava
maximum.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum

Zobecnéme podminky 2. fadu déle pro funkci n proménnych f(x1, ..., Xn)
optimalizovanou na mnoziné dané soustavou rovnic

g,'(X1,...,Xn) = Cj, i = 1,....m:
Oznaéme H(\i, ..., Am, X1, - .., Xn) Hessovu matici Lagrangeovy funkce
LA,y Amy X1, ..., Xn), pak pro jeji hodnotu v pfipadném stacionarnim bodé
plati:

@ ma - lideterminant H(\y,...,Am, X1, ..., X,) Znaménko (—1)" a vSech

n—m jejich nejvétsich hlavnich minor( stfida znaménka, pak ve
stacionarnim bodé nastava maximum.

@ ma-livsech n— m nejvétsich hlavnich minor( véetné determinantu
H(\, ... Am, X1, - .., Xp) Zznaménko (—1)™, pak ve stacionarnim bodé
nastava minimum.

@ Je-li n— m nejvétsich hlavnich minort nenulovych a pfitom neplati ani

jedna z vySe uvedenych podminek, pak ve stacionarnim bodé neni
extrém.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, priklad

Uvazujme modifikaci Ulohy zakaznika restaurace, kdy je mozné konzumovat
jesté dzus v cené 1 dolar za 12 unci, pfitom novou funkci uzitku vyjadfime
jako U(S, V,J) = $In(S) + §In(V) + §In(J) a rozpoCet ziistava $6.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, priklad

Uvazujme modifikaci Ulohy zakaznika restaurace, kdy je mozné konzumovat
jesté dzus v cené 1 dolar za 12 unci, pfitom novou funkci uzitku vyjadfime
jako U(S, V,J) = $In(S) + §In(V) + §In(J) a rozpoCet ziistava $6.

Lagrangeova funkce ulohy bude

L(X, S, V., J) = 3In(S) + 3In(V) + 3In(J) + M(§ + % + % — 6). Z podminek
prvniho fadu pro proménné odvodime S =2V, J =6V a po dosazeni do
rozpoctového omezeni vyjde S* = 8, V* =4 a J* = 24 unci.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, priklad

Uvazujme modifikaci Ulohy zakaznika restaurace, kdy je mozné konzumovat
jesté dzus v cené 1 dolar za 12 unci, pfitom novou funkci uzitku vyjadfime
jako U(S, V,J) = $In(S) + §In(V) + §In(J) a rozpoCet ziistava $6.

Lagrangeova funkce ulohy bude
L(X, S, V., J) = 3In(S) + 3In(V) + 3In(J) + M(§ + % + % — 6). Z podminek
prvniho fadu pro proménné odvodime S =2V, J =6V a po dosazeni do

rozpoCtového omezeni vyjde S* = 8, V* = 4 a J* = 24 unci. Hessova matice
1 1

0 3 1
. 1 _ 1 0 0
Lagrangeovy funkce je: H(\, S, V,J) = 4 3s? ;
5 0 -3 O
1 0 _ 1
12 3J2

Podminka druhého fadu pro pfipad n = 3, m = 1 nabyva podoby: "je-i
znaménko det(H) rovno (—1)3 a znaménko druhého hlavniho minoru —(—1)3
pak ve stacionarnim bodé nastava maximum" Pro nasi funkci je

det(H) = —(smsgevz + 135272 + 35272 )> COZ j€ zaporné v kazdém bodé a
pfitom determinant 2.hlavniho minoru je s + 4552, C0Z je kladné v kazdém
bodé, takze ve stacionarnim bodé nastava maximum.




Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, priklad

Uvazujme dal$i modifikaci, kdy kromé rozpo¢tového omezeni uvazujeme
jesté podminku na celkovy objem tekutin S + J = 24.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, priklad

Uvazujme dal$i modifikaci, kdy kromé rozpo¢tového omezeni uvazujeme
jesté podminku na celkovy objem tekutin S + J = 24.

Lagrangeova funkce ulohy bude

L\ 11, S, V,J) = 3In(S) + 3In(V) + 1in(D) + A(S + £ + L —6) + u(S+J —24).
Z podminek prvniho fadu pro proménné odvodime V = 5$/5 a po dosazeni
do soustavy omezeni vyjde S* =8, V* = 1€ a J* = 16 unci.



Lagrangeova funkce - postacujici podminky pro

optimum, priklad

Uvazujme dal$i modifikaci, kdy kromé rozpoctového omezeni uvazujeme
jesté podminku na celkovy objem tekutin S + J = 24.

Lagrangeova funkce ulohy bude

L\ 11, S, V,J) = 3In(S) + 3In(V) + 1in(D) + A(S + £ + L —6) + u(S+J —24).
Z podminek prvniho fadu pro proménné odvodime V = 5$/5 a po dosazeni
do soustavy omezeni vyjde S* =8, V* = ? a J* = 16 unci. Hessova matice

o0 3 1 4
0 O 1 0 1
Lagrangeovy funkce je: H(A\, 1, S, V,J)=| 7 1 —35% O 0
% 0 0 —3» 01
1 1 0 0 —3r

Podminka druhého fadu pro pfipad n = 3, m = 2 nabyva podoby: "je-li
znaménko det(H) rovno (—1)3 , pak ve stacionarnim bodé nastava maximum
a je-li jeho znaménko rovno (—1)2, pak se jedna o minimum."Lze vypocitat, Ze
pro nadi funkci je det(H) = —(s3e + 122 + 7o9v2)s COZ je zaporné v kazdém
bodé, takze ve stacionarnim bodé nastava maximum.



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé nerovnosti -

motivacni priklad

Uvazujme jednoduchou optimalizacni tlohu
f(x,y) = x? —2x + y?> — 2y + 3 — min za podminky x +y < 1.
Muzeme problém prevést na Glohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
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Uvazujme jednoduchou optimalizacni tlohu
f(x,y) = x? —2x + y?> — 2y + 3 — min za podminky x +y < 1.

Muzeme problém prevést na Glohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfidame na levou stranu omezujici podminky pomocnou proménnou:
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motivacni priklad

Uvazujme jednoduchou optimalizacni tlohu

f(x,y) = x? —2x + y?> — 2y + 3 — min za podminky x +y < 1.
Muzeme problém prevést na Ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
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x + y + w? = 1 a vytvofime Lagrangeovu funkci

Lix,y,w,\) =x% —2x +y? -2y + 3+ X-(x +y +w? - 1)



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé nerovnosti -

motivacni priklad

Uvazujme jednoduchou optimalizacni tlohu

f(x,y) = x? —2x + y?> — 2y + 3 — min za podminky x +y < 1.
Muzeme problém prevést na Ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfidame na levou stranu omezujici podminky pomocnou proménnou:
x + y + w? = 1 a vytvofime Lagrangeovu funkci

Lix,y,w,\) =x2—2x+y? -2y + 3+ X (X +y + w2 —1)

Kromé podminek 2x —2+A=0,2y -2+ A=0ax+y+w?—-1=0
dostaneme derivovanim podle w je$té 2w\ = 0.



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé nerovnosti -

motivacni priklad

Uvazujme jednoduchou optimalizacni tlohu

f(x,y) = x? —2x + y?> — 2y + 3 — min za podminky x +y < 1.
Muzeme problém prevést na Ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfidame na levou stranu omezujici podminky pomocnou proménnou:

x + y + w? = 1 a vytvofime Lagrangeovu funkci

Lix,y,w,\) =x% —2x +y? -2y + 3+ X-(x +y +w? - 1)

Kromé podminek 2x —2+A=0,2y -2+ A=0ax+y+w?—-1=0

dostaneme derivovanim podle w jesté 2w\ = 0. Je zfejmé, Ze moznost

A = 0 nedava zadné feseni, protoZe z prvnich dvou rovnic dostaneme x = 1,
y = 1 a pak tfeti podminka nema feSeni pro w. Musi tedy byt w = 0, tedy

X + y =1, pak sectenim prvnich dvou rc:vnic 2(x+y)—4+2X=0, takze

A=2—-(x+y)=lax=y=1-5=1



Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti

motivacni priklad

Uvazujme jednoduchou optimalizacni tlohu

f(x,y) = x? —2x + y?> — 2y + 3 — min za podminky x +y < 1.
Muzeme problém prevést na Ulohu s omezenim ve tvaru rovnosti?
Pfidame na levou stranu omezujici podminky pomocnou proménnou:

x + y + w? = 1 a vytvofime Lagrangeovu funkci

Lix,y,w,\) =x% —2x +y? -2y + 3+ X-(x +y +w? - 1)

Kromé podminek 2x —2+A=0,2y -2+ A=0ax+y+w?—-1=0

dostaneme derivovanim podle w jesté 2w\ = 0. Je zfejmé, Ze moznost

A = 0 nedava zadné feseni, protoZe z prvnich dvou rovnic dostaneme x = 1,
y = 1 a pak tfeti podminka nema feSeni pro w. Musi tedy byt w = 0, tedy

X + y =1, pak sectenim prvnich dvou rovnic 2(x + y) — 4 + 2\ = 0, takze
A=2—-(x+y)=lax=y=1-%= 15 Podminka komplementarity

2w\ = 0 fika, zZe extrém lezi bud’ na hranici (w = 0) nebo ve stacionarnim
bodé (A = 0). Pokud nas omezeni nepusti do stac. bodu, musi byt A
nezaporna. Skutecneé, i kdybychom zvétsili omezujici konstantu o néjaké

0 < 1, dostaneme x + y < 1 + 4. Je-li toto omezeni aktivni, musi byt
A=2—-—(14+6)=1-46atedy zreimé X\ > 0. Shrime padmirky nto obecnou



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

UvaZzujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) <c;, i=1,...m.

Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvoii se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(x) + 31", \i - (gi(X) — ¢/) a sestavi se
podminky 1. fadu:



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

UvaZzujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) <c;, i=1,...m.

Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvoii se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(x) + 31", \i - (gi(X) — ¢/) a sestavi se
podminky 1. fadu:

VxL(x,\) =0, (stacionarita)



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

UvaZzujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) <c;, i=1,...m.

Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvoii se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(x) + 31", \i - (gi(X) — ¢/) a sestavi se
podminky 1. fadu:

VxL(x,\) =0, (stacionarita)

gi(x) <cj, i=1,...m (primarni pfipustnost)



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

UvaZzujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) <c;, i=1,...m.
Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvoii se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(x) + 31", \i - (gi(X) — ¢/) a sestavi se
podminky 1. fadu:

VxL(x,\) =0, (stacionarita)

gi(x) <cj, i=1,...m (primarni pfipustnost)

Ai >0, i=1,...m (dualni pfipustnost)



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

UvaZzujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) <c;, i=1,...m.
Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvoii se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(x) + 31", \i - (gi(X) — ¢/) a sestavi se
podminky 1. fadu:

VxL(x,\) =0, (stacionarita)

gi(x) <cj, i=1,...m (primarni pfipustnost)

Ai >0, i=1,...m (dudlni pfipustnost)

Ai-(gi(x)—c) =0, i=1,...m (komplementarita)



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

UvaZzujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m nerovnic gi(x) <c;, i=1,...m.

Formalni postup je obdobny pfipadu s omezujicimi rovnostmi: vytvoii se opét
Lagrangeova funkce L(x,\) = f(x) + 31", \i - (gi(X) — ¢/) a sestavi se
podminky 1. fadu:

VxL(x,\) =0, (stacionarita)

gi(x) <cj, i=1,...m (primarni pfipustnost)

Ai >0, i=1,...m (dudlni pfipustnost)

Ai-(gi(x)—c) =0, i=1,...m (komplementarita)

Tyto vztahy se nazyvaji Kuhn-Tuckerovy podminky Ulohy. Za ur&itych
pfedpokladl regularity (nezavislost gradientli omezeni) se jedna o nutné
podminky pro to, aby v bodé x* méla tloha lokalni minimum. V tomto kontextu

se téz pouziva oznaceni Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky, zkracené
KKT-podminky.



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

Interpretace KKT podminek vychazi z ekonomického vyznamu
Lagrangeovych multiplikatord.
@ Stacionarita a primarni pfipustnost jsou pfirozené pozadavky na
optimalitu feSeni Ulohy s omezenim.



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

Interpretace KKT podminek vychazi z ekonomického vyznamu
Lagrangeovych multiplikatoru.

@ Stacionarita a primarni pripustnost jsou pfirozené pozadavky na
optimalitu feSeni Ulohy s omezenim.

@ Z ¢teho plyne pozadavek dualni ptipustnosti? Jestlize Lagrangetv
multiplikator \; reprezentuje mezni uzitek pfi uvolnéni i - tého omezeni,
pak nerovnost \; > 0 znamena, ze optimalni hodnota UcCelové funkce se
nemUze uvolnénim tohoto omezeni zhorsit.



Optimalizacni tuloha s omezenim ve formé nerovnosti

Interpretace KKT podminek vychazi z ekonomického vyznamu
Lagrangeovych multiplikatoru.

Stacionarita a primarni pfipustnost jsou pfirozené pozadavky na
optimalitu feSeni Ulohy s omezenim.

Z Ceho plyne pozadavek dualni pripustnosti? Jestlize Lagrangelv
multiplikator \; reprezentuje mezni uzitek pfi uvolnéni i - tého omezeni,
pak nerovnost \; > 0 znamena, ze optimalni hodnota UcCelové funkce se
nemUze uvolnénim tohoto omezeni zhorsit.

Posledni pozadavek komplementarity Ize rozepsat jako:
Ai = 0 nebo gj(x) = ¢; (pfipadné mohou platit obé rovnosti)

To znamena, ze je-li pfislusné omezeni v bodé optima neaktivni (tj. neni

spInéné jako rovnost), pak jeho multiplikator musi byt nulovy, jinak by Sla
hodnota ucelové funkce zlepsit uvolnénim omezeni. U aktivnich omezeni
muZze byt obecné i kladna hodnota multiplikatoru.



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + ¥? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi g +y2<3 y>o.



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + ¥? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi % —|— y? < , ¥y >0.

Reseni: druhé omezeni pFepiéeme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funkci L = x — % + y2 +)\( Ty —*)+/~b( ¥)



Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + ¥? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi g +y2<3 y>o.

Reseni: druhé omezeni prepiSeme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
. 2 2

funkl L = x = 5 & y2 4 (5 +92 = §) + ()

Zapisme KKT podminky pro minimum:

L=1-x+Xx=0,L, =2y +2\y —u (stacionarita)
§ +y2<3 y>0 (priméarni ptipustnost)
A>0,u>0 (dudlni pfipustnost)

A X; +y? - %) =0,uy =0 (komplementarita)



Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + ¥? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi %- —|— y? < , ¥y >0.

Reseni: druhé omezeni prepiSeme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funk0|L_x—7+y +)\(2 + y? —f) + u(—y)
Zapisme KKT podminky pro minimum:

L’ =1-x+Xx=0,L,=2y+2\y —p (stacionarita)
£ C 12 <2, y>0 (primarni pfipustnost)

A>0,pu> 0 (dudlni pfipustnost)

A (%2 +y2 - %) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro vSechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatort \ a p:

A = p = 0, pak z podminek stacionarity dostaneme x = 1, y = 0, ¢elova
funkce zde ma hodnotu 7(1,0) = 5



Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + ¥? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi %- —|— y? < , ¥y >0.

Reseni: druhé omezeni prepiSeme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funk0|L_x—7+y +)\(2 + y? —f) + u(—y)
Zapisme KKT podminky pro minimum:

L’ =1-x+Xx=0,L,=2y+2\y —p (stacionarita)
£ C 12 <2, y>0 (primarni pfipustnost)

A>0,pu> 0 (dudlni pfipustnost)

A (%2 +y2 - %) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro vSechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatort \ a p:

A =0, > 0, pak opét stacionarita dava x = 1 a z podminek komplementarity
musi byt y = 0. Dostali jsme opét bod [1, 0].



Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + ¥? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi § +y2<3 y>o.

Reseni: druhé omezeni prepiSeme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
. 2 2

funkci L:x—%+y2+>\(%+y2— %) + p(=y)

Zapisme KKT podminky pro minimum:

L=1-x+Xx=0,L, =2y +2\y —u (stacionarita)
% +y2<3 y>0 ~ (primarni pfipustnost)
A>0,u>0 (dualni pripustnost)

A (%2 +y? - %) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro vSechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatora A a p:

A >0, =0, pak z podminek stacionarity dostaneme 2y(1 + \) = 0, tedy bud
y = 0 nebo A = —1, coz nelze. Druhé soufadnice dopocitame ze vztahu
£ 402 = 2, ziskame tedy body [—2,0], [2,0], hodnoty A jsou 3, resp. 3.



Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + ¥? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi %- —|— y? < , ¥y >0.

Reseni: druhé omezeni prepiSeme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funk0|L_x—7+y +)\(2 + y? —f) + u(—y)
Zapisme KKT podminky pro minimum:

L’ =1-x+Xx=0,L,=2y+2\y —p (stacionarita)
£ C 12 <2, y>0 (primarni pfipustnost)

A>0,pu> 0 (dudlni pfipustnost)

A (%2 +y2 - %) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro vSechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatort \ a p:

A>0,0>0 nedava zadny novy bod, protoze kvuli komplementarité je y = 0
a souCasne % + y? = 8, coz se shoduje s predchozim pfipadem.



Optimalizacni tloha s omezenim ve formé nerovnosti

priklad

Najdéte minimum funkce f(x,y) = x — X; + ¥? na "pulelipse"vymezené
nerovnostmi %- —|— y? < , ¥y >0.

Reseni: druhé omezeni prepiSeme do tvaru —y < 0 a vytvofime Lagrangeovu
funk0|L_x—7+y +)\(2 + y? —f) + u(—y)
Zapisme KKT podminky pro minimum:

L’ =1-x+Xx=0,L,=2y+2\y —p (stacionarita)
£ C 12 <2, y>0 (primarni pfipustnost)

A>0,pu> 0 (dudlni pfipustnost)

A (%2 +y2 - %) =0,uy=0 (komplementarita)

Vypocet provedeme zvlast pro vSechny kombinace (ne)nulovosti
multiplikatort \ a p:

Porovnanlm hodnot ve vSech podezielych bodech
f(1,0) =%, f(—3,0) = =21, (,0) = 2 zjistime, Ze minimum nastava v bodé

[-3.0]



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé nerovnosti -

priklad

, v . . 2 vr v
Znézornéme si vrstevnice funkce f(x,y) = x — % + y? a pFipustnou mnozZinu

. 2 . e e v
vymezenou nerovnostmi % + y? < g, y > 0, minimum nastava v bodé
[-2,0], maximum v bodé [}, 1].




Konvexni programovani

Ulohu f(x) — min na pFipustné mnoZiné M vymezené soustavou m nerovnic
gi(x) < ¢, i =1,...mnazveme Ulohou konvexniho programovanti, jestlize
Ucelova funkce f(x) i levé strany omezeni gi(x), i =1,..., mjsou konvexni
funkce.



Konvexni programovani

Ulohu f(x) — min na pFipustné mnoZiné M vymezené soustavou m nerovnic
gi(x) < ¢, i =1,...mnazveme Ulohou konvexniho programovanti, jestlize
Ucelova funkce f(x) i levé strany omezeni gi(x), i =1,..., mjsou konvexni
funkce.

Véta: Pro ulohu konvexniho programovani za predpokladu regularity plati:
Vyhovuje-li bod x* KKT podminkam, pak je bodem minima funkce f(x) na M.
V pripadé konvexniho programovani je tedy splnéni KKT vztah(l postacuijici
podminkou pro existenci minima.



Konvexni programovani

Ulohu f(x) — min na pFipustné mnoZiné M vymezené soustavou m nerovnic
gi(x) < ¢, i =1,...mnazveme Ulohou konvexniho programovanti, jestlize
Ucelova funkce f(x) i levé strany omezeni gi(x), i =1,..., mjsou konvexni
funkce.

Véta: Pro ulohu konvexniho programovani za predpokladu regularity plati:
Vyhovuje-li bod x* KKT podminkam, pak je bodem minima funkce f(x) na M.
V pripadé konvexniho programovani je tedy spinéni KKT vztaht postacujici
podminkou pro existenci minima.

Poznamka: Uvazujeme-li v dané Uloze konvexniho programovani pfi
vymezeni pfipustné mnoziny M také obligatni podminky nezapornosti x > 0,
pak Ize KKT podminky preformulovat nasledovné:

Funkce f(x) nabyva svého minima na M v bodé x* > 0 prave tehdy kdyz
existuje vektor A* > 0, takovy ze: L(x,A*) > L(x*,\*) > L(x*,\) pro vSechny
nezporné vektory x, \.

Toto tvrzeni se nazyva Kuhn-Tuckerova véta o sedlovém bodé.



Konvexni programovani

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, A*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:
VxL(x*,2\*) >0

VxL(x*,A\*).-x=0

ViaL(x*,\*) <0

VaL(x*,A*).- A =0,
kde symbolem ".-"rozumime n&sobeni vektorl po slozkach.



Konvexni programovani

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, A*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:

VxL(x*,2\*) >0

VxL(x*,A\*).-x=0

ViaL(x*,\*) <0

VaL(x*,A*).- A =0,

kde symbolem ".-"rozumime n&sobeni vektorl po slozkach.

Funkce L(x, \) nabyva na M v bodé (x*, A*) svého minima vzhledem k x a
maxima vzhledem k A. Prvni dvé podminky jsou zfejmé zobecnénim
pozadavku stacionarity (VxL(x*, \*) = 0) pro pfipad s obligatnimi
podminkami x > 0.



Konvexni programovani

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, A*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:

VxL(x*,2\*) >0

VxL(x*,A\*).-x=0

ViaL(x*,\*) <0

VaL(x*,A*).- A =0,

kde symbolem ".-"rozumime n&sobeni vektorl po slozkach.

Funkce L(x, \) nabyva na M v bodé (x*, A*) svého minima vzhledem k x a
maxima vzhledem k A. Prvni dvé podminky jsou zfejmé zobecnénim
pozadavku stacionarity (VxL(x*, \*) = 0) pro pfipad s obligatnimi
podminkami x > 0. PovS§imnéme si je$té, Ze V,L(x*, \*) = (gi(X) — Ci)i=1,...,
posledni dva vztahy vyjadfuji tedy podminky pfipustnosti a komplementarity
vzhledem k omezujicim podminkém.

m



Konvexni programovani

Poznamka: Vlastnosti sedlového bodu: Je-li (x*, A*) > 0 sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce na M, pak pro jeji gradienty zde plati:

VxL(x*,2\*) >0

VxL(x*,A\*).-x=0

ViaL(x*,\*) <0

VaL(x*,A*).- A =0,

kde symbolem ".-"rozumime n&sobeni vektorl po slozkach.

Funkce L(x, \) nabyva na M v bodé (x*, A*) svého minima vzhledem k x a
maxima vzhledem k A. Prvni dvé podminky jsou zfejmé zobecnénim
pozadavku stacionarity (VxL(x*, \*) = 0) pro pfipad s obligatnimi
podminkami x > 0. PovS§imnéme si je$té, Ze V,L(x*, \*) = (gi(X) — Ci)i=1,...,
posledni dva vztahy vyjadfuji tedy podminky pfipustnosti a komplementarity
vzhledem k omezujicim podminkém.

m

Poznamka: Pro maximalizaéni Ulohy se sestavi Lagrangeova funkce ve tvaru
L(x,\) = f(x) — 37, \i - (9i(x) — ¢7) a v podminkach pro sedlovy bod se
uvazuji opacné nerovnosti.



Konvexni programovani - priklad

Poznamka: Linearni problémc’ - x — max, A-x < b, x > 0 je vlastné
specialnim pfipadem konvexniho programovani. PfepiSeme-li si i¢elovou
funkci jako —¢ - x — min, budou podminky pro sedlovy bod (x, \) > 0
Lagrangeovy funkce nasledujici:

—c"+AT-A>0
(—¢"+AT-A).-x=0
A-x—-b<o0
(A-x—b).-A=0



Konvexni programovani - priklad

Poznamka: Linearni problémc’ - x — max, A-x < b, x > 0 je vlastné
specialnim pfipadem konvexniho programovani. PfepiSeme-li si i¢elovou
funkci jako —¢ - x — min, budou podminky pro sedlovy bod (x, \) > 0
Lagrangeovy funkce nasledujici:

—c"+AT-A>0
(—¢"+AT-A).-x=0
A-x—-b<o0
(A-x—b).-A=0

S témito tvrzenimi jsme se jiz setkali dfive, vyjadfuji dualitu v Glohach LP.
Optimalni X je feSenim tzv. duélni Glohy b" - X — min, AT - X <e¢, A >0,
protoze dosazenim vztahu (—c' + AT - A) - x = 0 do Lagrangeovy funkce
dostaneme tvar L(x,\) = —¢c" - x+ AT -A-x— A" -b=-)\T.b.



Konvexni programovani - priklad

Poznamka: Linearni problémc’ - x — max, A-x < b, x > 0 je vlastné
specialnim pfipadem konvexniho programovani. PfepiSeme-li si i¢elovou
funkci jako —¢ - x — min, budou podminky pro sedlovy bod (x, \) > 0
Lagrangeovy funkce nasledujici:

—c"+AT-A>0
(—¢"+AT-A).-x=0
A-x—-b<o0
(A-x—b).-A=0

S témito tvrzenimi jsme se jiz setkali dfive, vyjadfuji dualitu v Glohach LP.
Optimalni X je feSenim tzv. duélni Glohy b" - X — min, AT - X <e¢, A >0,
protoze dosazenim vztahu (—¢' + AT - A)-x =0do Lagrangeovy funkce
dostaneme tvar L(x,\) = —¢" - X+ AT -A-x— AT -b=-\T -b. Redeni
primarni i duéini Ulohy jsou totozna. P¥i velkém po&tu omezeni (m >> n)
muZze byt dualni loha mnohem jednodussi, proto se v praxi ¢asto pfi feSeni
primarni ulohy pouziva tzv. dualni algoritmus.



Kvadratické programovani

Problém minimalizace funkce f(x)=3x"-C-x+d-Xx

namnoziné M={xeR" x>0, A-x<b}
nazveme Ulohou kvadratického programovani.



Kvadratické programovani

Problém minimalizace funkce f(x)=3x"-C-x+d-Xx

namnoziné M={xeR" x>0, A-x<b}

nazveme Ulohou kvadratického programovani.

Jednd o ulohu konvexniho programovani? Pfipustnd mnozina M je jisté
konvexni, sta¢i ovéfit konvexitu UCelové funkce. Hessova matice GCelové
funkce je H(x) = C, je-li tedy tato matice pozitivné definitni, jedna se o
konvexni problém.



Kvadratické programovani

Problém minimalizace funkce f(x)=3x"-C-x+d-Xx

namnoziné M={xeR" x>0, A-x<b}
nazveme Ulohou kvadratického programovani.
Jednd o ulohu konvexniho programovani? Pfipustnd mnozina M je jisté
konvexni, sta¢i ovéfit konvexitu UCelové funkce. Hessova matice GCelové
funkce je H(x) = C, je-li tedy tato matice pozitivné definitni, jedna se o
konvexni problém. ZapiSme podminky pro sedlovy bod Lagrangeovy funkce:
Vil(x*,\*)=C-x+d+AT-1>0

L(x*,\*).-x=(C-x+d+AT-)).-x=0

AL(X*, ) = A x—b<0
L(x*,A*).-A=(A-x—b).- A=



Kvadratické programovani

Problém minimalizace funkce f(x)=3x"-C-x+d-Xx

namnoziné M={xeR" x>0, A-x<b}
nazveme Ulohou kvadratického programovani.
Jednd o ulohu konvexniho programovani? Pfipustnd mnozina M je jisté
konvexni, sta¢i ovéfit konvexitu UCelové funkce. Hessova matice GCelové
funkce je H(x) = C, je-li tedy tato matice pozitivné definitni, jedna se o
konvexni problém. ZapiSme podminky pro sedlovy bod Lagrangeovy funkce:
VXL(x AM)=C-x+d+AT-1>0

ALX A7) - x=(C-x+d+A"-)).-x=0

AL(x*, A*) A-x-b<0

AL, ). - A= (A-x—b).- A=
Tato soustava se zpravidla upravi pomoci zavedeni doplfikovych proménnych
w, kterymi se prvni nerovnost prevede narovniciC-x+d 4+ AT -\ —w = 0.
Dale se uloha fesi jako linearni pomoci upravené simplexové metody, pficemz
dodrZeni podminky w. - x = 0 se zajisti tak, Ze hlidame, aby se do baze
nedostaly proménné x; a w; nikdy soucasné (i = 1,...n). Na této myslence je
zalozena tzv. Wolfeho metoda feSeni tloh kvadratického programovani.



Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

Predpokladejme, ze chceme sestavit portfolio z cennych papird, jejichz
vynosy jsou ndhodné veli€iny, které ozna¢ime Xj, ..., X,. Tyto ndhodné
veli¢iny mdzeme charakterizovat o¢ekavanym vynosem E(X;),..., E(X,) a
také variabilitou vyjadienou rozptyly D(X1), ..., D(X,). Navic mezi
jednotlivymi dvojicemi cennych papir( miZe existovat néjaky vztah, kdy se
jejich ceny mohou vyvijet souhlasné ¢i naopak protichidné - tyto zavislosti
jsou vyjadreny pomoci kovarianci C(X;, X;). Kovariance a rozptyly Ize zapsat
souhrnné pomoci variacni matice V(X). Pfistupem, zaloZzenym na téchto
charakteristikach, se zabyva Markowitz(lv model portfolia.
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Predpokladejme, ze chceme sestavit portfolio z cennych papird, jejichz
vynosy jsou ndhodné veli€iny, které ozna¢ime Xj, ..., X,. Tyto ndhodné
veli¢iny mdzeme charakterizovat o¢ekavanym vynosem E(X;),..., E(X,) a
také variabilitou vyjadienou rozptyly D(X1), ..., D(X,). Navic mezi
jednotlivymi dvojicemi cennych papir( miZe existovat néjaky vztah, kdy se
jejich ceny mohou vyvijet souhlasné ¢i naopak protichidné - tyto zavislosti
jsou vyjadreny pomoci kovarianci C(X;, X;). Kovariance a rozptyly Ize zapsat
souhrnné pomoci variacni matice V(X). Pfistupem, zaloZzenym na téchto
charakteristikach, se zabyva Markowitz(lv model portfolia.

Vynos portfolia, ve kterém jsou jednotlivé cenné papiry zastoupeny v podilech
Pi,-..,Pnje ndhodna veliina Y = Z}; piX;. Otekavany vynos bude roven

E(Y) = Y"1, piE(X;). Variabilitu vynosu portfolia je mozné vyjadfit pomoci
jeho rozptylu, D(Y) = (p1,...,Pn) - V(X) - (p1,...,pn)".



Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

Investor zpravidla pozaduje co nejvétsi oCekavany vynos E(Y) za co
nejmensiho rizika (riziko, tedy nejistotu mizeme vyjadrit pravé rozptylem
D(Y)) Jde o Ulohu vicekriteridlniho programovani

E(Y) — max, D(Y) — min za omezujici podminky 7 ,pi=1.
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nejmensiho rizika (riziko, tedy nejistotu mdzeme vyjadrit pravé rozptylem
D(Y)) Jde o Ulohu vicekriterialniho programovani

E(Y) — max, D(Y) — min za omezujici podminky 7 ,pi=1.

Jeden z moznych pfistupl k feseni této vicekriterialni Glohy je stanoveni
minimalniho pozadovaného vynosu Ry, a minimalizace rizika mezi vSemi
portfolii s vynosem alespon R,;,. Dostaneme Ulohu kvadratického

programovani f(p1,...,Pn) = (P1,---,Pn) - V(X) - (P1,...,pn)" — min, za

omezeni p; >0, 7 pi=1, 30, piE(X;)) > Rmin- Pro nedegenerovana
portfolia je matice V(X) pozitivné definitni, takze problém je konvexni.
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Investor zpravidla pozaduje co nejvétsi oCekavany vynos E(Y) za co
nejmensiho rizika (riziko, tedy nejistotu mdzeme vyjadrit pravé rozptylem
D(Y)) Jde o Ulohu vicekriterialniho programovani

E(Y) — max, D(Y) — min za omezujici podminky 7 ,pi=1.

Jeden z moznych pfistupl k feseni této vicekriterialni Glohy je stanoveni
minimalniho pozadovaného vynosu Ry, a minimalizace rizika mezi vSemi
portfolii s vynosem alespon R,;,. Dostaneme Ulohu kvadratického

programovani f(p1,...,Pn) = (P1,---,Pn) - V(X) - (P1,...,pn)" — min, za

omezeni p; >0, 7 pi=1, 30, piE(X;)) > Rmin- Pro nedegenerovana
portfolia je matice V(X) pozitivné definitni, takze problém je konvexni.

Priklad: Navrhnéte strukturu portfolia z dvou cennych papirt Py, P, tak aby
jeho otekavany vynos byl alespon 0,04 a riziko minimalni. Sledovanim
¢asovych fad cenového vyvoje cennych papirt jsme odhadli oéekavané
vynosy E(X;) = 0,03, E(Xz) = 0,05, rozptyly D(X;1) =3, D(Xz) =4 a
kovarianci C(Xi, X2) = 2.
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portfolia

ZapiSeme matematicky model Ulohy:
f(p1,p2) = (p1,p2) - < > 4 ) : ( g; ) — min za podminky

p1, P2 >0, 3p1 +9p2 >4, pr+p2<1.

Poznamka: Ocekavané vynosy jsme pro snadnéjsi vypocty vynasobili 100 a
posledni podminku jsme zapsali jako nerovnici (pfipoustime tedy i moznost
nevyCerpani celé ¢astky na investicil)
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nevyCerpani celé ¢astky na investicil)

Lagrangeova funkce Ulohy ma tvar
L(p1, P2, A, 1) = 3P% + 4p1p2 + 4p5 + A(p1 + p2 — 1) + p(—3p1 — 5p2 + 4)
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f(p1,p2) = (P1,p2) - < > 4 ) : ( g; ) — min za podminky

p1, P2 >0, 3p1 +9p2 >4, pr+p2<1.

Poznamka: Ocekavané vynosy jsme pro snadnéjsi vypocty vynasobili 100 a
posledni podminku jsme zapsali jako nerovnici (pfipoustime tedy i moznost
nevyCerpani celé ¢astky na investicil)

Lagrangeova funkce Ulohy ma tvar
L(p1, P2, A, 1) = 3P% + 4p1p2 + 4p5 + A(p1 + p2 — 1) + p(—3p1 — 5p2 + 4)

Kuhn-Tuckerovy podminky pro pi, p2, A, x > 0 jsou:

L, =6p1+4p2+X—3u >0, (6p1 +4p2+A—3u)ps =0
L, =4p1 +8p2 + A —5u >0, (4p1 +8p2 + A —5u)p2 =0
Ly=pi+p2—1<0, (p1+p2—1)A=0

L, =-3p1 —5p2+4<0, (-3p1 —5p2+4)p=0



Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

P¥i hledani bodu vyhovujiciho KT podminkam uvazujme opét vSechny
moznosti (ne)nulovosti multiplikatord A a p:

A >0, u> 0 : Komplementarita pro oba multiplikatory dava 3p; + 5p. = 4,
p1 + p2 =1, coz nam da reseni p; = po = % po dosazeni do prvnich dvou
rovnic dostaneme 5+ A —3u =0, 6 + A — 51 = 0, tato soustava ale dava
zaporné ), takze neziskame zadné feseni.
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rovnic dostaneme 5+ A —3u =0, 6 + A — 51 = 0, tato soustava ale dava
zaporné ), takze neziskame zadné feseni.

A=0, u>0 :Zkomplementarity pro u plyne 3p; + 5p. = 4. Zfejmé tedy
p2 # 0 a druhou podminku Ize vydélit po: 4p; + 8p2 — 51 = 0, po vylouéeni
moznosti p1 = 0 (pokazila by se nezapornost L;, ) musi byt
6p1 + 4p2 + A — 3u = 0, takze dostaneme linearni soustavu, jejimz feSenim je
p1=0,16, po = 0,7, u = 1,25 a oCekavany vynos 4 pfi riziku 2, 5.



Kvadratické programovani, pfiklad: optimalizace

portfolia

P¥i hledani bodu vyhovujiciho KT podminkam uvazujme opét vSechny
moznosti (ne)nulovosti multiplikatord A a p:

A >0, x>0 : Komplementarita pro oba multiplikatory davé 3p: + 5p> = 4,
p1 + p2 =1, coz nam da reseni p; = po = % po dosazeni do prvnich dvou
rovnic dostaneme 5+ A —3u =0, 6 + A — 51 = 0, tato soustava ale dava
zaporné ), takze neziskame zadné feseni.

A=0, u>0 :Zkomplementarity pro u plyne 3p; + 5p. = 4. Zfejmé tedy
p2 # 0 a druhou podminku Ize vydélit po: 4p; + 8p2 — 51 = 0, po vylouéeni
moznosti p1 = 0 (pokazila by se nezapornost L;, ) musi byt
6p1 + 4p2 + A — 3u = 0, takze dostaneme linearni soustavu, jejimz feSenim je
p1=0,16, po = 0,7, u = 1,25 a oCekavany vynos 4 pfi riziku 2, 5.

A >0, u=0 :Zkomplementarity pro A plyne p; + p> = 1. Pro extrémni
pfipad pi = 0, p2 = 1 nebo naopak se pokazi nezapornost derivace L, nebo
Ly,- Tedy p1, p2 # 0 a prvni dve podminky Ize vydelit p a po:
6p1 +4p2 + A =0, 4p1 + 8p> + A = 0 a dostaneme soustavu, pro niz viak
vyjde X\ < 0, takze neziskame zadné feseni.
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A= p =0 :Zprvnich dvou rovnic dostaneme
(6p1 + 4p2)p1 = 0, (4p1 + 8p2)p2 = 0, coz ma jediné nezaporné feseni
pi = p2 = 0, coz v8ak nevyhovuje podmince 3p; + 5p. > 4.
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portfolia

Ulohu bychom mohli fesit i pro jiné aspiraéni Girovné vynosu Ry, hapfiklad
Rmin € {1;1,5;2;2,5; 3;3,5;4;5}. Vynesme si tyto hodnoty spolu s
optimalnimi hodnotami Uéelové funkce (tj. minimalnimi riziky pfi daném
vynosu) graficky v tzv. kriterialnim prostoru:
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Spojnice mezi body je odhadem tzv. efektivni hranice, tvorené portfolii, jejichz
vynos lze zlepSit jen za cenu zhorSeni rizika a naopak. Efektivni hranici také
najit pomoci optimalizace funkci f(Y)=c-E(Y)— (1 —c¢)-D(Y) na
mnoziné vSech portfolii, kde konstanta ¢ probiha interval (0, 1).
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